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. Exercices Corrigés

1. Soit la matrice A définie par :

o 6 -3
-18 -19 9
-30 —30 14

(1) A est-elle inversible ? si oui déterminer son inverse AL,
(2) Calculer A2 — A — 213 =0, avec I3 est la matrice identitée.

. Soit la matrice A définie par :

5 6 -3
—-18 —-19 9
=30 -30 14
(1) A est inversible si et seulement si detA # 0.
5 6 -3 5) 1 =3
= —iF 8 § |=gmsom=] ~0& 1 ®
-30 =30 14 =30 0 14

calculons suivant la colonne 2,

; -18 9 5 -3
detAz(—l)”z(l)l _30 14 h(nl)m(—l) 30 14 ‘_23&0,

d’ot le résultat.
A~! est donnée par : A7t = 25C* o0 C* est la comatrice de A.

~19 9|_, | -6 -3|_. |6 -3|_
611_‘—30 14 |=hm="| 3 14 ’—6*631—’—19 9 {‘_3’
~|-18 9| = |5 -3
C”“‘ 30 14 ‘—‘18’022“ ~30 14 “‘20’632—“ —18 9 |9
-8 -9 o |5 6 |_ . |5 6|
613*‘ ~30 —30 " ol f = ‘ ~30 —30 ‘_ 30’033_’ =19 =1 ’ 13,
ainsi
4 —18 -30 4 6 -3
c=|6 -2 -3 |=c=[-18 -2 9
~3 9 13 ~30 —30 13
4 6 -3 2 3 -3/
At=1/2 -18 =20 9 | = -9 —-10 9/2
~30 —30 13 ~15 —15 13/2
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(2) Calculons A2 — A — 213 =0,

7 6 -3 2 00
AA=AA=| —-18 -17 9 |, A2—A=[0 20 =2l
—30 —30 16 0 0 2
D’ou le résultat, on peut remarquecque A(A — I?) =2 = AB = Iy,avec
B=1/2(A- Ig) = A%

2. Soit A une maltrice définie par :

011
A=1101
110

(1) Trouver a,b € IR tels que A* = a.Ig+b.A.

(2) En déduire que A est inverible et donner son inverse.

011
A=1101
110

a.

Trouvons a,b € IR tels que A? = Ip+b.A.

2 11 100 0 1

A= 12 1)=al 010 )|+b| 10
11 2 001 11
1.

ainst a = 2,b=
(2)
11 10
detAg—\ L 0 ’+‘ 11 4:2750
d’od A est inversible.

A—A=2L=AA-L)=2; = A1/2(A- L) =1,
ainst A7 = 1/2(A — ;)

-1 1 1
A'=1/2 1 -1 1
1 1 -1

EXERCICE 3. Soit la matrice associée & lapplication f définie sur IR® suivant
la base canoniquede IR®.

(1) Déterminer lapplication f.



(2) Déterminer ker f et Imf et leur dimension, f est-elle bijective ¢

(3) Soit § = {Ul = (L, 1, 1),?)2 = (1%05 1): v = (2, _110)}
a) Monter que S est une base de TR>.
b) Donner la matrice associée & f suivant# lo base S.

(1) Determinons lapplication f.

1 -1 5
f(x,y,z):(g 0 2 y | =(z—y+52 3z+2z, a+y+4z ).
1 1 4

(2) ker f = {(z,9,2) € R*/f(z,y,2) = (0,0,0)}
ker f = {(0,0,0)}.

alors dimker f = 0,(f est injective).
Imf ={f(z,y,2)/(z,y,2) € R}
Imf = {=(1,3,1) + y(—1,0,1) + 2(5,2,4) /z,y, = € R}

la famille {(1,3,1), (—1,0,1),(5,2,4)} est libre car det((1,3,1),(—1,0,1),(5,2,4)) =

23 # 0, alors dim Imf = 3, (f est surjective), d’ou f est bijective.

(3) Soit S = {Ul = (1: 1, 1)’?)2 = (1:0: 1)7”3 = (21_1¢0)}
a) S est une base de IR® < det(vy, vy, v3) # 0,

1 1 2 11 3
dEt(Ul,'L’z,Ug) =10 -1 =C3=C1+C3= 1 0 0(=2 % 0.
11 0 111
b) On note A' la matrice associée & f suwivante la base So A/ = P~ AP, avec
114 1/2 1 -1/2
= | 1 0 =4 etfaisonsun changement de base P71 = | —1/2 -1 3/2
1 1p /2 0 -1/2
_ 1 -1 5 A4 4 9 9/ Vi q,
(J‘M@/.(B 0 2).(-4 0 _‘4);?_ 2 )/
AR AYERIAYED SVl S

4. Soit la matrice A définie par : - ; A
0 2 -1
A= 3 -2 0
-2 2 1

(1) Déterminer les valeurs propres de A.
(2) Montrer que A est diagonalisable.

(3) Déterminer P, calculer A*.



0 2 -1

A= 3 -2 0
-2 2 1
déterminons les valeurs propres de A, soit A € IR,
-A 2 =1
PiA) =|A-A|=| 3 —230 Y=0-n0+001-2) -
—2 . 2 1-A

les valeurs propres sont 1,2 et —4.
(2) A est diagonalisable car elle admet trois valeurs propres dictinctes.
(3) Cherchons les vecteurs propres.

o Pour A=1:

y—z==x —zz+2y—2=0 G
Ei={v=(zy,2) e R®JAv=0v}={ 3z—-2y=y =4 3x—-3y=0 :>{$:Z
-2 +2y+z=2 —2x+2y=0 N
E; :{3:(1,1, 1)/z € Ryv1 = (1,1,1) est vecteur propre associé a 1.
e Pour A\=2 :
2y —g=2z —2x+2y—2=0
Ey={v=(z,9,2) e R¥/Av =20} = { 3z —-2y=2y =4 3x—4y=0
—2r4+2y+z2=2z -2z+4+2y—2=0
z=4/3y
=
{Z=(—2/3)y

FEy ={y(4/3,1, —2/3)/5 € IF{th = (4,3, —2) est vecteur propre associ€ ¢ 2.

e Pour A =-—1.t:

2y —z= -4z _
E_s={v=(z,y,2) € R®/Av =~} = { 3z —2y+ = -4y = { z=—(2/3)y
—4

—2x+2y+z= r=2
By = {ully -‘bfﬁ'l Jz € [F%’U,;: (2,—3,2) est vecteur propre associé ¢ —4.
Ainsi
1 4 2
1 3 -3
1 -2 2
10 0
A=PDP Y avecD=| 0 2 0 |, alors
00 —4
. 4 2 0 0 -12 —18
AF=PDFpt = =g 3 0 -5 0 5
-2 2 (—4)* -5 6 -1



g 0 -18 18 0 -5 -5
Pl=—1| -5 0 5 |,det(P)=-30,Ci=| —-12 0 6
-18 5 -1

VOUSs pouve%calculer P! en utilisant le changement de base.

_q [ 82— 10(-4)F —12+12(—4)% —18+5.282 —2(—4)*
A¥= — | —152F—15(—4)% —12+15(—4)% —184 5.2+ 4 3(—4)F
30\ 5okl _1p(—4)t  —12 4+ 15(—4)F —18 + 5.2FL — 2(—4)k

5. Résoudre le systéme suivant :

r+ytz=3
(8):4 2z+y+z=2
r+2y+z=1

z+y+z=3 11 1\ / 3
()¢ 2w+y+2=2 & |2 1 1 |yl 2
| z4+2y+2=1 121 ){yf\1

detA=1#0,rgA=n=p=3 ((S,;) est un systéme de cramer), \ﬂ .mJ w\ﬁ/\' we S e@dw,
Myn que dann fe P -

311
211
s dBtAl _ 121 1
detA 1 '
131
2 21
_detdy |11 1] )
V= 4ea - 1 “
113
21 2
Y det As _ 1 21 _5
detA 1 ’

6. Résoudre le systéme suivant :

3z+y—2:+3t=0
(§): ¢ —x+2y—4z+6t=2
5 | 2w—y+2:-3t=0



‘SOLUTION .

Sz+y—224+3t=0 3 1 -2 3 & 0
(S):{ —z+2—4z+6t=2 & | -1 2 —4 6 . 3; = 2
4 2z —y+22—3t=0 2 -1 2 -3 A 0

le rgA < 3. On prend M = ( _31 é ) ydetM = T # 0. On considére le systéme

suivant !

—z+2y=2+4z — 6t y=2z—-3t+6/7
si on remplace dans la troisiéme équation on aura :
20 —y+22—3t=—-4/T—22+3t—-6/T+2z—-3t=-10/T#0 *

donc le systéme n'admet aucune solution.

Sn-yy2y =3 5 = L‘ H
(S%)"{imw.a—r% A N 2 ¥ )=

n-39 4% -1 A =3 4 )

dek(A)= 0. (S,)a'ely gas wr Syskense de Cramas .

comne IN1=[%, )= B0 A (= 2
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