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Préambule

Cet ouvrage est le fruit d'efforts pédagogiques accomplis a l'issue d’un certain nombre
d’années d’enseignements de cette matiere. Son objectif est de faire partager des connaissances jugées
essentielles. Son ambition est de faire découvrir et aimer aux étudiants et aux praticiens de la

simulation numérique, une méthode aussi bénéfique que celle de la méthode des éléments finis.

Par ailleurs, cette méthode a toujours été une spécialité commune aussi bien au domaine de la
construction mécanique qu’a celui de la famille de la construction (travaux publics et génie civil). En
effet, la vérification et le dimensionnement des piéces mécaniques, sont souvent effectués en faisant
recours aux logiciels de simulations numériques basés sur la MEF. En toute évidence, les structures
relevant du domaine de la construction, sont également congues et calculées par des logiciels
également basés sur cette méthode. Cela étant dit, cet ouvrage consiste d’abord a rappeler les notions
de base concernant la théorie de 1’¢lasticité, et a présenter, par la suite, les trois techniques les plus
utilisées en éléments finis que sont : les techniques de transformations entres espaces de coordonnées,
d’interpolations nodales et d‘intégration numériques. Les formulations intégrales ainsi que les calculs
utilisant principalement les éléments bidimensionnels seront également traités dans les chapitres
suivants. Les derniers chapitres concernent les calculs bidimensionnels de structures formées de

barres, et de poutres.

Constituant une premiére ébauche, de nombreuses améliorations et enrichissements seront

effectués a I'avenir. A cet effet, toutes remarques et suggestions seront les bienvenues.

L’auteur

Abdelhamid BECHEUR
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Chapitre 01 :
Rappels d’élasticité linéaire

1 Les principaux tenseurs utilisés
1.1 Tenseur des déplacements

On considére d'abord le tenseur U; du champ des déplacements qui est un vecteur noté U; et qui a pour

composantes (en 3D) :
u
{u} = {v}
w

On considére ensuite le tenseur &;; du champ des déformations (appelé tenseur de Green-Lagrange

1.2 Tenseur des déformations

linéarisé) qui est une matrice symétrique notée [&] et qui a pour composantes (en 3D) :

Ex  Exy Exz
le] =|&xy & &z (01)
Exz Eyz &2

11 faut faire attention au fait que 1’on utilise également d’autres composantes de déformations notées :

Yoy = 2.€xy 3
Yaz = 2.&xz (02)
Vyz = 2.&y;

On utilise également une notation du tenseur des déformations (qui a la base est une matrice
symétrique a 9 composantes) sous la forme d’un vecteur a 6 composantes. Dans ce cas les
composantes sont les suivantes : (&)= (&x & &z Vxy Vxz Vyz)

1.3 Tenseur des contraintes

On considére le tenseur o;; du champ des contraintes (appelé tenseur de Cauchy-Euler) qui est une
matrice symétrique notée [o] et qui a pour composantes (en 3D) :

Oy Txy Txz
[o] =Ty 9y Tyz (03)
Txz Tyz Oy

On utilise également une notation du tenseur des contraintes (qui a la base est une matrice symétrique
a 9 composantes) sous la forme d’un vecteur a 6 composantes. Dans ce cas les composantes sont les
suivantes : (o) = (0x Oy 0z Txy Txz Tyz)

On rappelle qu’une surface élémentaire de vecteur normal unitaire 7 subissant un champ de

contraintes [o] dont le vecteur contraintes T tel que :

{T} = [o].{n} (04)

. . . . .
Ainsi, si les composantes des vecteurs T et 71 sont les suivantes :

Tx Ny

(Ty={T,} et {Tl}={ny} avec Ilﬁll=m
T, nz
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On aura les relations :

= Ox Ny + Tyy Ny, + Tyz. Ny
Txy - Ny T 0y. Ny + Tyz. Ny (05)
Txz- Ny T Tyz Ny + 0,1,

S3o3 A
1]

2 Relations déplacements — déformations

A partir de la connaissance du champ de vecteurs déplacements, on peut déterminer le champ des
tenseurs de déformations en utilisant les relations suivantes :

Ju ov ow Ju 0Jv Ju OJw ov ow
+— (07)

T Ty T e Y T oy e T o e T Gy

Ainsi, on peut déduire que :

_1(6u+6v> _1<6u+BW) _1(6v+6w>
By =2\ ay Tax) 2 T 2\a7 Tax ) 2 T 2\62 T 5y

Ou bien, en utilisant les notations indicielles : & = 3 (Ul-, it Ujl)

Les déformations constituent donc les sommes des dérivées premicres des déplacements. Ceci est
particuliérement important dans 1’interprétation des résultats des calculs E F car dans cette méthode (la
MEF), on calcule les déformations en dérivant les composantes des déplacements.

Par ailleurs, ces relations déplacements-déformations impliquent six conditions de compatibilité entre
les composantes du tenseur des déformations (ou équations de Beltrami) et qui sont comme suit :

0%¢, N 0%, 0%y _ 0 0%¢, N 0%y, 0%, 0%,y _

dy? = 0x? dxdy dydz  dx?> 0dxdy 0x0z

0%, N d%e; 0%y, _ 0 0%, ~ 0%ey, N 0%exs 0%ey, _ 08)
0z%> = 0y? 0ydz dxdz 0xdy  dy?  0yoz

d%¢, N 0%ey 0%y, _ d%e, 0%y, 0%y N 0%eyy _

ox? = 0z 0x0z 0xdy 0xd0z 0dydz  0z?

3 Relations contraintes — déformations

En utilisant la loi de Hooke, on peut ensuite déterminer facilement les composantes du tenseur des
contraintes de la maniére suivante :

{o} = [H].{¢} (09)

La matrice [H] est appelée matrice de Hooke. Dans le cas tridimensionnel d’un matériau homogéne et
isotrope défini par un module de Young E et un coefficient de Poisson, cette matrice [H] peut étre
obtenue comme suit :

12



1-2v

[H] = >

a
v
E v
; (10)

1-2v)(1+v)

o

]avecaz(l—v) eth =
|

S oo Q<
S o oQ < <
S OoOTTO OO
OTT OO OO
ST O OO0 OO

On peut réécrire la relation précédente, en utilisant la relation de Lamé comme suit :

[o] = 2G[e] + A. (Tr[e]). [1]
Les coefficients A et G sont connus sous le nom de coefficientsde Lamé tels que 4 est le module de
compressibilité et G le module de cisaillement avec :

_ V.E ¢ _E
T (1-2v)(1+v) © T 2(1+v)

A

Sur la relation précédente, on voit bien que la définition du coefficient de compressibilité A impose des
valeurs limites au coefficient de Poisson telles que 0 <v < 0.5. Par exemple, pourv = 0.5, le
matériau est considéré comme incompressible puisque dans ce cas 1 = oo,

4 Cas bidimensionnel de I’élasticité plane

Dans certains cas de géométries et de chargements, le calcul tridimensionnel 3D peut étre simplifié et
réduit a un calcul bidimensionnel 2D. Pour cela, il existe essentiellement trois cas de calculs.

4.1 Etat des contraintes planes

Dans ce cas, le tenseur des contraintes [o] est réduit en tout point du solide (dont le plan moyen se
trouve dans le plan défini par le repére (O,x,y)) a des composantes nulles suivant la direction
perpendiculaire Oz. Donc toutes les composantes portant 1’indice z sont nulles, c’est-a-dire :

Oy = Tyze = Tyz. = 0.

Oy Txy O

Ainsi au lieu d’écrire le tenseur des contraintes sous cette forme: [o] = [Txy ay 0], la
0 0 0

simplification consiste a ne considérer les calculs que selon les deux directions x et y du plan (O,

. L1 e s Ox Txy
X,y) et le tenseur des contraintes se trouve réduita:  [o] = [Txy ay ]
& €&y O
Toutefois, le tenseur des déformations correspondant est égal a: [e] = |&xy, &, 0 [tel que
0 0 g
g, #0.

Par ailleurs, en remplagant les composantes nulles par leurs valeurs dans (9) et en tenant compte
de (10), la relation contraintes — déformations dans le cas des états de contraintes planes, peut étre
écrite comme suit :

Oy Ex 1 v 0 Ex
E
{Uy}z[HCP]EEy}Zl—vZ vl 0 {Ey} avee &, = =3 (0x +0y) (n
Txy Vxy 0 0 5(1 - V) Yxy

13



Cela étant dit, ce cas est généralement rencontré¢ (voir figure 01) dans le calcul des picces
mécaniques dont 1’épaisseur définie selon z peut étre considérée comme faible devant les autres
dimensions (exemple : cas des clés a fourche de serrage)

YAVAVAN

“4“,.. ..':u

m:j‘" f"~ o)
E - 4

Figure 01 : exemple de cas de calcul 2D en contraintes planes

4.2 Etat des déformations planes

Dans ce cas, le tenseur des déformations [€] est réduit en tout point du solide (dont le plan moyen
se trouve dans le plan défini par le repére (O,x,y)) a des composantes nulles suivant la direction
perpendiculaire Oz, donc toutes les composantes portant I’indice z sont nulles, ¢’est-a-dire :

€70 = Exz. = Eyz. = 0.

& &y 0
Ainsi au lieu d’écrire le tenseur des déformations sous cette forme: [g] = [exy &y O], la

0 0 0
simplification consiste & ne considérer les calculs que selon les deux directions x et y du plan (O,

& €
X,y) et le tenseur des déformations se trouve réduita:  [g] = [e * ; Y ]
xy €y
Oy Txy O
Toutefois, le tenseur des contraintes correspondant est: [0] = [T,y 0, 0 |tel que g, # 0.
0 0 o,

Par ailleurs, en remplagant les composantes nulles par leurs valeurs dans (9) et en tenant compte
de (10), la relation contraintes — déformations dans le cas des états de déformations planes, peut
étre €crite comme suit :

Oy Ex 1-v v 0 Ex
E
Oy t=[Hppl{ &y t=————| V 1-v 0 &y
{ } pp (1—2V)(1+V) 0 0 1 (12)

Txy Vxy 3 V[ Yxy

avec o0, = V. (ax + ay) = %(sx + sy)

Cela étant dit, ce cas est généralement rencontré dans le calcul des structures dont I’épaisseur (plus
précisément la longueur) définie selon z est infiniment grande devant les autres dimensions
(exemple : cas des conduites de pipeline soumises a des pressions internes dues au fluide
transporté et dont la longueur est infiniment grande devant les dimensions de la section
transversale).

Actual Dam Finite Element Model

Figure 02 : cas de calculs en déformations planes de tunnels ou de digue de barrages
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4.3 Etat de la symétrie axiale de révolution

Dans ce cas, si pour toute section perpendiculaire a I’axe de symétrie de révolution z de la structure,
les tenseurs des contraintes [o] et des déformations [£] sont constants en tout point de cette section, les
calculs 3D peuvent étre réduits aux calculs bidimensionnels 2D axisymétriques, dont 1’axe des
abscisses constitue la direction radiale (selon le rayon) et I’axe des ordonnées constitue I’axe z de
symétrie de révolution. Il est important de noter que cette simplification des calculs, n’est valable que
si les chargements appliqués sur cette structure vérifient eux aussi la condition de symétrie de
révolution autour de I’axe z.

L’exemple le plus simple est celui du réservoir cylindrique vertical soumis a la fois au poids propre
vertical de ses parois et aux pressions hydrostatiques du fluide stocké. En effet, malgré leur variabilité
selon la hauteur (ou la direction z), ces pressions appliquées sur les parois du réservoir selon les
directions radiales sont constantes au niveau de chaque section horizontale. Ce qui permet d’adopter le
modele 2D de calcul axisymétrique. Toutefois, dés que les charges appliquées deviennent non
symétriques (telles que les pressions extérieures dues au vent qui viennent s’appliquer sur le
réservoir), le modele de calcul axisymétrique n’est plus valable. Ainsi, on voit clairement que les
conditions de simplification vers le cas axisymétriques ne concernent pas uniquement la géométrie de
la structure, mais concernent également le chargement appliqué.

Pour la formulation, ceci sort du cadre de ce cours (qui n’est qu’un rappel) et 1’étudiant est invité a
revoir son cours d’élasticité.

Figure 03 : cas des objets 3D présentant des axes de symétrie de révolution ou objets axisymétriques

5 Le probléme posé en élasticité tridimensionnelle
5.1 Introduction

De maniére globale, la résolution compléte d’un probléme en élasticité tridimensionnelle, consiste a
déterminer les valeurs de 15 inconnues scalaires a I’aide de 15 équations fondamentales. Les 15
inconnues scalaires sont :

- 3 composantes du vecteur déplacement U
- 6 composantes du tenseur de déformation [£]
- 6 composantes du tenseur des contraintes [o]

15



Les quinze (15) équations fondamentales sont :

- 6 équations vues précédemment pour relier les déplacements U aux déformations [€]

- 6 équations vues précédemment pour relier les déformations [£] aux contraintes [o]

- 3 équations décrivant 1’équilibre interne des forces appliquées sur un élément infiniment petit
du solide et qui peut étre assimilé a un point M du solide au niveau macroscopique.

Les ¢léments finis dits « formulés en déplacements » (ce qui est le cas de la quasi-totalité des logiciels
de calculs utilisés en ingénierie), consiste a formuler le probléme avec seulement 3 inconnues scalaires

(que sont les composantes du vecteur déplacement U ). La solution recherchée est donc un champ de

déplacements U (x,y,2) qui est transformée par la suite en un champ de déformations puis en un
champ de contraintes et ce, grace aux relations vues précédemment (déplacements — déformations et
déformations-contraintes).

5.2 Equations d’équilibre

Considérons un domaine Q délimité par une frontiére I telle que I' = Iy U If ou I}y et [k sont
deux parties disjointes. Le champ de déplacement en frontiére est donné sur Iy. Pour simplifier
davantage, nous supposerons que Q est fixé (ou bloqué) sur I,. Sur la frontiére [, une densité de
forces surfaciques (par unité de surface) notée F}, est appliquée. () est également soumise a une
densité de forces volumiques (par unité de volume) notée f¢ (figure 03). La notation n represente
le vecteur normale, unitaire et sortant de T".

Figure 03 : position du probléme

Comme mentionné auparavant, la solution recherchée est donc le champ de déplacements U(x,y, z) a
I’intérieur du domaine Q2 avec pour composantes :

u(x,y,2)
U, y,2)} =qv(xy,2)
w(x,y,2)

fsx

Sur I, on impose des efforts de surface {fs} = fsy
fs,
Fy,
et dans Q, on impose des efforts de volume  {F,} ={fv,
Fy

z

On rappelle que le vecteur normal unitaire sortant 71 sont les suivantes :

nx
{n} = {le} avec |7l = /n?c +nj +n2
nZ

16



Ainsi, si on considére un ¢lément de volume infinitésimal de dimensions dx, dy et dz tel que
représenté en figure 04, et aprés avoir écrit les équations d’équilibre en translation ainsi qu’en rotation,
on obtient finalement en (13) le systéme d’équations aux dérivées partielles qui représentent les

équations d’équilibre :

Z

Figure 04 : Efforts subis par 1’é¢lément de volume infinitésimal dont 1’évolution

| \ g , a
entre deux faces paralléles est a titre d’exemple o, = g, + % dx, etc.

ax "oy oz THx=0
0Tyy 0doy, 01y,
- F, = 13
ax Ty Ty T =0 (13)
0ty, 07y,, 0Jo, YR, =0

5.3 Conditions aux limites

Concernant les conditions aux limites (ou aux frontieres), on a des CL en déplacements imposés sur
[p et des CL en densités de forces imposées sur I, telles que :

u u
- Surlpona: {U}= {v} = {ﬁ} avec U, U, w des valeurs connues et trés souvent nulles aux

w w
appuis.
- Sur I} les efforts de surface appliqués vérifient les relations suivantes :
- {fs}=lol.{n} (14)
avec :
fs n,
{fs} =175y et {n}= {ny} avec ||7|| = ’n?c +nj +n2
fsz Nz

On aura les relations :

fsy = Ox Ny + Tyy Ny + Tyzu My
fsy = Tyy- Ny + 0y.Ny, + Ty 1y (15)

fs, = Txz-Nyx + Tyzny + 0,1,

17



6 Energie de déformation élastique

Lorsque le domaine Q2 se déforme tout en restant dans le domaine élastique, il emmagasine une
quantité d’énergie (sous la forme d’énergie potentielle) appelée énergie de déformation élastique
notée W. et qui se calcule a partir de la connaissance des champs de contraintes et de
déformations a l'intérieur du domaine Q en utilisant I'’expression suivante :

1 1
W, = Ef () {0} dQ = Ef (exox + £,0y + €,0; + VxyTxy + VazTaz + yyzryz) dQ  (16)
Q Q

7 Principe des travaux virtuels

. . o . < N , = , g
Soit une particule de matiére soumise a un systeme de forces réelles F, en équilibre telles que

?zlﬁ =0 et que ’on applique a cette particule un déplacement virtuel & U. Le théoréme des travaux
virtuels énonce que le travail virtuel SW de ce déplacement est nul avec :

—

n
SW =ZE.6U —0
=1

i

Ce principe applicable aux particules de matiéres peut étre étendu au cas d’un corps déformable Q et
de frontiére I', en équilibre et constitué d’un nombre infini de particules élémentaires, soumis a des

déplacements imposés sur [ , a des efforts de surface Esur [ et & des efforts de volume F_V) a ’intérieur
de Q. Etant en état de déformation élastique et en état d’équilibre, on superpose au champ de
déplacements réels ce corps U un champ de déplacements virtuels & U quelconque mais
cinématiquement admissible, c’est-a-dire que le nouveau champ (l_f + 6 L_f) vérifie encore les
conditions cinématiques de déplacements imposés sur [, et que & Uest dérivable. Ceci implique que
85U = 0 sur Ip et est quelconque ailleurs et a des composantes notées (6U) = (5u  6v  sw).

Ce champ de déplacements virtuels engendre un champ de déformations virtuelles noté (Se) dont les
composantes sont (8e) = (6&x O, b&;, OVyxy OVxz OVyz). Ainsi, le théoréme des travaux
virtuels, établit que le travail virtuel externe total (dl aux forces extérieures) est égal au travail virtuel
interne total (dfi aux efforts intérieurs) telle que :

W= - j (Se)old Q + f SUNFNAQ+ ¢ (SUNEIr =0 (17)
Q Q Tr
Cette expression a une importance particuliére en EF car elle est a la base de la formulation de la
plupart des éléments finis utilisés dans la pratique. Par ailleurs, cette expression ne s’applique pas dans
le cas de la présence de forces ponctuelles. Pour remédier & ce probléme, il est nécessaire d’introduire
dans I’expression précédente un terme supplémentaire représentant le travail virtuel total de m forces

ponctuelles 13}; dont le point d’application subit un déplacement virtuel & U L et telle que :

W= — JQ (5e){a)d Q + fQ (BUYF,}dQ + _cfr F (SUY(F,}dT + ; SUL.FL =0 (18)
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8 Contraintes principales

Pour un état de contraintes donné par le tenseur [o] écrit dans un repére (O,x,y,z) qui n’est a priori pas
principal, on peut déterminer dans un premier temps les valeurs des contraintes principales (o4, g,, 03)
qui ne sont rien d’autres que les valeurs propres de la matrice [o] et qu’on peut obtenir en résolvant le
systéme d’équations suivant : det([o] — ;[1])=0 i=1,3 avec [I]la matrice identité (3x3).

Pour sa part la détermination du repére principal (0,7, 7,,73) portant respectivement les contraintes
principales (a1, 0,,03) obtenues précédemment, consiste a déterminer les composantes des vecteurs
(111,15, 73) qui ne sont rien d’autres que les vecteurs propres de [o] et qu on peut obtenir en résolvant
pour chaque valeur propre o; (i=1.3), le systéme d’équations :

([o] — o, [ID{R} = {0} avec |I7i;]l = /nfx +n2, +n,

9 Contraintes de Von-Mises

Le critéere de Von-Mises constitue 1'un des critéres les plus utilisés en conception mécanique,
notamment pour les matériaux ductiles et isotropes. Ce critére consiste a fixer un seuil sur la densité
volumique d’énergie de distorsion ¢lastique et de déduire une contrainte équivalente appelée aussi
contrainte de Von-Mises. Notée oy, cette contrainte équivalente sera comparée par la suite, soit avec
la limite élastique f, (éventuellement réduite par un coefficient de sécuritéy),), soit avec une limite de
rupture donnée par un réglement ou une norme de calcul.

Ainsi la vérification en un point quelconque d’une piéce mécanique est généralement comme suit :

Yy
Oym <—
Ym

avec y), - un coefficient de sécurité > 1
et f, la limite €lastique du matériau.
La valeur de gy, peut étre obtenue de deux manieres différentes :

- soit a partir des contraintes non principales données par le tenseur [o] telle que :

S (on — ay)z + (0, — 0,)% + (ay — 02)2 + 6. (T,%y + 12, + ‘r}z,z)
VM =
2

- soit a partir des contraintes principales (o0y,0,,03) obtenues en utilisant les formules du
paragraphe précédent telles que :

_ {0y = 03)% + (07 — 03)* + (0, — 03)?
Ovm = >

Remarque : Nous comparons généralement la valeur maximale oy ygx = Max (JVM_l-) aveci =
1,N. Avec N le nombre total de nceuds du maillage sur lequel le calcul éléments finis a été effectué.
Toutefois, en présence de singularités (ou de points singuliers que nous verrons plus loin), cette
démarche n’est pas correcte.
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Chapitre 02 :

Concepts de base de la méthode des éléments finis

1 Principe fondamental

Le principe fondamental de la MEF est de transformer un probléme continu (modélisé
mathématiquement par un systéme d’équations aux dérivées partielles avec des conditions aux limites)
en un probléme discret qui est modélisé mathématiquement par un systéme d’équations linéaires. La
solution d’un probléme continu est un champ continu d’une grandeur physique (par exemple : le
champ de vecteurs déplacements en mécanique) alors que la solution d’un probléme discret est un
ensemble de valeurs prises par cette grandeur physique en des points particuliers appelés « nceuds du
maillage ».

En élasticité linéaire, le systéeme d’EDP est constitué d’équations d’équilibre du domaine Q avec des
conditions aux limites de type déplacements imposés sur 0,Q et de type efforts imposés sur 0,€ telles
que la frontiére 0Q =0,Q U 0,Q et 0,Q N 6,Q = (voir figure 1a). Le probléme consiste a chercher
sur Q le champ de vecteurs déplacements {U (u, v, w)} qui est solution de ce systéme d’équations tout
en vérifiant les conditions aux limites. Obtenu sous forme discréte (uniquement aux nceuds du
maillage), ce champ sera ensuite utilisé pour calculer le champ de déformations (en utilisant les
relations cinématiques déformations-déplacements) ainsi que le champ de contraintes (en utilisant les
relations de comportement contraintes-déformations). Cela permet également de calculer les réactions
en zones d’appuis ou les déplacements ont été¢ imposés (sur 0,L2)

0,Q2

Fq
4_
0,Q

Figure O1a : Schéma de la structure a modéliser par éléments finis

2 Formulation intégrale

La MEF consiste a transformer selon différentes méthodes 1’ensemble des équations aux dérivées
partielles et conditions aux limites en une formulation intégrale qui consiste en une seule équation
faisant intervenir des intégrales de type :

([[ 1dv + f[ 1ds =0

Q

Nous verrons plus loin le contenu des crochets. La méthode la plus utilisée pour obtenir cette
formulation intégrale est connue sous le nom de : « méthode des résidus pondérés ».
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3 Maillage

Cette opération consiste a subdiviser le domaine Q en un ensemble d’éléments de formes simples. En
2D, le domaine Q est subdivisé soit en triangles, soit en quadrangles. En 3D, la subdivision se fait
principalement en utilisant des tétracdres, des pentaédres ou prismes ainsi que des hexaédres ou cubes.
Les ¢léments finis ainsi définis sont connectés entre eux par des points situés sur leurs contours et
sommets. Ces points sont appelés « nceuds ». Chaque nceud possede des degrés de liberté qui sont les
composantes du vecteur déplacement {U} qui est I’inconnue recherchée en ce point. Le nombre de
nceuds du maillage multiplié par le nombre de ddl par nceud représente le nombre total d’inconnues du
systéme d’équations a résoudre. Par conséquent, ce nombre désigne la taille du modele de calcul par
EF ainsi que le temps de calcul. Par ailleurs, le nombre d’éléments des modéles 3D sont souvent de
I’ordre de milliers (voir de dizaines de milliers) d’éléments.

Dans la pratique, il existe un grand nombre de types d’éléments finis utilisés. Ces éléments se
distinguent principalement par leur géométrie ainsi que par leur comportement pris en compte dans
leur formulation mathématique. Par exemple, les éléments finis de type « barre » et ceux de type
« poutre » sont identiques géométriquement mais leurs comportements sont différents. En effet,
I’¢lément barre travaille uniquement a la traction-compression tandis que 1’élément « poutre » travaille
a la traction, compression, flexion et torsion.

4  Utilité du maillage
L’opération de maillage du domaine € permet de :

1- de calculer plus facilement les intégrales sur le domaine €; ceci consiste en la sommation
des intégrales calculées sur chaque élément.

2- de pouvoir exprimer mathématiquement la solution recherchée comme un assemblage de
solutions de forme assez simple sur chaque élément. Autrement dit, on cherche la
solution {U(x,y,z)} sur le domaine Q sous la forme de I’'union de N solutions
{U;(x,y,2)} des N éléments du maillage. L’indice i est celui de 1’élément considéré tel
que :

ui(x,y,2)
{Ui(x,y,2)} = {vi(x,y,2)
wi(x,y,2)
En général, les composantes u;, v; et w; sont de nature polynomiale et sont exprimées en utilisant le
principe de I’interpolation nodale que nous verrons au chapitre 5.

5 Transformation en un systéme d’équations linéaires

L’introduction de I’interpolation nodale dans la formulation intégrale mentionnée dans le paragraphe
(2) et ’utilisation de méthodes d’intégrations numériques conduisent finalement a transformer les EDP
de départ en un systéme linéaire d’équations de la forme :

[K1{Una} = {Fna}
Avec
[K] : une matrice complétement connue appelée matrice de rigidité globale du systéme
{Fya} : le vecteur représentant les forces nodales équivalentes appliquées aux nceuds du maillage. 11
est connu également sous le nom de vecteur force globale.
{Uyq} : un vecteur représentant les déplacements aux nceuds du maillage. Il est connu également sous
le nom de vecteur déplacement global.
Il est a noter que la grande majorité des composantes de {F} sont connues sauf aux zones d’appuis
(réactions d’appuis inconnues). Par contre, la grande majorité des composantes de {Uy,} sont
inconnues sauf en zones d’appuis (déplacements bloqués).
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6 Types d’éléments finis

Comme déja précisé précédemment, les types d’éléments finis se distinguent par leurs formes
géométriques et par leurs comportements. Une liste assez compléte mais pas exhaustive, des
différentes formes d’éléments utilisés sera présentée dans le présent chapitre.

IIs sont subdivisés en trois grandes catégories (figure 01b) :

1- Les éléments unidimensionnels 1D qui selon leur degré sont des segments de droite ou de
courbe

2-  Les éléments a deux dimensions 2D qui selon leur degré sont des morceaux de plan ou de
surface

3- Les éléments a trois dimensions 3D qui selon leur degré sont des morceaux de volume
bornés par des faces planes ou non planes.

Les modéles 1D et 2D sont des modeles simplifiés de modeles 3D qui sont de tailles importantes.
Toutefois, cette simplification doit se faire sous condition. Par exemple, les éléments de type
«plaque » et «coque» sont géométriquement une portion de surface a laquelle est associé un
paramétre d’épaisseur qui est supposée petite devant les autres dimensions. De la méme maniére, les
¢éléments de type « poutre » et « arc » sont géométriquement une portion de courbe a laquelle est
associée une section transversale dont les dimensions sont petites par rapport a la longueur de cette
poutre (ou de cet arc). Ces ¢léments (plaques, coques, poutre et arcs) ne fourniront des résultats précis
que si ces hypothéses sont bien vérifiées.

Géométrie | Modélisation &l&ments finis

Ebdrrmeis 30

| [ g
| de pouls darc

®
lingaire (2 noeuds) quadratique (3 noeuds) cubigue {4 noeuds)

Figure 02 : Trois types d’éléments unidimensionnels 1D
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lindgira (4 nosads) quadratique (B nosidal cubigua {12 nmuds)

Figure 03 : Types d’éléments finis utilisés en 2D

Laﬂ_%\‘/ __Ht&

inétaire (d nosuds) quacratioue {10 nosus | cubigue (16 nosuds)

TS

~J

Iindaire (B roauss) cuadraligue (20 nosuos)

-:_}_T Til\f I =
! T
___ o jlll L l:,_ J'T L’: +..f

ndaing (6 o) quacraticuss {15 neeuds| DR (3 resuds)
Figure 04a : Types d’éléments finis utilisés en 3D.

Figure 4b : Exemple de la géométrie d’une piéce a sections variables avec génération de maillages composés
d’éléments prismatiques (au milieu) et d’éléments cubiques (a droite)

7 Régles de construction (ou de génération) des maillages

Le domaine Q peut étre maillé avec différents types d’éléments (1D rectiligne ou curviligne, 2D plan
ou surfacique et 3D). Toutefois, cette opération de maillage doit respecter un certain nombre de régles
concernant la maniére dont ces éléments doivent se connecter les uns aux autres. Elles sont comme
suit :

1- Le maillage doit recouvrir la totalité du domaine Q
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2- Deux ¢éléments voisins d’un maillage ne doivent pas se chevaucher (ou se recouvrir
totalement ou partiellement) et leur connexion doit se faire sur leur frontiére commune. Ils
peuvent étre connectés par un nceud commun, une arréte commune de méme degré ou une
face commune de méme degré (voir les figures 05 a 08)

3- Les connexions entre ¢léments de degrés différents sont proscrites (ou interdites). Pour
bien comprendre, il suffit de voir la figure 09 illustrant la connexion entre un élément
triangulaire linéaire de type TRI3 avec un élément triangulaire quadratique (de degré 2) de
type TRI6 a six nceuds. Cette figure montre qu’il y a soit chevauchement, soit création de
vides inadéquats.

4- Les nceuds communs peuvent représenter soit la continuité de la matieére, soit la liaison
mécanique entre les éléments. On peut dans certains cas particuliers avoir des nceuds
« doubles » qui ont les mémes coordonnées (cas du probléme de contact par exemple).

11 est a noter qu’un maillage vérifiant toutes ces régles est dit « conforme ».

Figure 05 : connexion entre deux éléments triangulaires

Notation : les nceuds sont généralement numérotés sans étre encerclés. Par contre, les numéros des
¢éléments sont soit encerclés, soit mis entre parentheses.

Figure 06 : connexions entre deux éléments par un nceud commun

Figure 07 : connexion entre deux éléments par une arréte commune de méme degré.
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Figure 08 : connexion entre deux éléments par une face commune de méme degré

Figure 09 : connexions inadéquates entre ¢léments de degrés différents.

8 Raffinement des maillages

Le raffinement de maillage consiste a diminuer la taille des éléments. En effet, cette opération est
effectuée en augmentant le nombre d’éléments du maillage et donc la taille du mode¢le ainsi que le
temps de calcul. D’autre part, cette diminution de la taille permet d’augmenter la précision des calculs.
Cette méthode est connue sous le nom de méthode —h. Une autre méthode connue sous le nom de
méthode —p consiste a enrichir le degré des fonctions d’interpolation pour augmenter la précision.
Autrement dit, il s’agit d’utiliser des ¢léments de degrés plus élevés. Une autre technique connue sous
le nom « d’adaptation de maillage », consiste a utiliser localement la méthode —h. Cette solution
consiste a raffiner localement le maillage en des zones ou les erreurs de discrétisation sont importantes
et a déraffiner (¢ a d augmenter localement la taille des éléments) le maillage en des zones ou ces
erreurs de discrétisation sont faibles.

Frontiére du domaine

a TN -—ﬂ"”f"/ v w

Figure 10 : Erreurs de discrétisation et raffinement de maillages
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Chapitre 03

Les transformations entre espaces de coordonnées

1 Principe

Considérons les deux espaces de coordonnées suivants. Le premier est I’espace de coordonnées
cartésiennes classique, défini par les coordonnées (x,y, z). Cet espace est également appelé « espace
réel ». On met en relation cet espace réel de coordonnées cartésiennes avec un autre espace de
coordonnées tridimensionnelle que nous appellerons espace de coordonnées paramétriques (ou espace
de référence en éléments finis). Cet espace est décrit par les coordonnées (&,7,¢). Un exemple trés
courant de ce type de transformation entre espaces de coordonnées est 1'utilisation de coordonnées
cylindriques. Dans le cas des coordonnées cylindriques, les coordonnées que I’on considére (avec les
notations habituellement utilisées) sont§ =1, n =0,{ = z.

On établit la relation entre les deux espaces en considérant les fonctions :

x=x(§1,¢)
y=yEn4) (01)
z=12z(§n,¢)

Cela permet de déterminer les coordonnées cartésiennes (x,y,z) du point correspondant au point de
coordonnées (&,7,{) dans I’espace de coordonnées paramétriques. Dans le cas de coordonnées
cylindriques, ces relations sont :

x =r.cos(0)
y = r.sin(0) (02)

zZ=7Z

2  Matrice Jacobienne

Dans plusieurs situations de calcul, nous avons souvent besoin (en vue de les simplifier) de faire des
transformations d’opérateurs différentiels (des dérivées simples ou partielles) et intégraux (des
intégrales simples ou multiples) entre les deux espaces de coordonnées. La matrice Jacobienne [J]
permet assez facilement d’exprimer la transformation des opérateurs différentiels et intégraux entre les
deux espaces de coordonnées :

rdx 0y 077
of 3¢ ¢
n-|5 2 & 03)
dx dy 0z
lo¢ 9 g

En effet, nous verrons plus loin dans ce chapitre, que la MEF utilise ces transformations (intégrales et
dérivées) dans les opérations de passage entre les éléments réels du maillage et éléments de référence.
Ce qui permet de faciliter les calculs aussi bien manuellement que sur ordinateur (réduction du temps
CPU des calculs).
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3 Utilisation de la matrice Jacobienne dans le calcul intégral

Concernant la transformation des intégrales, on utilise le déterminant de la matrice Jacobienne det|[]]
qui est utilisé de la maniére suivante. Soit une fonction F(x,y, z) qui se transforme dans 1’espace des
coordonnées paramétriques en une fonction ¢ (&, 7, {) telle que :

e n,0) = F(x(6,1,0,y¢n,0),2(6,1,0) (04)

On transforme les intégrales entre les deux espaces en utilisant 1’expression générale :

f F(x.y,Z)-dx-dy-dZ=f F(x(¢,1,0),y(&n,0),2(¢,n,0)). det[]].d¢.dn.d]
v Vref (05)

- f 9(€,1,0). det[J]. d£. dn. g
Vref

On déduit également de cette équation la relation suivante entre éléments différentiels :
dx.dy.dz = det[]].d¢.dn.d{ (006)

Remarque : Si on applique la relation précédente au cas des coordonnées cylindriques, on retrouve la
relation bien connue entre les deux éléments infinitésimaux cartésiens et cylindriques :

dx.dy.dz = det[]].d¢.dn.d{ =r.dr.dO.dz (07)

En effet, si on considére la transformation avec le systéme de coordonnées cylindrique, la matrice [/]
s’écrira :

0x 0y 0z] 9x 9y adz1 [d(rcos()) (rsin(8)) 0z
9§ 9§ 98| |oar or or or or or
U] = O0x dy 0z} |ox 0y 0z|_|d(rcos(8)) a(rsin(6)) 0z
dn dn O0n 00 00 00 a0 a0 a6
dx dy 0z o0x 0Jy 0z d(rcos(8)) a(rsin(9)) 0z
(’)_( c’)_( 6_§ Ldz 0dz o0z! L dz 0z dz

cos(f) sin(@) O
= |-rsin(@) rcos(8) O
0 0 1

Ainsi det[]].= 1.(r.cos?(8) + r.sin?(0)) = r.(cos?(0) + sin?(0)) =r

4 Utilisation de la matrice Jacobienne dans le calcul des dérivées partielles

En ce qui concerne la transformation des dérivées partielles entre espaces de coordonnées, on utilise
I’inverse de la matrice Jacobienne notée [j] :

0x 0y 0z1 '
% % % Ji1 Jiz J
ox dy 0z 11 Jiz Jis
Gl=U1"1= 3 3 gl !J_21 J22 ]_23] (08)
az 6;]/ (’)Z J31 J32 J33
07 97 a7

Par la suite, cette matrice inverse [j] peut étre utilisée de la maniére suivante. Si la transformation de
la fonction F(x, y, z) dans I’espace de coordonnées paramétriques en une fonction @ (&, 1, {) s’effectue
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telle que (¢,n,{) =F (x(f, n,0),v(&n,0),z(&En,¢ )) , les transformations des dérivées entre les deux
espaces s’effectuent en utilisant I’expression suivante :

oFy (%0 )
fa] oR TN PR
oF | Jag| [ Jz J13] Jap
(= /14 (= [121 J22 123] A5 ( (09)
od TV sy Jsz Jasl |3
dg dg
kaz} a¢ a¢
Ceci permet de donner les trois relations :
oF 6<p do do
ax—Jn o9& +Jj12- 5 an +Jj13- 55 ¢
oF 6<p 6<p do
ay—]21 g +J22- 5 an +J23- 55 ¢ (10)
JdF 6<p 6(p do

52131 Fr3 + 325 an +J33- 55 ¢
Ainsi, on peut transformer les dérivées partielles en (x, y, z) en des dérivées partielles en (&,1, ().

5 Exemples d’application
Exemple 01 :

On considére dans le plan, le cas de la transformation entre les coordonnées cartésiennes (X, y) et
polaires (r, 0).
1- Exprimer la matrice Jacobéenne correspondant a cette transformation

2- Donner son déterminant

3- Soit la fonction F(x,y) = x%?y  avec aF(g;;y) 2xy. Retrouver ce résultat en passant par des

dérivées par rapport aux variables (r, 0).

Solution

1/ Exprimons "“la matrice Jacobéenne” correspondante a cette transformation.

On met : E=r et n=20

[Ox 0yl [ox dy

_|o9s o¢ dr oOr
[]]_lax ay! ox dy

lon ol log 30
Mais on sait que :

x=rcosf et y=rsinf

Cela nous permet d’écrire :
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d(rcosf) 0(rsing)
] = or ar _ [ cos.9 sin 6 ]
d(rcosf) 0(rsinf) —rsinf rcosé
a6 a6

2/ Calculons le déterminant :
det[/] = (cos X1 cos@) — (—rsinf Xsinh) =1 cos? 0 + rsin?6 = r (cos?6 + sin?0).
Mais on sait que :

(cos?8 + sin?0) = 1.

Donc det[J/]=r

Calculons ensuite Ul™*  oubien [j]
41 T

Tel que Ul = dotl)] (Com [J])

Pour cela la comatrice de [J] est :

_ [ Q22 —4z1 _[411 A12
Com [J] = —Q12 Q11 ] avee Ul= [a21 azz]
r _ [rcos@ rsin1" r _ [rcos@ —sinf
Et (Com U™ = —sin@ cosH] = (Com [J1)" = [rsinH cos @ ]
0 sin @
Donc [j]="1 [rcos@ —sinf] _ |9%Y T
r lrsin@ cos# sin @ CO:"
Finalement
sin @
cos -
—171-1 —
Ul1=U1"= _ cos 0
sin
T

3/ Le résultat, en passant par les dérivés, par rapport aux variables (r, 8)

E)F\ ol sing\ /d¢
= — cosf — —
Ox | _ ] or | _ T or
\O_F/ op - cos 6 op
dy 26 St r 26
oF dop sinfdgp
ax Y T v a0

ou :
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F(x,y) = x?y = (rcos8)?(rsinf) = r? cos?0rsinf = ¢(r,0) =r3cos?6sin6

d
%P _ 312 cos?6 sind
ar
0P _ 30 24y« 3 .20 (cind) — 43 - - 3 .02
30 = r°(cos“0) sinf + r° cos“6 (sinf8)' = r° (—2cosfsinf)sinf + r> cos“6H cos
0
= 20 23 cos 6 sin?0 + 1 cos30
a0
dF sin @
o5 = Cos 0 (31%cos?0 sinf) — (—2r3 cos B sin?0 + r3cos30).
oF
= o= 212sin6 cos30 + 2r? cos @ sin36
oF . . . .
P 272sinf cos 6 (cos?0 + sin?0) = 2r?sinf cosh = 2 (rcosB) (rsinfh) = 2xy
Avec (cos?6 + sin%0) =1 ; (rcosf) = x et (rsinf) =y

Finalement, on retrouve :

oF
P (x,y) =2xy =2 (rcosf) (rsinf)

Exemple 02 :

On considére dans l'espace le cas de la transformation entre 1'espace de coordonnées cartésiennes (X,y,
z) et celui des coordonnées cylindriques (r, 0, z).

1- Exprimer la matrice Jacobéenne correspondant a cette transformation.
2- Donner son déterminant
3- Donner sa matrice inverse.

Solution

1/ Exprimons “la matrice Jacobéenne” correspondante a cette transformation.
On met : E=r ; n=2=0 et {(=z
x=x(n0 =x(r0,z)=rcos@ ; y=y(&nl =y(0,z)=rsinb
et z=z¢En ) =2(r0,2z)=z

[0x dy 0z]1 rgx 9y dz
0§ 0¢ 05l |ar or or ,
ox dy 0z ox dy oz|_ cos.99 sm@e 8
an ar] ar] % % % = —Tf)ln TCgS )
ox dy 0z ox 0y 0z

oz 9¢ a7l loz a9z oz

2/ Donc comme déja vu ci-dessus, le déterminant de [J] est :
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det[J]=1r

3/ La matrice inverse.

. _ 1
1= V17" = gy (ComUD'

On commence par le calcul de la comatrice de [J] ou bien la matrice des cofacteurs.

[+|rc059 O| _|—r51n9 0| |—rsin9 rc056’|]
| 9 0 cosf8 0O cosf sin#f |
Com|[J] = 51n +| —|
1 1 0
L_ | sin @ cosG cos @ sin @
rcosf O —rsin@ 0 —rsinf rcosf

rcosf rsinf 0 rcosf@ —sinf 0]

Coml|]] = [— sin@ cos@ 0] = (com [JPT = [r sin@ cos8 O
0 0 r 0 0 r
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Chapitre 04

Les techniques d’interpolation nodales en EF

1 Introduction

Si on considére un élément quelconque d’un maillage, I’interpolation nodale en EF consiste a calculer
une valeur approchée d’une grandeur en n’importe quel point a I’intérieur de cet élément et ce, en
fonction des valeurs connues de cette grandeur aux nceuds de cet élément.

Du point de vue mathématique, 1’interpolation nodale consiste également a trouver 1’expression d’une
fonction a partir de la connaissance de valeurs de cette fonction en un certain nombre de points. En
effet, considérons le cas d’une fonction a une seule variable u(x) dont ’expression est a priori

inconnue mais dont les valeurs sont connues en n points d’abscisses respectifs X1, X3, X3, <.« X
tels que :

X <X <x3<.<x; <-<x, et ulxy)=u, ulxy) =1uy, .., ulxy) =uy,.
Donc uq, Uy, Us,.....,u, sont des valeurs connues et I’expression de u(x) inconnue. Le probléme

consiste donc a trouver une « expression approchée » de u(x). A cet effet, I’interpolation nodale est
une méthode qui consiste a déterminer cette expression approchée de u(x) mais sur chaque intervalle
[x; x;+1] tout en vérifiant les conditions u(x;) = u; et u(x;41) = U4 aveci = 1,n — 1.

2 Meéthodes utilisées pour effectuer une interpolation nodale

Pour réaliser cette interpolation nodale, on peut procéder par deux méthodes différentes. La premieére
est une méthode dite directe ou 1’on interpole directement dans 1’élément (ou dans I’intervalle pour le
cas 1D). Toutefois, cette méthode directe n’est facile a utiliser que dans le cas unidimensionnel (1D)
ou la fonction a interpoler est a une seule variable. Par contre, cette méthode d’interpolation directe est
particuliérement difficile dans les cas bidimensionnel 2D de fonctions a deux variables u(x, y), ainsi
que dans le cas tridimensionnel 3D de fonctions a trois variables u(x, y, z).

Pour remédier a cette difficulté, il existe une seconde méthode qui est assez facile et que nous verrons
plus loin au paragraphe 4. Cette seconde méthode utilise les éléments dits «de référence ». En effet, au
lieu d’interpoler directement dans 1’élément réel, cette méthode consiste a interpoler en premier dans
I’élément de référence, puis en utilisant les relations entre cet élément de référence et 1’¢1ément réel,
on retrouve facilement 1’expression de la fonction d’interpolation dans I’¢lément considéré du
maillage.

3 Le degré d’interpolation et son intérét

La quasi-totalité des logiciels de calculs basés sur la MEF, proposent (indirectement) a 'utilisateur de
choisir entre deux degrés d’interpolation. Le premier est dit linéaire de degré 1. Le second est dit
quadratique de degré 2. De maniére plus claire, reprenons 1I’exemple mathématique précédent et qui
consistait a déterminer 1’expression de la fonction a une seule variable u(x) sur une série de (n — 1)
intervalles successifs [x; x;41] aveci = 1,n— 1. En effet, pour déterminer u(x), nous devons
supposer comme étant connue 1’allure de la variation de u(x) ou bien plus précisément son degré de
variation a D’intérieur de chaque intervalle. Autrement dit, nous devons adopter un schéma
d’interpolation. Par exemple, si nous supposons que la variation de u(x) entre les points d’abscisses
respectifs x; et x;,q, se fait de maniére linéaire (selon 1’allure d’un segment de droite) alors u(x) aura
pour expression celle d’une fonction polynomiale de degré 1, de la forme :

u(x) = ag + a;.x1.  sur lintervalle [x; x;44] (01)
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11 s’agit donc de trouver les valeurs des coefficients a, et a; qui sont deux inconnues a déterminer en

résolvant le systéme d’équations ci-dessous sur chaque intervalle [x; x;, 1] aveci = 1,n — 1. Donc

chaque intervalle [x; x;,,] aura ses propres coefficients a, et a, tel que :
{ ulx)) =ag+a;.x; =u; (02)

u(Xip1) = Qg + a1 Xip1 = Ujpq

Donc en adoptant un schéma d’interpolation linéaire de degré 1, il suffit d’avoir deux nceuds aux

extrémités de chaque intervalle [x;x;,1] pour trouver ’expression approchée de u(x) sur cet

intervalle.

Par ailleurs, il est important de rappeler que les valeurs trouvées (aprés résolution) des coefficients
a, et a; ne sont valables que sur ’intervalle considéré [x; x;,;]. Donc chaque intervalle aura ses
propres valeurs ag et a.

Exemple 01 :
Soit un exemple unidimensionnel 1D d’un ensemble de 09 points compris entre 0 et 2 dont les
. b4 b4 3m 51 3n 7
valeurs respectives sont: x; =0, x, = v 3T XA T L X5 =T Xe =, X7 =5, Xg =

X¢ = 2m . La fonction u(x) dont I’expression est a priori inconnue posséde les valeurs suivantes :

u(x;) =u(0) = uy =0, ulxy) =u G) = U, = g, u(xz) =u G) = u3=1,
Y A S BT M

u(x,) = u(%n) =u;,=—-1 u(xg) = u(%”) = ug = —g u(xq) = u2m) = ug = 0.

En adoptant un schéma d’interpolation linéaire, qui consiste a résoudre le systéme de deux équations
(02) sur chaque intervalle [x; x;41] aveci =1,(9 — 1) les expressions approchées de u(x) seront
comme suit :

(%)x pourOSx<% (ZN/_)X +2\/_pourn<x<(n+ )
u(x) = 2 (2=VDx+ (V2-1) pour Tsx <3 et u(x) = —2(2-V2)x+(5-3v2) pour T<x<>
_—(2 V2)x + (3 —V2) pour gs g%" (%) _(1+3v2) pourEst(zn—%)
(2‘/_) +2\/—p0ur—<x<rt (i) —4\/—pour—<x<2n

Soit ue,(x) = sin(x) la solution exacte du probleme précédent. Les représentations graphiques de
cette solution exacte ainsi que de I’expression approchée en pointillés de u(x) (figure 01 ci-dessous)
montrent I’écart entre ces deux solutions en dehors des noeuds et mettent clairement en évidence le
caractere approché de cette interpolation linéaire.

Par ailleurs, si on désire augmenter la précision de nos calculs, I'une des démarches couramment
utilisées, consiste a adopter un schéma d’interpolation de degré plus élevé. Dans notre cas, le degré le
plus élevé par rapport au degré 1 du schéma précédent sera le degré 2 ou u(x) variera de maniére
quadratique dans chaque intervalle [x; x;,], c’est-a-dire que u(x) doit avoir pour expression une
fonction polynomiale de degré 2, de la forme :

u(x) = ag + a,. x* + a,. x? (03)
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= A = solution approchée u(x) par interpolation linéaire —&— solution exacte uex(x)=sin(x)

1.5

uex(x) et u(x)

0.5

angles en radians

-0.5

-1.5

Figure 01 : schéma d’interpolation linéaire de la fonction u,,(x) = sin(x)

Pour trouver les valeurs des trois inconnues ag, a; et a, sur chaque intervalle, nous avons besoin de
trois équations. A cet effet, au lieu de considérer des intervalles a deux nceuds d’abscisses respectifs
x; et xj,q1, il faut considérer cette fois des intervalles de type « a trois nceuds » : x;_q,%; et X;44
appartenant a I’intervalle [x;_; x;41] avec x;_; < x; < x4 et telle que

u(xi—q1) = Ui ) u(x) =w; et ulxjyr) = Ujyq,
U;_q1,u; et u; 4 étant des valeurs connues.

Ce qui permet d’avoir un systéme de trois équations a inconnues ag, a; et a, faciles a déterminer en
résolvant le systéme :

uxi—1) = ag + ag. X +ap.x7 g = U,
u(x;) = ag + ag.x; + ap. x? = y; (04)
U(Xir1) = Qo + Qg Xpyq + A xF 0 = Uy

Finalement, on peut remarquer qu’en adoptant un schéma d’interpolation quadratique de degré 2, il
fallait avoir au minimum trois nceuds dans chaque intervalle pour trouver 1’expression approchée
de u(x). Ainsi, on arrive a la conclusion que plus on augmente le degré de I’interpolation (c’est-a-dire
plus on désire augmenter la précision de nos calculs), plus on a besoin de nceuds a I’intérieur de
I’intervalle considéré (c’est-a-dire de données).

Exemple 02 :

Reprenons ’exemple précédent et adoptons un schéma d’interpolation quadratique de degré 02 mais

en ne considérant cette fois que quatre intervalles (ou éléments) a trois nceuds (ou points) chacun. Le

premier intervalle [x; x3] contient les nceuds x; =0, x, = %, X3 = g Le second intervalle [x3 xs]
. 3 e .

contient les nceuds x; = g, X4 = Tn , Xg = . Le troisiéme intervalle [xs x-] contient les nceuds

51 3m .y . . 3 7T
Xs =T Xg = X7 = - Le quatriéme intervalle [x; xq] contient les nceuds x,; = > Xg = et

Xg = 2T.

La fonction u(x) de degré 2 possede les valeurs suivantes aux 09 nceuds :
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ur) =u(0) = u; =0, ule) =u(%)=u, =2 uCr) =u (%)= uy =1,

uGe) =u(F)=uw =2 uG) =um=us=0  ulee) =u(F)=u=-7

ulx;) =u (37”) =u,=-1 uxg) = u(%n) = Ug = —g u(xy) = u(2mw) = ug = 0.

La résolution du systéme (04) de trois équations sur chacun des quatre intervalles précédents, donne

les quatre expressions suivantes et dont la représentation graphique est illustrée sur la courbe en petits
pointillés :

1.164x — 0.3357x% pour 0 < x <

NS

T
0.3431 + 0.9456x — 0.3357x2 pour 7 <x<m
u(x) = 3n
0.6971 — 0.3274x + 0.3357x? pour t < x < -

3
0.5941 — 0.3055x + 0.3357x2pour > <x<2m

= A = solution approchée u(x) par interpolation linéaire
—o— solution exacte uex(x)=sin(x)

------- uqu(x) interpolation degré 2

uex(x) et ufx)

angles en radians

-15

Figure 02 : schémas d’interpolations linéaires et quadratiques de la fonction u,,(x) = sin(x)

Ainsi, on voit bien sur la figure 02 précédente que la courbe obtenue en utilisant I’interpolation de
degré 2 est plus proche de la solution exacte que celle obtenue avec interpolation linéaire de degré 1.
Ceci a permis de mettre en évidence I’augmentation de la précision en augmentant le degré du
polyndme d’interpolation.

4 Interpolation directe sur I’élément réel du maillage

Pour cette méthode d’interpolation directe dans un élément, nous commencerons d’abord par donner la
formule générale utilisant les fonctions d’interpolations et ce, pour les trois cas 1D, 2D et 3D. En effet,
soit un point M quelconque situé a I’intérieur d’un élément ou sur sa frontiére. Soit n le nombre total
de nceuds que contient cet élément. Soit une grandeur physique U dont les valeurs sont connues aux n
nceuds de cet ¢élément. Ces valeurs sont notées: Uy, Uy, Us, ... ...., Uy,. La valeur approchée de U au
point M peut étre obtenue par interpolation directe en utilisant, selon le cas (1D, 2D ou 3D), les
expressions suivantes :
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Pour le cas unidimensionnel 1D, la grandeur U doit étre considérée comme une fonction a une seule
variable U(x) telle que :

UG = ) NiGo).U (05)
i=1

Pour le cas bidimensionnel 2D, la grandeur U doit étre considérée comme une fonction a deux
variables U(x, y) telle que :

UCey) = ) N y).U (06)
i=1

Pour le cas tridimensionnel 3D, la grandeur U doit étre considérée comme une fonction a trois
variables U(x, y, z) telle que :

U(x;y'Z) = ZNi(xfny)'Ui (07)
i=1

N;(x), N;(x,y) et N;(x,y, z) sont respectivement les fonctions d’interpolations dans 1’élément 1D, 2D
et 3D. D’aprés ces formules, on peut remarquer facilement que le nombre total de ces fonctions
d’interpolation dans un élément est égal au nombre total n de nceuds que contient cet élément.

Lorsque la grandeur U est de type vectorielle (champ de vecteurs a I’intérieur de I’¢lément), telle que
U est composé de trois composantes < u,v,w >, l'interpolation de U dans I’élément se fera sur
chaque composante telles que :

( n
wy,) = ) NGy 2.
i=1

JvGy, D = Y My, (08)
i=1

n
LW(x, y,z) = Z N;(x,y,2).w;
i=1

Si la grandeur U est un champ de vecteurs a deux composantes < u,v,>, son interpolation dans
I’élément se fera sur chaque composante comme suit :

( n
u(x,y) = Z Ni(x, y).u;
o (09)

lv(x, y)= i N;(x, ). v;
i=1

Enfin, si la grandeur U est un champ scalaire, son interpolation dans 1’élément se fera uniquement sur
ses valeurs en utilisant la formule (05) ci-dessus.

Pour les cas 2D et 3D, il y a lieu de signaler que les expressions des fonctions d’interpolation N; i =
1,n sont particulierement difficiles a déterminer de maniére directe (en interpolation directe). Par
contre, comme nous le verrons plus loin dans la seconde méthode, celles-ci sont faciles a utiliser dans
I’¢lément de référence. Pour sa part, cette méthode d’interpolation directe est moins difficile a utiliser
dans le cas 1D auquel cas nous nous limiterons dans le présent paragraphe. En effet, dans ce cas
unidimensionnel (1D), deux schémas d’interpolation directe seront étudiés : le premier linéaire (de
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degré 1) relatif a 1’élément barre de type SEG2 (segment a 2 nceuds a ses extrémités) et le second de
degré plus élevé en utilisant les polyndmes de Lagrange.

4.1 Schéma d’interpolation directe linéaire- cas de I’élément barre

Soit un élément barre de longueur / (de type segment de droite a 2 nceuds SEG2) constitué de deux
neeuds i et j 4 ses extrémités d’abscisses respectives x; et x; avec /= x- x;. (figure 03).Apres
chargement, la réponse de cette barre consiste en un champ scalaire de déplacements en tous ses
points. Ce champ est noté U dont les valeurs aux neeuds i et j sont respectivement U; et U;. Soit un
point M situ¢ a I’intérieur de cet élément et tel que son abscisse x vérifie la condition suivante : x; < x
< x; (figure 03).

1- Dans un premier temps, il est demandé de trouver I’expression du champ de déplacement
U(x) correspondant au déplacement d’un point M d’abscisse x en interpolant directement
entre les valeurs : U(x;) = U; et U(x)=U,.

2- Par la suite il est demandé de trouver les expressions des fonctions d’interpolation N, (x) et
N, (x) afin que I’on puisse retrouver et appliquer la formule (05) :

2
U(x) = Z N, (x). U;
i=1

en prenant cette fois U, = U; et U, = Uj.

Utx;) Ufx) Utxy) .
i ® t ® | —>
Xi M Xy
[= x- x;
-— —_—
—
ey
Ulxy) \ U(x;) = UG + (U(x;) — UCxp)
N
x
- v | VD=V +7U(x) - UxD)

Figure 03 : interpolation linéaire directe dans un élément barre a 2 nceuds de type SEG2
11 est facile de constater en observant la figure 03 ci-dessus, que I’interpolation linéaire directe donne
pour valeur du déplacement du point M d’abscisse x, I’expression suivante :
x
U@ = UG +7(U(x) - Ux)

En second lieu, si on adopte la numérotation des nceuds i et j telle que U;= U; et U,= U; alors U(x)
s’écrira :

x

lU2

U(x)=U1+§(U2—U1) =(1—%)U1+

et en appliquant la formule (05) d’interpolation nodale, on aura :

U(x) =

2
Nl'(.X). Ui = NI(X). Ul + Nz(.X). UZ

i=1

En égalisant les deux expressions précédentes, et par identification, on peut déduire que :
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M@ = (1-3) et M@ =7

Finalement, et de maniére générale, |’interpolation nodale de degré 1 d’une fonction u(x) dans un
¢élément linéaire a 2 nceuds de type SEG2, peut étre écrite comme suit :

2
Ulx) = ZNi(x)-Ui = N;(x).U; + N,(x).U, avec Ny (x) = (1 — %) et N,(x) =§ (10)
i=1

i

Exemple 03 :

Soit une barre en acier de longueur /=1m, fixée a une extrémité 1 et soumise a une force F=100 KN a
I’autre extrémité 2. Calculer d’abord le déplacement de I’extrémité 2 si 1’aire de la section droite de la
barre A=10 cm” et le module de Young = 210000 MPa. Calculer ensuite en utilisant 1’interpolation
nodale directe le déplacement de cette barre en son milieu.

Solution :

Soit le modeéle élément fini a 2 noeuds de type SEG2 tel que représenté sur la figure 04 ci-dessous.

: 5 F=100KN

Figure 04 : modélisation par EF d’une barre avec un seul élément 1D de type SEG2

Dans le cas de cette barre, I’extrémité 1 est fixée donc U;=0. Calculons d’abord le déplacement de
I’extrémité 2 (ou bien du nceud 2)
Le matériau étant €lastique, si on suppose que le champ de contraintes est constant le long de la barre,
tel que :
F
Ox =7 = E. &y,

Cela implique que le champ de déformation 1’est également tel que :
u,-U, U,-0 U,
T
En remplacgant ¢, dans 1’expression de g,, on aura :
Ez E.&=> U, = F.l _ 100.100
A l E.A  21000.10
En appliquant la relation d’interpolation linéaire directe (05) de 1’élément SEG2, on peut écrire que le
déplacement d’un point situé a x=50 cm, peut étre obtenu comme suit :

Ex =

= 0.0476 cm

2
50 50
U(50) = Z N;(50).U; = N,(50).U; + N»(50).U, = (1 - m).o + 7o+ (0:0476) = 0.0238 cm = 0.24 mm

i=1

4.2 Cas de I’'interpolation nodale de degré élevé ou polyndomes de Lagrange :

Pour le cas unidimensionnel de fonctions a une seule variable x, on peut enrichir davantage les
fonctions d’interpolations en augmentant le degré des polynémes d’interpolation tels que ceux de
Lagrange qui sont sous la forme :

U(x) = ZNi(x). Ui avec N;j(x) = l_[xi — x; (11)
= =
J#i
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Cas d’une interpolation quadratique de degré 2 :

Dans ce cas, et comme déja vu auparavant, I’élément doit contenir trois nceuds 1, 2 et 3 d’abscisses
respectivess x,, X, et x3 et sur lesquels les valeurs Uy, U, et U3 sont connues. Soit un point M
d’abscisse x situé a ’intérieur de cet ¢lément quadratique a trois nceuds qu’on appelle SEG3 telle que
représenté sur la figure 05 ci-dessous :

Figure 05 : exemple d’élément quadratique 1D de type SEG3 (a trois noeuds)

La quantité U(x) peut étre obtenue par interpolation directe de degré 2 dans 1’élément SEG3 comme
suit :

3
U(x) = Z N (). U; = Ny(x). Uy + Ny(x). Uy + Ny (x). Us (12)

=1
3

Nl(x)=1_[x_xj _ (x —x3) (x—x3)

x1 =% (g —x3) (1 — x3)

j=1
j#1
3
X — Xj (x—x1) (x—x3)
N. = . = ’
Z(x) gxz — X; (xz — xl) (xz - X3) (13)
j#2
3

N3(x)=1_[x_xj _ (x—x1) (x—2x)

1% 7% (3 —x1) (x3 — x7)

Exemple 04 :

Soit une barre en acier de 1 m de longueur. Trois mesures de températures ont effectuées aux deux
extrémités ainsi qu’au milieu de cette barre telles que les températures des deux extrémités soient
respectivement T; = 10°C et T;= 13°C tandis que celle du milieu corresponde a T, = 15°C. Trouver
I’expression de 7(x) le long de cette barre en utilisant une interpolation directe de degré 2.

Solution :

En premicre étape, nous modélisons notre barre par un maillage constitué d’un seul élément finis a
trois noeuds de type SEG3 et sur lequel nous allons effectuer une interpolation directe de degré 2 (ou
bien quadratique). Comme illustré sur la figure 06 ci-dessous, nos trois nceuds auront les coordonnées
suivantes x1 =0 m; x, = 0.5 m et x; = 1 m. Sur ces nceuds, la grandeur physique T qui n’est rien
d’autre que la température est une fonction a une seule variable x car elle celle-ci ne dépend que la
position le long de la longueur de la barre. Elle sera donc notée 7(x) telle que :

T(0) = 10°C, T(0.5)=15°C et T(1)=13°C.
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T(0)=10 T0.5)=15 I)=13

Figure 06 : Modélisation de la barre en acier avec un maillage composé d’un seul élément finis 1D a trois nceuds
en utilisant une interpolation directe de degré 2 (quadratique)

Pour appliquer cette interpolation directe en degré 2, appliquons a la grandeur physique 7 (la
température) les formules précédentes (12) et (13) d’interpolation d’une fonction a une seule variable
T(x) sur un ¢élément a 3 nceuds :

3
T(x) = ZNi(x)-Ti = Ny(x).Ty + No(x). T, + N3(x). T3

i=1
Avec :
3
x—x; (x—05) (x—1) x*-—x-0.5x+0.5
N =1_[ = . = =2x2-3x+1
1(x) | [ =%~ ©0-05)'0-1 0.5 xeosxd
j#1
N, () ﬁx—xj (x—0) (x-1) =x*2-x b? 44
L(x) = = : = = —4x x
Lt X (0.5-0)(0.5—-1) _1/4
j#2
3
x—x; (x—0) (x—05) x?—0.5x
N3(x)=1_[ L = . = =2x%—x
1103 —x (x3 —0) (x3 —0.5) 1/2
j#3
Finalement :

T(x) = Nl(x). Tl + Nz(x). T2 + N3(x). T3
=(2x%2=3x+1).T; + (—4x? + 4x).T, + 2x%? — x).T;

Aprés développement, on obtient :
T(x) = —14x%2 + 17x + 10
Verification :
Pour x=0, T(0)=-14.0>+17.0+ 10 =10°C
Pour x=0.5 T(0.5) = —14.(0.5)%> + 17.(0.5) + 10 = 15°C
Pour x=1 T(1) = —14.(1)?> + 17.(1) + 10 = 13°C

Ainsi, nous remarquons que 1’utilisation des polyndmes de Lagrange permet facilement d’effectuer
des interpolations de degrés plus élevés 3, 4, 5 etc. Toutefois, son extension aux cas 2D et 3D reste
relativement difficile.

5 Interpolation nodale utilisant les éléments de référence

Cette seconde méthode d’interpolation indirecte utilisant les €léments dits « de référence » (désigné
également dans certains ouvrages par élément parent), est plus facile a utiliser que la méthode
précédente d’interpolation directe. Son principal avantage réside dans le fait qu’elle soit applicable
quelle que soit la dimension du probléme considéré (1D, 2D ou 3D).

Cela étant dit, avant de traiter en détails les quatre étapes nécessaires (que nous verrons plus loin) pour
effectuer cette interpolation, essayons de voir la définition exacte (ou bien le principe) de cet élément

40



de référence, ses conditions d’utilisation ainsi que les différents types d’¢léments de référence qui
existent dans la littérature et leurs fonctions de forme associées.

5.1 Principe des éléments de référence :

Le principe consiste a associer a chaque élément réel du maillage, un élément unique de forme
constante et défini dans un espace de référence basé sur un systéme de coordonnées dites
paramétriques notées (¢,n, {). . Il est important de préciser que 1’élément de référence associé doit étre
de méme dimension et de méme forme que 1’élément réel. 1l doit également avoir le méme nombre de
nceuds que celui de 1’élément réel du maillage.

Par ailleurs, le passage entre 1’élément réel et de référence est défini par la fonction x(&)en 1D, les
deux fonctions x(&,n) et y(&,n)en 2D et les trois fonctions x(&,7, (), y(¢,1n,0) et z(¢,n,{)en 3D.

A titre d’exemple, soit un élément triangulaire linéaire a trois nceuds TRI3 qui est défini dans I’espace
réel a deux dimensions (x, ). A cet élément réel du maillage, on associe un élément de référence
triangulaire a trois nceuds et défini dans 1’espace de référence (&,n) tel qu’illustré dans la figure 07
suivante :

k (‘\Ak, Yk, )

xS yEn)

i
(1.0)

(x1,7) X

v i

A4

Elément réel Elément de référence

Figure 07 : Relations x(&,7n) et y(&,n) entre éléments triangulaires 1’un réel et I’autre de référence

Il y a lieu de signaler que la forme, la taille et la numérotation des nceuds d’un élément réel du
maillage sont variables tandis que la forme, la taille et la numérotation et la position des nceuds d’un
¢élément de référence sont fixes. En effet, les nceuds de 1’élément de référence ont des coordonnées
fixes dans I’espace paramétrique

5.2  Quelques types d’éléments de référence utilisés en EF

5.2.1 Eléments de références a une dimension

Sur la figure 08 ci-dessous, on peut voire trois types d’é¢léments de référence a une dimension. Sur la
figure (08-a) est représenté 1’élément de référence linéaire a deux nceuds de type SEG2 (de degre 1).
Sur la figure (08-b) on peut voir 1’élément quadratique a trois nceuds de type SEG3 (de degré 2).
L’élément SEG4 de référence est cubique a quatre nceuds est illustré en figure (08-¢)

1 ~ - = 1 2 3 4 £
2 s - y : | .
F : . . .___. ' > . . 1 . . >
-1 HE (R +1
-1 0 +1 -1 0 +1 3 E
a) Linéaire SEG2 b) quadratique SEG3 ¢) cubique SEG4

Figure 08 : ¢léments de référence a une dimension.
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5.2.2 Eléments de références a deux dimensions

En 2D, les ¢léments finis que nous pouvons utiliser sont les ¢léments de forme triangulaire ainsi que
les éléments de forme quadrangulaire. Pour les éléments triangulaires, les éléments utilisant les
schémas d’interpolations linéaires, quadratiques et cubiques sont respectivement a trois, six et neuf
nceuds (figure 09).

Ay n L I

(0.1)

[ ]
[ ]
[ ]
2 z £ £
! [ > L & >
(0.0) (1.0)
a) linéaire (3 nceuds) b) quadratique (6 nceuds) ¢) cubique (9 nceuds)

Figure 09 : éléments de référence triangulaires de différents degrés d’interpolation nodale

Quant aux éléments quadrangulaires, les ¢léments de référence linéaires, quadratiques et cubiques sont
respectivement a quatre, huit et douze nceuds (figure 10).

i n n

(-1.1) A (1.1) A
@ <
@
(-1.-1) (1.-1)
a) linéaire (4 nceuds) b) quadratique (8 noeuds) ¢) cubique (12 nceuds)

Figure 10 : éléments de référence triangulaires a différents degrés d’interpolation nodale

5.2.3 Eléments de référence a trois dimensions

En 3D, les éléments de référence que nous pouvons utiliser sont les éléments de forme tétraédrique a
quatre nceuds (linéaire), a dix nceuds (quadratique) et a seize nceuds (cubique) (voir figure 11ci-
dessous). Pour les éléments hexaédriques ou cubiques, les éléments de référence linéaires,
quadratiques et cubiques sont respectivement a huit, vingt et trente-deux nceuds (figure 12). Quant aux
éléments pentaédriques (ou prismatiques), les éléments de référence linéaires, quadratiques et
cubiques sont respectivement a six, quinze et vingt-quatre noeuds (figure 13).
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Figure 11 : éléments tétraédriques linéaires (TET4 & 4noeuds),
quadratiques (TET10 a 10 nceuds), et cubique (TET16 a 16 nceuds)
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T > S * | s @i D
(1.-1.-1) (1.1.1)
lineaire (8 noeuds) quadratique (20 nosuds) cubique (32 noeuds)

Figure 12 : éléments de référence cubiques ou hexaédriques a différents degrés d’interpolation nodale

¢ ¢
000 0N N
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o .
{1,0.-1)
lingaire (6 noeuds) quadratique (15 noeuds) cubique (24 noeuds)

Figure 13 : éléments de référence prismatiques ou pentaédriques a différents degrés d’interpolation nodale

5.3 Fonctions de forme et relations entre éléments réels et de référence

Comme précisé précédemment, les relations entre éléments réels et de référence sont définies par la
fonction x(&)en 1D, les deux fonctions x(&,n) et y(&,n)en 2D et les trois fonctions x(&,1,{),
y(&,n,Q) et z(&,1,{)en 3D. Les fonctions de forme, notées N,(¢)en 1D, N;(&,1) en 2D et N;(§,1,Q)

en 3D, permettent d’établir facilement cette relation entre les deux espaces de coordonnées comme
suit :
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Pourlecas 1D :

X1 n
= (ME BE . . B2 =) M@ (14)
x,) =1
Pour le cas 2D :
( X1 n
xEm = FEm NEm - . MEm 2= ) NEn.x
Xn, i=1
X v . (15)
yEm = FEm) MEm . . NaEm)2 b = > R .
\ Vn i=1
Pour le cas 3D :
Xq n
0 = FEND BERD - . MEnd 2= > NEnd.x
Xn, i=1
V1 n
DEND =WEnD MEnD . BEn{E =) NEndy (16
W)
Z4 n
2EnD = WEnD MEnD - - B ? =Y REnd.a
Z i=1

Ces fonctions de forme tiennent également compte du degré d’interpolation dans 1’élément : linéaire
de degré 1, quadratique de degré 2, cubique de degré 3, etc. Elles sont directement données dans des
tableaux. Ces tableaux sont associés a chaque type d’élément.

Par ailleurs, les coordonnées introduites dans les relations précédentes x; en 1D , x;ety; en2D
ainsi que x;, y; et z; en 3D sont les cordonnées de 1’élément réel du maillage.

Cas de l’élement 1D linéaire SEG2 (figure 14)

Pour I’élément linéaire a deux nceuds de type SEG2, les fonctions N; (&) sont données dans le tableau
suivant :

_ oN;
ARGRES
1 1-¢ 1

2 2

1+2¢ 1

= *2

Tableau 01 : fonctions de forme et dérivée de I’élément SEG2 a deux noeuds

La lecture du tableau 01 donne : N, (§) = —(1 —&); Ny,(&) = —(1 +&); aNl(f) _% et %f) = %

Considérons un élément réel de type SEG2 appartenant a un maillage 1D. Les deux nceuds 7 et 2 de
cet élément ont respectivement pour coordonnées x; et x,.
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>e o~ >
1 2 & Elément réel
1 2 =
- } >
-t ° s < Elément de référence

Figure 14 : relation entre élément réel 1D a 2 noeuds (SEG2) et I’¢1ément de référence

La relation entre cet ¢élément et 1’é1ément de référence peut étre obtenue en appliquant 1’équation (14)
dans laquelle sont utilisées les fonctions de forme précédentes N; (§) et N, () telle que :

_ _ 1
(O = W© mE{n}=5a-o a+ofl}
Aprés développement, on obtient :

x(© =172 L xy) (17
L’analyse de 1’équation (17) montre que x(&) est linéaire (de degré 1) en &. Ceci provient du fait que
les fonctions de forme sont également des fonctions linéaires en &. D’autre part, la vérification de la
relation (17) est comme suit : si on prend ¢ = —1, on doit retrouver x(§) = x(—1) = x,. Par contre, si
on prend ¢ = +1, on retrouve x(¢) = x(+1) = x,. On retrouve ainsi la correspondance ou bien la
relation des nceuds 1 et 2 de 1’élément réel avec ceux de 1’élément de référence (figure 14).

Cas de [’élément 1D quadratique SEG3 (figure 15)

Pour 1’élément quadratique de degré 2 a trois nceuds de type SEG3, les fonctions N; (&) sont données
dans le tableau suivant :

_ oN;
Home | B
P =a=8 | —5+¢
2| 1-¢ —2¢

z 1
3 5+ S+¢

Tableau 02 : fonctions de forme et dérivée de 1’élément quadratique SEG3 a trois nceuds

La lecture du tableau 02 donne :

MEO=20-9: REO=0-¢): RO =ta+9

Ny () _ 1 ON,(§) _ ON5(§) _ 1
= &, oe 2¢ et ot —2+E

aE 2
Considérons un élément réel de type SEG3 appartenant a un maillage 1D. Les deux nceuds 7,2 et 3 de
cet élément ont respectivement pour coordonnées x; , x, et x; (figure 15)
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Figure 15 : relation entre élément quadratique réel 1D a 3 nceuds (SEG3) et I’¢lément de référence

La relation entre cet élément et 1’¢lément de référence peut étre obtenue en appliquant I’équation (14)
dans laquelle sont utilisées les fonctions de forme précédentes N, (¢) a N3 (&) telle que :

_ E xl
-Ga-o a-p faros
2 X3

X1
= W) T© o)
3
Aprés développement, on obtient :

1 1
x(§)=§(x1—2x2+x3)§2+§(x3—x1)f+x2 (18)

L’analyse de 1’équation (18) montre que x(§) est quadratique (de degré 2) en €. Ceci provient du fait
que les fonctions de forme sont également des fonctions quadratiques en £. D’autre part, la vérification
de la relation (18) est comme suit : si on prend ¢ = —1, on doit retrouver x(§) = x(—1) = x;. Si on
prend ¢ = 0, on doit retrouver x(¢) = x(0) = x,. Enfin, si on prend ¢ = +1, on retrouve x(§) =
x(4+1) = x3. On retrouve ainsi la correspondance ou bien la relation des nceuds 1, 2 et 3 de 1’é1ément
réel avec ceux de I’¢é1ément de référence (figure 15).

Cas de [’élément 2D triangulaire TRI3 de degré 01 (figure 16)

L’¢élément triangulaire a trois noeuds étant un élément bidimensionnel linéaire, ses fonctions de forme
N;(&,7) sont données dans le tableau 03 suivant

_ oN; (¢, oN; (¢,
i | NG g n a(j; i
1 [ 1-¢—¢ 1 1
2 g 1 0
3 1 0 1

Tableau 03 : fonctions de forme et dérivée de I’élément TRI3 a trois nceuds

La lecture du tableau 03 donne les expressions des trois fonctions de forme ainsi que de leurs dérivées
partielles :

MEmM=1-¢-n, NEm=¢ et N (§m)=n
aN, (&, 1) __ aN; (&, 1) __
9 an
aNz(fﬂl) _ aNz(f:U) —0
0 on
aN3(&,m) ~0 aN3(&,m) -1
9§ on
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(xzy1) (1.0)

¥ Y

Elément réel Elément de référence

Figure 16 : relation entre ¢lément triangulaire réel 2D a 3 nceuds (TRI3) et son élément de référence

La relation entre cet élément réel et 1’élément de référence peut étre obtenue en appliquant 1’équation
(15) dans laquelle sont utilisées les fonctions de forme précédentes N; (£,1) , N, (&,1) et N3(&,71) telle
que :

X1 X1
(x(f,n) = (MEm NEm N3@Em) {’;2} =(@-=¢&-m ¢ {12}
_ _ _ Yi }’i (19)
lJ/(f,n) = (N(Em) No(Eom) N3(€,r))){y2} =(@-¢5-m ¢ n){J’Z}
Y3 Y3
Aprés développement, on obtient :
{x(‘f' n) =z —x)§ + (x3 —x)n + x4
yEm =0—y)é+ s —yIn+n (20)

L’analyse des équations (20) montre que les fonctions x(&,1) et y(&,n) sont toutes les deux linéaires
(de degré 1) en € et en . Ceci provient du fait que les fonctions de forme sont également des fonctions
linéaires en € et en . D’autre part, la vérification des relations (20) est comme suit : si on prend

§=n=0, on retrouve x(0,0) =x; et y(0,0) =y;. Si on prendé =1letn =0, on retrouve
x(1,0) = x, et y(1,0) = y,. Enfin, si on prend on prend ¢ = 0 et n = 1, on retrouve x(0,1) = x5 et
¥(0,1) = y3. On retrouve ainsi la correspondance ou bien la relation des nceuds 1, 2 et 3 de I’élément
réel avec ceux de I’é1ément de référence (figure 16).

Cas de [’élément 2D quadrangulaire QUA4 de degré 01 (figure 17)

L’¢élément quadrangulaire a quatre nceuds étant un élément bidimensionnel linéaire, ses fonctions de
forme N;(&,n) sont données dans le tableau 04 suivant.

aN; (&) aN; (&, m)
0¢ an

1 ! 1 1 ! 1 ! 1
ZA=DA-m) | 7-1+m | 21+

i Ni(f! TI)
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2 ! 1 1 ! 1 ! 1
7A+00-n | a-m | 7(1-9

1 1 1
31 20+9DQ+m | ;A+n) | A+

4 4 4
4] 2a-pa+n | 3C1-m | 30-0
4 L PG

Tableau 04 : fonctions de forme et leurs dérivées de I’é1ément QUA4 a quatre nceuds

e

3

X4,V
( * 4) -1.11

Y o

2

A

-1-1) (1.-1)

Elément réel Elément de référence

Figure 17 : relation entre élément quadrangulaire réel 2D a 4 nceuds (QUA4) et I’¢é1ément de référence

La relation entre cet élément réel et 1’élément de référence peut étre obtenue en appliquant 1’équation
(15) dans laquelle sont utilisées les fonctions de forme

précédentes Ny (§,1), N2(§,m), N3(§,m) et No(§,m) telle que:

X1 X1
_ _ _ _ 1
xEm) = (MEm NEn NEn NAM)){Z}— (@@=-9U-n A+HA-17) A+OA+n) (1—5)(1+n)>{§§}

4
X4 X4

Y1 1 21)
_ _ _ _ 1
ky(s,n)=<1v1(f,n> WEn W@ m(s.n»{;ﬁ}— (A-90-n A+HA-m) A+HU+n) (1—5)(1+n)>{§§}

T
Ya Va

Aprés développement, on obtient :

1
{x(fﬂ) = Z[(’ﬁ + Xy x5+ x4) + (=X + 2 + X3 — x)E + (=X — x5 + X3 + x)0 + (0 — 2 + X3 — x4)87]
(22)

1
yE&n) = Z[(yl Yo+ yst )t (Yt vty —y)E+ (v —ya +ys F v + (v — yo + ¥ — ya)én]

L’analyse des équations (22) montre que les fonctions x(&,7) et y(&,n) sont toutes les deux
bilinéaires en ¢ et en n dont le polyndme est de la forme (ay + a;€ + a,n + a,én). Ceci provient du
fait que les fonctions de forme sont également des fonctions bilinéaires en & et en n et dont le
polynéme est de la méme forme. D’autre part, la vérification des relations (22) est comme suit : si on
prend pour le nceud 1 de I’élément de référence & =n = —1, on retrouve x(—1,—1) = x; et
y(—1,—1) = y;. Si on prend pour lenoeud 2 & =1etn = —1, on retrouve x(1,—1) =x, et
y(1,—1) = y,. Si on prend pour le noeud 3 ¢ = 1etn =1, on retrouve x(1,1) = x5 et y(1,1) =
y3Enfin, si on prend pour le nceud 4 & = —1etn =1, on retrouve x(—1,1) = x4 et y(—1,1) = y,.
On retrouve ainsi la correspondance ou bien la relation des nceuds 1, 2, 3 et 4 de 1’él1ément réel avec
ceux de I’élément de référence (figure 17).

Nota :
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Pour les cas des ¢léments bidimensionnels de degrés 2 (TRI6 et QUAS) et des éléments
tridimensionnels, des tableaux sont fournis en annexe et sur lesquels les fonctions de forme et
d’interpolations ainsi que d’autres détails sont donnés.

5.4 Interpolation nodale dans I’élément de référence

Nous avons vu dans la premiére méthode d’interpolation directe, que I’interpolation nodale d’une
grandeur U connue aux #n nceuds de I’élément réel considéré se fait selon 1’équation (07) que nous
rappelons ici :

n
Ulx,y,z) = Z N;(x,y,2).U; (07)
i=1
N;(x,y,z) : sont les n fonctions d’interpolations écrites dans 1’élément considéré

U; : sont les n valeurs connues de la grandeur physique U qui est représentée mathématiquement par la
fonction U(x, y, z)

De la méme manicére, la grandeur physique U dont les valeurs sont supposées connues aux z nceuds de
I’élément de référence, peut &tre représentée mathématiquement a I’intérieur de cet élément de
référence par la fonction U(&,n,{) écrite dans I’espace de coordonnées paramétriques (&,1, ).
L’expression de cette fonction U (€, n, {) peut étre obtenue par interpolation nodale directe en utilisant
les fonctions d’interpolations N;(&,n, {) de 1’élément de référence telle que :

U, n
UERD = MMERD MHERD - NERD = Y MERDU (9
Un i=1

U; sont les n valeurs connues de la grandeur physique U aux n nceuds de cet ¢lément de référence.

5.5 Eléments isoparamétriques

Pour une trés grande quantité d’éléments finis, les fonctions vues précédemment d’interpolation
directe dans 1’élément de référence N;(&,n, ) sont égales aux fonctions de forme N;(&,71,{) de cet
¢élément de référence. Ce résultat trés important permet de définir une classe importante d’éléments
largement utilisés par la MEF. Ces éléments sont dit « isoparamétriques » pour lesquels :

N: (€, ) = N;(§m, 9 (19)

Pour la suite de ce cours, nous nous limiterons uniquement a cette classe d’éléments isoparamétriques
pour lesquels les fonctions de forme seront notées désormais de la méme facon que les fonctions
d’interpolation. Plus précisément, les fonctions de forme seront notées désormais par N;(&,7,{) au
lieu de N;(&,1,¢). Ainsi, puisque les éléments traités précédemment (SEG2, SEG3, TRI3 et QUA4)
sont isoparamétriques, cette notation sera également appliquée au niveau des tableaux précédents 01,
02, 03 et 04 ainsi que par les tableaux donnés en annexe.
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5.6 Démarche a suivre

La démarche a suivre pour effectuer cette interpolation nodale utilisant 1’élément de référence est
comme suit. En effet, soit un corps solide modélisé par un maillage d’éléments finis. Soit un élément
quelconque E appartenant a ce maillage. Soit n le nombre total de nceuds que contient cet élément E.
Soit un point M quelconque situé a I’intérieur de cet élément ou sur sa frontiére. Soit une grandeur
physique U dont les valeurs sont connues aux n nceuds de cet élément. Ces valeurs sont notées
:Uq,U;,Us, .......,U,. La valeur approchée de U au point M de coordonnées (x,y) (ou bien
I’expression de U(x,y) ) peut étre obtenue cette fois par interpolation indirecte en suivant les quatre
étapes suivantes :

Etape 01 interpolation dans I’élément de référence : Il s’agit d’interpoler la grandeur considérée U
dans I’élément de référence au lieu d’interpoler directement dans 1’é1ément £ considéré du maillage et
que nous appellerons désormais . ¢lément réel. Cette étape nous permettra d’obtenir selon le cas (1D,
2D ou 3D) les expressions suivantes :

U(E) = ) Ni®).Us en1D
< U(s,n)=zzvi(f,n).ui en 2D (20)

K n,c)—zzv(fn 0).U; en3D

Les fonctions N;(§), N; (¢, n) et N;(&,n, ( ) peuvent étre extraites directement a partir des tables des
¢éléments. Les quantités U; sont des valeurs connues de la grandeur physique U au niveau de 1’élément
de référence.

Etape 02 Ecriture des relations entre I’élément réel et I’élément de référence : 1l s’agit d’écrire les
relations entre 1’élément réel £ considéré du maillage et défini dans I’espace réel de coordonnées
cartésiennes (x, y, z) et I’élément de référence défini dans I’espace de coordonnées
paramétriques (&,7, {). Selon le cas (1D, 2D ou 3D), on peut écrire ces relations comme suit :

x(©) = ) Ni(©).x; en 1D
i=1

x(&,n) =ZNz(€,n)-xi et y(&,n) =ZN1(€,77)-yi en 2D (21)
i=1 i=1

X0 = ) NEmDoxis YEMD = D NiEm .y et 2Em ) = ) Ni(§m, 9.7 en3D
i=1 i=1 i=1

Etape 3 Ecriture inverse (ou inversion) des relations précédentes. Ceci permet d’obtenir les
fonctions suivantes :
é(x)en 1D
é&(x,y) et n(x,y) en 2D (22)
$(x,y,2); n(x,y,2) et{(x,y,z),en 3D
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Etape 4 : Substitution des relations précédentes (22) de I’étape 03 dans les relations (20) de
I’étape 01.
Cette étape consiste a remplacer les relations précédentes (22) obtenues au niveau de 1’étape 03 dans

les relations (20) obtenues dans I’étape 01. Ceci permettra finalement d’obtenir les relations
recherchées :

Ulx)= U((x)) en 1D
Ulx,y) = U(¢(x,y); n(x,)) en 2D (23)
U(x,y,z) = U(&(x,y,2); n(x,y,2);{(x,y,2)) en 3D

5.7 Exemples
Exemple 05 : interpolation en 1D dans I’élément SEG2 en utilisant I’élément de référence

Reprendre ’exemple 01 traité dans le paragraphe 3-4-a d’une barre en acier de 1 m de longueur
modélisé en EF par un seul élément linéaire unidimensionnel de type SEG2. Le nceud 1 étant fixé donc
U, est égal a zéro U,=0. Par contre, les calculs de la RDM ont donné pour déplacement du nceud 2 la
quantité¢ Uy=0.0476 cm. Il est demandé en utilisant 1’élément de référence et en suivant les étapes 01 a
04 précédentes de trouver I’expression U(x) dans cette barre.

Solution :

Donc a cet élément réel représenté en figure 18 ci-dessous, on associe un élément de référence tout en
faisant correspondre les nceuds des éléments de maniére « respective » c’est-a-dire le nceud 1 de
I’¢lément réel est relié au nceud 1 de I’élément de référence. Donc ce dernier portera la méme valeur
du déplacement U;=0. De la méme facon, le nceud 2 de 1’élément de référence étant reli¢ au nceud 2 de
I’¢lément réel et il portera donc la méme valeur du déplacement U,=0.048 cm.

=0, Ur=0 x=100, U=0.048

| —> e »>
/ ! ;\ < ¢élément réel

— |
—
]
Mg

& élément de référence

Figure 18 : Représentation de 1’élément réel SEG2 et de son élément de référence associé

Etape 01 : interpolation dans I’élément de référence en appliquant (20) pour le cas 1D telle que :

2 1+¢
U = Z Ni().Us = Ny(). Uy + Ny(©).Up = Ny(§).Up = ——.(0.048) = (0.024 + 0.024¢)

Etape 02 : Ecriture de la relation entre 1’élément réel et 1’élément de référence en appliquant (21) pour
le cas 1D telle que :

2
1+
x(§) = ZNz(f)-xi =N1(§).x1 + N2(&).x2 = N2(§).x; = TE-UOO) =50.(1+¢&
=1

Etape 03 : Ecriture inverse (ou inversion) de la relation précédente. Ceci permet d’obtenir la fonction
suivante :

x
f(x)=%—1
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Etape 04 : Substitution de la fonction précédente dans la relation obtenue en étape 01. Ceci permettra
finalement d’obtenir la fonction recherchée :

U(x) = UGE(x)) = (0.024 + 0.024£(x)) = 0.024 + 0.024 (i -1)= 0.024.— = 48 10™* x

50 50
Finalement :
U(x) = 4810~%.x
Vérification :
Pour x=x,=0 (nceud 1), on a : u)=0,=0

Et pour x=x,=100 (nceud 2), on a :
U(100) = U, =4.8107*.100 = 481072 = 0.048 cm

Exemple 06 : interpolation quadratique de degré 2 en 1D en utilisant I’élément de référence
SEG3

Reprendre I’exemple 04 traité dans le paragraphe 4.2 d’une barre en acier de 1 m de longueur sur
laquelle trois mesures de températures ont effectuées (deux aux extrémités ainsi que celle du milieu de
cette barre) telle que les températures des deux extrémités soient respectivement T; = 10°C et T;=
13°C tandis que celle du milieu corresponde a T, = 15°C. Trouver I’expression de 7(x) le long de cette
barre en utilisant une interpolation avec élément de référence SEG3 de degré 2.

Solution :

Donc a cet élément réel représenté en figure 19 ci-dessous, on associe un élément de référence tout en
faisant correspondre les nceuds des éléments de maniére « respective » c’est-a-dire le nceud 1 de
I’é1ément réel est relié au nceud 1 de I’élément de référence. Donc ce dernier portera la méme valeur
de la température 7,=10°C. De la méme fagon, les nceuds 2 et 3 de 1’élément de référence étant
respectivement reliés aux nceuds 2 et 3 de I’élément réel et ils porteront donc les mémes valeurs de la
température a savoir : 7,=15°C et T5=13°C.

x=0. Tr=10 x¥=05. T=15 x:=1. T=13

N
™ >

/7 : 3 |

| & Elément réel

\1

-1 0 +1

(8]
(73]
A J ~|

& Elément de référence

Figure 19 : Représentation de 1’élément réel SEG3 et de son élément de référence associé

Etape 01 : interpolation dans I’élément de référence en appliquant (20) pour le cas 1D telle que :

3
T() = ) N T = Ny(©):Ty + Ny(©). T + N3 (§). T

Sous forme matricielle

T, T,
T = (N(§) Na(©) N3<f)>{;z}=<‘§<1—f) (1-¢) §(1+f)>{?}
3 3

Apreés développement, on obtient :
1 1
T() = E(Tl — 2T, + T5)&? +§(T3 —T)§+ T,
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T(&) = %(10 — (2x15) + 13)¢&2 +%(13 —10)¢ + 15

7 3
TE)=-3§%+2§+15
Verification:

T(-1) = —2(-1)?+2(-1)+15=-35-15+15=10=T,
7 3
T(0) = =502+ () +15=15=T,

T(1) = -2(12 +3(1)+15=-35+15+15=13°C = Ty

Etape 02 : Ecriture de la relation entre I’é1ément réel et 1’élément de référence en appliquant (21) pour
le cas 1D telle que :

3
X(©) = ) N(©oxi = N1(©)- X1 + N2(©). 25 + N3(. %3
i=1

Sous forme matricielle :
_ _ _ X1 —& £ X1
x(§) = (N1(§) N2 (§) Ng(f)){xZ} =(0A-9 a-¢) @+ f)>{x2}
X3 2 X3
Apres développement, on obtient :

1 1 1 1
x(¢§) = E(xl —2x, + x3)&? +E(x3 —x)E+x, = E(O —(2x0.5) + 1)&2 +E(1 —0)§+05

x(@) =056 +05=2¢+1=2¢+1) done  x(©) =3+ 1)
Vérification

x(—=1) =05(-1+1) =0 = x4,

x(0) =05(0+1)=05=x,

etx(1) =05(1+1)=1=ux4

Etape 03 : Ecriture inverse (ou inversion) de la relation précédente. Ceci permet d’obtenir la fonction
suivante :

1
() =56+ =800 =2x1

Etape 04 : Substitution de la fonction précédente & (x)dans la relation obtenue en étape 01. Ceci
permettra finalement d’obtenir la fonction recherchée :

D’aprés I’étape 01, on a : T(¢) = —%fz +%f + 15

7 3 7 3
>T(x) = TEX) = —Ef(x)z +§f(x) +15 = —E(Zx - 1)? +§(2x —1)+15

Finalement :
T(x) = —14x%2 + 17x + 10

Cette expression est identique a I’expression obtenue par interpolation directe en utilisant le polynome
de Lagrange dans I’exemple 04.
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Exemple 07 : interpolation linéaire de degré 1 en 2D en utilisant ’élément triangulaire de
référence TRI3

Soit une plaque supposée parfaitement plane, de forme rectangulaire, en acier, de 20 cm de longueur et
de 10 cm de largeur (figure 20). Aprés avoir ¢té chauffée dans un four, quatre mesures de température
ont été effectuées simultanément au niveau des quatre coins de cette plaque. Ces mesures sont comme
suit 7;,=150°C, T,=200°C, T;=100°C et T,=250°C. Pour trouver la valeur approchée de la température
T en tout point M de coordonnées (x,y) par rapport au repere (1,x,y) (voir figure 20), cette plaque a été
modélisée avec un maillage composé de deux éléments finis triangulaires de type TRI3. Il est demandé
de trouver I’expression mathématique approchée 7(x,y) du champ de température en tout point de cette

T=250 T3=100

—

“+— |0cm

“«— 20ecm — T1—150 T=200
plaque.

Figure 20 : Schéma de la plaque (a gauche) et son maillage EF avec deux éléments de type TRI3 (a droite).
Solution :

Puisque notre plaque a été maillée par deux éléments finis, elle sera donc divisée en deux domaines ou
¢éléments] et 2 (voir le maillage ci-dessus de la figure 20) et la fonction T(X,y) sera définie comme
suit :

T, (x,y) surl'élément 1
T,(x,y) surl'élément 2

T y) =

Détermination de l’expression de T, (x,y) surl’ élément 1

Soit donc I’¢élément 1 du maillage et son élément de référence tel que représenté en figure 21 ci-
dessous. Cet élément 1 est constitué des nceuds 1, 2 et 4. On associe a I’élément 1 un élément de
référence tout en faisant correspondre les nceuds de cet élément de maniére « respective » c’est-a-dire
le nceud 1 de I’élément réel est relié au nceud 1 de 1’élément de référence. Donc ce dernier portera la
méme valeur de la température 7,=150°C. De la méme fagon, les nceuds 2 et 3 de 1’élément de
référence étant respectivement reliés aux nceuds 2 et 4 de I’élément réel et ils porteront donc les
mémes valeurs de la température a savoir : 7,=200°C et 75=250°C.

(1.0

0.0) Elément réel (20,0) Elément de référence

Figure 21 : Représentation de 1’élément triangulaire 1 et de son élément de référence associé
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Etape 01 : interpolation dans I’élément de référence en appliquant (20) pour le cas du TRI3 telle que :

3
T(Em = ) N(Em).Ti = Ny(Em). Ty + No(Em). Ty + Ny 1). T

i=1

Sous forme matricielle

T, T,
T(n) = (N1 (&n) No(§m) Nz(g n)){Tz} =((1-¢&=n § m {Tz}
T, T,

Aprés développement, on obtient :
TEm)=Q—=&—nT1+ ET, +nTz =Ty + (T, = T)E + (Ts — Ton
T(¢&n) =150+ (200 — 150)¢& + (250 — 150)n = 150 + 50¢ + 1007
T(&¢,n) =150+ 50¢ + 1007
Vérification : T(0,0)=T,=1504+0+0=150=T,
T(1,0) =150+50x1+100x0=150+50=T,
T(0,1) =150+50x0+100x1 =150+ 100 = T;

Etape 02 : Ecriture de la relation entre 1’¢lément 1 et I’élément de référence en appliquant (19) telle
que :

( X1 X1

x(§,n) = (Ny(&m) No(&m) N3(&m) {XZ} =(1-¢&=n) § n) {xZ}
X4 X4
V1 V1

ky(f,n) = (Ny(&m) No(&m) N3(.g,n)){y2} =(1-¢&-m) ¢ 77){3’2}
Va Va

Aprés développement, on obtient :

{x(‘f' n) = —x)&+ (x4 —x )N+ x1
vy =02 —y)E+ a—yIn+n

En remplacgant les coordonnées par leurs valeurs, on obtient :

{x(f,n) =(20—-0)¢+(0—0)n+0=20¢
y(&n)=0-0)+(10-0)n+0=107n

Finalement, les relations entre I’élément 1 et son élément de référence sont comme suit :

{x(f.n) =20¢

y(§,m) =10
Etape 03 : Ecriture inverse (ou inversion) des relations précédentes. Ceci permet d’obtenir les

fonctions suivantes :
X
x(f:ﬂ) = 206 = f(x,y) = %
y
y(&n) =10n=nxy) = 10

Etape 04 : Substitution des fonctions &(x, y) et n(x, y) dans la relation obtenue en étape 01. Ceci
permettra finalement d’obtenir la fonction recherchée :

T(£Ce, )00 y) = Ty (x, y) = 150 + 50¢ + 1007 = 150 + sozx—o + 10013'—0

T, (x,y) = 150 + 2.5x + 10y
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Vérification dans I’élément réel 1 :

Pourlenceud 1:  T,(xy,y,) =150+ 2.5x, + 10y, =T;(0,0) =150+ 0+ 0=150=T;

Pour le nceud 2 : Ty (x5, v,) = 150 + 2.5 x, + 10y, = T,(20,0) = 150 + 2.5 x 20 + 10x0 = 200 =T,
Pour le nceud 4 : Ty (x,, v,) = 150 + 2.5 x, + 10y, = T,(0,10) = 150 + 2.5%x0 + 10x 10 = 250 = T,
Donc I’expression Tj(x,y) = 150 + 2.5x 4+ 10y est bien vérifiée au niveau de 1’élément 01.

Détermination de l’expression de T, (x,v) surl' élément 2

L’¢lément 2 du maillage est associé¢ a son élément de référence tel que représenté en figure 22 ci-
dessous. Cet élément 2 est constitué¢ des noeuds 2, 3 et 4. Ces nceuds doivent correspondre aux noeuds 1
, 2 et 3 de I’élément de référence de maniére « respective » c’est-a-dire le noeud 2 de cet élément 2
doit étre reli¢ au nceud 1 de I’élément de référence. Donc ce dernier (le nceud 1 de 1’élément de
référence ) portera la méme valeur de la température et sera notée 7,=200°C. De la méme fagon, les
nceuds 2 et 3 de 1’élément de référence étant respectivement reliés aux noeuds 3 et 4 de 1’é1ément 2 et
ils porteront donc les mémes valeurs de la température a savoir : 7,=100°C et 75=250°C.

(1.0)

v Vg

Elément de référence

Elément 2 T>=200
Figure 22 : Représentation de 1’élément triangulaire 1 et de son élément de référence associé

Etape 01 : interpolation dans I’élément de référence en appliquant (20) pour le cas du TRI3 telle que :

3
T(Em = ) N(Em).Ti = Ny(Em). Ty + Ny(Em). Ty + Ny(6,1). T

i=1

Sous forme matricielle

T, T,
T(n) = (N1 (&n) No(&m) Na(g U)){Tz} =(1-&=m § n) {Tz}
T, T,

Apres développement, on obtient :
TEn =A-§—nT1+ ST +nT3 =Ty + (T, — T+ (T3 — Tin

Puisque dans 1’élément de référence, on a: T; = 200°C,T, = 100°C et T3 = 250°C (voir les
correspondances en figure 22), on peut donc écrire :

T(&n) =200+ (100 — 200)¢ + (250 — 200)5 = 200 — 100 + 507

T(&,1m) = 200 — 100¢ + 507
Vérification : T0,0)=T,=200—0+0=200=T;
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T(1,0) =200—-100x1+50x0=200-100=100= T,
T(0,1) =200—100x06+50x1 =200+ 50 =250 =T;

Etape 02 : Ecriture de la relation entre I’¢1ément 2 et I’¢1ément de référence en appliquant (19) telle
que :

X2 X2
(x(f,n) = (N1(&n) No(&m) N3(§m)) {x3} =(1-¢&=n) § n) {x3}
X4 X4
V2 V2
ly(f.n) = (Ny(&m) No(&m) N3(g n)){y?»} =(1-¢-m ¢ n){y3}
YVa Va

Aprés développement, on obtient :

{x(f.n) = (x3 —x2)¢ + (x4 — x2)N + x;
yEm) =03 =y + u—yIn+y,

En remplacant les coordonnées par leurs valeurs, on obtient :
{x(f,n) =(20-20)¢+(0—-20)n+20=0£—-20n+20=20(1—1n)
y(&mn) =(10-0)¢ + (10— 0)n + 0 = 10 + 10n = 10(§ + 1)
Finalement, les relations entre 1’élément 2 et son élément de référence sont comme suit :

{X(f; n) =20(1—-n)

y(&m =10 +n)
Etape 03 : Ecriture inverse (ou inversion) des relations précédentes. Ceci permet d’obtenir les

fonctions suivantes :

x(En) =20(1—1) = n(x,y) =1 — —

20
_ _ Y Y (o Xy_ X Y
yEmM =106E+m) =106 +m) =@M =5-n=75-(1-55) =55+ 75~ 1
Finalement :
xy) =1-=
%y = 20
_ XY

Etape 04 : Substitution des fonctions & (x, y) et n(x, y) dans la relation obtenue en étape 01. Ceci
permettra finalement d’obtenir la fonction recherchée :

T(E(x,y),n(x,y)) = To(x,y) = T(¢,1) = 200 — 100¢ + 507

=200—100(2x—0+1y—0—1)+50(1—%)

T,(x,y) = 200 — 5x — 10y + 100 + 50 — 2.5x = 350 — 7.5x — 10y
Donc : T,(x,y) = 350 — 7.5x — 10y

Vérification dans I’élément réel 2 :

Pourlenceud 2:  T,(x,,v,) =350 —7.5%x20 —10x%0 =T,(20,0) =350—-150—-0=200=T,
Pourlenceud 3: T,(x3,y5) =350—7.5x20—-10x10 = T,(20,10) = 350 — 150 — 100 = 100 =T,
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Pour le noeud 4 : T, (x,, y,) = 350 — Z5%0 — 10 x 10 = T,(0,10) = 350 — 0 — 100 = 250 = T,
Donc I’expression T, (x,y) = 350 — 7.5x — 10y est bien vérifiée au niveau de 1’élément 02.

T,(x,y) = (150 + 2.5x + 10y) surl’élément 1

Finalement Txy) = { T,(x,y) = (350 — 7.5x — 10y) surl'élément 2

Exemple 08 : Interpolation linéaire de degré 1 en 2D en utilisant I’élément quadrangulaire
QUA4

Reprendre I’exemple précédent de la plaque rectangulaire en acier de 20 cm de longueur et de 10 cm
de largeur (figure 23) avec les mémes valeurs des températures aux nceuds 7,=150°C, T,=200°C,
T5=100°C et T,=250°C. Toutefois, cette plaque a été cette fois modélisée avec un maillage composé
d’un seul élément fini quadrangulaires de type QUA4 (figure 23). 1l est donc demandé, en utilisant
I’¢lément de type QUA4, de trouver I’expression mathématique approchée T7(x,y) du champ de
température en tout point de cette plaque.

T4~=250 T5=100

—»

“«— 10cm
-
[

A 4

«— 20cm —— T,=150 T:=200

Figure 23 : Schéma de la plaque (a gauche) et son maillage EF avec un seul élément de type QUA4 (a droite).
Solution :

Soit donc 1’élément 1 du maillage de type QUA4 et son élément de référence tel que représenté en
figure 24 ci-dessous. Cet ¢lément 1 est constitué des nceuds 1, 2, 3 et 4. A cet élément, on associe un
¢élément de référence tout en faisant correspondre les nceuds de maniére « respective » c’est-a-dire le
nceud 1 de 1’élément réel est relié au nceud 1 de 1’élément de référence. Donc ce dernier portera la
méme valeur de la température 7,=150°C. De la méme fagon, les nceuds 2, 3 et 4 de I’élément de
référence étant respectivement reliés aux nceuds 2, 3 et 4 de I’élément réel et ils porteront donc les
mémes valeurs de la température a savoir : 7,=200°C , 75=100°C et 7,=250°C.

"

A
(L1 (L1)
T4+=250 Ts=100
4
3
4 3
In
1) =
Y N/ ¢
1 x 2
T1=150 T2=200
1 2
Elément réel du maillage de la plaque .—.

(-L-1) (1)

Elément de référence
Figure 24 : Représentation de 1’élément quadrangulaire 1 et de son élément de référence associé

Etape 01 : interpolation dans 1’¢lément de référence en appliquant (20) pour le cas du QUA4 telle
que :

4
T(f!n) = ZNl(fﬁn)Tl = N1(E’T7)T1 + NZ(Ern)TZ + N3(§rn)T3 + N4(€'77)T4

i=1
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Sous forme matricielle
Ty Ty
1
TEm = NEm NEm NEm) Nao(€§om) {%} =z=-90-n A+HaA-m A+HA+m A-HA+ n)){%}
Ty T,

Aprés développement, on obtient :
1
TEn) = Z[(Tl T+ T+ T)+ (T + T+ T3 —T)§+ (T, — T, + T3 + Tn + (Ty — T, + T3 — T,)én]

1
T(€,m) = 7[(150 + 200 + 100 + 250) + (=150 + 200 + 100 — 250)¢ + (=150 — 200 + 100 + 250)1
+ (150 — 200 + 100 — 250)&7]

T(E,n) = %[700 — 100¢ — 200&n] = 175 — 25 — 50&n

Verification :

Pour le premier nceud (¢,7) = (—1,—1): T(-1,—-1) =175 - 25(-1) = 50(-1)(-1) =150=T;
Pour le second neeud (¢,7) =(1,—1):  T(1,—1) =175 —-25(1) —50(1)(—=1) =200 =T,
Pour le troisieme nceud (¢,7) = (1,1):  T(1,1) = 175 —-25(1) —50(1)(1) =100 =T,

Pour le quatrieme nceud (¢,7) = (—1,1): T(=1,1) = 175 - 25(—-1) = 50(-1)(1) =250 =T,

Etape 02 : Ecriture de la relation entre I’¢1ément 1 et I’é1ément de référence en appliquant (21) telle
que :

X1 X1
[X(f.n)=(N1(€.n) Np(Em)  NaCEm) M(é.n»{ii}=§<(1—sx1—n) A+HA-n) A+OHA+7) (1—f)<1+n)>{§§}

X4 X4

{ Y1 V1
ly(f.n)=(N1(§,n) N(Em) N3(Em) NA&n)){iZ}—1((1—5)(1—77) a@+Ha-n A+HA+n (1—5)(1+n)){§§}

T4
Ya Va

Apres développement, on obtient :
1
x(&n) = Z[(’ﬁ + 2y + X3 +2x3) + (—x1 + X5 + 23— x)8 + (—x; — X, + x5+ x)n + (0 — X, + X3 — x4)éM)
1
yEn) = Z[(yl Yo+ Y3t )t (Y1t tys —y)E+ (v — Yo+ ys F v + (v — ya + ¥ — ya)énl

En remplacant les coordonnées par leurs valeurs, on obtient :

{x(g",n)=%[(0+20+20+0)+(—0+20+20—0)E+(—0—20+20+O)n+(0—20+20—0)€r]]

y(f,n)=%[(0+0+10+10)+(—0+0+10—10)§+(—0—0+10+10)r]+(0—0+10—10)§n]

Apres développement, les relations entre 1’élément 1 et son élément de référence sont comme suit :

{x(g, n) =10 + 10& = 10(1 + ¢)
y(EN =5+5n=5(1+7)
x(=1,-1)=10+10(-1) =0 = x;

Pour le Neeud 1 l y(-1,-1) =5+5(-1)=0=1y,
x(1,-1) =10+ 10(1) =20 = x,
y(1,-1)=5+4+5(-1)=0=1y,
x(1,1) =10 + 10(1) = 20 = x5
( y(1,L1) =5+5(1) =10 =y,

Pour le Nceud 2

Pour le Nceud 3
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x(-1,1) =10+ 10(-1) =0 = x,

Pour le Nceud 4 { y(-1,1) =5+5(1) =10 =y,

Etape 03 : Ecriture inverse (ou inversion) des relations précédentes. Ceci permet d’obtenir les
fonctions suivantes :

x(§m) =10(1+&) =>¢&(x,y) = %_ 1

y
yEm =50+ =>nly)=c-1
Etape 04 : Substitution des fonctions & (x, y) et n(x, y) dans la relation obtenue en étape 01. Ceci
permettra finalement d’obtenir la fonction recherchée :

T(£Ce, ), n(xy)) = T(x,y) = 175 — 25¢ — 50&7 = 175 — 25 (1x—0 ~1)-50 (110 ~1) (% ~1)

Et on obtient finalement
T(x,y) =150 + 2.5x + 10y — xy

Vérification dans I’élément réel 1 :

Pourlenceud 1 :  T(x,y,) = 150 + 2.5 x, + 10y, —x,y, = T(0,0) =150+ 0+0—-0=150 =T,
Pour le neeud 2 : T(xy,y,) = 150 + 2.5 x, + 10y, — X2y, = T(20,0) = 150 + 2.5 x 20 + 10%0—0 = 200 = T,
Pour le nceud 3 ;' T(xs,y5) = 150 + 2.5 x5 + 10y; — X3y, = T(20,10) = 150 + 2.5x 20 + 10x 10 — 20x 10 = 100 = T,
Pour le nceud 4 : T(xg, y5) = 150 + 2.5 x, + 10y, — x4y, = T(0,10) = 150 + 2:5%0 + 10x 10 — 6%10 = 250 = T,
Donc I’expression T'(x,y) = 150 + 2.5x + 10y — xy est bien vérifiée pour 1’é1ément 01.

Visualisation et comparaison des champs de température obtenus

SCAL SCAL
< 2.50E+02 < 2.50E+02
> 1.00E+02 > 1.00E+02
2.49E+02 2.49E+02
2.42E+02 2.42E+02
2.35E+02 2.35E+02
2.27E+02 2.27E+02
2.20E+02 2.20E+02
2.13E+02 2.13E+02
2.06E+02 2.06E+02
1.99E+02 1.99E+02
1.92E+02 1.92E+02
1.85E+02 1.858+02
1.77E+02 1.77E+02
1.70E+02 1.708+02
1.63E+02 1.638402
1.56E+02
1.49E+02
1.42E+02
1.35E+02
1.27E+02
1.20E+02
1.13E+02
1.06E+02

1.56E+02
1.49E+02
1.42E+02
1.35E+02
1.27E+02
1.20E+02
1.13E+02
1.06E+02

Figure 25 : Distribution des champs de température en utilisant un maillage composé de deux éléments
triangulaires TRI3 (a gauche) et d’un élément quadrangulaire QUA4 (a droite)

En observant et en analysant la distribution de la température sur la figure 25 précédente, on constate
que le second maillage composé d’un seul élément QUA4 donne une distribution plus proche de la
réalité que le maillage a gauche utilisant deux éléments TRI3. L’interprétation de ce résultat sera
traitée dans le paragraphe suivant.

6  Forme particuliére de la matrice Jacobienne en éléments finis

Comme déja vu au chapitre 03 précédent, la matrice Jacobienne [J] a été introduite de
maniére générale dans le cadre d’une transformation entre 1’espace de coordonnées réelles (x,y,z) et
paramétriques (¢,n,¢) telles pour les relations suivantes :
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x=x(&n,9)
y=y&n4)
z=12z(n,9)

La matrice Jacobienne [J] s écrit :

[0x(&,n,8) dy(End) 0z(&m,9)

0¢ 0¢ 0¢
[nziMG%O dy(En g 0z(&n9)

on on on
0x(n g 9y(End 0z(&n)

0¢ a¢ a¢

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, nous rappelons également les relations entre 1’é1ément
réel et I’élément de référence qui ont été établies dans 1’équation (16) telles que :

X1

€)= MELD MERD - - Na@En ) b= MEnDx
X, i=1
Y1 n
DENLD =MEND MEND . NEnDTEE =D MERD Y
In =1
Al n
260D = MEND MERD .« M@= Y NEn .5
\ Zn i=1

Puisque les coordonnées des nceuds des éléments sont constantes, on en déduit que les dérivées
partielles des termes de la matrice Jacobienne [J] n’affectent que les dérivées des fonctions de formes
telles que par exemple :

X1
0x(n.9) _ (aNl(f,n,z) N, (&m0 0Nn(f,n,c)> X ( _ zn:aNi(an,z) N
a¢ 0¢ 0¢ o 0¢ . = '

n

En écrivant tous les termes de la matrice Jacobienne sous la méme forme que celle de 1’expression
précédente et en les remplagant dans la matrice, on obtient la forme suivante qui est une forme
particuliére propre a la matrice Jacobienne en éléments finis telle que:

_(aNl(E' n, () aNZ(f' n, () aNn(fﬁ n, {))_
05 ¢ - 0¢ X1 Y1 41
[]] — (aNl(fi n, () aNZ(EJ TI'() aNn(E; n, ()) X V2 Zy
on on T on : : :
KLACGER SRR TIACHR ARGLEN B
Y a¢ o a¢

Exemple 09 : Forme particuliére de la matrice Jacobienne [J] de I’élément triangulaire TRI3

Soit un élément triangulaire linéaire défini en 2D dans le plan (X, y). Les coordonnées des nceuds de
I’élément sont les suivantes : nceud 1 (x,,y;), nceud 2 (x,,y5), nceud 3 (x;,y3). On associe cet élément réel
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a son ¢lément de référence. Déterminer la matrice Jacobienne associée a cet ¢lément ainsi que son
déterminant et sa matrice inverse.

Solution :

Pour I’élément TRI3 défini en 2D, la matrice Jacobienne est comme suit :

[ax dy 5 s
9§ ¢
U1=5s oy| avecx@m =) NGEmx  yEm =) NEm
% % i=1 i=1
En Remplagant x(&,1) et y(&,n) par leurs expressions dans [/], on aura :
[ON; 0N, 0Nz [ON; ON, ONs]
_|og e ot _|og Teg 6€| i,
UT=lan, on, on, |30 =lon an, an,| xz 9
l dn dn On J l dn 0n On J
[(aN1 4 JdN; ) (6N1 dN, N JdN; )]
af X af yl af y2 af y3
|(6N1 6N2 N JON; ) <6N1 ON, 4 JdN; >|
l xz an X3 an Y1+ an Y2 an Y3 J
Avec
NEm)=1-¢-n, N (§m) =€, N:(€m) =1
Et
Ny _ ON; _ ONs _
S =1 e =L 55 =0
oNy _ oN, _ aN; _
o 1, o 0, o 1

On obtient finalement, I’expression trés connue de la matrice Jacobienne qui ne dépend que des
valeurs des coordonnées des nceuds de I’élément réel.

] = —X1+X; —y1+ 3’2] _ [(xz —x1) (V2—y1)
—X1t X3 —y1tYs (x3—x1) (¥y3—y1)

Cette matrice est écrite également sous la forme :

_ [¥21 Y21
Ul= [x31 )’31] avec X;j=X; — Xj et y;j=Y; — Y;

Calculons le déterminant de [/]
det[]] = le. y31 - X31.y21:2A Oﬁ A est l’aire du tl’iangle
. 1 y3—y1 x1—x3
—_1-1 —
Ul=Ul ~ detJ (3’1 Y2 X2 —x1)
Exemple 10 :

Reprendre 1’exemple du maillage de ’exemple 07 dans lequel le maillage illustré en figure 20 et
reproduit une seconde fois ci-dessous, est composé de deux éléments triangulaires pour lesquels il est
demandé de calculer la matrice [/] et son déterminant en utilisant directement le résultat de I’exemple
précédent.
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T4=250 Ts=100

—>

<+— 10cm

— 20cm —m04m M8 T,=150 T:=200

Solution :

Pour I’élément 02, la matrice [J] est comme suit :

(s —x3) (3 —y2)] _ [(20—20) (10— 0)
0= [ §i§]=[éi_i§§> (;;i—ﬁ)]:[(o—zm (10—0)]2[—20 1o)

det[J]] = —(—=20x 10) = 200 cm?= 2 x aire du triangle 02

Pour I’élément 01, la matrice [J] est comme suit :

(x2 —=x1) (y2—y)]_[20-0) (0-0)
= [, iii]=[(§j_§i) (ij—:)]:[m—m ao-o)=lo 10l

det[J] = 20 x 10 = 200 cm?= 2 x aire du triangle 01
Exemple 11 :

Reprendre I’exemple du maillage de 1’exemple 08 dans lequel le maillage illustré en figure 23 et
reproduit une seconde fois ci-dessous, est composé d’un élément quadrangulaire et pour lequel il est
demandé de calculer la matrice [/] et son déterminant.

T4+=250 T5=100

>

4+— [0cm
-
[

— 20cm ——m0mM T:=150 T2=200

Solution :

Pour I’¢lément Qua4 défini en 2D, la matrice Jacobienne est comme suit :.

o 2
0§ 0%
Ul Z{ax 6y‘
an on

Or les relations trouvées dans 1’exemple 08, entre cet élément et son élément de référence sont comme
suit :

{x(e,n) =104 10¢ = 10(1 + §)
y&n)=5+5n=51+n)
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Donc

ox(€m) _ ay(Em) _ ox(mn) _ oy(Em) _
ot =10 T =0 “on =0 “on =5

Ainsi, la matrice [J] s’écrit :
10 0
Ul = [0 5]
Et le déterminant det[J] = 50

On voit bien que pour I’élément quadrangulaire QUAA4, le calcul des termes de la matrice [J]
se fait plus facilement si les expressions des relations x(&,n) et y(&,1) sont disponibles (déja
calculées auparavant).
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Chapitre 05

Techniques d’intégrations numériques en éléments finis

1 Principes utilisés

En éléments finis, nous avons souvent besoin de calculer des intégrales sur des éléments du
maillage ou sur leurs frontieres. A titre d’exemple, et comme nous le verrons plus loin, pour calculer
les matrices de rigidités et les vecteurs forces en €lasticité, on doit utiliser une formulation intégrale.

Afin de simplifier leurs calculs, au lieu de les calculer directement sur les éléments réels du
maillage, ces intégrales seront calculées sur les éléments de référence en utilisant la matrice
Jacobienne dans le calcul intégral. En effet, soit la fonction F(x,y,z) définie dans I’élément réel 7 du
maillage appartenant a 1’espace basé sur les coordonnées cartésiennes (x, y, z). En utilisant 1’élément
de référence noté V., défini dans I’espace de coordonnées paramétriques (¢,7,{), cette
fonction F(x,y,z) se transforme en une fonction ¢(&,7,{) définie dans 1’élément de référence V.,
telle que :

1,0 = F(x(&n,0,yEn9),2(6n.9) 1)

Comme déja vu dans le paragraphe 03 du chapitre 03, cette transformation du calcul intégral,
utilisant le déterminant de la matrice Jacobienne det[]], est effectuée de la maniére suivante :

j F(x,y,Z)-dx-dy-dZ=j F(x(£,1,0),y(,n,0),2(&,1,0). det[]].d&.dn.d¢
\%4

Vref
e 02)

- j €N detl).d5.dn.a¢
Vre

Il s’agit donc d’intégrer la fonction ¢ (¢, 7, ) dans I’élément de référence V.. On déduit également de
I’équation (02), la relation suivante entre éléments différentiels :

dx.dy.dz = det[]].d¢.dn.d{ (03)

Par ailleurs, la méthode utilisée pour ’intégration de la fonction @(&,n,{) dans 1’élément de
référence est basée sur le principe de quadrature de Gauss-Legendre. Ce principe consiste a calculer
les intégrales sous la forme d’une somme pondérée de valeurs de la fonction ¢@(&,7,) en certains
points de I’élément de référence appelés « points d’intégration » ou points de Gauss.

2 Calcul d’intégrales sur des éléments 1D a une dimension

Soit a calculer I’intégrale I; d’une fonction a une seule variable F(x) dont I’expression est une donnée
connue sur un élément fini linéaire a deux nceuds de type SEG2 et appartenant a un maillage
unidimensionnel 1D tel que les deux nceuds 1 et 2 de cet élément ont respectivement pour coordonnées
x; et x, (figure 01).
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XJ X2 x

->e o >
1 2 & Elément réel
1 2 =
~ L '-_
\ 1 bl
-1 0 +1 , L4
< Elément de référence

Figure 01 : relation entre élément réel 1D a 2 nceuds (SEG2) et son élément de référence

Comme déja vu au chapitre 05 précédent, a cet élément réel du maillage, on associe un é¢lément de
référence par la relation suivante :

1
(O = M@ MO n}=5a-o a+ofl} (04)
Aprés développement de 1’équation (04) précédente, on obtient :
+
x© =172 2 ) (05

En remplacant la fonction x(&) par son expression tirée de 1’équation (05) précédente dans
I’expression de la fonction F(x), on obtient la nouvelle fonction (&) définie dans 1I’élément de
référence telle que :

(&) = F(x(f)) avec —1<é&<+1 (06)

Ainsi, la fonction ¢ (&) étant désormais connue, on peut donc appliquer la relation (02) comme suit :

X2 +1 +1
Ilzf F(x).dx:J~ Hﬁ@»xkﬂﬂdfzf @(&).det[]].d¢ (07)
X1 1 -1

Dans le cas de cet élément unidimensionnel SEG2, la matrice Jacobienne étant [J] est égale a son
déterminant det[]], telle qu’en dérivant totalement x (&) écrit dans (05) par rapport a &, on obtient :

dx(&) x,—x; L
~ a2 2 (08)

/] = det[]]

L étant la longueur de 1’élément réel considéré du maillage.

Ainsi, nous allons donc calculer la valeur /; de I’intégrale de la maniere suivante :

2

L +1
h=—f @(§).d¢ (09)
1

Par la suite, pour calculer le terme intégral ( f_+11 p(&).dé ), on applique le principe de quadrature de

Gauss-Legendre. Dans ce cas, ’application de ce principe consiste a calculer 1’intégrale sous la forme
d’une somme pondérée de valeurs de la fonction @(&)en certains points d’abscisses &;.appelés
« points d’intégration » ou points de Gauss d’abscisses &; tels que :

+1 r
d = i i
f RIGR: Zw 0(&) (10)
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r : le nombre de points d’intégration utilisés. Ces points définissent donc « un schéma d’intégration »
(figure 02). Nous verrons plus loin (notamment dans I’exemple 01) que plus le nombre r est élevé,
plus la précision des calculs augmente.

Les valeurs &; i =1, r représentent les abscisses de ces points d’intégration.

Les valeurs w;i =1, r représentent les valeurs des coefficients a affecter a chaque point
d’intégration. Ils sont également appelés « coefficients poids » en anglais « weight coefficients ».

Les valeurs de & etw; i =1, r sont données par le tableau 01 ci-dessous ainsi que par les tables
d’intégration données en annexe.

Degré maximum
r $i Wi
de polynéme a intégrer
=1
0 2 1
(figure 02-a)
=2 1
+— 1 3
(figure 02-b) V3
8
0 9
=3
3 5 5
(figure 02-c) + H 9
3-2.46/5|1 1
t|—|5t—F—
=4 7 2 6./6/5
7
figure 02-d 1 1
(fig ) 342.6/5|5———
+ — 2 6../6/5

1 2 g
1 2 & ¢ +—i} *—9 >
¢ ¢ o > 1 L o0 1o
-1 0 +1 V3 V3
(‘a) schéma d’intégration a un point de Gauss (b)) schéma d’intégration a deux points de Gauss
1 2 =
-1 3 0 5 Tl ——n—|—u—n9 —
2 + 2
5 5 -1 0 +1
(¢ ) schéma d’intégration a trois points de Gauss (d) schéma d’intégration a quatre points de Gauss
Légende: * points de Gauss ® nceuds de I’¢lément de référence

Figure 02 : Schémas d’intégration correspondants au tableau 01 ci-dessus

67



Remarque :
Il est important de noter que cette méthode de quadrature de Gauss-Legendre intégre exactement les

polynomes de degré inférieur ou égal a (2r-1). Par ailleurs, I’intégration par cette méthode de
polynémes dont le degré est supérieur a (2r-1) devient un calcul approché. En effet, soit dy le degré
d’un polynéme quelconque a intégrer. Ainsi, pour avoir une intégration exacte de ce polynome, il faut
que :

ngZT—l (11

Autrement dit :

=1z (12)

Ce qui signifie que pour un degré fixé d’un polynéme donné, le nombre de points de Gauss du schéma
d’intégration a adopter (ou a choisir) doit avoir pour valeur minimale celle de I’expression (12) ci-
dessus. Cela signifie également que plus le degré dg du polyndme a intégrer augmente, plus il est
nécessaire d’augmenter le nombre r de points d’intégration. D’autre part, si cette derniére condition
(12) n’est pas vérifiée, le calcul devient alors approché et la précision des calculs en sera affectée.
Pour éviter ce calcul approché, une autre méthode consiste a utiliser la derniére colonne du tableau 01
précédent. En effet, celle-ci fournit les valeurs maximales des degrés de polyndmes a intégrer pour un
nombre donn¢ de points de Gauss. A titre d’exemple, si notre polynéme a intégrer est de degré d;=5
de la forme :

P(x) = ap + a;x + azx? + azx® + a,x* + agx®,
Alors, d’aprés la condition (12), pour avoir une intégration exacte, il faut que :

dy+1 5+1
r>4 _sr>2-"-=r>3.

Ainsi, pour ce polyndme de degré 5, le nombre minimum de points d’intégration a utiliser est donc =
3. Le schéma d’intégration a adopter devra contenir au minimum trois points de Gauss. Ce résultat
peut également étre obtenu en utilisant la derniére colonne du tableau 01

Par ailleurs, I’intégration par cette méthode de fonctions qui ont une forme non polynomilale reste
toujours un calcul approché quel que soit le nombre 7 choisi de points d’intégration. Toutefois, pour
augmenter la précision des calculs, il suffit d’augmenter le nombre de points de Gauss. C’est le cas de
I’exemple 01 suivant.

Exemple 01 : Schémas d’intégration d’une fonction non polynomiale et précision des calculs
de la méthode de quadrature

Soit I’intégrale suivante d’une fonction non polynoémiale dont la solution exacte est égale (m/2) telle

que :
+1 1 T

h= [ () e =

! L \1+¢&2 2

En utilisant la méthode de quadrature de Gauss-Legendre, calculer directement sur I’é¢lément de
référence la valeur approchée de cette intégrale I; et ce, en adoptant les trois schémas d’intégrations
suivants :
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a) Premier schéma d’intégration : en utilisant un point d’intégration donc =1
b) Second schéma d’intégration : en utilisant deux points d’intégration =2
c) Troisieme schéma d’intégration : en utilisant trois points d’intégration =3

Solution :

Cet exemple traite uniquement la méthode de quadrature de Gauss. Il s’agit d’étudier I’influence du
schéma adopté d’intégration sur la précision du résultat obtenu.

Il s’agit donc d’intégrer la fonction @ (&) = dans I’¢lément de référence et de comparer la valeur

1+ f 2
approchée de la solution obtenue avec la solution exacte qui est égale a — =1.5708

a) Premier schéma d’intégration : en utilisant un point d’intégration donc =1 on aura :

I = f_jl (%gz)df =wy. (&)

D’aprés le tableau 01 précédent, pour r = 1 on a:

&1 =0 (c'estadire que le point de Gauss se trouve au milieu de l'élément de référence)

etw; = 2. Donc I =wi. (&) = wy. (Tiﬁz) = 2. (Tloz) =2

Ainsi, pour ce schéma d’intégration a un point, on voit bien un écart important entre la solution

obtenue égale a 2 et la solution exacte égale a g =1.5708.

b) Second schéma d’intégration : en utilisant deux points d’intégration donc »=2 on aura :

L = fil (1 _:Ez>-df = Zz:Wi-(P(fi) = w1 0(§1) + wo. 9(&3)
- i=1

D’apres le tableau 01, pour r = 2 on a:

1
$1= Nl ‘52—"'?

1
3
1 1
L =wi.o(E)+ wy.(&) = W1-<1 t ¢ 2) T w; (1 +& 2)
1 2

1 1 3
— = |t 2| =3
1+(—ﬁ) 1+(ﬁ)

Ainsi, pour ce schéma d’intégration a deux points, on voit bien une réduction de 1’écart entre la

et W1=W2=1.

solution obtenue égale cette fois a 1.50 et la solution exacte égale a E =1.5708.

c) Troisiéme schéma d’intégration : en utilisant trois points d’intégration donc =3 on aura :

+1 1
h=| ()%= Ewl P(E) = Wi 9(E) + W 9(E) + w3 ()

La lecture du tableau 01 pour r = 3 donne :
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. . : 3 o . . 5
le premier point de Gauss d’abscisse & = — \/; est affecté d’un coefficient poids wy = 5

. . . 1 . . 8
le second point de Gauss d’abscisse &, = 0 est affecté d’un coefficient poids w, = 5

. . , . 3 . 1 . . 5
le troisiéme point de Gauss d’abscisse &3 = + \/; est affecté d’un coefficient poids w; = 5

Ainsi :

1 1 1
I; = wi. @(§1) + wa. 9(&2) + wa. 0(&2) = wy. (TEZ> +w, <T§’2> + ws <—>
1 2

1+ &2
_2 ! +8( ! )+5 ! =1.583
9 3\ | 9 \1+ (02 9 3\2 o
1+<— g) 1+<§
I, = 1.583

Ainsi, pour ce schéma d’intégration a trois points, on voit bien une meilleure précision des calculs par
rapport aux cas précédents (on rappelle que la solution exacte est égale a g =1.5708).
Exemple 02 Intégration numérique sur un élément fini 1D réel

Calculer numériquement 1’intégrale suivante de la fonction F(x) = x3 + 2x2en adoptant un schéma
d’intégration qui puisse satisfaire la condition de précision minimale requise par la derniére colonne

du tableau O1précédent. Comparer ensuite le résultat obtenu avec celui la solution exacte obtenue en
utilisant la méthode analytique qui consiste a calculer la primitive de la fonction F(x).

3
I, = f (x3 4+ 2x?)dx
0

Solution :

On utilise un maillage composé d’un seul ¢lément fini de type SEG2 a deux nceuds dont le nceud 1 a
pour abscisse x; = 0 et le nceud 2 a pour abscisse x, = 3. Ensuite, on associe a cet élément réel un
¢élément de référence telle que leur relation puisse étre écrite :

1
(= M@ MO {o}=5a-o a+ofl}

Apres développement de 1’équation précédente, on obtient :

0+3
xl;xz—%(xl—xz): ; _%(0_3)=1_5+1_5§=1.5(1+f)

x(§) =
Ainsi, en remplagant x (&) par son expression dans celle de 1’expression
F(x)= x34+2x2 =x%.(x+2)
on aura :
9(&) = F(x(&)) =x()2(x(§) +2) =225 (1 + 2§ + ) (B5 + 1.58) avec —1 < & < +1
Aprés développement : @(&) = 7.875+ 19.125¢ + 14.625¢2 + 3.375¢3
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Ainsi, au lieu donc d’intégrer F (x) dans I’élément réel du maillage, on intégre ¢ (&)dans I’élément de
référence défini par —1 < & < +1 telle que :

X2 +1 +1
I, :f F(x).dx = f F(x(f)). det[]].dé =f @(&).det[]].d¢
x1 1 -1

Comme déja démontré auparavant det[]] = % = % = 1.5.

Ainsi
+1 +1
I, = 1.5f @(&).dé =1.5. f (7.875 + 19.125& + 14.6258% + 3.37583).dé
-1 -1

Par ailleurs, le polyndme a intégrer étant de degré dg = 3 en &. En appliquant la condition (11) ainsi
que la relation (12) telle que le nombre minimal de points d’intégration soit :

dy +1 3+1

>r = :>T'ZT:>TZZ

Ceci est également confirmé par le tableau 01. Ainsi, le nombre minimal de points d’intégration a
utiliser est donc =2. On adopte donc un schéma d’intégration a deux points de Gauss.

+1

I, =15 (7.875+ 19.125¢ + 14.625&2 + 3.375¢&3).d¢

-1

2
=15 ) wip(§) = 15(wy. (61 + w. 0(6)) =
i=1

D’aprés le tableau 01, pour r = 2, on a:

1 1
51:_\/_57, 62:+E etW1:W2:1.

=150 (- )+ o)) - 302

Par ailleurs, le résultat analytique exact obtenu par le calcul des primitives est égal a 38.25. 1l est donc
égal a notre résultat obtenu numériquement I, = 38.25 . Ceci montre 1’exactitude des calculs par cette
méthode de quadrature lorsque les fonctions a intégrer ont une forme polynomiale et que dans le
schéma d’intégration adopté, on a utilisé un nombre suffisant de points de Gauss (7=2 dans notre cas).

3 Calcul d’intégrales sur des éléments 2D a deux dimensions

Soit a calculer I’intégrale I; d’une fonction a deux variables F(x,y) dont I’expression est une donnée
connue sur un élément fini /" appartenant a un maillage bidimensionnel 2D tels que les 7 nceuds de cet

¢élément ont respectivement pour coordonnées (x1, V1) ; (X2, V2); wor o X V) -

I =f F(x,y) dxdy (13)
%

Comme déja vu au chapitre 05 précédent, a cet €lément réel du maillage, on associe un ¢lément de
référence par les relations suivantes :
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XEm = ) MEMx et yEM = ) NEm.y (14)
i=1 i=1

En remplagant les fonctions x(&,7n) et y(&,n) par leurs expressions tirée de (14) dans 1’expression de
la fonction F(x,y), on obtient la nouvelle fonction ¢(&,n) définie dans 1’élément de référence V.,
telle que :

pEm = FxE&n, yEn) (15)

Ainsi, la fonction ¢ (&,n) étant désormais connue, on peut donc appliquer la relation (02) comme suit :

L =J;/ F(x,}’)-dx.dy=fv fF(x(E,n),y(E,n)). det[]]. d¢.dn.
re 6

- f (&, detlJ). d&. dn
Vref

Aprés avoir calculé la matrice Jacobienne [J] et son déterminant det[]] qui est une constante, on aura :

I = det[J]. f @(€,1). dE.dn (17)

Vref

Par la suite, pour calculer le terme intégral dans 1’élément de référence ( ere fgo(f,n).df . dn), on

applique le principe de quadrature pour lequel il existe essentiellement deux méthodes dans la
littérature : la méthode produit et la méthode directe. La méthode produit posséde 1’avantage d’utiliser
moins de points d’intégration par rapport a la méthode directe. Toutefois, elle posseéde I’inconvénient
d’étre difficile a utiliser. Par contre, la méthode directe utilise un nombre plus élevé de points de
Gauss mais possede 1’avantage d’étre plus facile a utiliser que la méthode produit. Cela étant dit, nous
nous limiterons, pour le présent cours, uniquement a la présentation et a I’utilisation de la méthode
directe.

En effet, cette méthode directe consiste a calculer 1’intégrale sous la forme d’une somme pondérée de
valeurs de la fonction ¢ (&,7n) en r points d’intégration de coordonnées (&;,7;). tels que :

[ om.dan= weotn 18)
Vref =1

r : étant le nombre de points d’intégration utilisés dans le schéma d’intégration adopté.

Les valeurs (¢;,1;) i = 1, r représentant les coordonnées de ces r points d’intégration dans 1’élément
de référence ainsi que les valeurs des coefficients poids w; a affecter a chaque point d’intégration sont
données par les tableaux 02 et 03 respectivement pour les éléments triangulaires et quadrangulaires
ainsi que sur les tables d’intégration données en annexe. Quant aux schémas d’intégration, ils sont
donnés en figures 03 et 04.
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(0.0)

1
L

(0.0)

e (0.1

(0.0)

(1.0)

(d)

.

(0.0)

(e)

(1.0)

()

(1.0)

(¢)

Légende : * points de Gauss ® nceuds de I’élément de référence
Figure 03 : Schémas d’intégration correspondants au tableau 02 ci-dessous
r §i ni w; m
=1 (figure 3-a) 1/3 1/3 172 1
172 12 1/6
=3 (figure 3-b) 0 12 1/6 2
172 0 1/6
1/6 1/6 1/6
=3 (figure 3-c) 2/3 1/6 1/6 2
1/6 2/3 1/6
1/3 1/3 -27/96
1/5 1/5 25/96
=4 (figure 3-d) 3
3/5 1/5 25/96
1/5 3/5 25/96
0,44594 84909 15965 | 0,44594 84909 15965 | 0,11169 07948 39005
0,10810 30181 68070 | 0,44594 84909 15965 | 0,11169 07948 39005
0,44594 84909 15965 | 0,10810 30181 68070 | 0,11169 07948 39005
=6 (figure 3-e) 4
0,09157 62135 09771 | 0,09157 62135 09771 | 0,05497 58718 27661
0,81684 75729 80458 | 0,09157 6213509771 | 0,05497 58718 27661
0,09157 62135 09771 | 0,81684 75729 80458 | 0,05497 58718 27661
r=T7 (figure 3-f) 13 13 9/80 5
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0,47014 20641 05115 | 0,47014 20641 05115 | 0,06619 70763 94253
0,05971 58717 89770 | 0,47014 20641 05115 | 0,06619 70763 94253
0,47014 20641 05115 | 0,05971 58717 89774 | 0,06619 70763 94253
0,10128 65073 23456 | 0,10128 65073 23456 | 0,06296 95902 72413
0,79742 69853 53088 | 0,10128 65073 23456 | 0,06296 95902 72413

0,10128 65073 23456 | 0,79742 69853 53088 | 0,06296 95902 72.413

Tableau 02 : tables d’intégration numérique de Gauss-Legendre pour 1’élément TRI3

" n "
» A r 3
(-1.1) (1.1) -1.1) (1.1 (-1.1) (1.1)
@
*
g * £
, s
C ©
(-1.-1) (1-1) (-1.-1) (-1 (-1.-1) (1-1)
(a) (b) (¢)
AII A}" JIW
(-1.1) (1.1) (-1.1) (1.1) (-1.1) (LD
1
3
5 x 4 <
* s
(-1.-1) (1.-1) (-1.-1) (L.-1) (-1-1) (1.-1)
(d) (e) (f)
Légende : % points de Gauss ® nceuds de I’¢lément de référence

Figure 04 : Schémas d’intégration correspondants au tableau 03 ci-dessous

Par ailleurs, soit m I’ordre du schéma d’intégration adopté dont la valeur est affichée dans les derniéres
colonnes des tableaux 02 et 03 ci-dessus. Soit (Ei.nj ) le mondme le plus élevé du polyndome a
intégrer. Ce schéma d’intégration adopté d’ordre m est exact, si m est supérieur ou égal au degré de
(E L r]j) . Autrement dit, pour que les calculs utilisant la méthode de quadrature soient exacts il faut
que :

m=>i+j (19)

A titre d’exemple, soit un polyndme a intégrer de degré 3 tel que le mondme de degré le plus élevé
soit égal a (£2.n1). En appliquant la condition précédente (19), I’ordre du schéma d’intégration aura la
valeur minimale suivante :

m2z2i+j>m=22+1=3 >m=3

Par la suite, si nous intégrons sur un élément de forme triangulaire, 1’utilisation du tableau 02 ci-dessus
donnera, pour un schéma d’intégration d’ordre m = 3, un nombre minimal de points de Gauss égal a
quatre donc r = 4 dont les schémas d’intégrations correspondants sont en figures 3-d, 3-¢ et 3-f. De la
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méme manigére, si nous intégrons sur un élément de forme quadrangulaire (dont I’¢élément de référence
est de forme carrée), |’utilisation du tableau 03 ci-dessus, donnera, pour un schéma d’intégration
d’ordre m = 3, un nombre minimal de points de Gauss égal a quatre donc r > 4 dont les schémas
d’intégrations correspondants sont en figures 4-c, 4-d, 4-¢ et 4-f.
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V2/3 0 4/3

=3 (figure 04-a) | —1/v6 | —1/V2 | 413 2

SpE| aNE | 4

1 1 4/7
r=3 (figure 04-b) [ -5/9 2/9 27/14 2
1/3 -2/3 32

-1/V3 | -1/V3 |

1/V3 | —-1/V3 1
r=4 (figure 04-c) 3

—1/V3| 13 1

-1 0 2/3
1 0 2/3
r=4 (figure 04-d) 3
0 -1/V2 | 43
0 1V2 4/3
V273 0 1
r=4 (figure 04-¢) _\/m " : 3
0 V2/3 1
0 -J2/3 1
0 0 8/7

O | VI4/15 | 263

0 —v14/15 | 20/63
=17 (figure 04-0) | V3/5 | _q/y3 | 20836 | 5

—/3/5 _1/\/§ 20/36
_\/3_/5 1/\/-5—, 20/36
\/3—/5 1/\/5 20/36

Tableau 03 : tables d’intégration numérique de Gauss-Legendre pour I’élément QUA4
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Exemple 03 : Schémas d’intégration et précision des calculs de la méthode de quadrature

Calculer les valeurs exactes des intégrales suivantes I; et I, respectivement sur un triangle de
référence et un carré de référence.

L= fftriangleref §.m.di.dn et = ffcarréref $.n.dé.dn
Solution :

Le degré du polynome a intégrer étant égal a i +j =1+ 1 = 2. Par conséquent, pour avoir une
intégration exacte, I’ordre du schéma d’intégration doit avoir pour valeur minimale m > i + j donc
m = 2.

a-) Pour le calcul de I; sur le triangle de référence, on adopte la valeur minimale de m comme ordre
du schéma d’intégration donc on prend m = 2.

Ilsz &ndé.dn
triangleyef

D’aprés le tableau 02 précédent, pour m = 2 on a la possibilit¢ de choisir entre deux schémas
d’intégration différents mais utilisant trois (=3) points de Gauss chacun. Ces schémas sont illustrés
dans les figures 03-b et 03-c. Nous choisissons le schéma de la figure 03-c qui est trés utilisé par les
logiciels de calcul EF.

Ainsi en adoptant ce schéma d’intégration a trois points de Gauss (r=3) , il s’agit de calculer I’intégrale
de la fonction ¢ (&, n) définie sur le triangle de référence telle que @(&,n) = &.7:

3
I = ff (&, n).dé.dn = Zwixp(s‘i,m) =w1. 01, M) + wo. 9(82,12) + ws.9(E3,13)
triangleyer :

=1

La lecture du tableau 02 pour ce schéma d’intégration donne pour :

. . , 1 . : 1
le premier point de Gauss les coordonnées & =1 = - ctun coefficient poids w; = -

. , 2 1 . . 1
le second point de Gauss les coordonnées &, = 3 etmz = etun coefficient poids w, = -

L . , 1 2 . . 1
le troisieme point de Gauss les coordonnées &3 = - etny =7 etun coefficient poids w3 = -
Ainsi :

1
I =wi.&.mp + we. o, + ws.é3.13 = 5

1

I, =—
17 24

b-) Calcul de sur le carré de référence : Pour le calcul de I, sur le carré de référence, on adopte une
valeur de m = 3 comme ordre du schéma d’intégration.

12=jf &ndé.dn
carréypef
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D’apres le tableau 03 précédent, pour m = 3 ona la possibilité de choisir entre trois schémas
d’intégration différents mais utilisant quatre (r=4) points de Gauss chacun. Ces schémas sont illustrés
dans les figures 04-c, 04-d et 04-e. Nous choisissons le schéma de la figure 04-c qui est également tres
utilisé par les logiciels de calcul EF.

Ainsi en adoptant ce schéma d’intégration a quatre points de Gauss (r=4) , il s’agit de calculer
I’intégrale de la fonction ¢ (&, n) définie sur le carré de référence telle que @(&,n) = &.7:

n=|  eemagan

4
= Z wi (&, m) = wi.@(E,n1) + wa. 0(82,m2) + wa. 9(83,13) + Wy (€4, m4)

=1

La lecture du tableau 03 pour ce schéma d’intégration donne pour :

le premier point de Gauss les coordonnées & =1, = — % et un coefficient poids w; = 1

le second point de Gauss les coordonnées ¢, = % etn, = — % et un coefficient poids w, = 1

le troisiéme point de Gauss les coordonnées &5 = \/—15 etns = % et un coefficient poids w3 = 1

le quatrieme point de Gauss les coordonnées &3 = — % etns = % et un coefficient poids wz = 1
Ainsi :

I = w1811 + w285, + W3 §3. 13+ Wy $4. 1y
(@) @E ) R
12 =0
Exemple 04 : Intégration sur un maillage 2D composé de deux éléments finis triangulaires TRI3

Reprendre le méme maillage que celui de ’exemple 07 du chapitre 05 précédent en supposant que ce
maillage est celui de la section transversale d’extrémité d’une barre en acier. Cette section transversale
est donc de forme rectangulaire, de 20 cm de largueur et de 10 cm de hauteur (figure 05). Ce maillage
étant composé de deux €éléments finis triangulaires de type TRI3, les coordonnées des nceuds sont les
suivants Nceud 1 (0,0) ; Neeud 2 (20,0) ; Neeud 3 (20,10) et le Neeud 4 (0,10). Apres avoir été chauffée
dans un four, quatre mesures de température ont été effectuées simultanément au niveau de ces nceuds.
Ces mesures sont les mémes que celles de I’exemple cité précédemment. Elles sont comme suit :
T/=150°C, T,=200°C, T5=100°C et T,=250°C. L’expression mathématique approchée 7T(x,y) du champ
de température en tout point de cette section (voir solution de 1’exemple 07 chapitre 05) est comme
suit :

T(xy) = {Tl(x,y) = (150 + 2.5x + 10y) surl'élément 1
XY= T,(x,y) = (350 — 7.5x — 10y) surl'élément 2

En utilisant 1’élément de référence, il est demandé de calculer numériquement les trois intégrales ci-
dessous Iy, Iy et Iyy qui représentent respectivement les trois moments d’inertie de cette section d’aire
A par rapport aux axes X, Y et a I’origine du repére 1, tels que :

78



Iy = [[, y*dx.dy Iy = [, x*dx.dy Ixyy = [[, x.y.dx.dy

En utilisant ’expression 7(x,y) citée plus haut, calculer la valeur de I’intégrale suivante

= [ () axy

T4=250 T:=100

—>

4+ |0cm

— 20 — T:1=150

Figure 05 : section transversale d’extrémité (a gauche) et son maillage EF a 2 éléments de type TRI3 (a droite).

Solution :

Puisque notre section a été maillée par deux éléments 1 et 2, nos intégrales seront donc égales a la
somme des deux intégrales sur les deux aires A4; et A,des deux éléments 1 et 2 respectivement avec A=

Al + A2 telles que :
ff y2dx. dy—ff 2dx.dy +ff 2dx.dy = Iy, + Iy,

(A +45)
ff x¥dx.dy = ff 2dx. dy +ﬂx2dx.dy = Iy, + 1y,
(A1+43) Az

Iyy = ff xydxdy—ffxydxdy+ffxydxdy—lxyl+lxy2

(A1+47)
Calcul des termes intégraux Iy , Iy, et Iyy sur I’élément 1 :

Soit donc I’élément 1 du maillage et son élément de référence associé tel que représenté en figure 06
ci-dessous.
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¥

(1.0) &

@
(0.0) Elément réel

Elément de référence

(20,0)

Figure 06 : Représentation de 1’élément triangulaire 1 et de son élément de référence associé

La relation entre 1’élément 1 et 1’élément de référence étant telle que :

X1 X1
(x(f,n) = (N1 (&,m) N2(§m) N3(€J7)>{x2} =(1-¢-n) § n){XZ}
X4 X4

V1 V1

4 4

Apres développement, on a obtenu (voir solution de 1’exemple 07 chapitre précédent 05):

{X(f. n) = 20¢
y(&,n) =10

On substitue les deux expressions précédentes dans celles des termes Iy , Iy, et Ixy, telles que :

Iy, =JL yzdx.dy=ﬂ;1 y(&,n)?. det[];].dE. dn =JL (10m)2.det[J,].dé&.dn
1 ref réf

Tréf Téf

Iy, =JL x2dx.dy = JL x(&,m)%.det[],].dé.dn =ﬂ:4 (208€)2.det[];].d&.dn

Ixy, =JL x.y.dx.dy = JL x(&,n).y(&,n).det[]J,].d¢é.dn =ﬂ:4 200.¢.n.det[/;].dé.dn

Tréf Téf
Pour I’élément 01 (voir solution de I’exemple 10 chapitre 05), la matrice [/;] est comme suit :

U]_[x21 }’21]_ (2 —x1) (}’2_3’1)]_[(20—0) (0—0)]_[20 0]
%1 Yardl T L, —x) Gu—y)l LO-0 @o-0] Lo 10

det[];] = 20 x 10 = 200 cm?= 2 x aire du triangle 01

Donc

Iy, = 100.det[/,] ﬂ n%.d&.dn = 2.104.-U n%.d&.dn

Aref Aref
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£2.d¢.dn = 8.104.f £2.d¢. dn

Iy, = 400. det[J;] f
Aréf

Aréf

E.n.d{.dn=4.104.f &.m.d&.dn

IXY1 = ZOOdet[Il] f
Aréf

Arsf

Pour calculer les termes [f, ,fnz.df.dn M, ,ffz.df. dn et [f, ,ff.n.df.dn , on applique la

méthode de Gauss-Legendre aux trois fonctions polynomiales n2,&2 et £.  qui sont toutes les trois
de degré 02 de la forme @(&,n) = &1/ avec i +j = 2. Pour avoir une intégration exacte, on doit
adopter un schéma d’intégration dont 1’ordre m vérifie la condition m >i+j donc m > 2. En adoptant
une valeur minimale pour m donc m=2, et en choisissant le schéma d’intégration a =3 points de gauss
de la figure 03-c qui est reproduite ci-dessous, on peut calculer les intégrales ci-dessus telle que la
lecture du tableau 02 pour ce schéma d’intégration permette d’écrire :

)

Et tels que :

3
@&, m).d§.dn = Z wi- 9§ 1) = wi. 9§, m) + wa. 9(§2,1m2) + ws.0(§3,13)
réf i=1
le premier point de Gauss de coordonnées &; =1, = % aie un coefficient poids w; = %
le second point de Gauss de coordonnées &, = g etn, = % aie un coefficient poids w, = %

L . , 1 2 . : . 1
le troisieme point de Gauss de coordonnées &3 = - etnz = aieun coefficient poids w; = -

(0.,0) (1,0)

Ainsi :

)

zdfd_jw. Gomd) = wem? + wons? +wsns® =2 (2) 42 () 42 (2)
n-.das. 77—' i PGS, M) = Wiy 2-M2 3-13 =5 \6 6 \5 s \3

réf i=1

1
12

2

£2.dE.dy = iwi.cp(fi,m) =W b e g = (%)2 +. (%)2 +. (%)
i=1

1
12

2

)

réf
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w

f Emdédn= ) wi.(§n) =wy.&.m + we.8p,Mp +ws.85.13

Aréf i

N
ol =N
m-lr—x
+
N -
Wl N
o=
+
N =
o =
Wl N

Finalement :

4 2 4 1 2
Ix, = 2.10% || n*.d§.dn = 2.10*.— = 1666,66 cm
A

1
y, = 8. 104.f £2.d&.dn = 8. 104.E = 6666,66 cm?
Arsf

1
&.m.dé.dn = 4. 104'ﬁ = 1666,66 cm?

IXYl = ZOOdet[ll] f
Aréf

Calcul des termes intégraux Iy, , Iy, et Iy, sur I’élément 2 :

Soit donc 1’élément 2 du maillage et son élément de référence associé tel que représenté en figure 07

ci-dessous.

(1.0 &

Elément de référence

Elément 2 T2=200

Figure 07 : Représentation de 1’élément triangulaire 2 et de son élément de référence associé

La relation entre 1’élément 2 et 1’élément de référence étant telle que :

( X2 X2
x(&n) = (Ny(&,m) No(§,m) Ns(f,n)>{x3}=((1—f—n) ¢ n){xs}
X4_ x4
V2 V2
y(&mn) = (N(&m) N(€m) N3(€’n)){§3} =((1-¢&-n) ¢ n){;’/s}
4 4

Apreés développement, on obtient :

{x(E, n) =20(1—-n)
y(&n) =10 +n)

On substitue les deux expressions précédentes dans celles des termes Iy, , Iy, et Ixy, telles que :
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y(&,1m)2. det[J,] . d&. dn = HA (10(¢ +m))”. det[J,]. d¢.dny

réf

IXZ:ﬂ- yzdx.dy=ﬂ-
Ay A

Iy, = JLZ x2dx.dy = ﬁ;réfx(f,n)z.det[]z] .dé.dn =f (2001 - T]))Z_det[]z].df. dn

Arsf

réf

Ixy, =ff x.y.dx.dy
Az

-,

Pour I’élément 02 (voir solution de I’exemple 10 chapitre 05), la matrice [/,] est comme suit :

X&), y(€,m). detl],] . d€. dn = f fA 200. (€ + 7). (1 — 7). det[J, ] d§. dn

réf réf

U,] = [x32 J’32] _ (x3—x2) (3 _}’2)] _ [(20 —20) (10-0)] _ [ 0 10
227 X42 Yaz (X4 —%3)  (Ya—¥2) (0-20) (10-0) -20 10

det[],] = —(—20x 10) = 200 cm?= 2 x aire du triangle 02

Donc

(E+n)2.dé.dnyp=2. 104'.f (E+n)2.dé.dny

Iy, = 100.det[J,] f
Aréf

Arsf

Iy, = 400.det[/,] HA (1—-n)?.dé.dn = 8. 104.ﬂ (1 —n)2.dé.dn
réf

Aref

(f+n).(1—n).d<’.dn=4.104.ﬂ (€ + 1 — &n— n?).dE.dn

Aref

Iy, = 200.det[J;] j f

Arsf
Pour calculer les termes intégraux précédents ff, ,f(f+r])2.d§’. dn ., [f, ,f(l—n)z.df. dn et

If Aréf(f +1n—¢&n—n?).d&.dn on doit utiliser la méthode de Gauss-Legendre aux trois fonctions

polynomiales précédentes qui sont toutes les trois de degré 02 dont le mondme le plus élevé est de la
forme &'.n/ aveci+ j =2 . Ainsi, pour avoir une intégration exacte, on doit adopter un schéma
d’intégration dont 1’ordre m vérifie la condition m > i+j donc m > 2. En adoptant une valeur
minimale pour m donc m=2, et en choisissant le méme schéma d’intégration a =3 points de gauss que
celui du calcul effectué sur I’élément 01, on peut calculer les intégrales ci-dessus telle que

)

3
(& +n)%dé.dn = Zwi-fp(fi»ﬂi) =wy. (& + 1% + wy. (& +12)% + ws. (& +113)?
i=1
1,1 1V 1,2 1\ 1,1 2% 1
=aGre) vaGre) v (E3) =3

3
(1= m2.dédn = ) wieg(En) = wy. (1= 1) + wy. (1= 1) + wi. (1= )’
i=1

réf

)

Téf
2

1 ) 1)2+1<1 1)2+1(1 2) 1
_E'( 6 6 6 6 3) 4
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ffA € +n).(1—n).d§.dn = Zwi-co(fi.m)

réf

=wp. (& + 1) (1 —n) + wa. (&2 +12). (1 —12) +wiz. (§3 +13).(1—13)
_1 (1+1><1 1>+1 (2+1)(1 1)+1 <1+2)<1 2)_ 5
6'\6 6 6 6'\3 6 6 6'\6 3 3) 24
Ainsi :
1
Iy, = 2. 104.ﬂ (E+n)2.dé.dn=2. 104.Z = 5000 cm?
Arsf
1
Iy, = 8. 104.H (1 —n)?.dé.dn = 8. 104.Z =20000 cm?
Arsf
4 4 5 2
Iyy, = 4.10%. E+n.(1—n).dé.dn=4.10 51 = 8333.33cm
Arsf
Finalement :

Iy = Iy, + Iy, = 1666,66 + 5000 = 6666,67 cm?
Iy = Iy, + Iy, = 6666.66 + 20000 = 26666.67 cm?
Iy = Ixy, + Ixy, = 1666.66 + 8333.34 = 10000 cm?

En utilisant les expressions trouvées dans I’exemple 07 du chapitre 05, telles que :

T,(x,y) = (150 + 2.5x + 10y)  sur l'élément réel 1

T(x,y) =
T,(x,y) = (350 — 7.5x — 10y) sur l'élément réel 2

Calculer la valeur de I’intégrale suivante

aT\?
I, =ff (a> dx.dy
A

0T, (x,
M = 2.5 dansl'élément 01
aT(x,y) 0x
ax
0T, (x,
l%y) = —7.5 dans l'élément 02

L=[f, (3—1)2 dx.dy = ffAl (%)2 dx. dy+ffA2 (%)2 dx.dy

I, = ff 6.25 dx.dy+ﬂ- 56.25.dx.dy = 6.25.det[],]. ff dé.dn + 56.25.det[],]. f dé.dn
A, A, Arsf Aréf
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Or ffATéf d¢.dn = aire de l'élémentde référence = 0.5 cm?

Nota : ce résultat peut également étre retrouvé en appliquant la méthode de Gauss-Legendre. En effet,
si on adopte le méme schéma d’intégration a trois points que celui utilisé précédemment, on peut
écrire :

: 1 1. 1. 3 1

Aréf =1

Donc

1 1
I, = 6.25det[]]. (E) +56.25.det[],]. (E) — 625 + 5625 = 6250

Exemple 05: Intégration numérique sur un maillage 2D composé d’un élément de type QUA4

Reprendre le méme exemple de section rectangulaire que celui de I’exemple précédent en supposant
que cette fois que cette section a été maillée avec un seul élément quadrangulaire a quatre nceuds de
type QUA4. Soit donc 1’élément 1 du maillage de type QUA4 et son élément de référence tel que
représenté en figure 08 ci-dessous. Cet élément 1 est constitué des nceuds : 1, 2, 3 et 4. A cet élément,
on associe un élément de référence tout en faisant correspondre les noeuds de maniére « respective »
c’est-a-dire le nceud 1 de 1’élément réel est relié au nceud 1 de 1’é1ément de référence. Donc ce dernier
portera la méme valeur de la température 7,=150°C. De la méme fagon, les nceuds 2, 3 et 4 de
I’¢lément de référence étant respectivement reliés aux nceuds 2, 3 et 4 de 1’élément réel et ils porteront
donc les mémes valeurs de la température a savoir : 7,=200°C , T5=100°C et 7,=250°C.

En utilisant cet élément de référence, il est demandé de calculer numériquement les trois intégrales ci-
dessous Iy, Iy et Iyy qui représentent respectivement les trois moments d’inertie de cette section d’aire
A par rapport aux axes X, Y et a I’origine du repére 1, tels que :

Iy = [f, y?dx.dy Iy = [, x*dx.dy Ixy = [[, x.y.dx.dy

En utilisant I’expression T(x,y) citée plus haut, calculer la valeur de ’intégrale suivante

aT\?
I, =ff (&) dx.dy
A

A
-1.1) (LD
T4=250 T:=100 . .
3 ¢ 3
4
N
L1 r
Y NS =
1 x 2 !
T,=150 T:=200
1 2
Elément réel du maillage de la plaque . 9

(11 (1.-1)

Elément de référence
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Figure 08 : Représentation de I’élément quadrangulaire 1 et de son élément de référence associé
Solution :

Soit donc a calculer les quantités

Iy = [f, y?dx.dy , Iy = [[, x*dx.dy et Ixy= [[, x.y.dx.dy

Soit donc I’élément unique noté 1 du maillage et son élément de référence associé tel que représenté
en figure 08 ci-dessus. Les relations entre ces deux éléments étant telles que :

X1 X1

(
%'x(s,n)=<zv1(f,n) N (&) Ns(§m) NAEJ?)){Z}—1<(1—€)(1—n) A+Ha-m A+ +n) (1—5)(1+n)>{§§}

4
X4 Xy

Y1 V1
ly(é,n) = NEm NEm o Ns(Em) M(&n»{ﬁ} = %«1 -90-n A+HA-n @+HUA+m) 1-9H(A +n)>{§§}
Va Ya

Apreés développement, on a obtenu (voir solution de 1’exemple 08 chapitre précédent 05):

{x(f,n) =10 + 10¢ = 10(1 + ¢)
y(&n)=5+5n=5(1+n)

On substitue les deux expressions précédentes dans celles de Iy, Iy et Iyy telles que :

IX:ﬂA yzdx.dy=ﬂA
1y=ﬂA xzdx.dy=ﬂA

IXY = ff x.y. dx. dy
A

-l

Comme déja vu dans 1’exemple 11 du chapitre 05, pour I’¢lément QUA4 défini en 2D, la matrice
Jacobienne est comme suit :.

y(&,m)?. det[]].dé.dn =ﬂ:4 25.(1 +n)%.det[J].d&.dn

réf réf

(&, n)2. det]]] . dE.dn = f L 100. (1 + £)2. det[J] . d¢. dn

réf réf

x(&,n).y(&,n).det[J,].d¢é.dn = JL 50.(1+ &).(1 +n).det[J].dé¢.dn

Téf Tréf

[9x 9]
_[o¢ o¢
n=la: o)
lan anJ

Or les relations x(&,n) et y(&,7n) sont déja connues telles que :

ax(€mn) _ ay(&mn) _ ox(€m) _ oy(&m) _
T—IO arTa =0 e =0 et o =5

Ainsi, la matrice [J] s’écrit :
110 0
Ul = [O 5]
Et le déterminant det[]] = 50
Ainsi :
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I, = 25. det[J] ffA

Iy = 100.det[]] ff (1+&)2.d¢.dny = 5000.ﬂ (1+&)2.d¢.dn
Aréf

Arsf

(1+n)2.dE.dy = 1250.ﬂ (1 +n)2.dE.dn

réf Ars f

1+8.(1+n).dédn= ZSOO.IA 1+8).(1+n).dé.dn
réf

Ly = 50. det[J/] f L

Pour calculer les termes

réf

ﬂA,éf(l +m2.dé.dn , ffAréf(l +&)2%.dé.dn et ffATéf(l +&).(1+n).dé.dn, on applique la
méthode de Gauss-Legendre a ces trois fonctions polynomiales qui sont toutes les trois de degré 02 tel
que le mondme le plus élevé est de la forme &7/ avec i+ j = 2. Pour avoir une intégration exacte,
on doit adopter un schéma d’intégration dont 1’ordre m vérifie la condition m >i+j donc m > 2. En
adoptant une valeur pour m vérifiant la condition précédente et telle que m=3, et en choisissant le
schéma d’intégration & r=4 points de gauss de la figure 04-c qui est reproduite ci-dessous, on peut
calculer les intégrales ci-dessus telle que la lecture du tableau 03 pour ce schéma d’intégration
permette d’écrire :

ffA o). dE.dn

réf
4
= Z wi- 9§ 1) = wi. 9§11 + wa. 9(§2,12) + w3.0(§3,13) + Wa 9(§4,14)
i=1
Et tels que :
le premier point de Gauss de coordonnées &; =1n; = — % aie un coefficient poids w; =1
le second point de Gauss de coordonnées &, = % etn, = — % aie un coefficient poids w, = 1
le troisieme point de Gauss de coordonnées &3 =13 = \/—15 aie un coefficient poids w3 = 1

oy . , 1 1. . .
le quatriéme point de Gauss de coordonnées &, = — NG etn, = 73 dleun coefficient poids w, = 1

(-1.1) (1.1)

(-1.-1) (1.-1)

Ainsi :
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J

4
(1 +m2.dg.dy = ) wi p(Eumo)
i=1

=w.(1+1)%+ wo. (T +17)2 +ws. (1 +103)% + + wy. (1 4 714)?

Arsf

ﬂ (1+m2dé.dn=1.(1 —i)2 + 1.(1 —i)2 +1.(1 +i)2 +1.(1 +i)2 = 5.3333
Ares V3 V3 V3 V3

)

4
(1+)2%.dg.dn = Y wieg(§m)
réf i=1
=wi(14+&)%2+ wo,(1+8)2+ws. (14 &2+ 4w (1+&,)2

ﬂ (1+&)>2.dé.dn=1.(1 —i)2 + 1.(1 +i)2 +1.(1 +i)2 +1.(1 —i)2 = 5.3333
trts V3 V3 Ne V3

)

4
A+ +n).dgdn = D wi o)
réf i=1
=w.(1+&)A+n) + wo. T+ &)X +7m2) +ws. (1+E3)(1 +13)
++wy. (14 &) +14)

:1'<1_v_1§)(1_%)+ 1.(1+%)(1—71§)+1.(1 +%)(1+71§)+1.(1_%)(1+%)
=4
Finalement :

Iy = 1250.ﬂ (1 +n)%.dé.dn = 1250 * 5.333 = 6666.625 cm*
Aréf

Iy = SOOO.ff 1+ f)z.df. dn = 26666.67cm*
Aref

Ixy = 2500.ff (14 &).(1+mn).dé.dn =2500%*4 =10000 cm*
Aref

On retrouve ainsi les mémes valeurs de résultats que celles obtenues dans 1’exemple 04 précédent avec
I’intégration sur deux éléments de type TRI3.

En utilisant I’expression de la distribution de la température trouvée dans 1I’exemple 08 du chapitre 05,
telle que :

T(x,y) =150 + 2.5x + 10y — xy

Calculer la valeur de I’intégrale suivante

aT\>
I, =ﬂ- (a) dx.dy
A

oT(xy)

25—
0x
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2

I, = ff (Z_§> dx.dy = ff(Z.S — y)2dx.dy
A A

Oronsaitque y(&,n) =5+5n

=1, = ff(Z.S - y(f,n))z.det[]].df. dn = f (2.5 + 5n)2.det[]].dé. dn

Aref Arsf
Or det[J] = 50 (voir plus haut)

Donc

I, =50 ff(Z.S +51)2.d&.dn = 50 ff 2.52(1 + 2n)?.d¢.dn =312.5 ff(l +21)2.d&.dn

Ares Arsf Arsf

our calculer les termes + n)-. .an , on a 1que la methode de Gauss-Legendre a cette
P leuler 1 e, (1 + 2% dE.d pplique la méthode de Gauss-Legendre 2

fonction polynomiale qui est du degré 02 puisque le mondme le plus ¢levé est de la forme
(4.fi.nj) =4.8%n% aveci+j=0+2=2. Ainsi, pour avoir une intégration exacte, on doit
adopter un schéma d’intégration dont 1’ordre m vérifie la condition m >i+j donc m > 2. En effet, en
adoptant une valeur pour m vérifiant la condition précédente et telle que m=3, et en choisissant le
schéma d’intégration a =4 points de gauss de la figure 04-c qui est reproduite ci-dessus, on peut
calculer I’intégrale ci-dessus telle que la lecture du tableau 03 pour ce schéma d’intégration permette
d’écrire :

ffA p(&,m).dE.dn

réf
4
= Z wi. @& m) = wi. @(€1,m1) + wo. 9(§2,m2) + w3 9(§3,m3) + wa. 9(€4,14)
i=1
Et tels que :
le premier point de Gauss de coordonnées &; =1n; = — % aie un coefficient poids w; =1
le second point de Gauss de coordonnées ¢, = % etn, = — % aie un coefficient poids wy, = 1
le troisieme point de Gauss de coordonnées &3 =13 = \/—15 aie un coefficient poids w3 = 1

le quatriéme point de Gauss de coordonnées &, = — aie un coefficient poids w, = 1

L oeip, =L
v T

Ainsi :

)

4
(1+ 207 dé.dn = ) wi.p(Em)
Téf i=1
= wWi. (1 + 27]1)2 + Ws. (1 + 27’2)2 + wWs. (1 + 27]3)2 + + Wy. (1 + 27]4)2
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0+24Vdfdn=1(1—£02+1(1—302+10A~5Y+1(1+3a2=467
Jdé. a-= - A+ A+ .

J.

réf

I, =3125 ﬂ(1 +2n)2.dE.dn = 312.5 * 4.67 = 1459.37

Aréf
4 Calcul d’intégrales sur des éléments 3D a trois dimensions

Soit a calculer I’intégrale de la fonction ¢ trois variables F(x,y,z) définie dans 1’élément réel
tridimensionnel ¥ du maillage appartenant a 1’espace basé sur les coordonnées cartésiennes (x,y, z).
En utilisant 1’élément de référence noté V., défini dans I’espace de coordonnées paramétriques
également a trois dimensions (&,1,{), cette fonction F(x,y,z) se transforme en une fonction
@ (&,1,¢) définie dans I’élément de référence V., telle que :

e 0 = F(x(€n,0,y(n,0),2(6,n,0) (01)

Comme déja vu depuis le début de ce chapitre cette transformation du calcul intégral, utilisant le
déterminant de la matrice Jacobienne det[]], est effectuée de la maniére suivante :

j F(x,y,Z)-dx-dy-dZ=j F(x(£,1,0),y(,n,0),2(,1,0). det[]].dE.dn.d¢
v Vref (02)

=jf¢@m0dedé@dc
Vre

Il s’agit donc d’intégrer la fonction ¢ (¢, 7, ) dans I’élément de référence V.. On déduit également de
I’équation (02), la relation suivante entre éléments différentiels :

dx.dy.dz = det[]].d¢.dn.d{ (03)

Par ailleurs, la méthode utilisée pour 1’intégration de la fonction @ (&, 7, {) dans I’élément de référence
est basée sur le principe de quadrature de Gauss-Legendre. Ce principe consiste a calculer les
intégrales sous la forme d’une somme pondérée de valeurs de la fonction ¢@(&,n, () en certains points
de I’élément de référence appelés « points d’intégration » ou points de Gauss. Les coordonnées de ces
points de Gauss ainsi que les coefficients poids relatifs a chaque point de Gauss sont donnés dans les
tables en annexe.
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Chapitre 06 :

1

Schéma global de résolution et Formulations intégrales

Introduction

Les objectifs de ce chapitre consistent non seulement a faire connaitre les différentes étapes de
résolution d’un probléme d’élasticité par la méthode des éléments finis mais surtout a faire
comprendre les bases de calculs adoptées lors de chaque étape. A cet effet, seront traités les
principaux thémes suivants :

les bases de la méthode des résidus pondérés,

les différentes étapes d’une formulation intégrale en éléments finis de maniere générale et en
¢lasticité en particulier,

le passage de la forme intégrale forte a la forme intégrale faible,

I’opérateur variation et 1’hypothése de Galerkine,

la modélisation mathématique de 1’élément barre et sa formulation intégrale

Cela étant dit, rappelons tout de méme le probléme posé du corps solide élastique Q avec ses
frontiéres [ et Iy et les conditions aux limites associées (figure 01) ainsi que ses équations d’équilibre
aux dérivées partielles telles qu’elles ont été présentées dans le chapitre 02, a savoir :

0oy 0Ty, 0Ty,

—_— Fy, =0
ax "oy oz Tlvx
(6-01)
Surlpona:
u u
{ul = {v} = {ﬁ} (6-02)
w w
avec i, U, w des valeurs connues et souvent nulles a cause des appuis en [.
Des efforts de surface appliqués sur [ tout en vérifiant la relation suivante :
- {fs}=lol.{n} (6-03)

avee |

fsy Ox Txy Txz Ny
{fs} = fsy , o] = [Txy Oy TYZ] et {n}= {nj/} avec ||| = \/n,zc+n—32,+ng
nZ

Txz Tyz Oz

fs,



Il est demandé de trouver en tout point M de notre solide son déplacement <U>, les états de
contraintes et de déformations représentés respectivement par les tenseurs des contraintes [o] et de
déformations [&]. Autrement dit, il s’agit de trouver la réponse du solide représentée par les champs de
déplacements, des contraintes et de déformations dans €. Nous nous intéresserons également a la
détermination des champs de réactions sur [7,.

Par ailleurs, comme mentionné dans le paragraphe 01 du chapitre 04, la MEF commence par
transformer les équations d’équilibre réécrites en (6-01) et des conditions aux limites associées (6-02)
et (6-03), en une formulation intégrale. Pour cela, deux méthodes sont largement utilisées dans la
littérature. La premicre est connue sous le nom de méthode de Ritz. Elle est basée sur des
considérations énergétiques, sur la notion de fonctionnelles ainsi que sur la formulation de condition
de stationnarité de ces fonctionnelles. La seconde méthode est connue sous le nom de méthode des
résidus pondérés. Exposée ci-apres, cette méthode sera celle a laquelle nous nous limiterons dans le
présent chapitre.

2 Schéma global de résolution

L’objectif du présent paragraphe est de présenter la mani¢re dont est menée la résolution par
¢éléments finis d’un probléme de maniere générale, et d’élasticité en particulier. Plus précisément, il
s’agit de décrire toutes les étapes de résolution ainsi que les notions théoriques essentielles liées a
chacune de ces étapes.

En effet, le point de départ étant le modele mathématique, celui-ci est représenté par les systémes
d’équations aux dérivées partielles (6-01) en tout point du solide avec les conditions aux limites
associées (6-02) et (6-03) sur ses frontiéres. Il en est suivi par les formulations intégrales fortes
utilisant la méthode des résidus pondérés. Par la suite, les formulations intégrales faibles seront
obtenues en utilisant les formules d’intégration par partic de Green suivies de I’adoption de
I’hypothese de Galerkine.

Il s’ensuivra alors la phase de discrétisation qui consiste en premier lieu a remplacer le domaine Q
par un maillage d’éléments finis sur lesquels les trois techniques étudiées dans les chapitres précédents
seront appliquées. Il est a rappeler que ces trois techniques sont : les transformations entre éléments
réels et éléments de référence, les interpolations nodales ainsi que les intégrations numériques.

En second lieu, cette phase de discrétisation consiste a construire pour chaque élément du maillage
les matrices de rigidité élémentaires notées [K.], les vecteurs forces locaux notés {F,} ainsi que les
vecteurs déplacements ¢lémentaires généralisés notés {U,}. L’assemblage de ces matrices de rigidité
¢élémentaires donnera la matrice de rigidité globale notée [K] de toute la structure du solide représentée
(ou modélisée) ici par son maillage. L’assemblage des vecteurs forces locaux donnera le vecteur
forces global noté {F}. Enfin, 1’assemblage des vecteurs déplacements élémentaires généralisés
donnera le vecteur déplacements global noté {U}.En assurant la continuité des déplacements au niveau
des nceuds de chaque élément du maillage, les trois assemblages cités précédemment permettent
d’obtenir, finalement le systéme global d’équations algébriques suivant :

[K]. {U}={F} (6-04)
La résolution de ce systéme d’équations donnera pour chaque nceud du maillage, les vecteurs
déplacements nodaux. En utilisant I’interpolation nodale, les relations déplacements-déformations,
ainsi que les techniques d’intégrations numériques, nous obtenons les champs de déformations a
I’intérieur de chaque élément du maillage. Enfin en utilisant la relation de Hooke contraintes-
déformations, nous obtenons le champ de contraintes au niveau des points d’intégration (de Gauss) de
chaque élément.

Cela étant dit, toute la démarche qui vient d’étre présentée ci-dessus est récapitulée dans
I’organigramme des calculs illustré par le tableau 01 suivant :
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Probléme posé ou objectifs :
Trouver en tout point M du solide les composantes
des vecteurs {u}, et les composantes des tenseurs
[o] et [é]

Equations d’équilibre aux dérivées partielles
et conditions aux limites associées

Obtention d’une formulation intégrale forte

Formulations intégrales : utilisation de la
méthode des résidus pondérés

Intégration par parties en utilisant les formules de
Green

Obtention d’une formulation intégrale faible

Obtention d’une formulation intégrale faible avec
hypothése de Galerkine

Adoption de I’hypothése de Galerkine
Y =48U

Maillage du solide
Utilisation de relations entre éléments réels et
¢éléments de référence, interpolation nodales et
intégrations numériques

Obtention de matrices de rigidité
¢élémentaires et des vecteurs forces locaux

Obtention de matrices de rigidité élémentaires et
des vecteurs forces locaux expansés

Vecteurs de localisation

Matrices de rigidité globale et vecteur force globale

Obtention du systeme d’équations

[K]. {U}= {F}

Obtention des déplacements et des réactions aux
nceuds du maillage

Résolution de ce systéme

Interpolations nodales
Relations déplacements déformations
Relation contraintes déformations

Obtention des champs de déplacements, de
déformations, de contraintes et de réactions
aux appuis

Tableau 01 : Organigramme des étapes de calculs effectués lors de la résolution par la MEF
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3 Méthode des résidus pondérés — formes intégrales
3.1 Définition du Résidu d’équilibre

Pour les éléments finis formulés en déplacements, vu que la solution recherchée en premiére
- . , . y .
étape, est un champ de vecteurs déplacements U a travers le domaine Q, on définit le résidu par la

quantité {R(U)} qui est un vecteur a trois composantes car le systeéme d’équations aux dérivées
partielles compte trois équations tel que :

i 6& N 0Tyy N 0Ty,
d0x dy 0z

. Jt do, Ot

{R(U)} = a_;y + a_yy + aZZ + Fyy (6-05)

Il est clair que si la solution obtenue U est ¢gale a la solution exacte l_fex telle que U= ﬁexact , le
vecteur résidu {R (U )} sera nul :

0
(R(0)} = {01 (6-06)
0
3.2 Forme intégrale forte

La méthode des résidus pondérés est une méthode qui consiste a chercher la solution sous la
forme d’un champ de déplacements U qui annule le résidu et par conséquent qui annule 1’intégrale :

W = f (W) {R(U)}d =0 (6-07)
Q
Avec (Y) : le vecteur de fonctions de pondérations dont les composantes sont (W) = (¥, ¥, W¥y).

L’expression (6-07) est désignée par I’appellation de « forme intégrale forte du probleme ».

Ainsi, le champ de déplacement U est considéré comme étant la solution du probléme, s’il annule
I’intégrale W quels que soient les fonctions (). Prise dans un ensemble de fonctions, plusieurs
variantes de la méthode des résidus pondérées sont utilisées dans le choix de ces fonctions. Pour le
présent chapitre, notre choix s’est porté sur la méthode de Galerkine qui constitue une des variantes
parmi les plus utilisées. Toutefois, la seule condition imposée dans le choix de ces fonctions de
pondérations (W) est qu’elles doivent étre nulles sur la frontiére I'y ou les déplacements ont été
imposés.

En remplagant les vecteurs (W) et {R (l_f )} par leurs expressions respectives dans (6-07), une forme
intégrale dite « forte » du probléme d’¢lasticité tridimensionnel peut étre écrite comme suit :

00y 0Ty, 0Ty, 0Tyy 00y, 0Ty,
W = Y, | = F W,. - F
UQ ”<ax+ay+az+"x+” 6x+6y+6z+vy

0Ty, 07y, do,
Y, . ——+—+F dQ =20
+W<(’)x+ dy T, Tz

Cette forme intégrale est qualifiée de forte car les inconnues recherchées sont écrites sous forme de
deérivées partielles du premier ordre.
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3.3 Forme intégrale faible :

3.3.1 Intégration par partie (cas unidimensionnel)

Soient les deux fonctions u(x) et W(x). Il est rappelé que I’intégration par partie peut étre écrite
comme suit :

ulx).dx + [P(x). u(x)];cf (6-09)

f ‘P(x).dzgcx).dx =— d‘l;)(cx)

X1
Il est a signaler que I’extension de ce principe d’intégration par partie aux cas 2D et 3D, peut étre
effectuée en utilisant des formules dites de Green.

3.3.2 Formules de Green dans le cas bidimensionnel 2D

On consideére les deux fonctions u(x,y) et W(x, y).définies sur Q dans le plan (x, y) avec 71 la normale
sortante a la frontiére I telle que 7 = < n, n, >. On a alors les deux relations suivantes appelées
formules de Green :

f Y(x, au(x 2 dy:_ﬂ a“’;’;”,u(x,y).dx.dy+f W(x,y).u(x,y). ny. dl (6-10)
o r
ou(x,y) 0¥ (x,y)
__ -11
fﬂ 9= dx. dy ffﬂ 5 .u(x,y).dx.dy+£ W(x,y). ulx, y). ny.dl (6-11)
r n

L.

Figure 02 : Formules de Green en 2D
3.3.3 Formules de Green dans le cas tridimensionnel 3D

On considére les deux fonctions u(x,y, z) et W(x,y, z).définies sur Q dans ’espace (x, y, z) avec 7 la normale
sortante a la frontiére I telle que 7 = < n, n, n, >. On a alors les deux relations de Green suivantes :

ou(x,y,z) _ 0¥ (x,y,2) _
ffﬂ Y(x,y,2). Fw dx.dy.dz = —ng.u(x, y,z).dx.dy.dz +£ Y(x,y,2). u(x,y,z).ny.dl' (6-12)
u(x,y,2) ¥ (x,y,z)
. .dy.dz = — _ .dx.dy. . .n,. 6-13
ﬂn Y(x,y,2) 3y dx.dy.dz ﬂf 3y u(x,y,z).dx.dy.dz +f£~ Y(x,y,z).u(x,y, z).ny.dl (6-13)
ﬂf Y(x,y au(xyz)d .dy.dz = fﬂm u(x,y,z).dx.dy. dz+j; Y(x,y,z).ulx,y,z).n,. dl (6-14)
T n
Zz
Y

X
Figure 03: Formules de Green en 3D

Nota : Dans ce qui suit, les intégrales doubles et triples seront dorénavant notées comme simples
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3.3.4 Forme intégrale faible

Pour un probléme tridimensionnel d’élasticité linéaire, la forme intégrale faible s’€écrit :
9

v, ¥, v, ¥, O‘P,,) (6‘Pu GLPW)
W = f(ax .0y 3y .0y + 57 .UZ+<ay + o - Txy a7 | ox Tyxz
Q (6-15)
oy, J¥v,
(52 6y> Ty).d0 + f (W) {F,}d + }Ccp) (fe}dl = 0
Démonstration :
Rappelons la forme intégrale forte écrite dans 1’expression (6-08),
d0, 6Txy 0Ty, 0Tyy 0doy, 07y,
F Y, —_— + F
U <6x dy oz e )t ey ay = a9z "
0Ty, 0Ty, 00,
Yy | =—+————+—+F Q=
+W<6x+ay a+VZd 0
En séparant cette forme en deux parties telle que la seconde partie représente les forces de volumes, on
obtient :
f aax arxy +arxz ‘y, 0Tyy aﬁ+aryz
ax dy 0z 0x dy 0z (6-16)
0ty, 01y,, 0J0,
. —+—]|dQ ) . {F,}dQ =0

En appliquant la formule de Green a tous les termes de la premiére partie de (6-16), on obtient :

w, 2% 0 [ Duog0s §w dr
L, v o = , ox . Oy g - Oy My
Jt A
f v, a;y.dﬂ=—f a—;.rxy.d9+5g W, Tyy. 1y dT
Q Q r
0 oV,
f v, sz.dﬂ=—f u.rxz.dﬂ+3g W,.7,,.n,.dT
Q 0z q 0z r
Jt ¥
Y,—2do=—| —=2.17,,.d0+ ¢ W,.1..n,.dl
o | ox q Ox Y . Y
do. oY,
Wv.—y.dﬂ=—f —.0,.d0 + 55 ¥,.0y,n,.dl
Q dy o Oy r
oY,
f W,. yz .dQ = —fﬂ aZv.Tyz.dQ+ ﬁ W, 7y,.n5.dT
ot 0¥
f v, xz. = jﬂ a—;”.rxz.d9+ }QF W, Typ Ny dT
T ¥
y,. yz.dQ=—f Yt .dﬂ+f WY, .T,,.N,.dl
N w ay qQ ay yz . w yz y
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(')az v,
f =—f e szﬂ+j€‘{’aznzdl"
Q

En remplacant ces termes par leurs expressions dans (6-16), on aura :

4 (6‘Pu N O‘PW)
i 0z ox )tz

W= f (G‘Pu N v, N v, N (8‘Pu N 6‘%’,,)
B ax % dy Oy T, 0 dy  0x
v, 0w,
(52 +
0z dy

Q

) Tyz dn+ f (). (F,}d 61

+ jg (‘Pu . (ox.nx + Ty 1y + sz.nz) + ¥, (Txy.nx +o,n, + Tyz.nz)
r
+¥,. (sz.nx + 7y, 0y +. oz.nz)) ar=20

Or on sait que la frontiére fermée I' = U [ avec Ip N [F = @ et telle que
I['p: la zone ou les déplacements sont imposés et donc les fonctions de pondération (W) nulles.
[s: la zone ou les forces de surface sont imposées avec

fsy = Ox Ny + Tyy Ny + Typu 1y
fsy = Tyxy-Ny + 0y Ny +Ty5.1, (6-18)
fs, = TxzNyx + Tyz.ny + 0,1,

Ceci implique que I’intégrale sur la frontiére I' se réduit a 1’intégrale sur [ comme suit :

f (LlJu . (ax.nx + Ty Ny + sz.nz) + ¥, (Txy.nx +o,n, + Tyz.nz) + W, (sz.nx +17y,.1y +.az.nz)) dr
r (6-19)
= [ (W for Sy + S, )P = § (0. (fJar

I'r

I'r

Finalement, on obtient :

W= f (GLPu + v, + v, + <6‘Pu + B‘P,,) N (B‘Pu N alpw)
h ox 0% dy Oy T, 0 oy  ox/) ¥ 9z ox )t
a (6-15)
(alp” + 0%y ) dﬂ +j (P).{F,}dQ + jﬁ(w) {fJdr
9z ay Tyz |4 fg

COLD

Cette expression est appelée forme intégrale faible d’un probléme tridimensionnel d’élasticité linéaire
ou apparaissent non seulement les forces de volume {F,} mais également les forces de surface {fs}.
Ainsi, par rapport a la formulation intégrale forte écrite en (6-08), on fait apparaitre dans I’expression
de la formulation faible les conditions aux limites sur [r. On peut également constater sur (6-15) que
comparativement a la formulation forte, ce ne sont plus les dérivées des composantes des contraintes qui
figurent dans 1’expression mais les composantes des contraintes elles-mémes. Par conséquent, le degré
de dérivation de la solution recherchée a baissé de un dans cette formulation faible. Ce qui permet de
rechercher la solution sous une forme plus simple.
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4 Méthode de Galerkine

Intéressons-nous maintenant au choix des fonctions de pondération (¥). Celui-ci peut se faire de
différentes manieres. Ce qui définit plusieurs variantes de la méthode des résidus pondérés. Les méthodes les
plus connues portant sur le choix de ces fonctions sont :

- La méthode de collocation par points

- La méthode de collocation par sous domaines
- La méthode des moindres carrés

- La méthode de Galerkine

Dans le cadre de ce cours, nous nous limiterons uniquement a la méthode de Galerkine.
4.1 Hypothese de Galerkine

Cette hypothese consiste & prendre pour fonctions de pondération, les variations des composantes du
champ de solution recherché. Ces variations sont exprimées en utilisant 1’opérateur variation noté §.
Cet opérateur est identique a celui utilisé dans le théoréme des travaux virtuels. En élasticité
tridimensionnelle, on a :

P)y=(¥, ¥, W,)=(@U)= (Su 6v ow) (6-20)

Par ailleurs, il est important de rappeler les propriétés de cet opérateur variation § qui sont comme
suit :

o(u+v)= odu+ év
o(u.v) = w.dv+v.éu
6(c.u) = c.éu
8(a) = (bay 8a, 8a,)

(5 =5

f&udV=6 fudV
|4

14
4.2 Forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

En considérant que (¥, ¥, W,)= (fu v 6w) etenremplagant la fonction (W) par ses
nouvelles composantes dans 1’expression de la formulation intégrale faible (6-15), on obtient :

W= _J <6(6u) a(6v) 6(6w).az N (6(5u) + 6(5v)> - <0(5u) a(aw)) .

ox x T Ty YT Ty, oy ' ox 9z ox )
(6-21)
a(s a(é
+( (év) +ﬂ>.rw>.dn+ f (V). {F,}d + jﬂww. (fs}dr
0z dy Q p
Si on applique les propriétés de I’opérateur variation § telles que décrites ci-dessus, on aura :
W= (6 (6u) 45 <6v) 45 <6w> +s <8u 4 817) 45 <6u N OW)
B f ox) % dy 9y 9z) % dy 0x Try 9z " ax)
Q (6-22)
dv  dw
+5 (— + —).ryz) dO + f (8UY.{F,}dQ + 35(50). (fo)dr
0z 0Oy Q
T'r
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En tenant compte des relations déformations déplacements écrites dans le paragraphe 2 du chapitre 02,
I’expression précédente sera comme suit :

W= — f (8(e). 0y + 8(ey).0y + 8(,).0, + 8(1ey)- Txy + 8z Txs + 8(¥ys)- Tyz)- A
Q
(6-23)

+fﬂ (6U) .{F,}dQ + f(SU).{fS}dF
Soit les trois vecteurs : FF
(o) = (Ox Oy Oz Txy Txz Tyz)
(&)= (& & & Yxy Vxz Vyz)
(s8) = (Oex 88y, 8 OS¥Vxy SVxz OVyz)

Finalement, la forme intégrale faible devient en introduisant les trois vecteurs précédents dans (6-23)
devient :

W=-— f (8e). {a}).dQ + f (8U) .{F,}dQ + 55<6U>.{f5}dr =0 (6-23)
Q Q I'r

Ce dernier résultat n’est rien d’autre que 1’expression du théoréme des travaux virtuels (revoir le
paragraphe 07 du chapitre 02) avec :

- J, ((8e).{0}).dQ : le travail virtuel interne
- q (6U). {Fy}dQ : le travail virtuel des efforts de volume F_V)
- gﬁrF(6 U).{fs}drl: le travail virtuel des efforts de surface E

4.3 Prise en compte des forces ponctuelles

L’expression précédente ne s’applique pas dans le cas ou notre solide € est soumis a m forces
ponctuelles Fj i = 1,m causant respectivement des déplacements virtuels Up i = 1,m. Le travail
virtuel de ces forces ponctuelles sera pris en compte par le terme suivant :

m
Z SUL.FL
i=1

En intégrant ce dernier terme dans 1’expression (6-23), on obtient la forme intégrale faible avec
hypothése de Galerkine prenant en compte les forces ponctuelles :

m
W=-— j ((8e).{o}).dQ + f (8U)Y . {F,}dQ + _cf (SU)Y. {fs}dl' + Z&U};.Fg =0 (6-24)
Q =
Q T'r =1
Toutefois, nous verrons plus loin (lors de ’introduction du vecteur forces globales) qu’il est inutile

d’introduire les forces ponctuelles dans la formulation faible puisqu’elles peuvent étre introduites
directement comme charges nodales dans le vecteur force globale.
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5 Application a I’élément barre

Considérons un élément barre défini le long de 1’axe x, et située entre x; et x,. Cette barre ne travaille
que vis-a-vis de I’effort normal (soit en traction, soit en compression). Les propriétés matérielles et
géométriques caractérisant cette barre sont : la masse volumique de son matériau constitutif p, son
module d’Young E, I’aire de sa section transversale A et enfin sa longueur L= x,- x;.

q(x)
F, h#f:f_ F, X
rl===g$_

X1 X2

Y

o L .
=« L

Figure 04 : exemple d’¢élément barre de longueur L

Soient les deux types de charges appliquées a cette barre tel qu’illustré sur la figure 04 précédente. Le
premier chargement est de type ponctuel représenté par les forces F; et F, qui sont appliquées a ses
extrémités. Le second chargement est de type uniformément réparti par unité de longueur. Ce dernier
type est équivalent au chargement dii au poids propre. Cette charge q(x) peut de manicre générale
avoir une variation quelconque.

5.1 Equations d’équilibre

Soit u(x) la solution recherchée qui représente le champ de déplacements le long de 1’axe x. L’état de
contraintes dans cette barre étant considéré comme étant uniaxial, seule la composante o, du tenseur
des contraintes est non nulle. Toutes les autres composantes sont considérées comme nulles.

Considérons un élément infinitésimal de longueur dx (figure 05) :
A(x), E(x)

ot 9@ | o 4

A

x +dx

Figure 05 : Elément infinitésimal d’une barre

Considérons les deux sections transversales respectivement d’abscisses x et (x+dx). Les évolutions des
contraintes et des aires des sections transversales sont :

doy

Oy =0y + - dx et A(x +dx) = A(x) + dz—gcx)dx (6-25)
L’équilibre des forces dans la dlrectlon x s’écrit :

—0,. A(x) + (O’x + ﬂdx) (A(x) + dA) dx) +q(x).dx=0

dx dx
En négligeant le terme du second ordre ((Zj‘ _d‘jiix) dx ) ,ou aura :
dA(x A(x).o
Oy di ) .dx +A(x)—dx + q(x) dx % + q(x)dx =0 (6-26)

Or notre matériau étant elasthue,
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= E().£00) = (). T

En remplacant o, par son expression dans (6-26) , on obtient :

()

= (40 E@.52) 4400 = 0
Si les aires des sections transversales ainsi que le module d’Young sont constants tels que
E(x).A(x) =E.A
Dans ce cas, on aura finalement 1’équation différentielle d’équilibre comme suit :
d?u(x
E.A. ) +q(x)=0 (6-27)

dx?
La résolution de cette équation différentielle ne pouvant se faire sans conditions aux limites qui sont

comme suit. En effet, au niveau de la section d’abscisse x =x; ona:

F o F; du F
Ox=—, E=—=— E(Jﬁ) =% 4 (6-28)

F. o, F. du F.
GE==—, =g =-pa= @)= (6-29)

Le probléme consiste donc a rechercher la fonction u(x) solution de I’équation différentielle (6-27) et
qui vérifie a la fois les conditions aux limites représentées par les expressions (6-28) et (6-29).

5.2 Forme intégrale forte

La forme intégrale forte du probléme pouvant s’écrire comme suit :

W = f < (x) + q(x)) dx =0 (6-30)

5.3 Forme intégrale falble

Si on applique la formule d’intégration par partie telle que nous 1’avons vue pour le cas
unidimensionnel dans I’expression (6-09) du paragraphe 3.2.1 que nous rappelons ici

f ‘P(x).dlzlgcx).dx =— dlzgcx).u(x).dx + [P u()];? (6-09)

On aura donc :

W= _EA j <d“’(")du("))d EA[LP(x) () 2 f W).qG).dx =0 (6-31)

dx dx

X1
Or en tenant compte des expressions suivantes tirées de (6- 28) et (6 29),

F

du _F td
x(xl) “EA (xp) = EA
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et en les remplagant les expressions suivantes dans (6-31), on aura la forme intégrale faible du
probléme comme suit :

T (dwE)d ’
W =—E.A. f < da(cx) 1;5?) dx + F,.W(xy) + F.W(xq) + f Y(x).q(x).dx =0 (6-32)

X1

5.4 Forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine
L’hypothése de Galerkine consiste a prendre pour ce cas unidimensionnel ¥(x) = du(x).

En remplagant W(x)par I’expression précédente et en tenant compte des propriétés de 1’opérateur
variation &, on aura la forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine :

d d
W =—E.A f [5 u(x) ’;;x)] dx + Fy. 8u(x,) + Fy. 6u(x,) + f Su(x).q(x).dx = 0 (6-33)

1
5.5 Seconde methode utilisation directe du théoréme des travaux virtuels avec prise en
compte des forces ponctuelles

Rappelons ci-dessous la forme intégrale faible avec prise en compte de forces ponctuelles telle
qu’écrite en (6-24) de maniére générale pour les problémes tridimensionnels :

m
= —f((8s).{a}).dﬂ+f (6U) .{Fy}dQ + 3€(6U).{f5}dl" + Z6U};.F,§ =0 (6-34)
Q @ r i=1
Rappelons également que (Zﬁl SU};.Fﬁ) est le travail de m forces ponctuelles Fi causant
respectivement m déplacements virtuels SUS.
Dans le cas de I’élément barre, les vecteurs (€) et (o) sont comme suit :
()=(ox 0 00 0 0)
(€)= (gx <‘:y €& 0 0 0)

Par conséquent : {(Se). {o} = 6ey.0, =E.b0ey.6, =E.§ (du(x)) du(x)

dx /" dx

du(x)
dx

Ce qui implique i— [, ((8¢). {0}).dQ = —E.A. [ 5 (“2) “Dax avec df) = A.dx

Par ailleurs, ona: {F,} = %x). Ce qui implique : [, (§U).{F,}dQ = f;clz Su(x).q(x).dx
Concernant les deux forces ponctuelles F; et Fr,ona: Y=, SU. FE = F.6u(x;) + Fp. 6u(xy)
Pour sa part, vu I’absence de forces surfaciques, on a : {fs} = 0, ceci conduit a : §§FF(6U). {fs}dl' =0

Finalement, avec cette seconde méthode, on retrouve la méme expression de la forme intégrale faible
avec hypothese de Galerkine que celle trouvée en (6-33)

= —E.A. f [8 dl;ix) .du(x)]d x + F,.6u(x,) + Fy. 6u(x;) + f Su(x).q(x).dx =0

X1
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6 Exemples
Exemple 01 :

On consideére une paroi métallique mince de forme triangulaire, de faible épaisseur ¢ et modélisée,
dans I’espace 2D muni d’un repére (1,x,)), par un maillage composé d’un seul élément triangulaire a
trois neeuds de type TRI3 (figure 06).

AV

(0,0) Elément 01 (20,0)

Figure 06 : paroi métallique mince de forme triangulaire

Sur le domaine occupé par cette paroi et noté Q, on consideére 1’équation de transfert thermique
suivante :

AP
ax? = 0y? B

Les conditions aux limites liées a cette €quation sont comme suit :

- Une température nulle (T=0) est imposée sur le bord (2-3) noté I'p

- Un flux de chaleur nul (a—T = 0) est imposé sur les bords (1-2) et (1-3) notés I'%.
on

Afin de déterminer la distribution du champ scalaire de température T(x,y) dans cette paroi, il est
demand¢ d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

Solution :
Soit le domaine € dont la frontiére I" est fermée telle que ' =T U [ avec Ip N [F =@ avec

- Ip: (bord 2-3) la zone ou les températures ont été imposées et donc les fonctions de
pondération (W) nulles.
- If: (bords 1-2 et 1-3) la zone ou les flux chaleur ont été imposés nuls.

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme est :

9%T 0°T 0°T 0°T
W:JLIJ Wﬂ'mﬁ'z dXdy:pr W dXdy'l'fl‘p W dxdy+2 LIdedy:O
Q Q Q Q
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2- Pour établir la forme intégrale faible du probléme, on doit d’abord appliquer les formules Green
en 2D qui ont été écrites dans les expressions (6-10) et (6-11) du paragraphe 3.3 pour chaque
terme de I’équation précédente comme suit :

ff Wi, (0 T(x, y)) N ff aW(xy).aT(xy) dx.dy +?g wix ). 2T ((;;'y).nx.dl
[ v )<6 T(x, y)) iy [ 2D IED iy f i DD

En remplagant ces deux termes précédents par leurs expressions dans la forme intégrale forte de la
question 1, on aura :

W) M) oT)
==,

0x

.dx.dy +ff W(x, M. dl

oY (x,y) aT(x, aT (x,
_ﬁ (xy). ( y).dx.dy+5£ wxy) L) y)-"y-d“fzf‘*’dx‘iy
dy r dy
Q
=0
Donc
B‘P(x y) 0T(x,y) B‘P(x y) 6T(x y)
ff . .dx.dy
0x dy dy
aT oT (x,
3( W(x,y (x” Ty + gyy).ny).dl+2f‘}’dxdy=0
aT _ aT(xy) 9T (x,y)
Or on~ ox X ay Y
0¥ (x,y) OT(x, 0¥ (x,y) 0T (x, oT
W:_ﬂ< (xy) oT(x.y) | 0%(xy) (xy)>.dx.dy+§ w.—.dl+2flpdxdy=o
qQ ox ox y oy r on 2
Puisque :
aoT oT
jg lP—dl jg lP.—.dl+3€ Y. —.dl
r, on rp on
Or Y =0surl}et g—fl:OsurFF

Par conséquent :
3€ ‘P -— dl =0
Et

ff <6‘P(x )/)laT(x 'Y) O‘P(X,Y) aT (x,y)

: .dx. 2 | Y(x =
I 3y 3y >dx dy + K[ (x,y)dxdy =0

On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(x,y) = 6T (x,y)

En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :
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W= _ﬂ (5(5T(x,y)).07"(x,y) +0(5T(X,J/)) aT(x,y)

2 3y Ty ).dx. dy + 2 f (8T (x,v)).dxdy =0
Q

Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :

(2200

On aura finalement :

ﬂ ( (aT(x y)>'aT(x,y) N 6<6T(x,y)>.6T(x,y)>.dx. dy + zf(ST(x,y)).dxdy =0
Q

dx dy dy

Exemple 02 :

Soit I’équation différentielle suivante définie dans I’intervalle [1 2] comme suit :
u

—+3.u=0

dx?
Les conditions aux limites sont :

du
u(l)=0et —(2)=0
dx
Il est demandé d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

Solution :
Soit le domaine Q =[1 2] qui est un intervalle 1D fermé

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés la forme intégrale forte du probléme sera :

2
W= JLP( X). <d2 (x )+ 3. u(x)) dx = f‘{’(x) <d2u(x)> dx + BI‘P(x).u(x).dx =0
1

dx?

2- Pour ¢tablir la forme intégrale faible du probléme précédent, on doit d’abord appliquer la
formule d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans 1’expression (6-09) du paragraphe

33 uniquement pour le premier terme de 1’équation précédente comme suit :

2
f‘y( ) <d2u(x)> _ d‘P(x).du(x) [q;( ) du(x)]1
1

dx dx

Le second terme (3 fl lP(x).u(x).dx) dont la fonction inconnue est u(x) apparait

explicitement (c’est-a-dire qu’elle n’est pas écrite sous forme de dérivée), ne nécessite aucune

modification.

Par ailleurs, puisque u(1) = 0 donc la fonction LP(x) est nulle en x=1 donc W(1) = 0 et

puisque —(2) = 0, donc le terme [‘P(x) du()? =0
Par conséquent, la forme intégrale faible sera :

2

d¥(x) du(x

= - [0

dx dx

2
.dx +3 f Y(x).ulx).dx =0
1

1
On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(x) = du(x)
En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :
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W= fd((?u(x)) du(x)

I I .dx + 3f5u(x) u(x).dx =0

1
Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons ici comme suit :
5 (du) d(éu)

dx)  dx

On aura finalement :

2 2
f(S du(x) .dugcx) dx + 3f6u(x).u(x).dx =0

1 1

Exemple 03 :

Soit un phénomeéne physique modélisé mathématiquement par 1’équation différentielle suivante définie
dans I’intervalle [1 2] comme suit :
d’u du
W + d_ —2x=0
Les conditions aux limites sont :
u()=u@2)=0

Il est demandé d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

Solution :

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme sera :

2 2
W = f‘l’(x)(—+3——2x>dx—f‘l’()<d ())d +f‘1’()£dx— J-‘P(x).x.dx=0

2- Pour ¢tablir la forme intégrale falble du probléme precedent, on doit d’abord appliquer la
formule d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans 1’ expression (6-09) du paragraphe
33 uniquement pour les deux premiers termes de 1’équation précédente comme suit :

2
d?u(x) d¥(x) du(x) du(x)
jq}()( > if x) du(x) [lp() ux]1

dx dx

2
f‘}’(x). dgcx).dx = - dw(x).u(x).dx + [P(x).u(x)]?

dx
Or 1 Y1) =¥(2) =1O car u(1) =u2)=0
Ce qui implique que
w du(x)]’ _w -
(0.5 = W@ -
Dans ce cas :
2
2
fw ). (d “(")) - d‘Zfo).%.dx
d d¥
f Y(x). I;SC) J. ) u(x).dx
1 1
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Par conséquent, la forme intégrale faible sera :

2 2 2
d¥(x) d av
B da(cx)' 1;5(") dx = f dfcx) u(x). dx -2 f Y-z dx=0

1 1 1
On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(x) = du(x)
En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :

2
_ d(5u(x)) du(x) d(6u(x))
W—f T dx .dx f )dx+2f6u(x)xdx—0

1

Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :

CEC

On aura finalement :

2 2 2
W = f& du(x) du(x).dx+f5 du (x) u(x).dx+2f5u(x).x. dx=20
1 1 1

dx'

Exemple 04 :

Soit une barre de longueur L=100 cm de section transversale constante d’aire A = 1 cm®. Cette barre
est bloquée en déplacements a I’extrémité (x= 0). Elle est soumise a une force ponctuelle F=100 KN a
I’autre extrémité (x = 100 cm). Le poids propre de cette barre est considéré comme négligeable.

1- Ecrire le probléme sous forme d’une équation différentielle avec ses conditions aux limites

2- Etablir la forme intégrale forte du probléme

3- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

4- Retrouver cette forme intégrale faible en utilisant la méthode directe du théoréme des travaux
virtuels avec prise en compte des forces ponctuelles.

Solution :

1- L’équation d’équilibre d’un élément infinitésimal de longueur dx est comme suit (voir la
démonstration au paragraphe 5.1) :

d?u(x)
EAW + q(X) =0

Or le poids propre est négligeable donc q(x) = 0

Ainsi I’équation différentielle devient

d?u(x
Avec comme condition aux limites
u(0) =20
d_u (100) = il = _100 =4.762.1073
dx EA 21000.1
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2- Forme intégrale forte du probléme

En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme sera :

sz ‘P(x).(E.A d()>d =0

3- Pour établir la forme intégrale faible du probléme, on doit d’abord appliquer la formule
d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans I’expression (6-09) du paragraphe 3.3 comme suit :

100 dz 100 dqj d d 100
W = E.A.f W(x). < u(x)> dx = —f dix). chx).dx+ [tp(x) u(x)
0

0
Or Y(0)=0car u(0) =0

Ce qui implique que

du ()1 du(100 dufd)
[tp(x). di) = ¥(100). ¥ (0} — == 4.762. 1073.¥(100)
0
On obtient ainsi
100qu( ) d
W= —f W) ) L 4762 1070 W(100) = 0
dx dx

0

On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :
Y(x) = du(x)
En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :

100d 5 d
W j (u(x) du(x)

: .dx + 4.762.1073.6u(100) = 0
dx dx

0
Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :

-2

On aura finalement :

100

d d
W = _f 5( u(x)). @) .dx + 4.762.1073.5u(100) = 0
dx dx

0

4- Forme intégrale faible en utilisant la méthode directe du théoréme des travaux virtuels avec
prise en compte des forces ponctuelles.

Rappelons ci-dessous la forme intégrale faible avec prise en compte de forces ponctuelles telle
qu’écrite en (6-24) de maniére générale pour les problémes d’élasticité tridimensionnels :

m
w=— f (5e). (o). dQ + f (8U) . (F,}dQ + f}ﬁ (6U). {fs}dT + Z&U};.Fg -0
Q .
- i=1
Dans le cas de I’élément barre, les vecteurs (&) et (o) sont comme suit :
(o)=(x 0 00 0 0)
(ey=(&x & & 0 0 0)
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Par conséquent : (§¢).{o} = O&y.0, = E.ey.&x = E. & (%) .%

du(x)

Ce qui implique :— fQ ((8e).{o}).dQ = —E.A. fxxlz ) (—)

dx

du(x)

?dx avec dfl = A.dx

Par ailleurs, les forces de volume ayant été négligées doncona: {F,} =0. Ce qui implique :
fﬂ (6U) .{F,}dQ =0

Concernant les deux forces ponctuelles F; et Fo,ona: Y2, SUs Fi = F.6u(x;) + Fp. 6u(xy)
Oru(x;) =0 =2¥(x;) =0 = puisque ¥(x;) = du(x;) = du(x;) =0

Ainsi

2
z SUL. FE = F,.8u(x,) = 100.6u(100)

=1

Pour sa part, vu I’absence de forces surfaciques, on a : {fs} = 0, ceci conduit a :

3& (8U). {fs}dT" = 0

F
Finalement, avec cette seconde méthode, on retrouve la méme expression de la forme intégrale
faible avec hypothése de Galerkine que celle trouvée en (6-33)

X2

_ du(x)\ du(x) _
W——E.A.j&( I ) I dx + F,.6u(x,) =0

X1
X2

_ du(x)\ du(x) F, _
W——fé‘( I ) I dx+ﬁ.6u(x2)—0

X1
On retrouve ainsi le méme résultat que la réponse a la question 3 précédente :

100

d d
W= —f 5( u(x)). “O) x4 4.762.1073.8u(100) = 0
dx dx

0

109



Chapitre 07

Rigidités élémentaires et forces nodales équivalentes

1 Forme générale
Les objectifs de ce chapitre sont comme suit :

- Dl’introduction du maillage et de I’interpolation nodale dans la formulation faible

- la détermination des matrices de rigidité¢ élémentaires

- le calcul de vecteurs forces locaux
En effet, comme déja vu dans le schéma global de résolution illustré dans le paragraphe 2 du chapitre
précédent, les constructions pour chaque élément fini du maillage, d’'une matrice de rigidité¢ dite
¢élémentaire et d’un vecteur force dit local, sont nécessaires. Toutefois, ceci ne peut se réaliser sans la
discrétisation de la forme intégrale faible établie dans le chapitre précédent. Cette discrétisation
consiste en I’introduction du maillage et de I’interpolation nodale dans cette forme intégrale. Ceci a
pour but de faire apparaitre les valeurs du champ de solution recherché (les déplacements en
mécanique) aux nceuds du maillage.

1.1 Introduction du maillage dans la forme intégrale faible

Cette premicre étape de la discrétisation consiste a écrire que les intégrales sur le domaine Q et sur une
partie de la fronticre I'r sont la sommation d’intégrales sur chaque €lément qui est noté ici ;) telle
que :

N
W= Z Wg =0 (8-01)
i=1

avece

W, =— j((é‘s).{a}).dﬂ +
Q)
N étant le nombre total d’éléments du maillage.

(V). {F,}dQ + }Q (8U). {f:}dT (802
9'(i) Tr

®
Par ailleurs, il est a noter que les surfaces élémentaires FF(i) sont celles des faces de certains éléments

du maillage qui ont une frontiére commune avec la surface extérieure Iz sur laquelle sont appliquées
les forces de surface {f5}. Il est clair que pour les éléments qui n’ont aucune face commune avec Iy, le

terme (gﬁr (6U). {fs}dF) est nul.
Fay

1.2 Introduction de I’interpolation nodale du champ de solution recherché ou Matrice [N]

Apres avoir introduit le maillage, 1’étape suivante consiste a introduire I’interpolation nodale du
champ solution recherchée (qui est le champ de déplacements dans notre cas), de la maniére suivante.
En effet, sur I’élément de référence, ce champ de déplacements s’exprime de la maniére suivante :

(1 (1)
| uy | |vs |
u:<N1 Nz P Nn) I . }, U:<N1 Nz e Nn){ : }
\,.) \v,)
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Wy
w>

(71
| wy |
et w= (N]_ Nz . . . Nn>4 . $
[ .|
\w,,)
Si on définit un vecteur contenant tous les déplacements nodaux de I’¢lément noté (Uy;)) telle que :

(Upp) =1 V1 W1 Uy Vp Wy - - . Uy VUp Wyp) (8-03),

L’écriture précédente des composantes u, v et w peut prendre la forme suivante :

u=(N;, 0 0 N, 0 0 - - - Ny 0 0).{Upp}
v=( N 0 0 N, 0 - - - 0 Ny 0).{Ups}
w=(0 0 N, 0 0 Ny - = - 0 0 No){Upqp}

Ainsi, la mise sous forme condensée de 1’écriture précédente permet d’introduire la matrice [N] telle
que :

u
(U} = {v} = [N].{Upn)} (8-04)
w
Avec
NN OON, 00 .- .- N, 00
[NJ=|0 N, 0 0 N, 0 0 N, 0
00N 00 N, 0 0 N,

Ainsi, en appliquant I’opérateur variation § a 1’équation (8-04), on aura :

{6U} = [N].{6Up1)} (8-05)
Avec  (6Uny)) =(0uy vy éwy bu, 6bv, 6wy, - - - bu, Svy Swy)
Par ailleurs, 1’équation (8-05) peut s’écrire sous une autre forme transposée comme suit :

(8U) = (8Up)[N]" (8-06)

Exemples de calcul de matrices [N] :

Exemple 01 : Cas de l’élément unidimensionnel a deux nceuds SEG2 (linéaire):

Soit un élément numéroté (i) a deux neeuds dont le vecteur déplacement (Us, ;) est défini comme suit :

(Ungiy) = (U1 Uz)

Le champ de déplacement étant & une seule composante, il s’écrit dans 1’élément de référence comme
suit :

w® =M M,

Puisque dans le cas unidimensionnel, {U} posséde une seule composante, et en tenant compte de la
définition de la matrice [N] telle qu’elle a été écrite en (8-04), on a :

{U} = IN]{Un(»} = u(®) = (M NZ)LE}
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Ainsi, on obtient par identification :

1
[N] = (N; N2)=§(1_f 1+¢)

Exemple 02 : Cas de l’élément unidimensionnel a trois neeuds SEG3 (quadratique) :

Soit I’¢1ément (i) a trois nceuds dont le vecteur déplacement (U, ;) est défini comme suit :
(Uniy) = (ug Uz Us)

Le champ de déplacement étant a une seule composante, il s’écrit dans 1’élément de référence comme
suit :

Uq
u(€)=(Ny N N3){u2}

Uz

Or en tenant compte de la définition de la matrice [N] telle que écrite en (8-04), on a :

Uy
u(§) = [N {Uney} = [N]-{”Z}

Uz

Donc par identification, on obtient :

M= N M= (-20-9 a-¢) La+p)

Exemple 03 : Cas de l’élement bidimensionnel triangulaire a trois nceuds TRI3 (linéaire) :

Soit donc I’élément (7) a trois nceuds de type TRI3 dont le vecteur déplacement (Up;)) est défini
comme suit :

(Uny) =1 V1 Uz V2 U3z V3)

Le champ de déplacement étant & deux composantes, il s’écrit dans 1’é1ément de référence comme
suit :

(*1
U1

_(uy [Ny O N, O N OHUZL
{U}_{v}_[o Ny 0 N, 0 N3l|ve

)
V3

Or en tenant compte de la définition de la matrice [N] telle qu’elle a été écrite en (8-04), on a :
(*1)

Uz

U1
{U} = [N {Upy} = [N]-l v, !

Donc par identification, on obtient :
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|V 0 N O N 0]2[1_5_;7 0 § 010

0 Ny 0 N, 0 N; 0 1-¢—m 0 &€ 0 7

Exemple 04 : Cas de [’élement bidimensionnel quadrangulaire a quatre nceuds QUA4 (linéaire) :

Soit donc I’élément (i) a quatre nceuds de type QUA4 dont le vecteur déplacement (U, ;) est défini
comme suit :

(Upip) =1 V1 Uz V2 uz vz Us V)

Le champ de déplacement étant & deux composantes, il s’écrit dans I’élément de référence comme
suit :

(41
U1
Uy

u}_ [Nl 0 NZ 0 N3 0 N4, 0] Uy

vl |0 N; 0 N, 0 Ny 0O N |us

U3

Uy

\v,

w={

Or en tenant compte de la définition de la matrice [N] telle que écrite en (8-04), on a :

(U1

Wy ={} = V1. {Un} = V1,2 ¢

Donc par identification, on obtient :

[N, O N, 0 Ny 0 N, 0

[N]_o N, O N, 0 N;z 0O N,

avec
1 1 1 1
MEM=7A-HA-1,  MED=70+DA-m,  NED =70 +OA+ et NEm) =71 - +)

1.3 Introduction de la matrice [B] reliant le vecteur-déformations {&} au vecteur-déplacements
nodaux {Un(l)}

La matrice [ B] est définie en introduisant la relation suivante :

{€} = [B]. {Upn»} (8-07)

Avec(e) =(&x € €&z VYxy Vxz Vyz),le vecteur déformation en un point M de 1I’élément réel et
{Un(i)} le vecteur-déplacements généralisés de 1’¢élément considéré du maillage.

En 3D, cette matrice [B] est de taille 6 par (3.n) avec n le nombre de nceuds que contient 1’élément
considéré. Cette matrice est globalement formée avec les termes de la matrice [j] (qui est ’inverse de
la matrice Jacobienne) et les dérivées des fonctions d’interpolations sur 1’élément de
dN; ON; ai

0

référenceg,a et {l. On rappelle que ces dérivées sont fournies par les tables de définition des
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éléments de référence. Le détail de la composition de la matrice [B] pour certains éléments 1D et 2D,
sera traité au paragraphe 03.

Par ailleurs, en appliquant 1’opérateur variation § a 1’équation (8-07) ci-dessus, on obtient :
{58} = [B] {6Un(1)} (8-08)
Sous une forme transposée, 1’équation précédente (8-08) peut s’écrire comme suit :

(8) = (8Un(i))[B]" (8-09)
1.4 Matrice de rigidité élémentaire et vecteur force élémentaire

En introduisant la loi de Hooke qui relie les déformations aux contraintes {o} = [H].{e}, I’expression
(8-02) devient :

W == [ (e 1H1. (3. a0+
0]
Rappelons les trois relations suivantes :

(6e) = (8Un))[BI",  {e} = [B].{Uny} et (8U) = (8Upn;))[N]"

En remplagant ces derniéres dans (8-10), on obtient I’expression trés importante de W(;) comme suit :

(6U) .{Fy}dQ + f (6U).{fs}dl (8-10)

Q) =

Wey = (8Uneo) |- j [B]". [H].[B]. dQ . {Une} + f INTT . {F,}d + 74 INTT. (£, }dr &-11)
Q2w o Trey

En posant :

K] = f [B]". [H].[B]. d2. (8-122)
Q)
{Fin} =f [N]".{Fy}da + %[N]T-{fs}dl" (8-12 b)
0] r
o)

On obtient :

Wiy = (8Uni)[=[K]- {Uny} +{F )] (8-12¢)

La matrice [K(i)] est appelée matrice de rigidité élémentaire de 1’élément (7). Pour les éléments a trois

degrés de liberté par nceud, cette matrice est de taille (3.n) par (3.n). En élasticité linéaire, cette matrice
est toujours symétrique.

Le vecteur {F(l-)} est appelé vecteur force local pour I’élément (7). En présence de forces réparties
appliquées entre les nceuds d’un €lément (ou sur une face de cet élément), 1’expression (8-12b) ci-
dessus, permet d’extrapoler ces forces de surfaces en les remplacant par des forces ponctuelles
{F(l-)}appliquées au niveau des nceuds. Elles sont également connues sous la nomination de « forces
nodales équivalentes ».
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2 Matrices de rigidités ¢lémentaires et vecteurs forces élémentaires d’un élément
barre

Reprenons le cas de I’élément barre tel que traité dans le paragraphe 5 du chapitre précédent, dans
lequel la forme intégrale faible avec hypothese de Galerkine avait été établie. Soit le modéle réel de la
barre dont le maillage est composé uniquement d’un seul élément a deux nceuds de type SEG2 (voir la
figure 01 ci-dessous).

q(x)
X7 X2
—_——> — —p — —p F )
Fj —’I Ij‘—’——‘ X
—_— = — — — —
L
Modéle réel
1 q(x) 2
£ —_— —> 7:\—» —_— £, X
X1 'L\ 1/‘ X2

Maillage élément fini de baire de type SEG2

Figure 01 : élément barre a deux noeuds

Puisque le maillage n’est composé que d’un seul élément, I’introduction de celui-ci dans la forme
intégrale faible avec hypothése de Galerkine se fait comme suit :

du(x)
dx

d
W =Wqy=—E.A [ 5( )%dx + Fp. 8u(xy) + Fr6u(a) + [[26u(x).q(x).dx=0  (8-13)

On associe a cet élément réel son élément de référence (figure 02) telle que leur relation s’écrit :

1
(O = MmE© Mg} =5a-9 a+{)

[

[ ]
Lewn
A J

Figure 02 : élément de référence associé

La matrice Jacobienne [J] étant égale a son déterminant det[]], telle qu’en dérivant totalement x (&)
par rapport a £, on obtient :

dx(§) x3—x L

U1 = det[]] = Q& > >
On en déduit que la matrice inverse [j] s’écrit comme suit
2
o -1 I
=01 =7

Or selon le paragraphe 4 du chapitre 03, on a :

du(x) o du(®)  2du(@)
o Ul d¢ L d&
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. d . " o
Ceci permet en remplacant Z;x) par son expression précédente et en calculant les intégrales dans

I’élément de référence moyennant le déterminant de la matrice Jacobienne d’écrire :

+1

+1
2 du(é)\ 2 d L
W =Wy = —E.A, f [5<L lg?) X 1;(;) 248 + Fy 5u(l) + Fp.su(—1) + f Su®).q((©).5dE  (8-14)

-1 -1

Et d’obtenir aprés développement :

+1
W=wy =224 f [ (d“(§)>dl;(;) df+FZ.6u(1)+F1.6u(—1)+% f Su(é).qx(6).dE  (8-15)
-1

On introduit I’interpolation nodale en interpolant u dans 1’élément de référence telle que :

WO = M© MO} =5-9 a+rof) 16

En dérivant u(§) on obtient :

du®) 1 <6N1(f) aNz(f)){M}
T AN TR TR U

71 1Y

Si on introduit 1I’opérateur variation § dans les expressions précédentes, on obtient :

u(®) = M) M@} =5 -0 a+fil)=gom aw{ Bl @0

Et

du($) -1
5( dé,) {6y 5u2>{1}

On remarque également que :
du(—1) =6uy; et Su(l) = du,

Ce qui permet d’écrire que :
- — Fy _ _ 0
F,6u(=1) = F.6u; = (Suy 5u2>{0} et Fdu(l) = Fp.0u, = (0w dup){p
2

En remplagant toutes les expressions précédentes dans (8-15), et en mettant en facteur (Su; 6uy), on
obtient :

+1

0 L
W =Wy = Guy buz)| - J1 f a{o}+ {3+ {n)+7 [ (158 awen. df] (8-18)
-1
Ainsi, on peut mettre I’expression precedente sous la forme :

W =Wy = (0w ou)[~[K) {Z;} +{Fo)] (8-18)
Avec

Kol =221, J] e (Fod={p)+20 {1 5 5 et s
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1-¢
1+¢
répartie q(x) le long de la barre.

Le terme % f_+11 { } .q(x(&)). dé permet de calculer les forces nodales équivalentes a la charge

Par ailleurs, si q(x) = q = cste, on retrouve facilement 1’expression :

(o} ={r}+ 503}

3 Calcul de la matrice [B] pour les éléments les plus utilisés :

3.1 Cas de I’élément unidimensionnel a deux nceuds SEG2 (linéaire):

X7 X2 X
pe 2y >
1 2 & Elément réel
1 2 =
~ 4 L -
\ 1 bl
-1 0 +1 , Len
< Elément de référence

Figure 03 : relation entre élément réel 1D a 2 nceuds (SEG2) et I’é1ément de référence

Soit I’¢lément (i) a deux nceuds tel que représenté¢ sur la figure 03 ci-dessus et dont le vecteur
déplacement (Up;)) est défini comme suit :

(Un(i)> = (U1 Uz)

Le champ de déplacements étant a une seule composante, il s’écrit dans 1’¢lément de référence comme
suit :
_ Uq _ 1 _ Uq
u@ =M N =c-¢ 1+

Ce qui implique que dans 1’¢lément de référence, le champ de déformations s’écrira comme suit :

du(¢)  dN, dN; (u, -1 1 (uy
& = = ){u}:(_ _){u}
dg§ a§  d§ 2 2 2 Y2
Par ailleurs, on rappelle que dans 1’élément réel, le champ de déformation &, est comme suit :
du(x) . du(§) 2du(d)
& = = [/] =7
dx d¢ L dé

On rappelle que la matrice Jacobienne []] est égale a son déterminant det[]], telle que:

L
U] = detl)] =
La matrice inverse [j] s’écrivant comme suit
2
= -1 _ =
=01 =3
Donc on déduit que :
_du(x) 0] du(§)  2du($)

T Tx d§ L dE
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Si on remplace dZ—Ef) par son expression ci-dessus, on déduit :
Zdu(f) 2 -1 1 uq -1 1 Uq
== == Z =(— = 8-19
a=iar =17 Pt =T Pl (8-19)

Or en tenant compte de la définition de la matrice [B] telle qu’elle a été définie en (8-04), ona :

{€} = &; = [B]. {Une)} (8-20)
Ainsi, en comparant les deux derniéres expressions (8-19) et (8-20) ci-dessus, la matrice [B] peut étre
déduite par identification comme suit :

[B] = (— -) (8-21)

3.2 Cas de I’élément unidimensionnel a trois nceuds SEG3 (quadratique) :

N Y X3 X
»o ov - >
i 2 3N , ,
\ \ < Elément réel
1 2 3 &
¢ ¢ >
-1 0 +1
< Elément de référence

Figure 04 : élément quadratique réel 1D a 3 nceuds (SEG3) et son élément de référence

Soit 1’élément (i) a trois nceuds représenté sur la figure 04 ci-dessus et dont le vecteur déplacement
(Un iy est défini comme suit :

(Uny) = (U1 Uz Us)

Le champ de déplacement étant & une seule composante, il s’écrit dans 1’élément de référence comme
suit :

th 3 3 L
u@ = (N, N N3>{ }=<—§(1—€) (1-¢2) (1+f)>{ }

Uy 2 Uz
Us 2 Us

Ce qui implique que dans 1’¢lément de référence, le champ de déformations s’écrira comme suit :

_du® 9N, N, 9N (Y1) 1 1 th
AT _<a§ 22 a€>{zi}—<—§+f —2¢ §+§>{Z§} (8-22)

Par ailleurs, rappelons la relation entre 1’élément réel et I’é1ément de référence :

o N G N 3 o
X&) = (N,() Ny(®) N3(5>>{§z}=<7(1—<’) (1-¢2) 5(1+f>>{ }
3

X2
X3
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Aprées développement, cette relation s’écrit :

1 1
x(§) = E(xl — 2x, 4 x3)&2 +§(x3 —x1)§ + x;

La matrice Jacobienne []] étant égale a son déterminant det[/], telle que:

d 1 L
U1 = detl) = 522 = G = 22, #2006 + 5065 = 1) = (3 = 23, + 306+

La matrice inverse [j] s’écrira comme suit

Ul1=0U1"= detl]

Donc on déduit que :

_du _du@® 1 du®)
& T T = Ul d¢  det[]] d&

Si on remplace dl;—(;) par son expression (8-22) dans I’expression (8-23) ci-dessus, on déduit :

(8-23)

1 0N, 0N, aNg) {51}_

~ 11 N s
Sx_det[/]<6€ 98 0f det[/](_EJrf —% E”) 2

2
Uz Uz

Or en tenant compte de la définition de la matrice [B] telle qu’elle a été écrite en (8-04), on a :
{e} = &y = [B].{Unw)}

Et en comparant les deux derniéres expressions ci-dessus, la matrice [B] peut étre obtenue par
identification comme suit :

Bl=——(—24¢ 2t Lip= - (L1 2 Lvp (829
det[J]" 2 2 (x; — 2x, +X3)f+% 2 2

3.3 Cas de I’élément triangulaire a trois neeuds TRI3 (linéaire) :

1

Cery) (1.0)

¥ Vg

Elément reel Elément de référence

Figure 05 : élément triangulaire réel 2D a 3 nceuds (TRI3) et son élément de référence
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Soit I’élément (i) triangulaire a trois nceuds tel que représenté sur la figure 05 ci-dessus et dont le
vecteur déplacement (Up ;) est défini comme suit :

(Up@y) = (U1 V1 Uz Vz Uz V3)

Le champ de déplacement étant & deux composantes, il s’écrit dans 1’¢lément de référence comme
suit :

(*1
U1
(U} = {u(f.n)} _ [N1 0 N, 0 N O]Juzl
v(&,m) 0 Np 0 N 0 Ns]|v2
u3J
U3
On définit dans 1’élément de référence, le champ de déformations comme suit :
ouE,n)y [om o M 0Ny 7]
0§ o a a ”
ouEn)| | on, 9N ()
] on an an an Uz gs
et =taven (=] o M o M o M ffu G2
& ¢ 0¢ 0¢ ku?) }
ov(E,m) o M N, N | 73
. anp ) L on an an_|

Or les fonctions d’interpolations et leurs dérivées partielles sont comme suit :

NEm=1=¢—m, N(@Em=¢§ et N(§m)=n
NEm) o MG
a¢ an
aNz(fﬂ?) — aNZ(f! 77) =0
a9 on
dN3($,m) dNs(§,m)
— =0 ——=1
a9 on
En les remplagant dans 1’expression (8-25) précédente, on aura :
(0u($,m)
a9
(*1)
mEM| -1 0 1 0 0 07|n
on -1 0 0 0 1 0fJw
YovEem(= 1o =1 0 1 0 o)v (8-26)
9 0 -1 0 0 0 1l]us
v (&) .
\ Jdn )
Par ailleurs, la matrice Jacobienne [J] de 1’élément triangulaire TRI3 étant connue (voir chapitre 05)
telle que:
X21 Y
U= [xzi yiﬂ avec  Xij =X — X ety =YY
Avec det[J] = x21.V31 — X31.Y21=2A ol A est I’aire du triangle
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L A _ -1 L (Y3—Y1 Y1 Y2\ _ 1 (V31 Y12
La matrice inverse Gl=Ul""t'= ™ (x1 Xy xp— x1) = (x13 x21)

peut étre utilisée comme suit (voir paragraphe 4 chapitre 03) :

(0u(x, ) (ou(, ) fau(f )
L benl o Lot vl o |
ou(x,y) [~ V) ou(g,n) x13 x21 du(é,n)
o ) Ton ) on )
ey (Em) (0vEm)
ot 0x - il ¢ _ L(Y31 Y12) 9
ov(x,y)( — ov(En) [ 2a\x13 x21/ Jov(é,n)
oy L o ) L o )
En développant cette écriture matricielle, on aura :
(Ou(x,y) 1 au(f,n) au(f )
ox _ﬁ(y” o Nz )
ou(x,y) _ ( _au(s‘ 77) au(f n))
Loy (827)
v y) _ i (y31 617(6 m av(f n))
ox 2A '
oviry) 1 (x av(f m, av(f n))
dy 2A\"1¥

Par ailleurs, le vecteur-déformations (¢) dans 1’élément réel est connu par ses composantes suivantes :

Juxy) dv(xy) Julxy) Ivlxy)

= (& & 'y —
=GB = ox dy dy ox ))
Si on remplace ces composantes par leurs expressions établies en (8-27), on aura :

ou(é,n)

ou(x,y) ER
9 qu,n)
av(;c, %) Y31 Yiz 00 J|—5 =

dy =% 0 X13 X21 () (8-27)

du(x,y) | v(xy) Y13 X1 Va1 Vizf | =3¢
24 ox av(E,n)

on

6u(f n)  ou@m) ovn) 3V(§ 1)
an F

D’autre part, en remplacant le vecteur (
26) dans (8-27), on aura :

) par son expression établie en (8-

ou(x,
[ o100 o)

av(x,y) s Yz 00 N1 0 0 0 1 0w
i oy t X13  X21 1010 0{ } (8-28)
ou(x,y) av(x y) x13 x21 Y31 V12 0 -1 00 01 {uJ

dy J v

Finalement, on obtient :
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du(x,y) uy

0x v
ov(x,y) 1 Yoz 0 gy xO Y12 xO u;
dy =571 0 x32 O y13 0 y21 i (8-29)
lau(x' ) N av(x, y)J X32 Y3 X13 731 X211 V12] |y4
dy ox U3

En tenant compte de la définition de la matrice [B] telle qu’elle a été introduite en (8-04), dans
laquelle on a :

{€} = [B].{Un(} (8-30)

En comparant les deux derniéres expressions ci-dessus (8-29) et (8-30), la matrice [B] peut étre
déduite par identification comme suit :

1 Y23 0 ¥ 0 Yz 0
0 x35b 0 X3 0 X2 (8-31)
X32 Y23 X13 V31 X21 Y12

[B]

B (X21-¥31 — X31-Y21)

On remarque dans (8-31) que les termes de la matrice [B] sont constants et ne dépendent que des
coordonnées des nceuds. Ce qui permet de constater que le champ de déformations (et donc de
contraintes) est constant a ’intérieur de 1’élément triangulaire TRI3.

4 Matrice de rigidité d’un élément triangulaire en contraintes planes :

Reprenons I’élément triangulaire TRI3 de la figure 05 ci-dessus d’épaisseur ¢, de module de Young E,
de coefficient de Poisson v et d’aire A. Cet élément se trouvant dans un état de contraintes planes en
comportement élastique, la relation de Hooke contraintes-déformations est comme suit :

{o} = [Hcpl - {e}

Avec

Ox Ex 1 v 0 Ex

E

{a}={0y}=[ﬂw]{€y}=l_vﬂ Lo {fy} ot & =—=(0x+0,) (8:32)
Txy Vxy 0 0 E(l—V) Vxy

Comme déja vu dans le paragraphe (1-4) plus haut, le calcul de la matrice de rigidité de cet élément
fini se fera en appliquant la formule de 1’expression (8-12a) en 2D sous un état de contraintes planes :

[Koy] = f [B]T.[Hcp].[B].dQ. (8-33)
Q)

En effet, la matrice [B] ayant déja été calculée dans ’exemple 03 précédent, la matrice [H.p| étant
rappelée dans (8-32), il suffit donc de remplacer ces deux matrices par leurs expressions respectives
dans (8-33) pour obtenir :

Yoz 0 X3

0 x 1 v 0
E y 82 3{/23 v o1 0 Yas0 0 y;i 0 Yz 0
(K] = -~ zf 31 3 1 0 x5, 0 X3 0 X(dQ
(1 =v9) 01 31 = X1 Y21) 0 %5 Ysiilg o Z1—w)|legy yas xs Yo w2
2

2w l%z 0 x21J
0 X1 Y12

En faisant sortir tous les termes constants de I’intégrale, on obtient :
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[}’23 0 X3
0 x
E 82 Yas|[l v 0 V23 Y31 0 3’12
[K(i)] _ ( 50 i V31 xi3|lv 1 L 0 0 x5 0 x21 f do
1 —=v2)(x21.¥31 — X31- Y21 X13 Y31 (1 —
V12 0 Xp1 | 0 0 2 (1 V) X32 Y23 X13 y31 x21 Y12 Qs
l 0 X1 Y12

Puisque fﬂ(_) dQ = A.t = volume total de I’élément, et (X51. Y31

— X31.V31) = 24, on aura finalement :

[}’23 0 X3
0 x 1 v
t.E y 82 :3):23 v 1 y23 V31 0 Y2 0
Kol=77a=50 x. yo 0 *3 0 Xz
A (1-v%) 13 Vsiifg o = (1 —v) x32 y23 X13 Y31 X1 V12
Yiz 0 xp
0 X1 Y12
Apres calculs, on obtient finalement la matrice de rigidité élémentaire suivante :
-(}’232 (V. y23. %3, 23-¥31 (v.y23.%13 (V23- Y12 (V. y23. %21 -
+C.x3,2) +C.x35.%13) + C.X35.%13) + C.X35.Y31) + C.Xx35.%21) + C.X35.Y12)
Svm Xar? + C. 2 (V. x32.¥31 (X32- %13 (V. X32. Y12 (x32- %21
Y 32 Va3 + C.y23.%13) '(" C.¥23-Y31) '(" C.¥23-%21) 2‘ C.¥23-Y12)
Sym S 24 Coxa? V.Y31-X13 V31-YV12 V.Y31-X21
[K(i)] =M. Y ym Y1 13 + C.x13.y31) 2‘ C.x13.%21) 2‘ C.%13.Y12)
Sym Sym Sym X122 + C.via? V.X13-YV12 X13-X21
Y Y Y 13 Y13 + C.y31.%21) 2‘ C.x21.Y12)
Sym Sym Sym Sym 24 C.xq2 V- Yi2-X21
y y y Y V12 21 + C.X21.Y12)
— Sym Sym Sym Sym Sym X21% + C.y12
Avec :
t.E Xoq. — X31. 1—-v
_ 4= 21-Y31 31 Y21 et C =
4.A(1 —v?) 2 2

5 Calcul de forces nodales équivalentes a des charges réparties :

L’expression (8-12b) permettant de calculer les forces nodales équivalentes a des charges réparties est
rappelée ci-dessous :

(Fo) = [ N7 (Rada+ § N7 gfar
R0

Dans ce qui suit, nous allons voir quelques cas d’applications pratiques de cette expression.

®

5.1 Charges nodales équivalentes a des forces de volume-cas de I’élément barre 1D :

On considére une barre de longueur L et de section transversale d’aire A et de poids spécifique y(=
p*g) (p et g étant respectivement la masse volumique et 1’accélération de la pesanteur). Cette barre est
définie le long de I’axe x. Elle est située entre les points d’abscisses x; et x, et maillée avec un seul
¢lément de barre de type SEG2 (linéaire a deux nceuds). Disposée verticalement, cette barre est
soumise a des forces de volume dues a son poids propre dont la résultante est égale a son poids total

Vu I’absence de forces de surfaces {fs} = {0}, I’expression (8-12b) se trouve réduite a :
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{Fn} = fﬂ [N1T . {F,}dQ

®
Pour I’élément barre a deux neeuds, la matrice [N] (voir exemple 01 paragraphe 1.2 ci-dessus) s’écrit :

V)= (N Mpp=(1—§ 148

Pour leur part, les forces par unité de volume {F,} =y =p.g

En remplagant [N] et {F,} par leurs expressions respectives, on peut écrire :

{F(i)}={£:}=fn [N]".{Fy}dQ = f%{i;g}.y.dﬂ

® Q)

Or
di = A.dx
Donc
Xz
ol ={ef=n [305 v e
X1

Moyennant le déterminant du Jacobien, on peut écrire :
L
dx = det[]].d¢ = E.df

Ainsi, le calcul de cette intégrale dans I’¢lément de référence sera comme suit :

+1 +1 52
A (1-8 L AL _ ALIS 5 AL
Fo}={a} =5 | 5 d 5= | (i ee=5 A ==
-1 -1 [E+7_1
Finalement :
v-A.Ly - (Pr
Fo}={n)=1,2,1=12
T2 2

L’interprétation physique de ce résultat consiste a remplacer le poids propre uniformément répartie
dans la barre par deux forces nodales équivalentes dont I’intensité de chacune est égale a la moitié du
poids total de la barre Pr.

5.2 Forces nodales équivalentes aux pressions exercées sur le c6té d’un élément triangulaire
TRI3 :

On considére une paroi métallique mince de forme triangulaire, de faible épaisseur =3mm et
modélisée dans I’espace (x,y) en 2D par un maillage composé d’un seul €lément triangulaire a trois
nceuds de type TRI3 dont les coordonnées sont affichées en centimétres (figure 06).
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X

v

(0,0) Elément 01 (20,0

Figure 06 : paroi métallique mince de forme triangulaire

Cette paroi subit des pressions uniformes sur le coté 1-2 égales a p=50 MPa. Calculer les forces
nodales équivalentes a cette pression. Le poids propre de cette plaque est considéré comme
négligeable.

Solution

Notre plaque étant modélisée en état bidimensionnel de contraintes planes avec un maillage composé
d’un seul élément. Les coordonnées des nceuds étant mentionnées en cm sur la figure 06 ci-dessus, la
résultante des forces de pression exercées sur le coté 1-2 est égale a :

Ry =p.Li_,.t =5x20x0.3 =30 KN

Vu I’absence de forces de volume {F,} = {0}, le calcul des forces nodales équivalentes consiste a
utiliser I’expression (8-12b) qui se trouve réduite a :

{F(i)}ZﬁrF(_)[N]T-{fs}dF avec (Fiy) = (Fix  Fiy Fax Fpy F3 Fzy)

On associe cet élément réel a son élément de référence (figure 07). On rappelle que la matrice [N] a
été introduite grace a la relation :

_ (u&m) _
) = fuge.m} = V-{Uno)

(1.0)

(0.0) Elément réel (20,0) Elément de référence

Figure 07 : Représentation de 1’élément triangulaire réel 1 et de son élément de référence associé
Avec

(Upip) = (U1 V1 Uz VU Uz V3)
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Telle que :

Uy
U1
(U} = {u(f,n)} _ [N1 0 N, 0 N 0] Uz
v(¢,n) 0 Ny 0 N 0 Ns]|v2
Us
v;)
Et
0 N 0 N, 0 N3 0 1-¢§—=nm 0 ¢ 0 7
Concernant le vecteur {fs} représentant les forces par unité de surface, on peut écrire :
0
=1

p : étant la pression exercée

Si on remplace la matrice [N]7et le vecteur {fs} par leurs expressions respectives dans celle de {F(l-)},

on aura :
(Fix) [1-¢-7 0o
[ Fiy | 0 1-¢&—n
F, $ 0 0
Fol=1\g, (= 3€ NI {fs}dl" = 55 0 ¢ {p}dr
Fa |l Tro Tr n 0
kF3y) L 0 n .
En développant le produit matriciel, on obtient :
0
1-¢—n7
0
(Fo}= $WItFdar =p.fp ¢ ¢ far
Trg) o l 0o |
n )

Or FF(i) = t.(L,_,) car la pression extérieure agit uniquement sur le coté 1-2 d’épaisseur ¢ . Ce coté 1-

2 est porté par I’axe x dans I’élément réel donc dI” = t.dx

On peut donc écrire :

Ub}=ptf

b1z |
U on )

Pour pouvoir intégrer dans 1’é1ément de référence, il va falloir retrouver la relation x(&,n) qui nous
permettra par la suite de remplacer dx par d¢ dans I’intégrale ci-dessus.

X X4
x(§,m) = (Ny(&m)  N2(&n) A%(&n)){i2}==((1-f-n) § n){§2}
3 3
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Apres développement :
x(§m) = (2 —x1)5 + (xz3 —x))n+x, = (20— 0)§ + (0 - 0)n + 0 = 20§
Finalement :
x(&,m) = 20¢  ce qui implique que dx = 20.d¢

L’intégrale étant calculée sur le coté de I’élément de référence correspondant au coété Li_, de
I’élément réel. Sur I’élément de référence, ce coté correspond mathématiquementa 0 <& <letn =
0. D’ou I’intégrale :

0 o [ 0 071 0
62 12
1-¢ §—7 =3 o] [10-p-t]
- 1] 0 _ 0 | _ 0 |_ o] o
{Fi} = 20.p.t. [ g (€ =20pt) o | =20pt) p —20.p.t.|0.5| 10.p.t
0 2 2 0 0
l 0 J 0 0 loll o |
L0 L0

L’interprétation de ce résultat consiste en 1’égale répartition de la résultante totale Ry sur les deux
nceuds du bord chargé de la plaque. Ces deux forces sont donc les forces nodales équivalentes aux
forces par unité de surface (ou pressions) appliquées sur un coté de cette plaque (figure 08 ci-dessous).

A Vv

R R
pression unitorme p

Figure 08 : Résultat de calcul d’extrapolation de forces surfaciques p aux nceuds d’un triangle TRI3 d’épaisseur ¢

5.3 Forces nodales équivalentes aux pressions exercées sur plusieurs triangles TRI3
adjacents :

En général, les maillages sont souvent composés de plusieurs ¢léments. En particulier, les zones
situées aux frontiéres du maillage et soumises aux forces surfaciques extérieures sont €galement
composées de plusieurs €léments adjacents. Il serait donc intéressant d’analyser la distribution sur ces
frontiéres de ces forces nodales équivalentes a ces forces surfaciques et, par la suite, de les comparer.

A cet effet, considérons une plaque rectangulaire de longueur L et de faible épaisseur ¢. Cette plaque
est modélisée en état bidimensionnel de contraintes planes avec un maillage composé d’éléments
triangulaires linéaires de type TRI3. Cette plaque est soumise a des contraintes uniformes de
compression p sur son c6té longitudinal (figure 09 ci-dessous). De longueur constante et égale a (L/4),
chaque co6té des quatre éléments est soumis a cette compression uniforme. Ainsi, la résultante des
contraintes agissant sur chaque triangle est égale a (p.t.L/4). L’extrapolation donne pour chaque
triangle une égale répartition de cette résultante sur ses deux nceuds tel que chaque nceud du triangle
recevra la moitié ¢’est-a-dire une force nodale égale a (p.t.L/8) (figure 10). Lorsqu’on additionne ces
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forces nodales lors de ’assemblage du vecteur force global, on obtient le résultat illustré sur le
maillage de la figure 11 ci-dessous.

E ‘
/ N

\ / g

yan

rrrrrrrrrrerrrreeTt

Contraintes uniforines de compression p

Figure 09 : plaque maillée avec des ¢léments TRI3, de longueur L et d’épaisseur t
et soumise a des contraintes de compression uniformes

Figure 10 : Résultat de la premiére étape de calcul d’extrapolation de forces surfaciques p aux nceuds a I’intérieur de
chaque triangle TRI3

’ /:. /-\ I\

A | |
P.t.L/8 P.t.L/4 P.t.L/4 P.t.L/4 P.tL/8
— U4 —pe— /4 —e U4 L4 o

Figure 11 : Résultat de calcul aprés I’assemblage du vecteur forces globales

Ainsi, en observant les figures précédentes, on constate que la pression répartie de maniére uniforme,
se transforme en un ensemble de forces égales uniquement au niveau des nceuds intermédiaires. Les
nceuds extrémes reprennent la moitié des forces nodales appliquées au niveau des nceuds
intermédiaires. Ce résultat concerne les éléments linéaires de degré 1. Qu’en est-il de la distribution
des forces nodales équivalentes aux pressions exercées sur les frontieres des éléments de degré 2
(quadratiques) ? C’est ce que nous allons voir dans le paragraphe suivant.

5.4 Forces nodales équivalentes aux pressions exercées sur le c6té d’un élément triangulaire
quadratique TRIG6 :
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Reprenons I’exemple du paragraphe 5.2 de la paroi métallique mince de forme triangulaire, de faible
épaisseur r=3mm et modélisée cette fois par un maillage composé d’un élément triangulaire
quadratique a six nceuds de type TRI6 (figure 12). Si on applique la formule d’extrapolation des
efforts répartis que nous rappelons ci-dessous, on trouve (figure 12 a droite) comme résultat que la
résultante Rt ne se partage pas entre les nceuds de maniere uniforme (voir exercice 03 ci-dessous). En
effet, on constate que le noceud intermédiaire reprend les deux tiers de cette résultante Rt alors que les
deux nceuds extrémes reprennent chacun un sixieme de Ry.

(Foy) = 3§ [NT".{f;}dr

Trq)

o

20,0) X

2
AR

Contraintes uniformes de compression p

Figure 12 : Résultat de calcul d’extrapolation de forces surfaciques p aux nceuds d’un triangle TRI6 d’épaisseur ¢

5.5 Forces nodales équivalentes aux pressions exercées sur plusieurs triangles TRI6
adjacents :

Concernant le cas de plusieurs éléments quadratiques (dans notre cas triangulaires de type TRI6)
adjacents et soumis a une pression uniforme, reprenons le cas de la plaque rectangulaire du paragraphe
5.3. Cette plaque est cette fois modélisée en état bidimensionnel de contraintes planes avec un
maillage composé d’éléments triangulaires quadratiques de type TRI6. Soumise a des contraintes
uniformes de compression p sur son c6té longitudinal (figure 09 ci-dessus), chaque c6té des quatre
triangles est donc soumis a cette compression uniforme dont la résultante (agissant sur chaque
triangle) est égale a (Rr=p.t.L/4). Comme déja vu dans le paragraphe précédent 5.4, Les calculs
d’extrapolation ont donné pour chaque triangle une répartition non uniforme de cette résultante telle
que les deux nceuds extrémes regoivent chacun (Ry /6) alors que le nceud intermédiaire regoit une force
nodale égale a (2* Ry /3) (figure 13). Lorsqu’on additionne ces forces nodales lors de 1’assemblage du
vecteur force global, on obtient le résultat illustré sur le maillage de la figure 14 ci-dessous. Ainsi, on
constate que plus on augmente le degré d’interpolation de nos éléments, plus 1’allure de la distribution
des forces nodales s’éloigne de 1’allure réelle et uniforme de la distribution de la pression surfacique.
Ce qui constitue un inconvénient.

=) = e ) e = ) e = ?
3 ™ 3 4 * 3 3 * <4 B ~N 24
P o ] Al = = @ o)

o)) ] o 5 o3 [o3) = @ >

= = -~ a4

w w w w
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Figure 13 : Résultat de la premiére étape de calcul d’extrapolation de forces surfaciques p aux nceuds a I’intérieur de

chaque triangle TRI6
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Figure 14 : Résultat des calculs aprés 1’assemblage du vecteur forces globales

6 Calculs en état bidimensionnel de déformations planes : cas de la modélisation
d’une digue de barrage d’eaux avec un élément triangulaire TRI3

Soit la digue en béton du barrage poids d’Oued-Fodda (wilaya de Chlef Algérie) de 190 m de
longueur. La coupe transversale de cette digue présente une forme triangulaire avec une hauteur
h=101m et une base en fondations b=68 m (figure 15). Dans le cadre d’un calcul préliminaire en état
bidimensionnel 2D de déformations planes, on désire modéliser cette digue en comportement élastique
avec un maillage composé d’un seul élément fini linéaire de type TRI3. Il est demandé de :

1- Calculer les forces nodales équivalentes au poids propre de cette digue

2- Calculer les forces nodales équivalentes aux pressions hydrostatiques exercées par les eaux
retenues par cette digue.

3- Calculer la matrice de rigidité de cette digue

4- Le nceud 1(appelé « talon ») étant bloqué uniquement en déplacement vertical (uy,;=0) et le
neeud 2 étant bloqué suivant les deux directions (u,=uy,=0), calculer le vecteur déplacement
en créte du neeud 3 (us= ? et uys= ?) ainsi que le déplacement horizontal (uy,= ?)

y 9 'g?

2 (0.101)

(68.0)

2

Y

(1.0

Iy

L J

Figure 15 : Modélisation de la digue du barrage de Oued-Fodda soumise & une pression hydrostatique
par un élément TRI3 (a gauche) associé a son ¢lément de référence (a droite)
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Solution :

1- Le Calcul des forces nodales équivalentes {F(l-)}au poids propre de la digue se fera selon
I’expression (8-12b) telle que :

{F} = fﬂ [N]T .{F,}dQ

®

Avec (F(i)) = (le Fly FZx FZy F3x F3y>
w=[V O N 0 N 0]:[1_5_;7 0 §0mn 0
0 N 0 N, 0 N 0 1-¢—n 0 ¢ 0 7

Concernant le vecteur {F,} représentant le poids volumique (ou spécifique) de la digue, celui-ci
posséde deux composantes :

- Une composante nulle selon la direction horizontale ou bien I’axe x
- Une composante verticale portée par I’axe y égale a y, = 25 KN/m® mais dirigée vers le bas en
sens contraire de 1’orientation positive de ’axe y

Par conséquent :
0 0
v} = {_'Yb} B {—25}

Dans 1’élément de référence, le calcul de {F(i)} est donc comme suit :

{Fo} = L [N]T .{Fy}.det[]].d¢&.dn

réf

Les composantes de {F,} étant constantes, 1’écriture du vecteur {F,} reste inchangée aussi bien dans
I’élément réel que de référence.

La matrice Jacobienne [/] et son déterminant sont comme suit :

=l yol=lo-x %-nl=[5 &

det[J] = b.h = 101 * 68 = 6868 m?>

Si on remplace la matrice [N]7, det[]] et le vecteur {f,} par leurs expressions respectives dans celle
de {F(l-)}, on aura :

{Fl,q 1-
Fly

=21
)

En développant le produit matriciel, on obtient :

[NIT.(F, }. det[]]. d£.dn = b. h j

Arg f

5 Jaca

réf

=S OV OV ©
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1-¢—n

(
|
{Fo} = {52; } = —vb-b.thréfi

)
I
j dé. dn

Pour calculer I’intégrale ci-dessus dans 1’élément de référence, on applique la méthode de quadrature
de Gauss-Legendre. Les polynémes a intégrer (1 —& —n) , & etn étant tous de degré 1, le choix
d’un schéma d’intégration a trois points de Gauss =3 correspondant a la figure 3-c du tableau 02 du

chapitre 06 (et qui est reproduit dans la figure ci-dessous) et dont I’ordre m=2 vérifie la condition m >
i+j donc m > 1. On rappelle que :

S OO v O

. . , 1 . . 1
le premier point de Gauss est de coordonnées & =1, = - avecun coefficient poids wy = -

. . 2 1 . .
le second point de Gauss est de coordonnées &, = 3 ¢tz = - avecun coefficient poids w, =

|| olr

L . . 1 2 : :
le troisieme point de Gauss est de coordonnées &3 = - etnz =7 avecun coefficient poids ws

1 [

(0.0) (1.0)

Ainsi, on peut calculer les intégrales ci-dessus comme suit :

)

3

(1—E—n)-d€-dn=Zwi-<ﬂ(fi.m)=W1-(1—€1—771)+ Wwo. (1 =& —m) + wi. (1 -85 —1n3)
i=1

ﬂ 1 2 L) 1/ 1.2y 1

Ares 6 3 6 6 6 3) 6

2 1/1\ 1 /2y 1/1\ 1
§.dé.dn =zwi-<ﬂ(fi,m‘) =wp. &+ W&+ wal &3 =g-(g)+ E'(§)+ E'(E) =5
i=1

réf i

réf

1 1 1
(1_5_77)‘15‘17]:8(1—6—6)4—

)
)

Finalement

réf

0
[1/6]

0
{Fo}=—1pb-h{1/6
0
1/6

Ainsi, sachant que le poids total résultat d’un trongon de digue de longueur unité est égal a

1
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On constate que les calculs ont donné une égale répartition du poids total sur les trois nceuds.
L’explication de ce résultat, qui semble irréaliste, réside dans le fait d’avoir utilisé un maillage trés
grossier compos¢ uniquement d’un seul élément fini de type TRI3 et de degré 1.

2- Le calcul des forces nodales équivalentes aux pressions hydrostatiques exercées par les eaux
en amont de la digue, consiste a utiliser I’expression (8-12b) telle que :

(Foy) = 3§ [NT".{f;}dr
Trg

La matrice [N] ayant déja été introduite dans la question précédente, quant au vecteur {fs}, celui-ci
posséde deux composantes :

- Une premiére composante horizontale (selon 1’axe x) non nulle et dépendant de y telle que :

fsx = Yeau- (h — y) avec Yeqy = 10 KN/m3
- Une seconde composante verticale (selon I’axe y ) nulle telle que : f5,, = 0

Ainsi

{fs} = {}Cz;} — {Veau- (: - Y)} — {10- (1%1 - Y)}

Ainsi, pour calculer {F(i)} dans 1’élément de référence, on doit trouver 1’expression de la relation
suivante :

3
y(&n) =ZNi CEmMyi=Q-¢&=m.y1 +&Y, +n.y3=0+0+n.h

i=1
Donc
y(&n) =hn =dy=nh.dn

Ainsi {fs} s’écrit dans 1’é1ément de référence comme suit :
— [Yeau- (h —h. TI) — (1 - TI)
(s = {Feaw MY =y {0 ) P

Si on remplace la matrice [N]7et le vecteur {fs} par leurs expressions respectives dans celle de {F(i)},
on aura :

{(1 - 77)} ar

Trq) R0)

:
(Fo}= §NIT(r =peah § |6
n
0

En développant le produit matriciel, on obtient :
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(=& —=m)(1—=n)
0

{F(i)} = Yeau- h-ﬁ l 6(10_ n) Ldr

Fa
L n(1—mn) J
0
Or I, =e. (L1—3) = 1.(L;_3) car la pression extérieure agit uniquement sur le c6té 1-3 d’épaisseur
unité (e=Im). Ce coté 1-3 est porté par I’axe y dans I’élément réel. On peut donc intégrer dans
I’élément de référence en remplacant dy par (h.dn) tel que :

A-&-m@A-n A-¢&-mA-n)
A [T
{F(i)} = Yeaqu- h- E(10_ m) rdy = Yeau-h-f 5(10_ m) h.dn
Li_3 0
n(l—mn) n(1—mn)
0 J 0
(1-¢&—-m( —n)]
! <’<10 )
R -7
{F(l)] = Yeau: hZ-J;) 3 0 dn
n(—mn)
0

L’intégrale étant calculée sur le coté de I’élément de référence correspondant au cété Li_3 de
I’¢lément réel. Sur I’élément de référence, ce coté correspond mathématiquementa 0 <n <leté =
0. D’ou en remplagant & par sa valeur, cette intégrale devient :

(1 =m (A —n) 1-2.n+7n°
I IR
{F(i)} = yeau-hz-f 0 dn = Veau-hz-f 0 dn
0 0
l n(l—mn) J l n-n? J
0 0
3_1
2
n-ntt g [1/3]
0 0
{F(i)} = Yeau- h?. 8 = Yeau- h?. 8
v _r |1/6]
2 3 0
0 o
Ce résultat montre qu’en utilisant 1’élément linéaire TRI3 que le nceud 1 (dit talon de la digue) reprend
2
une force nodale équivalente d’intensité égale a F; = %, tandis que le nceud 3 (sommet ou crete
2
de la digue) reprend une force nodale équivalente d’intensité égale a F; = % (figure 16 ci-

dessous).
On voit bien que la somme des deux forces nodales F; et F; est égale a la résultante des pressions

_ Veau-h2

hydrostatiques Ry = >
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a 2
3 (0101} F3=M —@ (0.101)

(68.0}
X
Y b >

wh 1
2 >
Figure 16-a : Forces nodales équivalentes (a droite) a une pression hydrostatique
exercées sur la paroi verticale de la digue (a gauche).
3- La Matrice de rigidité de cette digue se calcule en état bidimensionnel de déformations planes
selon la formule de I’expression (8-12a) telle que :

(68.0)

K] = f [B]".[Hppl.[B].d2. (8-34)
Qe
La matrice de raideur reliant les contraintes aux déformations est issue de la relation en état de
déformations planes :

{0} = [Hppl . {e}

Oy Ex 1—-v v 0 Ex
E
{U}:{O-y}:[HDP]{EY}:—_ v 1-v 0 {gy}
Txy ny (1-2v)(1+v) 0 0 % -V ny
v.E

et g, =v. (ox + ay) = m(ex + sy)

Avec

(8-35)

Sachant que le module d’élasticité transversale

G = E t ta=1 tb—(l_zv)l tri [H ]I' it
_2(1+v) et enposant a = vetb = > ,la matrice |Hpp| s'écrit :
gle v O
[HDP]=EV a 0
0 0 b

En effet, la matrice [B] ayant déja été calculée dans I’exemple 03 du paragraphe 03 ci-dessus, la
matrice [Hpp| étant rappelée dans (8-35), il suffit donc de remplacer ces deux matrices par leurs
expressions respectives dans (8-34) pour obtenir :

Yz 0 X3
0 X3 Vo3
G [¥:1 0 x5
K| =—
[ (1)] bA? f 0 X153 Y1

Yiz 0 Xy
0 2 3’12J

v a 0/]0 x5 0 X3 0 Xz
0 0 bllxsy yu3 x5 Y31 X1 Y1z

a v 0]y 0 y;1 0 Yz 0
aq

Q)

En faisant sortir tous les termes constants de I’intégrale, on obtient :

[Y23 0 X32]
0 X33 Y3
G |y 0 x.ll@ v O]z 0 ym 0 Yz 0
[K(L)]_ 31 13 v a 0 0 x3 0 X13 0 X1 do
p. A% 0 xi3 y3
. [yu 0 Xy 0 0 bllxsz ya3 x13 Y31 X1 V12 e
0 X201 Y12

135



Puisque fﬂ(,) dQ = A.e = volume de 1’¢lément considéré, et puisque on considére uniquement un
L

trongon de longueur unité tel que e= Im, on aura la matrice de rigidit¢ de la digue par unité¢ de
longueur :

[}’23 0 x32]

0 x
G.1|ys, 82 iiz a v 0][Ys 0 ¥y31 0 Yz 0
N === X 0 x
[K(l)] bal 0 xi va v a 0[]0 x3, 0 13 21

Y12 0 xy

J 0 0 bllxzz Y3 %13 V31 X1 Y1z
0 Xx21 Y12

Apres calculs, on obtient finalement la matrice de rigidité élémentaire symétrique suivante :

(ayzs* (v.¥23. %3, (a.y23-Y31 (v.y23- %13 (a.¥23-Y12 (v.y23- %21
+ bx3,?) + b.Xx35.Y73) + b.x35.%13) + b.x35.¥31) + b.x35.%21) + b.x32.Y12)
sym (a.x352 (V. x32-¥31 (a.x32- 213 (V. X32- Y12 (a.x32.x21
+b.y,3%) + b.y23.2x13) +b.Y23.¥31) + b.Y3.%21) + b.Y23-Y12)
(a.ys; (v.y31.%13 (a.¥31.Y12 (V. y31. %21
sym sym
ko] =& Y Y +b.x;52) *bdipyn) kb)) +bos i)
i == .
b.A (a.x13 (V. x13. Y12 (a.x13. %24
sym sym sym
4 > > +b.y31?) + b.y31.2x21) + b.x21.¥12)
(a.y12 V. y12- %21
sym sym sym sym
24 V V 24 + b.lez) + b'le'yIZ)
sym sym sym sym sym (@.x5,*
- +b.y152) =

AN :
Si on adopte comme valeurs de propriétés matérielles du béton E= 30 GPa et v=0.2, on aura

12.5 * 10°N (1-2%0.2) _

G=12.5GPa=T=12.5* 10°KN/m?, a=1-02=08etb = >

0.3

L’aire de la coupe transversale de la digue étant A = 68 * % = 3434 m?

Ainsi, la matrice symétrique de rigidité [K (1)] s’écrit dans le systéme d’équations a résoudre comme

suit:
9,548 3,434 —8,1608 -2,0604 -13872 —1,3736 | Fa
sym 6,7595 -1,3736 —3,0603 -—2,0604 —3,6992 U Fyl
e .| om wm 81608 0.00 0.00 13736 | | V1 F
125 « 10°+10° | gy ym sym 3,0603  2,0604 0.00 Uzl _ ) a2
0.3 * 3434 sym sym sym sym 1,3872 0.00 ZZ Fya
3 F
sym sym sym sym sym 3,6992 U3 k Fx3 )
- L y3
4- Le nceud 1(ou bien le talon) étant bloqué uniquement en déplacement vertical (v; = 0) et le

nceud 2 étant bloqué selon les deux directions (u, = v, = 0), calculer les composantes du vecteur-
déplacements en créte du nceud 3 (u; =? et v3 =?) ainsi que le déplacement horizontal (u; =?) du
nceud 1 (enfoncement horizontal du talon sous ’effet de la pression hydrostatique)

La détermination de ces déplacements exige la résolution du systéme d’équations précédent :
[K].{U} = {F}
Avec [K] = [K (1)] car notre digue est maillée avec un seul élément TRI3
et (Uy=(uU1 V1 Uz Vz Uz V3) et(Fy=(Fx1 Fy1 Fxa Fyp Fyz Fy3)
En tenant compte des conditions de blocage des nceuds citées ci-dessus telles que : v; = u, = v, =0,
donc les valeurs non nulles qui restent inconnues a déterminer sont u4, U3z et v3.
Ainsi le vecteur (U) s’écrit: (U)=(u; 0 0 0 wuz w3).
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Par ailleurs, aux degrés de liberté des nceuds bloqués, correspondent des réactions d’appuis non nulles
qui sont également des inconnues a déterminer Fyq1, Fy, et F,

Pour leur part, F, et Fysreprésentent les forces nodales équivalentes a la poussée hydrostatique des
eaux qui a été calculée (en prenant .4, = 9.81 KN/m3) dans la question 02 ci-dessus et dont les
valeurs sont :

Yeau-h? 9.81.1012

Fa = Fay = —5— = 2 = 3,336 10*KN = 33360 KN
.h?  9.81.1012
Fy3 = Fope = ye‘“g = c =1,6679 10*KN = 16679 KN

On applique également les forces nodales équivalentes verticale notées ici Fyyvers le bas (avec un
signe négatif) dues au poids propres répartis de la digue telle qu’elles ont été¢ déterminées dans la
question 01 ci-dessus avec (en prenant comme poids spécifique du béton .y, = 25 KN /m3):

1 1
Fyy = 3 * v, * base x hauteur = 3 * 25 %68 %101 = 2,8617 10*KN = 28617 KN

Finalement le vecteur (F) s’écrit :
(F) = (Fxl Fyl Fy> Fy2 Fy3 Fy3) = (Ftal (Fyl - FNV) Fyp (Fyz - FNV) Fere —FNV)
AN :

(F) = 10* (3,336 (Fy1 - 2,8617) Fyy (Fyz - 2,8617) 1,6679 —2,8617)

Ainsi, en remplagant les composantes des vecteurs {U} et {F} par leurs valeurs respectives dans le
systéme d’équations précédent, on obtient finalement le systéme suivant :

- | 72407 26042 61887 -15625 —1052 10417 | iy 3,336 1)
26042 51261 —10417 -23208 -15625 —2.8053 | |0 | fF -2,8617| (02)

106, | —6:1887 10417  6.1887 0.00 0.00 1.0417 0 } Fo ? (03)
—1.5625 —23208  0.00 23208  1.5625 0.00 0 —2,8617( (04)

-1.052 —1.5625  0.00 15625  1.0520 0.00 uy 1 6679 (05)
—1.0417 —2.8053  1.0417 0.00 0.00 28053 | \vs) —28617 J (06)

Apres résolution du sous-systéme formé par les équations (01), (05) et (06), on trouve sous les effets
combinés du poids propre de la digue et de la poussée hydrostatique les résultats suivants :

- Le glissement horizontal du talon est égal & u, = 1,7 mm

- Le déplacement horizontal du sommet de la digue (de la créte) : u, = 5,66 mm

- Le déplacement vertical du sommet de la digue (de la créte) : v; == —1,92mm
On constate que ces déplacements sont assez faibles. On peut retrouver ces valeurs en utilisant le
logiciel CAST3M pour un modéle composé d’un maillage a seul un €lément TRI3. Les résultats
obtenus sont illustrés en figure 16-b ci-dessous. Toutefois, ce maillage étant trés grossier, un maillage
plus raffiné utilisant un grand nombre d’¢léments donnera des résultats plus précis.

>

g

Figure 16-b : Forme déformée ( en rouge) et non déformée (en bleu), champ de contraintes (au milieu),
et forces nodales équivalentes ainsi que les réactions aux appuis (2 droite)

137



En ce qui concerne les réactions nodales, si on remplace les composantes trouvées précédemment par
leurs valeurs dans les équations (02), (03) et (04), on trouve :
- Comme réaction verticale du sol au niveau du talon une force F); positive (dirigée vers le
haut) et d’intensité Fy,; = 3.2461 10*KN .
- Comme réaction horizontale du sol au niveau du nceud 2 une force F,, négative (dirigée dans
le sens contraire de la poussée des eaux) et d’intensité F,, = —5.0039 10*KN .
- Comme réaction verticale du sol au niveau du nceud 2 une force F,, positive (dirigée vers le
haut) et d’intensit¢ F,,, = 5.3392 10* KN .

7 Calculs en état bidimensionnel 2D de contraintes planes : cas de la modélisation
d’une plaque rectangulaire avec un élément quadrangulaire QUA4

Reprendre le cas de la plaque étudiée dans les exemples 08 et 11 du chapitre 05. On rappelle qu’il
s’agit d’une plaque rectangulaire en acier de 20 cm de longueur et de 10 cm de largeur et modélisée en
état bidimensionnel 2D de contraintes planes avec un maillage composé¢ d’un seul élément fini
quadrangulaires de type QUA4 (figure 17). Le poids propre de cette plaque de faible épaisseur t=3mm
est considéré comme négligeable.

F=1KN F=1KN

10 cm @
y

4+— 20cm —— »

Figure 17 : Schéma de la plaque (a gauche) et son maillage EF avec un seul élément de type QUA4 (a droite).

Il est demandé de :
1- Calculer la matrice de rigidité de cette plaque en prenant E=210000MPa et v = 0.3
2- Les nceuds 1 et 4 étant bloqués tels que u; = v; = u, = 0, calculer les vecteurs déplacements
dunceud 2 (u, =? v, =?), dunceud 3 (uz =? v3 =?) etdunccud 4 v, =?
3- Calculer les composantes des vecteurs réactions nodales au niveau des nceuds bloqués
(Fxl :7 Fyl =7 et FX4- =7
Solution :
1- Calcul de la matrice de rigidité

Cette plaque se trouvant sous un état bidimensionnel de contraintes planes en comportement élastique,
on rappelle que la relation de Hooke contraintes-déformations est comme suit :

{o} = [Hcpl-{e}

avec
Oy Ex 1 v 0 Ex
E
{U}Z{UY}:[HCP]{SY}Zl__VZV 1 1 0 {SY} et €z=—%(0x+0y)
Txy Vxy 0 0 > (1 - V) Vxy

Par ailleurs, maillée avec un seul élément, la matrice de rigidité de cette plaque est égale a celle de
I’élément QUAA4 et son calcul se fera en appliquant la formule de 1’expression (8-12a) :
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K] = [Key] = f [B]". [Hep). [B].dO.
Q)
La matrice [H.p] est donc donnée par la relation de Hooke ci-dessus. Pour sa part, la matrice [B] de
cet élément QUA4 peut étre obtenue comme suit :

Tout d’abord, on commence par associer 1’¢lément réel a son ¢lément de référence (figure 18) dont les
relations et la matrice Jacobienne ont déja ¢té obtenues les exemples 08 et 11 du chapitre 05 sus cités,
et que nous rappelons les expressions,.

{x(f.n) =10(1+¢)
y(&mn) =51+n)

ainsi que celle de la matrice Jacobienne :

] = [10 0]
0 5
et de son déterminant det[J] = 50
2
(-L.1) (L.1)
4
3
n 3
N
1) .
y N <
1 < 2 ”
1 2
Elément réel du maillage de la plaque o —————0

(1) -1

Elément de référence
Figure 18 : élément réel du la plaque (2 gauche) et son élément de référence associé (a droite)
Le vecteur déplacement (Up,;)) étant défini comme suit :
(Un@y) =(U1 V1 Uz Vz Uz V3 Uy V)

Le champ de déplacement étant a deux composantes, il s’écrit dans I’élément de référence comme
suit :

U1
Up
{U} — {u(f' 77)} — Nl 0 N2 0 N3 O N4 O < UZ e
v($,m) 0 N 0 N 0 N3 0 NyJ)us
U3
Uy
Uy
On définit dans 1’¢élément de référence, le champ de déformations comme suit :
ou(é, dN. dN. aN. oN, u
u($,n) v, N, 0N 0N, I(vn
0§ ¢ ¢ ¢ Fl; L | (825)
N an an an an 4u¥
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aNl aNZ aN3 6N4_
0O — 0 —/)]/ 0 —)— 0 —
a¢ a¢ 0 a¢
dN; 0 0N, ON; 0 ON,
an on an an
Or les fonctions d’interpolations et leurs dérivées partielles sont comme suit :
N; (¢,
l i(&,m ¢ an
U 2a-90-m | 21+ | 31+
2 § m |z m | g §
2 | 2a+A-m | zA-m | 2(-1-9
2 3 m| 7 n 2 §
3 1(1+)(1+ ) 1(1+ ) 1(1+)
2 § m | 7@+ 2 §
4 za-pa+m | z-1-m | za-9
2 § m |z n 2 §
En les remplacant dans 1’expression (8-25) précédente, on aura :
a"gi;”) -1+m 0 A-p 0 a+m 0 (-1-p)
ou(§,n) (-1+9& 0 (-1-9 0 1+ 0 1-9
on _1
wEn( 4 0 (=1+mn) 0 a-mn 0 a+m 0
23
av(¢,n) 0 (-1+98) 0 (-1-98) 0 149 0
on |
Par ailleurs, la matrice Jacobienne [J] étant connue :
_[10 0
n=[y sl
et son déterminant det[J] = 50
. 4 -1 1 _[01 O
La matrice inverse Ul=Ul""'= 2ot [0 10l = [ 0 0.2]
peut étre utilisée comme suit (voir paragraphe 4 chapitre 03) :
du(x,y) u(s,n) u($,n)
ox | _ql 08 1_ [0.1 0 0§
ou(x,y) ou(é,n) 0 0.2l )ou(n
dy \ on ) L on

et {avgf,y) }
dy

OV(E )

(0v(x, ) J(av(f 77)1 Jav(fﬂ)l
") g )

En développant cette écriture matricielle, on aura :
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ou(ry) _ - ouEn)
—=7 -1 — 2
dx &
ouxy) _, , OuEm
dy ' on
ey _ e (827
dx Y
ov(ry) _ w(Em)
oy T

Par ailleurs, le vecteur-déformations (€) dans 1’élément réel est connu par ses composantes suivantes :

du(x,y) dv(x,y) (0u(x.Y) L ovxy)

= (€ & =
() =( & Vo) =(—~ 3y 3y o)
Si on remplace ces composantes par leurs expressions €tablies en (8-27), on aura :
(Ou(&, M
( Julxy) ) a¢
dv(x,y) ; 0
—=  i=lo o o o02[{, % } (8-27)
ay av(éi 77)
0 02 01 0
du(x,y) N av(x,y) F
\ Jy ox ) av(é,n)
\ Jn

5 B a ) v (¢, av (¢, . , .
D’autre part, en remplagant le vecteur (6”;,") u;f] 2 V;") V;i")) par son expression établie en (8-

26) dans (8-27), on aura :

ou(x,y) (=1+m 0 a-n 0 a+n 0 (=1-m 0 zi
0x u
av(x,y) 1 0(')1 g 0 0l (-1+9 0 (-1-9) 0 1+8 0 -9 0 v
- ; v
9 o o2 8 1 og 3
Ju(x,y) dv(x,y) : . V3
3y + % 0 (=1+mn) 0 a-mn 0 a+m 0 (-1-m) Uy
0 (14 0 (-1-9 0 A+ 0 a-o 4

Finalement, on obtient :
ou(x,y) (=1+n) 0 a-n 0 1+n) 0 (=1-1n) 0 zl
dox u;
_"”;’;y) - % 0 2(-1+9) 0 2(-1-¢) 0 21+9) 0 20-9 | {2
du(x,y)  dv(x,y) U3
3y " ox 2-1+8)  (1+m  2(-1-9 a-m 20+80  @+n  20-8 (-1-m) Ug
Vg

En tenant compte de la définition de la matrice [B] telle qu’elle a été introduite en (8-04), dans

laquelle on a :

{€} = [B].{Up} (8-30)

En comparant les deux derniéres expressions ci-dessus (8-29) et (8-30), la matrice [B] peut étre
déduite par identification comme suit :
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(—1+7) 0 1-n) 0 (1+n) 0 (-1-m) 0
(8] =% 0 2(=148) 0 2-1-8 0 201+8€) 0 2(1-8)

2-1+8 (1+m 2(-1-8 (A-n 201+ A+n) 20-8 (1-m

On constate cette fois dans (8-31) que les termes de la matrice [B] ne sont pas constants et dépendent
linéairement soit de ¢ soitde n. Ce qui permet de déduire que le champ de déformations (et donc de
contraintes) évolue également maniére linéaire a I’intérieur de I’élément quadrangulaire QUA4.

(-14+n) 0 2A-149)
0 2-1+9 (-1+y)
(1-n) 0 2A-1-3)
E 0 2A-1-9 (1-1) 1L v 0 (-147) 0 (1-n) 0 (1+7) 0 (-1-p) 0

[K(l)]:402(1_V2) f

ay (1+1) 0 0+ | v 1 0 0 A-1+¢) 0 A-1-9 0 A1+H 0 2A1-8) | det[de.dy

1 . .

0 A1+8) (L+n) 00 Em—v) A-1+8)  (-1+p) 2-1-8) (1-p 2148 (+m) 2A1-9 (-1-p

(-1-m 0 2AL-9

0 A1-8 (-1-1)

Apreés développements, on obtient la matrice de rigidité élémentaire symétrique en page suivante.

Pour calculer les intégrales des termes de la matrice de rigidité ci-dessous, on applique la méthode de
Gauss-Legendre a ces fonctions polynomiales qui sont toutes de degré 02 tel que le mondme le plus
élevé est de la forme &L.nJ avec i+ j = 2. Ainsi, pour avoir une intégration exacte, on doit adopter
un schéma d’intégration dont ’ordre m vérifie la condition m = i+j donc m > 2. En adoptant une
valeur pour m vérifiant la condition précédente et telle que m=3, on choisit le schéma d’intégration a
r=4 points de gauss de la figure 04-c qui est reproduite ci-dessous. Ce qui nous permet de calculer ces
intégrales telles que la lecture du tableau 03 du chapitre 06, pour ce schéma d’intégration permette
d’écrire :

)

Le premier point de Gauss a pour coordonnées & =1n; = —

e, n).dé.dn = Zwi-w(fi,m) =wi. 9§, M) + wo. 9(82,m2) + Wi 9(E3,13) + Wy 9(84,14)
réf i=1

1 . .
NG et un coefficient poids w; = 1

. , 1 1 . .
Le second point de Gauss a pour coordonnées &, = NG etn, = — NG et un coefficient poids w, = 1
Le troisiéme point de Gauss a pour coordonnées &3 =13 = NG et un coefficient poids w3 = 1

Le quatriéme point de Gauss a pour coordonnées &, = — \/% =Ny = \/% et un coefficient poids wy, = 1

ry
(-1.1) (1.1)

(-1.-1) (1.-1)
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Apres intégration numérique et en adoptant comme valeurs des propriétés matérielles de 1’acier
E=210000MPa=21000 KN/cm? et v=0.3, la matrice symétrique de rigidité [K (l-)] s’écrira finalement :

(20267 520 9.067 -0.4 -6.4 52 7787 24 ]
520 872 04 88 52 -11.6 -04 86267
9067 04 128 -52 2133 -04 64 52
04 88 52 232 04 204 52  -11.6 )
(Kol =T20159* | 0 55 5133 04 128 52 9067 04 |KNVem
52 -11.6 04 204 52 232 04 8.8
7787 04  -64 52 9067 04 128  -52
| 24 86267 52 -116 -04 88 52 872

En tenant compte des conditions aux limites, le vecteur déplacement (Up,;)) s’écrit comme suit :

(Up)=( V1 U V2 uz V3 U Vi)=(0 0 U2 V2 uz vz 0 )
Le vecteur force nodales est comme suit :
(Fay) = (Fr1 Fy1 Fea Fy, Fyz Fys Fra Fya)y = (Fyq Fyr 0 0 0 —1 Fyy Fpa)
Le systéme d’équations a résoudre :
[Kwl{Uw} = {Fuy}
s’écrit finalement comme suit :
20.267 5.20 9.067 -04 -64 -52 =787 -2.4 0 Foq (01)
5.20 87.2 0.4 8.8 -52  -116  -04 86.267 I{ 0 \I Fy, (02)
9.067 0.4 12.8 -52 2133 -04 -6.4 5.2 [, | o | (03)
-0 .4 8.8 -5.2 23.2 0.4 -20.4 5.2 -11.6 v, 0 | (04)
(M2LISH* 1 64 52 2133 04 128 52  9.067 -04 ius f =3 0 [ (05)
-5.2 -11.6 -04  -204 5.2 23.2 0.4 8.8 V3 -1 (06)
I8 04 64 52 9067 04 128 52 | Lol |Ea| o7
-2.4 86.267 5.2 -11.6 -0.4 8.8 -5.2 87.2 tm) Fyy (08)

La résolution de ce systéme d’équations consiste a trouver d’abord les valeurs des déplacements u,, v,,
us et v; et ce, en résolvant le sous-systeme formé par les équations (03), (04), (05) et (06) dont la
solution est comme suit :

U, = —2.024107%cm, v, = —6.81107%cm, uz = 2.3110"%cm, v; = —7.048 10 %cmet v, = —2.38 107 %cm

En remplagant ces valeurs trouvées dans les équations (01), (02), (07) et (08), on trouve directement
les valeurs des réactions suivantes :

Fe= 2KN, Fyy = 1KN,Fy = —2KN et Fyy = 0KN
8
8.1

Exercices corrigés
Exercice 01 : barre tendue de section variable

Soit une barre rectiligne en acier de sections transversales a aires variables et de longueur L=50cm. La
variation de ces aires est linéaire telle que I’aire de la section de I’extrémité 1 d’abscisse x,=0 est A;=1
cm’ tandis que 1’autre section d’extrémité 2 d’abscisse x,=50 cm, posséde une aire A,=2 cm’. La
section 1 d’aire A; est bloquée en déplacements. Par contre, la section d’aire A, est soumise a une
force centrée F de traction portée par I’axe longitudinal x et d’intensité F=50 KN (figure 19). En
supposant un comportement ¢lastique linéaire, il est demande :
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1- d’établir la matrice de rigidit¢ de cette barre modélisée en EF par un seul élément
unidimensionnel linéaire & deux nceuds de type SEG2 (figure 20).

2- de calculer le déplacement du nceud 2 tout en sachant que le module d’Young de cet acier est
E=210000 MPa.

5 =2 2
A=l emr Ar=2cm

I

x=0 cm

x:=50 cm

Figure 19 : barre tendue de section variable.
Solution :

On modélise cette barre dans 1’espace unidimensionnel 1D par un seul élément linéaire de type SEG2
et on lui associe son élément de référence (figure 20).

X1 2 X 1 2 &

* ° » ‘ } Y W

I 2 -1 0 -
Elément réel elément de référence

Figure 20 : maillage de la barre par un seul élément SEG2 et son élément de référence associé

1- L’établissement de la matrice de rigidité de cette barre s’effectue selon la formule

[Ke)] = j [B]".[H].[B].d.
Q)
Puisque nous sommes en traction unidimensionnellelD, les tenseurs des contraintes et des
déformations s’écrivent pour tout point d’abscisse x:

()= (Ox Oy 0z Txy Txz Tyz)=(o, 0 0 0 0 0)
(g)=(£x & & 0 0 0)

En tenant compte des valeurs précédentes des composantes de (o) et (¢), la relation de Hooke
contraintes déformation {o} = [H].{e} donne [H] =E

Nous avons vu que dans I’exemple 01 du paragraphe 3.1 ci-dessus, que la matrice [B] a comme
expression :

-1

L
1

L

-1 1
[B] = (T Z> et [B]" =

Par conséquent, en substituant les matrices [B] et [H]par leurs valeurs respectives plus haut dans
I’expression de [K(l)], on peut écrire:

_(JTle 1t
kol = | 1B pae
L
Or pour tout point d’abscisse x, dQ = A(x).dx avec A(x) une fonction linéaire en x de la forme :
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Ax) =a.x+b telle que pour x=x,= 0, Ax) =A0)=0+ b=b =4,

Az—4Aq

Etpour x=x,=L, A(x) = A(L) = a*L+ A, = A, ce qui implique que a = T

Ainsi, ’expression de A(x) est comme suit : A(x) = .x + A; donc dQ = A(x).dx = ( 2=

x+A) dx

En remplacant dQ) par son expression et en faisant sortir tous les termes constants a 1’extérieur de 1’intégrale, on
peut écrire :

K] = { (-1 1)[

x+A> = [W] + [AyxTh

0

ol =1 J[Q]—[ A, ey
Finalement :
[K(l)] = LZ[ ' _1] [(AZ +A1)L] E4, + A1)[ 1 - ]

[(1)]:%[1 =630 ]! 7]

2- Ledéplacement dunceud 2 u,="?
Puisque notre maillage est composé d’un seul élément, I’équation d’équilibre global [K].{U}= {F} est

réduite 4 celle de I'élément telle que [KI=[Kw], (U} = (U} ={;} et (7} ={Fu}= {?}
2

Donc le systéme a résoudre consiste :

(K] {Uw} = {Fwy}
Si on remplace chaque terme par son expression respective, on aura :
1 —17¢u _ (F
630. [_1 1 ]{uz} - {Fz}
Or le nceud 1 étant bloqué donc u; = 0 et le nceud 2 étant soumis a une force F orientée positivement
selon I’axe x donc F, = F = 50 KN. En remplacant ces valeurs dans le systéme d’équations

précedent, on aura :
302 =50}

De la deuxiéme équation de ce systéme, on tire :

50
630*xu, =50= u, =230 0.079 cm

Par ailleurs, une fois u; trouvée, I’inconnue F; qui n’est rien d’autre que la réaction a I’appui 1, peut

&tre tirée cette fois de la premiére équation ci-dessus, telle que :

50
630 * (— uz)_F1_630*(—@)=—50KN= ~F

Donc F, =—F =-50KN
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8.2 Exercice 02 Forces nodales équivalentes au poids propre d’une barre de sections variables

Reprendre le cas de I’exercice précédent, dans lequel la barre dont le matériau de masse volumique
p=7850 Kg/m’ est soumise a une force volumique représentant son propre poids. Maillée par un seul
¢lément unidimensionnel linéaire & deux nceuds de type SEG2, ’axe des x est cette fois orienté
verticalement vers le bas selon la direction de la pesanteur (figure 21). Il est demandé de :

1- Calculer la résultante de cette force répartie
2- Calculer les forces nodales équivalentes a ce poids volumique.

wo =/
W =y

4

ox
oy

¢
W 7

wo ()

v =
Figure 21 : Barre de section linéairement variable soumise a son poids propre

Solution :

1- La résultante totale des forces de volume dues au poids propre, est :
Rr = le poids spécifique y * le volume total

L L

AZ - Al

RT==y*fdﬂ=y*fA(x).dx=p*f< .x+A1).dx
Q 0 0
Ay — A« *(Ay+A) * L
Ry = }/*[( 2 2L1)x ] + [Alx]f,:y ( 22 1) *
0

AN : Les unités utilisées étant le KN et le cm, le poids spécifique y sera en KN/cm® comme suit :

y=7850%9,81*10~ KN / (100cm)’=7.698*10**10° KN/cm’=7.698 10~ KN/cm®

(A, +A,).L  7,698.107° % (2 + 1) * 50
_yrUata) L @+1) = 57735.10 73 KN

Ry

2 2
2- Le Calcul des forces nodales équivalentes se fera selon 1’expression (8-12b) telle que :
F.
(Fo} =i} = | . (ran
®

Pour I’élément barre a deux neeuds, la matrice [N] (voir ’exemple 01 ci-dessus) s’écrit :
1
[V =Ny Np)==(1—¢ 1+8)

Pour leur part, les forces par unité de volume {F,} =y =p.g

En remplagant [N] et {F, } par leurs expressions respectives, on peut écrire :

{F(i)}=L(i)[N]T-{Fv}dQ= f%{i;g}.y.dﬂ

Q)
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avee

d0 = A(x).dx = A(x(§)). det[]]. dé = B(E).g. dé

B(§) =7
Alx) = (4, — Ay) X+ 4,
Or
1 X 1 0 L
x@=51-¢ 1+{}=c0-¢ 1+0{}=70+9
Donc
A(x(f))=A2_A1.x(§)+A1=A2L ( (1+§)>+A1 AZ;Al.(1+€)+A1
Ainsi
B(E) = A(K(©) = 5 (4 ~ 4)E + (4 + 1))
L 1 L
0 = A(x(9)).5-d¢ = <5((A2 —ADE+ (4, + Al))) 2-d¢
Donc
+11
1_
(Foy) = f {1+§} y.ACx). dx = f E{1+:Z}.y.A(x(f)).azet[/].aze
-1
(Fol= | ; 20 g (G- ane s a4 a0) 5.0
(Fo} =5 f 1 o (4 = A0 5+ (4 + AD). g
='?<f {g:} (4 — A, d€+fﬁ+::} <A2+A1).d5>
g g 27"
(" }_y.L.(AZ—Al)j—g] YL G2+ Ap) 5—7} _y.L.(AZ—Al){_l} 3.y.L.(A + A (1
hF= 8 g g3 8 1 oe2| T 12 +1 12
[T?L §+71
Finalement :
4, A
i3 %) _rL2.A+ 4,
{Fo} = A, AN( 6 {2A2+A}
ri(g+3)



On peut remarquer que si A; = A, = A (section constante) alors

{Fo}= {2} - %{33:2} - #{i}

On retrouve ainsi le résultat des calculs du paragraphe 5.1 d’une barre de section constante et ou le
poids propre a été remplacé par deux forces nodales équivalentes appliquées aux noeuds de 1’élément
et dont I’intensité de chacune de ces forces est égale a la moitié du poids total de la barre.

8.3 Exercice 03 Forces nodales équivalentes aux pressions exercées sur un élément TRI6

On considére une paroi métallique mince de forme triangulaire, de faible épaisseur =3mm et
modélisée dans 1’espace bidimensionnel 2D muni d’un repére orthonormé (1, x, y), par un maillage
composé d’un élément triangulaire quadratique a six nceuds de type TRI6 dont les coordonnées sont
affichées en centimetres (figure 22).

A vV
) Ay
5 (0,10) 5
T
6
2 (20,0) X
1
TITTrrrreeteet
Contraintes uniformes de compression p | ) 3

Figure 22 : maillage de la paroi métallique mince avec un élément TRI3 et son élément de référence

Cette paroi subit des pressions uniformes sur le coté 1-2-3 égales a p=50 MPa. Calculer les forces
nodales équivalentes a cette pression. Le poids propre de cette plaque est considéré comme
négligeable.

Solution
La résultante des forces de pression exercées sur le coté 1-2-3 est égale a :
Ry =p.L{_3.t =5x20x0.3 =30KN

Le calcul des forces nodales équivalentes consiste a utiliser 1’expression (8-12b) :

{Fo} = f [N]". {fs}drl

Tra

On associe cet élément réel a son élément de référence (figure 22). La matrice [N] a été introduite
grace a la relation :

_ (umy _
0 = {uge.m} = Vo)

Avec
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(Upy) =(U1 V1 Uz Vz Uz V3 Uy Vg Us Vs Us Us)

Telle que:
(U1
U1
Uz
%)
Us

{U}Z{u(f,n)}z[Nl 0O Nb, 0O N; O N, O N, O N 0]<v3 >
v(§,n) 0 Ny 0 N 0 N3 0 Ny 0 N5 0 Ngf|Ua

2
Us
Vs
Ug
Vg

avec

N, (§m) = (=1+E+n)(=1+ 28+ 2n) Ny(&,m) = 4én
No(§m) =451 —-¢&—1) Ns(§,n) = —n(1 = 2n)
N3(&m) =—-¢§0—-28 Ne(§,m) =4n(1—¢&—1)
Concernant le vecteur {fs} représentant les forces par unité de surface, on peut écrire :
0
=)

p : étant la pression exercée

Si on remplace la matrice [N]7et le vecteur {fs} par leurs expressions respectives dans celle de {F(L-)},

on aura :
(Fix) N, O]
Fyy 0 N
Fyy N, 0
> v o
Fs3, 3
Fsy 0 Nsf

(Fio} =1y = § INdrar|= § fer

Fy| Tro 1\(; 1\(’)4 0
Fox 0 N
Fsy Ny O
Fex 0 N,
Fey - -

En développant le produit matriciel, on obtient :
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{Foy} = jg [N]".{fs}dl = p.f

R0

R0

( 0

(=1 +&+n)(=1+2&+2n)
0
4(1-¢—n)
0
) —-§(1-28)
0
4én
0
-n(1—2n)
0
mA—-§—n)

> dl’

J

Or FF(i) = t.(L;_3) car la pression extérieure agit uniquement sur le c6té 1-2-3 d’épaisseur ¢ . Ce cOté

1-2-3 étant porté par ’axe x dans I’élément réel, on peut donc écrire en remplacant dI” = t.dx dans

I’expression précédente :

.

(Fo) =p.t. 7( <

1-2

\

0
(=1 +&+n)(=1+2&+27n)
0
4(1-¢—n)
0
—6(10— 2$) [ 7o
4én
0
-n(1-2n)
0
(1 -§—n) J

Pour pouvoir intégrer dans 1’élément de référence, il va falloir retrouver la relation x(&,n) qui nous
permettra par la suite de remplacer dx par d¢ dans I’intégrale ci-dessus.

x(&,n) = (Ny(&n) Np(Em) N3(Em) Nu(em) Ns(Em) Ng(&m))s

x(&,n) = (Ny(&n) Ny(Enm) N3(Enm) Nu(€Em) Ns(&nm) Ne(En))s

Apres développement :

r 0
10
20
10
0
Lo/

~~

x(&,m) = 10.N,(&,1) + 20.N5(&,n) + 10.N,(&,n) = 104.6(1 — & —n) — 20.6(1 — 28) +10.4.é

x(&,1) = 10.4.8(1 — &) — 20.&(1 — 28) = 40.€ — 40.£2 — 20¢ + 40. &2

Finalement :

x(&,m) = 20¢ ce qui implique que dx = 20.d¢
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L’intégrale étant calculée sur le c6té de 1’élément de référence correspondant au coté Li_3 de
I’¢lément réel. Sur I’élément de référence, ce coté correspond mathématiquement a 0 < & < letn =
0. D’ou I’intégrale :

0 1 01
2 3 1
( 0 ) 38 58 +¢ c
—1+H(1+29 0 0
0 4
45(1-§) 262 _ g3 2
1 0 0 3 (3)
{Fiy) = 20.p. t.f< _5(10_ 28 Lae =20.p.t. 2 2 | =Rt
__+_€
0 0 2 3 6
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0
0 0 0
0 1, ni

Ainsi, on retrouve la distribution illustrée en figure 12 du paragraphe 5.4 ou le nceud du milieu reprend
les deux tiers de la résultante tandis que les noeuds d’extrémités reprennent chacun un sixiéme de cette
résultante totale (figure 23 ci-dessous).

r 3 )
},

0.10)

Figure 23 : Résultat de calcul d’extrapolation de forces surfaciques p aux nceuds d’un triangle TRI3 d’épaisseur ¢
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Chapitre 08

Modélisation et calculs de structures formées de barres

1 Introduction

L’objectif de ce chapitre consiste non seulement a introduire I’élément finis a deux nceuds de type
barre, mais également a présenter une méthode utilisant cet €lément pour le calcul de structures
formées de barres. A cet effet, nous commencerons en premier lieu, par rappeler quelques notions de
base de la théorie de la résistance des matériaux. Ces notions sont celles relatives a la définition d’une
barre, d’une poutre, d’une structure dites unidimensionnelle formées de barres continues portées par
un seul axe, et enfin, d’une structure dite en treillis bidimensionnels ou tridimensionnels. Nous
rappellerons non seulement les conditions de chargements et d’appuis aux nceuds liées a ces structures,
mais également les conditions relatives a la nature articulée de rotation libre des sections d’extrémités
de chaque barre.

Par la suite, aprés avoir procédé a la définition de cet ¢lément fini linéique a deux nceuds, connu sous
la désignation «d’élément barre », nous présenterons une méthode simple de construction de mod¢les
E F constitués de ce type d’¢léments. En effet, sans utiliser de formulations intégrales telles que nous
les avions vues dans le chapitre précédent, nous présenterons une méthode directe et simple de calcul
de la matrice de rigidité locale de ce type d’¢lément. Pour le présent chapitre, il est important de
souligner que les calculs se feront directement sur I’élément réel et que nous n’utiliserons pas
d’éléments de référence.

Par ailleurs, en suivant le méme raisonnement que celui illustré dans le schéma global de résolution du
chapitre 07 précédent, le calcul d’une structure formée de plusieurs barres, nécessite ¢galement la
résolution d’un systéme global d’équations reliant les forces nodales extérieures aux déplacements
nodaux et ce, grace a la construction d’une matrice largement connue sous le nom de « matrice de
rigidité globale ». Le premier membre de ce systéme consiste en le produit matriciel de cette matrice
de rigidite globale par un vecteur global de déplacements nodaux. Le second membre de ce systéme
consiste en un vecteur global de forces nodales représentant les forces extérieures appliquées ainsi que
les réactions des appuis. La construction de cette matrice de rigidité globale est obtenue grace a la
construction et par la suite a ’assemblage de matrices de rigidités dites locales (ou élémentaires) de
tous les ¢éléments composant la structure. Nous verrons que cette opération d’assemblage peut étre
effectuée grace a I’écriture sous forme expansée de ces matrices de rigidités élementaires. 11 est
important de souligner que la résolution de ce systéme d’équations ne peut se faire sans 1’introduction
de conditions aux limites en déplacements qui consistent a tenir compte des blocages des degrés de
liberté des nceuds situés au niveau des appuis.

2 Quelques rappels de la théorie de la résistance des matériaux
2.1 Définition d’une barre

En résistance des matériaux, une barre est définie comme étant un élément rectiligne de structure, dont
les sections transversales ne sont soumises qu’a des efforts axiaux (soit de compression, soit de
traction) centrés et portés par I’axe passant par les centres de gravité de ces sections. Il y a lieu
également de rappeler que les dimensions de ces sections doivent étre faibles devant celle de la
longueur de cette barre.

2.2 Définition d’une poutre

En résistance des matériaux, une poutre est définie comme étant un élément de structure (rectiligne ou
courbe), qui peut travailler aussi bien en flexion, en cisaillement, en torsion et en compression-
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traction. Ainsi, toutes les sections transversales de cet élément peuvent subir des moments fléchissants,
des moments de torsion, des efforts tranchants ainsi que des efforts normaux. Les dimensions de ces
sections transversales doivent également étre faibles devant celles de la longueur de la poutre.

2.3  Structures en treillis

Ce type de structure consiste a utiliser des barres (telles que définies dans le paragraphe 2.1 précédent)
de sorte a former de fagon juxtaposée des triangles successifs dont les noeuds sont des articulations.
Ceci donne lieu a une structure nommée "structure en treillis" (figures 01). Il est important de noter
que ce systéme est basé¢ sur le principe dit triangulation. En effet, prenons I'exemple d'une structure
constituée de trois barres articulées et formant un triangle (figure 02). Celle-ci est stable et peut
équilibrer, uniquement par des efforts internes axiaux dans les barres, tout effort appliqué sur ses trois
nceuds et ce, quels que soient le sens et la direction de la force appliquée. Evidemment, il s'agit d'une
structure plane (bidimensionnelle) qui ne peut reprendre que des efforts agissant dans son plan. Par
contre, si on considere une structure formée de quatre barres articulées, celle-ci est instable. En effet,
le mécanisme de ruine peut s'enclencher pour de trés faibles intensités d’efforts appliqués sur ses
nceuds (figure 03). Quelques exemples de poutres (ou de fermes) en treillis sont illustrés en figure 04.

N/ A

Figure 01: juxtaposition de deux triangles Figure 02 triangle stable formé de trois barres articulées

N

Figure 03 : quadrangle instable formé de quatre barres articulées a leurs extrémités.

Pratt
Figure 04 : Quelques sxemples de poutres trapézoidales en treillis
3 Element fini de barre
Considérons une barre modélisée par un seul élément fini de type SEG2 a deux nceuds nommés 1 et 2
et de coordonnées respectives X, et x,. Portées par 1’axe (0x), des forces axiales de traction F, et F,

d’intensités égales et opposées sont appliquées respectivement aux niveaux de ces nceuds. Les
déplacements causés sont respectivement u, et u, (figure 05).

Fi x; x2 F2 X
<+ > —p
1 2
L= X2 -X1

-
L8

<l
-

Figure 05 : Element barre a deux nceuds de type SEG2
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L’allongement de cette barre est donc :
AL =uy, —uy
La barre étant en équilibre, on peut écrire :
Fi+F,=0=F,=—-F
En supposant que le champ de déformation soit constant a I’ intérieur telle que :

_du _ AL _ uz-ug

E_
X dx L L

En supposant un comportement €lastique et en appliquant la loi de Hooke telle que :

E_Cfx_Fz_ Fy
X7 FE  EA  EA

En égalisant les deux équations (01) et (02) précédentes, on peut déduire :
E.A
F = T (uy —up)

E.A
F, = T (uy —uy)

Sous forme matricielle, les deux équations précédentes peuvent étre formulées comme suit :

=71 716

Par ailleurs, nous rappelons 1’équation reliant les forces nodales élémentaires aux vecteurs
déplacements nodaux de 1’élément barre telle que nous I’avons vue dans le chapitre 08 précédent :

(i} =)

Avec [K;] :la matrice de rigidité élémentaire de cet élément barre.

En comparant les équations (05) et (06), nous retrouvons par identification I’expression de cette

matrice de rigidité élémentaire telle qu'elle a été établie au chapitre précédent.
_EAT1 -1
=0 ]

4 Element fini de ressort

()

(02)

(03)

(04)

(05)

(06)

(07)

De la méme maniere, considérons un ressort modélisé par un seul élément fini de type SEG2 a deux
nceuds de coordonnées respectives X; et x,. Portées par 1’axe (0x), des forces axiales de traction F, et

F, d’intensités égales et opposées sont appliquées respectivement aux niveaux de ces nceuds. Les

déplacements causés sont respectivement u, et u, (figure 06).

A

L=x:-x;

»

-
+

F1 x;

1

S
Yy
A

Figure 06 : Ressort modélisé€ par un élément ressort a deux noeuds de type SEG2
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L’allongement de ce ressort est donc :
AL =uy, —uy
L’équilibre en translation permet d’écrire :
A R

L’équilibre en translation des nceuds 1 et 2 subissant respectivement les forces extérieures F; et F,
ainsi que des forces internes de rappel proportionnelles a la fois a la raideur & du ressort ainsi qu’a son
allongement AL , permet d’écrire pour chaque nceud :

F1 = k.AL = k (u1 - uZ) (08)
Fz = k.AL = k (uZ - ul) (09)
Rappelons que la raideur k& est une propriété matérielle qui peut étre mesurée expérimentalement.

Sous forme matricielle, les deux équations précédentes peuvent étre formulées : :
F _ 1 —17(h
ef = ) (10

Par ailleurs, rappelons 1’équation reliant les forces nodales élémentaires aux vecteurs déplacements
nodaux, telle que nous 1’avons vue dans le chapitre précédent :

()=t ) (11)

Avec [K;] :la matrice de rigidité élémentaire de cet élément.

En comparant les équations (10) et (11), nous pouvons déduire par analogie I’expression de la matrice
de rigidité élémentaire de 1’é1ément ressort telle que :

=k 7 (12)

Remarque : Si I’on compare les expressions (07) et (12), les deux matrices de rigidité élémentaires
sont similaires. Il suffit simplement de substituer la raideur & du ressort par le terme (E.A/L) pour
retrouver la matrice de rigidité de la barre.

5 Systémes formés de barres continues unidimensionnelles

Considérons deux barres de longueur L chacune, et dont les sections transversales sont constantes avec
des aires respectives A; et A, et constituées d’'un méme matériau dont le module d’Young est noté E.
Ces barres sont disposées en série et reliées bout a bout. Elles sont portées verticalement le long d’un
axe (ox) orienté positivement du haut vers le bas (figure 07). Une force F ponctuelle agissant vers le
bas est appliquée au niveau de I’extrémité inférieure de la seconde barre. L’extrémité supérieure de la
premiére barre étant bloquée en déplacements, elle engendrant une réaction d’appui R égale et
opposée a la force F.

En observant le mod¢le élément fini adopté et illustré sur les figures 07 et 08 ci-dessous, on constate

que la barre 1 correspond au premier élément barre numéro 01 reliant le nceud 1 au neeud 2 tandis que
la barre 02 correspond au second ¢lément fini reliant les nceuds 2 et 3. Isolons dans un premier temps
chaque ¢élément barre ainsi que chaque nceud (voir la figure 08). On note u;, u; et u; les déplacements

respectifs de chaque nceud. On note Fl(l) et Fz(l)les forces nodales internes transmises respectivement

par les nceuds 1 et 2 aux sections d’extrémités de la barre 01. On note également FZ(Z) et F3(2)les forces
nodales internes transmises respectivement par les nceuds 2 et 3 aux sections d’extrémités de la barre
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02. Selon le principe de I’action et de la réaction, les forces internes transmises par les barres vers les
nceuds sont égales et opposées aux forces internes P}(l) par les noeuds vers les barres (telles citées

précédemment) (figure 08).

(L L e uo
T E.Ay
l 2 u=7?
T E.A;
— ( 2
l 3 us="?
F
|
Vv X

Figure 07 : Systéme unidimensionnel formé de deux barres continues discrétisé
par un modele EF a deux ¢éléments de type SEG2 a droite

‘/{ Vecteur Réaction d’appui R

Neeud1 | —» 3 U Equilibre du Neeud 1 entre
— |t vecteur force extérieure R et
Y S (1),
R 1 — ] e vecteur force mt#r\eure Fi:
3 1 r=FJ"

1
Element barre 1 [—»

Equilibre du Noeud 2 entre
F vecteurs forces intérieures :

1) _ o(2)
FE _FZ

Fy
2
Neeud 2 (29 (i)
F' les F:' sont des vecteurs
— 2 )
1\\\

forces intérieurs

F[2]
z F et R sont des vecteurs
3 forces nodales externes
$F Element barre2 | —*
Equilibre du Noeud 3 entre le
F2 vecteur force extérieure F et le
3 )
4'4"// vecteur force intérieure Fﬁf :
2 L@
f+—-—'—'_' F‘: F =F;

Neeud3 | O

*"‘ Vecteur Force extérieure F

Figure 08 : Représentation des forces nodales externes et des forces internes illustrant
les interactions entre les nceuds et les sections d’extrémités des ¢léments barre
Si on applique 1’équation (07) précédente a ce modele, on peut écrire pour chaque élément, les

systémes d’équations suivant :

I _

F:(l) :Efl[_l1 11]{712} (13)
(2

2or=22 1 716 (14)
3

En tenant compte des conditions aux limites telles Fl(l) =R, F3(2) = Fetu,; = 0, on peut écrire :
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(ol =221 ) (13)

() —11 U
{FZ }:&[1 1]{ 2} (14)
F L -1 113
Les formes expansées des systémes d’équations précédents consistent a rajouter, dans chaque systéme,
des équations d’équilibres supplémentaires a coefficients nuls des nceuds qui n’appartiennent pas a la
barre considérée. Il s’agit en I’occurrence du noeud 3 et donc de 1’équation 3 pour I’expression (13”)

relative a 1I’¢lément 01 et du nceud 1 et de 1’équation 01 pour 1’expression (14°) relative a I’é1ément 02.
Ce qui permet d’écrire :

R 1 -1 0]1(0
EVt==21-1 1 of{u (15)
0 o0 o0 ollu
0 0 0 07(0
EPr==210 1 —1[{u (16)
F 0 -1 11l

Le systéme globale d’équations ainsi que la matrice de rigidité globale peuvent étre obtenu en
additionnant deux a deux les membres des systémes d’équations précédents tels que :

R 0 R £a 1 -1 0 0 O 0 Ug
FOLEO =D+ P = B 1 o450 1 caffhel a7
0 F F 0 0 0 o -1 1 usz

Les forces Fz(l) et FZ(Z) sont des forces internes agissant sur le nceud 2. L’équilibre de ce nceud, numéro

E.A,

+

2, impose que ces forces soient égales et de sens opposés. Ainsi, nous avons :
1 (2 _
E7+EY=0

Aprées développement, obtient le systeme global suivant :

R Ay —4 0 1(0 0y (01)
{0} = % -4y (A +4;) -4, {uz = [K] {uz (02" (18)
F 0 —A, 4, 1lug uz) (03

On peut ainsi déduire I’expression de la matrice de rigidité globale du systéme formé par les deux
barres telles que :

A A 0
K] = f —-4; (AL t4;) -4, (19)
0 _A2 A2

Les équations (02’) et (03”) du systeme (18) sont des équations dont les inconnues sont les
déplacements u; et u3. La démarche consiste a trouver, en premier lieu, les valeurs de ces inconnues u,
et u;. En effet, en développant I’équation (02), on peut déduire u; en fonction de u, telle que :

(A,+45)
3= #uz (20)
Si on remplace 1’expression précédente (20) dans 1’équation (03”) du systéme (18), on trouvera la
valeur de u;, telle que :
F
Y2 = %4, @D
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La substitution de I’expression (21) de u;, dans celle de u; en (20) donnera :

_(A1+A2)u _(A4+4;) F _ F F
T4, 27 A, EA, EA, EA,

Uz (22)

Par ailleurs, si on développe I’équation (01”) du systéme (18), et en remplagant u, par son expression
on obtient :

—E.ALu,=R > R=—E.A,—=—F 23)
E.A,
On retrouve ainsi I’équation d’équilibre globale en translation selon 1’axe ox telle que : R = —F.

6 Systemes bidimensionnels formés de barres disposées en treillis
6.1 Matrice de rigidité élémentaire de I’élément barre dans I’espace 2d

Soit un élément barre reliant deux nceuds i et j et dont le repére local 1ié a cet élément est le repere
(1XY) (figure 09). L’axe local (1X) est un axe longitudinal reliant le nceud i au nceud j. Le second axe
local (1Y) est perpendiculaire a 1’axe longitudinal (1X) comme indiqué sur cette figure 09. L axe local
(1X) est incliné d’un angle @ par rapport & I’axe (ox) du repére global. Sont également représentées sur
cette figure 09, les composantes des vecteurs déplacements définis dans le repére local (1XY).
Correspondant respectivement aux neeuds i et j, elles sont notées (,, 7, ) et (@, 7, ). Les composantes

des vecteurs déplacements (u;, v;) et (uj, vj) sont définies dans le repére global (oxy).

En reprenant le méme raisonnement que celui qui a permis d’écrire 1’expression (05) du paragraphe 3
précédent, le systeme d’équations reliant les composantes, écrites en repere local, des vecteurs forces
nodales aux déplacements des nceuds i et j, peut étre écrit comme suit :

(Fxi) 1 0 -1 o7(W
Ii'yi _EA[O0 O 0 O0[)U (24)
Fy; LI-1.0 1 0])%
\7,,) o o o ollg
_ X
vy ooy

Figure 09 : représentation du repére local, du repére global et des vecteurs composantes associées

On en déduit que la matrice de rigidité de 1’¢élément barre en 2d a deux degrés de liberté par noeud est
comme suit :

1 0 -1 0

e1_EA[0 0 0 0

Kel=="1-1 0 1 0 (25)
0 0 00

Remarque importante : 11 est important de souligner que cette matrice [K, ]est écrite dans le repére
local de I’élément considéré.
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6.2 Matrice de rigidité élémentaire de I’élément ressort dans I’espace 2d

En suivant les mémes démarches que celle du paragraphe précédent ainsi que celle qui a permis
d’obtenir I’expression (10) du paragraphe 04, la matrice de rigidité de 1’élément ressort en 2d a deux
degrés de liberté par nceud, peut étre formulée comme suit :

1 0 -1 0

74 0 O

Kl=k|°% o 19 (26)
0 0 0O

avec k la raideur du ressort
6.3 Transformations entre repéres local et global

La projection des vecteurs déplacements locaux notées ( &, 7, ) et ( i, 7 ), illustrés en figure 09 ci-
dessus, sur le repére global (oxy) donne pour les nceuds i et j les relations suivantes :

U, =c.u; +s.v;

v, =—s.u; +cv;
U =c.u +s5.v; @7)
v, =—=s.uj +c.v
Avecc =cosp et s =sing
Sous Forme matricielle, le systeme d’équations précédent peut étre écrit:
U c s 0 07(% Ui
Vil _|-s ¢ 0 o)Vl _ Ui
7, 0 0 —s cl\y Y

Ainsi, on en déduit que la matrice [T] n’est rien d’autre que la matrice de transformation ou de passage
du repére local lié a I’élément considéré au repére global lié a la structure.

Il en est de méme pour les vecteurs forces locaux qui peuvent étre formulés en fonction de leurs
composantes dans le repére global comme suit :

(gxi\ c s 0 O ixi ixi
r=lo o s [{m, (=, @9)
LijJ 0 0 =5 cl\f; Fy;
Sous formes condensées, les expressions précédentes (28) et (29) peuvent étre formulées:
{U} = [TH{U} (30)
et {F}=[THF} @31

Par ailleurs, les deux repéres (local et global) étant orthonormés, ceci implique que la matrice inverse
de la matrice [T] n’est rien d’autre que sa transposée, telle que :

[T]17* =[T]
Réécrivons également I’expression (24) sous forme condensée telle que :

{F} = [K.{U} (32)
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En remplagant dans (32), {F} et {U} par leurs expressions respectives écrites en (31) et (30), on
obtient :

[TI{F} = [K[THU} (33)

En multipliant les deux membres de 1’équation précédente par [T]¢, on obtient :

[TIITI{F} = [TI[KIITI{U}

Or [T]¢[T] = [I] : 1a matrice identité telle que :

[TIF[THF} = {F}

On en déduit que :

{F} = [TI*[K1[T{U} (34)

On sait par ailleurs que, la relation entre les composantes des vecteurs forces et déplacements peuvent
s’écrire dans le repére global comme suit :

{r} = [K.{U} (35)
avec [K,] : la matrice de rigidité élémentaire écrite cette fois ci dans le repére global.

En comparant les expressions (34) et (35), on en déduit par identification 1’expression de la matrice
[K.] en fonction de la matrice de passage [T], de sa transposée [T et de la matrice [K,]
telle que :

[Ke] = [TI*[K,]IT] (36)

Si on remplace dans I’expression précédente (36) la matrice [K,| par son expression établie en (25) et
la matrice [T] par son expression qu’on peut déduire de (28), et en effectuant le double produit
matriciel, on obtient finalement :

2 2

C S.C —C —S.C
E.A 2 — )
[Kl==| =5 5 75¢ =S (37)
Ll—¢c?2 —s.c (%2 sc
2
—s.c —S s.c s?

Pour les structures en treillis bidimensionnelles 2d, c’est I’expression précédente qui sera directement
utilisée dans les calculs tels que nous pouvons le constater dans les exemples suivants.

6.4 Exemple 01 : cas d’une structure en treillis formée de barres

Considérons le cas de trois barres articulées a leurs extrémités et assemblées pour former un treillis
plan tel celui représenté sur la figure 10 ci-dessous. La géométrie, les caractéristiques mécaniques, les
conditions aux limites et le chargement y sont également donnés.
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E3=E1 Ag = ZVIE sz
L2

o
<—
E;=E1 Ax=2cm?

+— |[—>
Es=50 KN/cm? A:=2cm? L=1m

Figure 10 : Systéme bidimensionnel formé trois barres disposées en treillis pour former
une triangulation et soumise aux deux forces indiquées

Figure 11 : Vecteurs représentant les composantes dans le repére global OXY des
déplacements nodaux (& gauche) et des forces nodales extérieures (a droite)

Notre modele de structure a étudier est donc a six degrés de liberté. Les vecteurs déplacements nodaux
et les vecteurs forces nodales, définis dans le repére global, s’écrivent comme suit :

(Uy=(u, vy uz vy Uz Vs)
(Fy=(Fx1 Fy1 Fxa Fyy Fxs Fys)
La relation entre ces deux vecteurs s’écrit grace a la relation suivante :
{F} = [K].{U}

Avec [K] la matrice de rigidité globale carrée symétrique de dimensions (2n * 2n) avec n : le nombre
total de nceuds de la structure. Dans le cas du présent exemple, puisque n est égal a 3, la matrice [K ]
est de dimensions (6*6). La construction de cette matrice se fait grace a la construction et a
I’assemblage de matrices de rigidité locale de chaque élément. Ces matrices de rigidité élémentaires
doivent étre écrites dans le repére global. Dans ce qui suit, nous exposons les étapes qui vont permettre
de construire cette matrice de rigidité globale.

Etape 01 : calcul des matrices de rigidités élémentaires en repére global pour chaque élément
En premier lieu, on pose E=E;, A=A, et L=1L,
Calcul de la matrice de rigidité de I’élément 1 [K] :

Selon les figures 09 et 10 ci-dessus, ’angle d’inclinaison ¢; de 1’élément 1 est nul : ¢; = 0, les termes
de la matrice [K; ] calculés en appliquant I’expression (37) sont comme suit :
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1 0 -1 0 1 0 -1 0
[K1]=E1'A1 0 0 o of_E4lo 0 o o
L, |-1 0 10 L|-1 0 1 o0

0 0 0 0 0 00 O

Ainsi, si on isole I’élément 1, les équations reliant les forces nodales intérieures (exercées par les
nceuds 1 et 2 sur la barre 1) aux déplacements de ces nceuds peuvent étre écrites comme suit :

€Y
F,
("(11)] 1 0 -1 0yt
4Fy1 }_ﬂ 0 0 0 O0|)" (38)
FO(TT[-1 0 1 ofjw
X2
0 0 0d\V2

0
(I)J
LFyZ

Calcul de la matrice de rigidité de ’élément 2 K] :

L’angle d’inclinaison ¢, de I’élément 2 est : ¢, = n/2, les termes de la matrice [K;] calculés en
appliquant I’expression (37) sont comme suit :

0 0 0 0 0 0 0 0
[KZ]:EZ'AZO 1 0 -1f{_E4lo 1 0o —1
L, [0 0 0 0 0 0 0 0

0 -1 0 1 0 -1 0 1

Les équations reliant les forces nodales intérieures (exercées par les noeuds 2 et 3 sur la barre 2) aux
déplacements de ces nceuds peuvent étre écrites comme suit :

@
5]

) 0 0 0 0 Uy

B2\ _ealo 1 0o —1f)v 39
FO(T o 0o 0 0 [)us (39)
o 0 -1 o0 11w

ES

Calcul de la matrice de rigidité de I’élément 3 [K3] :

L’angle d’inclinaison ¢; de I’élément 3 est: ¢; = 1/4, les termes de la matrice [K3] calculés en
appliquant I’expression (37) sont comme suit :

1/2  1/2 -1/2 -1/2
[K]_E.A.\/Z /2 1/2 -1/2 -1/2
T oLN2 |-12 -12 172 1)2

-1/2 =172  1/2 1/2

Les équations reliant les forces nodales intérieures (exercées par les noeuds 1 et 3 sur la barre 3) aux
déplacements de ces noeuds peuvent étre écrites comme suit (figure 10) :

F®

fx(13) 1/2  1/2 —1/2 —1/27 ju,
{Fyl #_E 172 172 -1/2 -172||v, 40)
(T |2~z 12 172 |)Us

X

@ -1/2 -1/2 172 172 |\vs

ES
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Etape 02 : Ecriture des formes expansées des systéemes d’équations précédents

Les formes expansées des systémes d’équations précédents (38), (39) et (40) consistent a rajouter,
dans chaque systéme, des équations d’équilibres supplémentaires a coefficients nuls des noeuds qui
n’appartiennent pas a la barre considérée. Il s’agit en I’occurrence pour le systéme (38) du nceud 3 qui
n’appartient pas a I’élément 1, pour le systéme (39) du nceud 1 qui n’appartient pas a I’élément 2, et
pour le systéme (40) du nceud 2 qui n’appartient pas a 1’élément 3.

Forme expansée du systéeme (38) et matrice de rigidité expansée de I’élément 1 [K 1exp] :

Selon la figure 10 ci-dessus, I’élément 1 relie le nceud 1 au neeud 2. Le nceud 3 est le nceud manquant.
Ses degrés de liberté sont u; et v; qui correspondent aux rangées 5 et 6 et aux colonnes 5 et 6 de la
matrice de rigidité globale.

ESY
)
£

1
<Fx(z)>

1
E),

0

0

o R

(41)

o oo
cocoococ oo
cooro

coo0co0Oo o
cocoocoo o

La matrice de rigidité expansée de I’¢lément 1 [Klexp] avec des rangées et colonnes nulles est donc
comme suit :

E.A
L

[Klexp] =

ococo L or

cocoococo
coooo o
cocoocoo o
coo0o0Oo o
e e ———

[
|
|
|
I
|

eNeloN =

o

Forme expansée du systéeme (39) et matrice de rigidité expansée de I’élément 2 [K Zexp] :

De la méme maniére que précédemment, I’élément 2 relie le nceud 2 au nceud 3 (figure 10). Le nceud 1
est le nceud manquant. Ses degrés de liberté sont u; et v; qui correspondent aux rangées 1 et 2 et aux
colonnes 1 et 2 de la matrice de rigidité globale.

r 0
0 0 0 0 0 0 O (ul\
FZ 00 0 0 00 [|n
@\ _EAlO0 O 0 0 0 0 U
VB2 (TZ|o o o 1 o0 -1\ (42)
@ 00 0 0 0 0 Lus
F,
P lo o 0 -1 0 1J V3
F@
Ky3
L’expansion de la matrice [K,] est donc comme suit :
00 0 0 0 0
0 0 0 0 0
[k ]zﬂ 00 0 0 00
2exp L [0 0 0 1 0 -1
00 0 0 0 0
lo o 0 -1 0 1J

Forme expansée du systéeme (40) et matrice de rigidité expansée de ’éléement 3 [K 3exp] :
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L’élément 3 reliant le nceud 1 au neeud 3, le neeud 2 est le nceud manquant. Ses degrés de liberté sont
uset v,qui correspondent aux rangées 3 et 4 et aux colonnes 3et 4 de la matrice de rigidité globale.

(F3N (12 12 0 0 -12 -1/2
"5 12 12 0 0 -12 12|
Ey 0 0 00 0 0 (vl]
Jol_EAdlo 0o 00 0o o])w “3)
0 L |-12 <12 0 0 12 12| |"2
E® 2 -2 0 0 12 12 |5
3
ey
L’expansion de la matrice [K3] est donc comme suit :
12 12 0 0 -12 -1/2]
12 12 0 0 -12 -112
EAl 0 0 00 0 0
[Ksessl=—=[ 0 0 00 0o o0
12 <12 0 0 12 12
12 <12 0 0 12 112

Etape 03 : Assemblage des matrices expansées

En plus du principe de la compatibilité des déplacements des nceuds ou le vecteur déplacement de
chaque nceud est considéré comme unique, I’assemblage des matrices expansées repose sur un autre
principe fondamental qui consiste en /’équilibre du neeud. En effet, la somme de toutes les forces
internes transmises des éléments vers le nceud ainsi que de celles des charges appliquées (charges
extérieures ou réactions d’appuis) est nulle. Ainsi, le vecteur force extérieure appliqué au nceud est

¢gal et opposé a la résultante de toutes les forces intérieures transmises des barres vers le nceud telles
celles exprimées dans les équations (41), (42) et (43). Par conséquent, en additionnant les vecteurs
forces nodales intérieures expansées écrits dans ces équations (41), (42) et (43), on obtient le vecteur
forces nodales extérieures

W, p®
Fxl +Fx1 )

(1 0 (3
F F
F x1 x1 W, G
(1) e (()2) o) Fy "+ Ey
7 1 Fy 1 D, @
Fya _ 1) 2 0 _ sz +Fx2
=1F2 p+{FDr+{ o =1 >
Fy2 x(l y2 O F(l) +F(2)
F. K 2) @ S > i
Fx3 yo Ee %3 F® L g®
" 0 Y \ED) o, o
y3 T 1ly3")

Or les noeuds 1 et 2 ne sont chargés que par les réactions extérieures de I’appui double 1 dont les
composantes sont les inconnues Ry, et Ry et de la réaction de I’appui simple 2 dont ’'unique
composante inconnue est Ry,,. Quant au neeud 3, celui-ci est chargé par une force ponctuelle dont les
composantes sont Fy3 = 2KN et F,3 = 1KN. Ainsi, le vecteur forces globales extérieures aura
finalement pour composantes
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En ce qui concerne, les vecteurs déplacements nodaux, nous avons a I'appui du nceud 1 : u;=0 et v;=0,
et a ’appui du nceud 2 : v,=0. Ainsi, le vecteur déplacement global aura finalement pour composantes
inconnues : Uy, Uz et V3.

Ainsi, la somme des membres a gauches des équations (41), (42) et (43) permet finalement d’écrire :

i o]
{Rgz } - [[Klexp] + [KZexp] + [K3exp]] J 162 L
2 "

1 "

Si on remplace ces matrices expansées par leurs expressions respectives, on aura :

|32 12 1 0 -12 -12]
| 12 12 0 0 -12 -12 |
K EA| 4 0 1 0 0 0
[ exp] —Tl 0 0 0 1 0 -1 |
A2 12 0 0 12 12
|-12 <12 0 -1 12 32| _

La somme de ces trois matrices expansées donne la matrice de rigidité globale écrite dans le systéme a
résoudre :

[32 12 -1 0 12 12 01°)

Ry 12 12 0 0 -12 -2 0 (02)

0 Eal -1 0 10 0 0 Uy (03”)
Ry, C o o o 1 0o 4 0 (04)
2 A2 -2 0 0 12 12 u3J (05”)

k 1 } 12 -2 0 -1 120 32 V3 (06”)

Les équations (03”) (05°) et (06”) possédent les inconnues u,, u; et v3. Le développement de
I’équation (03) permet d’obtenir u, = 0. Réécrivons les équations (05°) et (06”) tout en remplacant
U, par sa valeur nulle. On obtient alors :

E. A
2= T(% + v3)

E.A
1= i(u3 + 3173)

54100 L 100
=5m et vV3=——=— =
50%2 EA 50%2

5L
EA

La résolution de ce sous-systeme donne : u; =

—1cm

En ce qui concerne les réactions Ryq , Ryq et Ry, ; celles-ci sont obtenues en remplacant les
déplacements obtenus précédemment par leurs valeurs dans les équations (01”) (02”) et (04”). Ce qui
permet d’obtenir :

R — E. A 4 _ E.A(S.L L)_ E.A(4.L)_ KN
=5 Wtv)=—or(m -2 = 20 \Ea) =
E. A
Ryl = —T(u?’ + v3) = —ZKN
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E.A E.A L
Ryp = (v ===~

Calcul des efforts internes dans les barres 1, 2 et 3 :
Efforts internes dans la barre 1 :

La barre 01 reliant les nceuds 1 et 2, les composantes du vecteur déplacements nodaux en repere
global sont comme suit : (Up)=(uy vy U V2)=(0 0 0 0)

On voit bien que toutes les composantes de ce vecteur sont nulles. Par conséquent, le produit matriciel
de ce vecteur par la matrice de passage [T] donnée par l'expression(29), donnera également un
vecteur déplacements & composantes en repeére local nulles :

(U)=(u, vy Uz T2)=(0 0 0 0)
Or I’allongement d, de la barre est toujours calculé en repére local, tel que :
d1 :(7._1.2_17.1):0_0:0

Ce qui implique que I’effort interne dans la barre 1 est également nul tel que :
Ny=—d; =0
1 [ 4

Efforts internes dans la barre 2 :

La barre 02 reliant les nceuds 2 et 3, les composantes du vecteur déplacements nodaux en repére global
sont comme suit :

(U) =(uz v Us V3)=(0 0 5 -1)

Les composantes en repére local de ce vecteur sont obtenues en effectuant le produit matriciel de la
matrice de passage [T] par ce vecteur tel que pour ¢ = /2 ,c =cosp =0 et s =sing =1,0n
a:

Uy Uy c s 0 07U 0O 1 0 O 0
1_72 = [T] Va2 _|=s ¢ 0 Of)v2(_|-1 0 0 O 0
Us Usz 0 0 ¢ s|)us 0 0 0 1 5
U5 U3 0 0 —s cl\v; 0 0 -1 od\-1

On obtient donc les composantes locales suivantes
(U =(u, v, U3 U3)=(0 0 -1 -5)
Or I’allongement d, de la barre est toujours calculé en repere local, tel que :
dy={;—uUy)=—-1-0=-1

L’allongement d, étant négatif. Il s’agit donc d’un raccourcissement dii a un effort interne de

compression tel que : N, = %dz = %, (-=1) = —1KN

Efforts internes dans la barre 3 :

La barre 03 reliant les nceuds 1 et 3, les composantes du vecteur déplacements nodaux en repére global
sont comme suit :
(Us)=(uqg vy Us V3)=(0 0 5 —1)
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Les composantes en repére local de ce vecteur sont obtenues en effectuant le produit matriciel de la

matrice de passage [T] par ce vecteur tel que pour ¢ = /4, c = cosp = s = sing = g, ona:

Uy U c s 0 07 1 1 0 070
B2 ol _]=s ¢ 0 of)m{_Y2|-1 1 0 of)o
o U 0 0 ¢ s[Qus("2f0 0o 1 1[)5

U3 V3 0 0 —s cl\vs 0 0 -1 14\-1
On obtient donc les composantes locales suivantes
(Us) =(uy, 71 Uz U3)=(0 0 2v2 —3/2)
Or I’allongement d5 de la barre est toujours calculé en repére local, tel que :
ds = (i3 — 1) = 2V2 - 0 = 22
L’allongement d3 étant positif. Il s’agit donc d’un allongement di & un effort interne de traction tel
que :

N _E.A.x/id _502.v2
ST OLNZ T 10042

.(2V2) = +2,828KN

168



Chapitre 09

Modélisation et calculs de structures formées de poutres

1 Introduction

Rappelons que du point de vue de la théorie de la résistance des matériaux, une poutre peut étre
définie comme étant un élément de structure (rectiligne ou courbe), qui peut travailler aussi bien en
flexion, en cisaillement, en torsion qu’en compression-traction. Ainsi, toutes les sections transversales
de cet ¢lément peuvent &tre soumises a des moments fléchissants, des moments de torsion, des efforts
tranchants ainsi qu’a des efforts normaux. Toutefois, les dimensions de ces sections transversales
doivent étre faibles devant la longueur de la poutre.

L’objectif de ce chapitre consiste non seulement a introduire 1’¢lément finis linéique a deux nceuds
SEG2 de type poutre, mais également a présenter une méthode utilisant ce type d’élément pour le
calcul de structures. Sans utiliser de formulations intégrales, les calculs se feront directement sur
I’¢lément réel. Ainsi, nous présenterons une méthode directe et simple de calcul de /a matrice de
rigidité élémentaire écrite en repere local. Aprés I’opération de transformation ou bien d’écriture de
ces matrices de rigidités ¢lémentaires dans le repére global, les matrices obtenues seront assemblées
pour former «une matrice de rigidité dite globaley notée [K] et représentant la rigidité de toute la
structure formée par ces éléments. Cette matrice sera ensuite utilisée pour la résolution d’un systéme
global d’équations reliant le vecteur déplacements nodaux {U} au vecteur forces nodales extérieures
{F} au telle que :

[K].{U} = {F} (01)

Ce dernier (le vecteur global de forces nodales {F} ) représente les forces extéricures appliquées
ainsi que les réactions des appuis. La résolution de ce systéme d’équations doit se faire avec
I’introduction de conditions aux limites en déplacements qui consistent a tenir compte des blocages
des degrés de liberté des nceuds situés au niveau des appuis.

Par ailleurs, considérons une poutre isostatique, de longueur /, (figure 01) reposant sur deux appuis
et située dans le plan lié au repére (0,xy). L’axe ox est porté par I’axe longitudinal (figure 01). Soit
une section transversale quelconque située en un point d’abscisse X.

Y
0] \l/Pl Pz/ > X

iV(x)

Figure 01 : poutre isostatique sur deux appuis

Les mouvements possibles de ce point ou bien les degrés de libertés (notés par ddl) associés a ce
point, sont :

- deux translations u(x) et v(x) respectivement selon les axes ox et oy
- une rotation 6(x) autour de 1’axe oz perpendiculaire au plan lié¢ au repere (o,x,y).
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La translation u(x) de ce point est due a la composante paralléle a I’axe longitudinal ox (cas de la
force inclinée P, de la figure 01). La translation v(x) de ce point est due a la composante paralléle a
I’axe oy. Dans le cas ou les charges sont perpendiculaires a I’axe ox (cas de la force P; de la figure 01),
les translations u(x) deviennent nulles. Dans ce cas, nous ne considérerons que les translations v(x)
ainsi que les rotations &(x) telle que :

dv(x)
dx

0(x) =

2 L’élément poutre
De maniere générale, on définit I’élément poutre comme un élément unidimensionnel 1D, & deux

nceuds i et j tel qu’illustré dans la figure 2 ci-dessous :

y

vi /

Figure 02 : Elément poutre avec les degrés de libertés associes aux nceuds i et j
ainsi que les forces nodales correspondantes

Dans un premier temps, considérons uniquement le cas de deux degrés de libertés par nceud :

- latranslation v(x) selon I’axe oy

- larotation 6(x) autour de I’axe oz perpendiculaire au plan lié au repére (0,x,y).

La prise en compte du déplacement axial u(x) sera considérée plus loin. Ainsi, les quatre dd/ de
notre ¢lément sont : v, 6, v; et @. Ainsi, puisqu’il existe quatre valeurs nodales, la valeur de v(x) en un
point quelconque d’abscisse x doit étre interpolée avec un polyndéme de degré 03 :

v(x) = ap+ ayx + ayx? + azx? (02)

ay, a;, oy et o sont des constantes inconnues que nous pouvons déterminer en utilisant les

conditions aux limites telles que :

(40)
B ~ a
v(0)=ay =727, =a=(1 0 0 0) a;
a3
(44)
av(0) _ 5 2] o
GO 5 1035 = =0 1 0 0"
a3
(40)
v(l) = v =ap+ al + azlz + a3l3 =1 1 7 P g;
a3
@o
dv(l ~ ”
ch) =0;= a; + 2a,l+ Bagl?=(0 1 21 31%) a;
a3

Sous forme matricielle, le systeme formé par les quatre équations précédentes s’écrit :
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(%) 110 0 07

il 101 0 o0|)m

{ﬁj}_ 1 1 12 1Bl (03)
0 1 21 31?2]\%3

6)

La résolution du systéme précédent (03) donne :

S

Aoy = Uy,

(Zl: i
3, _ _ 1 = =
a, = 5(-'Ui + 17]) - 7(291 + 9])
2. 1 .
a3=l—3(vi—vj)+l—2(9i+9j)

Sous forme matricielle, on aura :

2, 1 0 0o 0o 1{%)
ag | 0 1 00 !91- L
a (T |-3/12 =2/l 32 —1/1|\ ¥ (04)
as 2/ 112 —2/13 1/I? léjJ
En remplagant les expressions précédentes de oy, «;, a, et a;dans ’expression (02) de v(x), on
aura :
1 0 0o 0 7(%)
_a 5 s 0 1 0 0 0;
U(X) = ( X x X ) _3/[2 _2/l 3/12 —1/l ﬁj (05)
2/13 1/12 =2/13 1/1? k_f)
Ou bien

v(x) = (1 - %xz + %x3) v + (x - %xz + llzx3) 0; + (%x2 - %x3) 7 + (—%x2 + lizx3) 0; (06)
Par ailleurs, en introduisant les fonctions d’interpolations N;(x), i=1,4 sur [’élément poutre ij, on
peut écrire sous forme matricielle ;
Vi

i

]
V) = (M) M0 MG Na@) o)
0, J
En comparant les deux expressions précédentes (06) et (07), on peut déduire par identification les
expressions de ces fonctions d’interpolations telles que :

(N;(x) = (1 —%xz +li3x3)
Np(x) = (x =222 + 307
o= (e - 32)
Ny(x) = (—%xz +lizx3)

(08)

A
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3 Matrice de rigidité élémentaire

Rappelons également un résultat important tiré de la théorie des poutres en RDM qui consiste en la
proportionnalité de la déformation en flexion vis-a-vis de la courbure de 1’élément autrement dit a la
dérivée seconde du déplacement v(x) tel que :

d2
£y = —y (09)
En remplacant v(x) écrit précédemment dans (09) par son expression tirée de (07), on aura :
(7;)
d? 6;
= Y@ N N0 NG ig (10)
9_1'

(5,

0;
avece ! s ! = vecteur constant

3

Ainsi, nous retrouvons la méme expression que celle définissant la matrice [B] définie au chapitre
08 reliant la déformation en point quelconque a I’intérieur de I’élément vecteur déplacements nodaux
telle que :

(
e, = [B] { 7 (11)

En comparant les deux expressions précédentes (10) et (11), et en remplacant les fonctions N;(x),
i=1,4 par leurs expressions écrites en (08), on peut tirer :

B= v (-2 E0) (-2etete) (e-20) (Cerde) o

La matrice [B] est connue pour son role de matrice de dérivées de fonctions d’interpolation reliant
les déformations aux déplacements nodaux.

Par ailleurs, la loi de Hooke, pour un élément fini unidimensionnel, s’écrit :
o, =E. &
avec E : le module de Young

On rappelle I’expression (8-12a) établie au chapitre 08 :

[Ke] = |,

Q(_)[B]T. [H].[B].dQ. avec [H] = E et dQ = dx.dS

Ceci implique que :
l
[Ke] = Ef dxf [BI7[BldS
0 s

avec dS=dy.dz

Aprés développement, la matrice de rigidité [K®] dans le repére local sera égale a :
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12 6l —-12 6l
we1 _ EL| 61 41> —6l 2[2
[K°] = B|1-12 -6l 12 -6l (13)
6L 212 —6l 412

Avec I, : le moment d’inertie de la section transversale par rapport a ’axe z

Finalement, au niveau local ou du repére local 1ié¢ a 1’é1ément considéré ij, la relation entre le

vecteur forces nodales et le vecteur déplacements nodaux s’écrit :

(Fyi) 12 6 -12 6l1(%)
Mal _en| 61 4> —61 22|)9% (14)
Fy(T7|-12 —et 12 Zel|)%
— 2 _ 2 2]
i) 6l 22 -6l 412] 5]

Si on tient compte des déplacements axiaux (ou bien du troisieme degré de liberté u; ), on aura :

ffxi\ (Ui
Fy; v
M. : K. K. 0.
< _Zf - [[_u] [_U] ) ﬁl > (15)
ZI AR
Fyj 9_1
\M,;) \9j
Les sous matrices exposées ci-dessus s’écrivent :
B oo 0] 2 o0 0] =2 0 0]
= 12El, 6EI, = 12El, —6El, = —12El, 6El,
[Kii] =| 0 IE Z P K] :| 0 B R E K] =| 0 = z| (19
6El, 4EI, —6El, 4El, —6El,  2EI,
lo 12 1 J lo 12 1 J l 0 12 TJ
[Kij] = [I?jl-]T car la matrice de rigidité est symétrique.
4 Matrice de rigidité dans le repére global
_ X
Y y
B,

i F\‘i

Figure 03 : représentation du repére local, du repére global et des vecteurs composantes associées

Les vecteurs forces locaux peuvent étre exprimés en fonction de leurs composantes dans le repére

global comme suit :
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Fyi = c.Fy + 5. Fy
yi = —S.in +c Fyl
My = My,
{ _ Zi Zi (17)
_F =c.Fyj +s.Fy;
Fyj = —s.Fy; + c.Fy;
L My =My
Avecc =cosp et s=sing
Sous forme matricielle, on peut écrire :
(Fai)
Fxf c s 00 0O Fa
1\7Iyl [—s c 0 0 0 0] 11;3” 11;3”'
zi 0O 0 1 0 o OI zi zi
{ — :I > = |T 17
Fy ( 1o 9 0CSO|{F’” []{in> 1
o 0 0 O 0 E. .
il | 1§ |
sz) 0 0 0 0 0 1 M,;) M,;)

Les composantes des vecteurs déplacements locaux notés (i, 7,) et (i), ;) sont illustrés en figure
09 du chapitre 08. Leur projection sur le repére global (oxy) donne pour les nceuds i et j les relations
suivantes :

(U, =cu +Ss.v;

v, =—s.u;+cv;
61 =61 18
\ u]=c.uj+s.vj (18)
171 = —=s.u;j +c.v;

Sous Forme matricielle, le systéme précédent peut étre écrit:

4 c s 0 0 0 07U U

g‘ |[—s c 0 0 0 0]| gi Zi

: 0 0 100 06 i
150 0 0 ¢ s oy~ (19)
7, \0 0 0 —s ¢ o‘ lUjJ ijJ

ol 0 0 0 0 o0 1116 6;

Sous formes condensées, les expressions précédentes (17) et (19) peuvent étre formulées:
{U} = [TI{U} (20)
et {F}=I[T{F} 1)

Ainsi, on voit bien que la matrice [T] est la matrice de transformation ou de passage du repére
local li¢ a 1’élément considéré au repere global lié a la structure.

Par ailleurs, rappelons que si les deux repéres (local et global) sont orthonormés, ceci implique
que la matrice inverse de la matrice [T] ne sera rien d’autre que sa transposée, telle que :

Réécrivons également I’expression (15) sous forme condensée telle que :

{F} = [K.{U} (22)
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En remplagant dans (22), {F} et {U} par leurs expressions respectives écrites en (20) et (21), on
obtient :

[THF} = [K]ITI{U} (23)

En multipliant les deux membres de 1’équation précédente par [T]¢, on obtient :

[TIF[TI{F} = [TI*[K][T]{U}
Or [T]¢[T] = [I] : 1a matrice identité telle que :

[TI[TI{F} = {F}

On en déduit que :

{F} = [TI*[K][T{U} (24)

On sait par ailleurs que, la relation entre les composantes des vecteurs forces et déplacements
peuvent s’écrire dans le repere global comme suit :

{F} = [K.]{U} (25)
avec [K,] : la matrice de rigidité élémentaire écrite cette fois ci dans le repére global.

En comparant les expressions (24) et (25), on en déduit par identification 1’expression de la
matrice
[K,] en fonction de la matrice de passage [T], de sa transposée [T] et de la matrice [K,]
telle que :

[Ke] = [TI*[K]IT] (26)

Ainsi, les termes de la matrice [K,] peuvent étre obtenus en remplagant dans 1’expression

précédente (26) la matrice [K,] par son expression établie en (15) et la matrice [T] par son expression
qu’on peut déduire de (17), et en effectuant le double produit matriciel.

5 Exemples
5.1 Exemple 01 : cas d’une poutre isostatique soumise a une charge ponctuelle en son milieu

Soit la poutre représentée dans le plan lié au repére (o,x,y) tel qu’illustré en figure 04 ci-dessous.
Cette poutre est soumise en son milieu a une charge verticale P perpendiculaire a son axe longitudinal
ox. Elle est donc modélisée par un maillage composé de deux éléments finis connectés entre eux au
niveau du nceud 2 correspondant au point d’application de la charge P. Il est demandé de calculer:

1- la fleche de cette poutre (ou bien la valeur du déplacement vertical v, du nceud 2).

2- les valeurs des rotations &, et &; des sections d’extrémités

3- les valeurs des réactions aux appuis F); et F,.

4- La valeur du moment fléchissant M,. en repére global ainsi que le moment M,, en repére

Yy
P~
,2@ { Oy

-— 12 e 12 —&

local.

Figure 04: modele EF d’une poutre isostatique reposant sur deux appuis et chargée au milieu
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Solution :

Puisque la charge P est perpendiculaire a I’axe longitudinal ox, il n’y a donc pas d’efforts
normaux. Ceci implique que

u(x)=0 Vx

Ainsi, nous ne considérerons que deux degrés de libertés par nceud a savoir : le déplacement
vertical v et la rotation&. Le systéme global d’équations a résoudre sera donc comme suit :

[K].{U} = {F}
Avec
F.
171 ( yl
(91} A4Zl
v F.
{U} = 92 {F} = My 2% 3 lamatrice de rigidité globale [K] sera de dimension (6,6)
z2
AN
3 MZ3
Par ailleurs, les reperes locaux liés aux €léments sont tous paralléles au repére global
==> [T]=1[T]* = [1]

== [K;] = [TI'[K.][T] = [Ky] et [K,] = [TI[K,1IT] = [K]

Si on applique 1’équation (13) ci-dessus, la matrice de rigidité élémentaire de 1’élément poutre
numero 1 reliant les nceuds 1 et 2 (a 2 ddl par nceud sans déplacements axiaux) est comme suit :

(12 63 -12 6() |

. [K]:Lag) 45?6 2(;)?
Tl ey 12 -60)

l

°Q) 207 -6 4G

12 3l —-12 3l

8EI| 31 12 =31 1272 r1lk4] [k%,]
17 _ 121 = OB1 _ 11 12
WT=1K1=T5 212 -3t 12 -3 [[Kél] [K%z]]
31 1?72 3] 2
avece
—-12 3l
o _8EI[12 31 .. _se[12 =3I L _ BEI
[Ki1] = & [31 2) [K32] = [ [—31 12 ]et [Kiz] = 7 =31 g

[K3] = [KL]T car la matrice de rigidité [K; ] est symétrique.
De la méme maniére, en appliquant 1’équation (13) ci-dessus, la matrice de rigidité élémentaire de

1’élément poutre numero 2 reliant les nceuds 2 et 3 est comme suit :

12 31  —-12 3l
[2]_% 3l 12 -3l l2/2 _[[K%Z] [K§3]]
T B |-12 =31 12 =317 UKL (K4
3L 1*/2 31 2

avece
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8EI[12 3l 8eI[ 12 —3I
k%] =25 |57 (k3] =22

m[ 12 31]
—-31 I? -

[K23] 13 3l g

[KZ] = [KZ]" car la matrice de rigidité [K,] est également symétrique.

Assemblage des deux matrices [K; ] et [K;]

1 1 0 0
| [ic:] K g o]
[K1=| [K3]  [lk%]+[K51] (K%l
o o] B K

En remplacant les différentes sous matrices par leurs valeurs, on obtient :

12 3/ -12 3 0 0
31 P 31 P2 0 0

[K]=—|-12 -3/ 24 0 -12 3l

31 P20 2F 31 PR
0 0 -12 -3/ 12 -31
0 0 3 P2 31 F

Conditions aux limites :
V1:V3:0; 02:0, lezMZ3:0 et FyZZ_P

0 (Fyl\ (F 1) €Y

0, 1;121 4 £ (2)
__ v\ _ _ 3)
= [Kl{g(= MyZZ2 T\Mp [ (4

HEANcE
93 MZ3) 0 (6)

On détermine les valeurs du déplacement v, ainsi que celles des rotations &, et &;en résolvant
d’abord le sous-systéme formé par les équations (2), (3) et (6), telles que :

(2) = l291 - 3l172 =0
8EI
(6) = 3l7.72 + l293 =0
Or pour des raisons de symétrie, 6; = —03 : on peut facilement vérifier ce résultat en faisant la

somme des équations (2) et (6).
Par ailleurs, (2) ==> 0, =—==—0;

3
D’autre part (3)) ==> —2.3.1.6; + 24.v, = _g_;

En remplacant 8¢ par ”2 dans I’ expression précédente, on aura :

P3

3v,
_6lT+ 24.172 = _18172 + 24‘ Uz = 6172 = _@
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pI3

= v, = ———
2 48EI
3v 3 pi3 PI? pl?
::>91=—93=—2=——.—:> 0, =——— et 0O3=
l 1" 48EI 16EI 16EI

En résolvant le sous-systéme formé par les équations (1), (4) et (5), on peut déterminer les valeurs
des réactions aux appuis représentées par les forces nodales Fy 4, Fy3 ainsi que la valeur du moment
fléchissant, a mi- travée, représenté par le moment M,, appliqué au nceud 2 tels que :

8EI
(1) = 5 (=316, = 121,) = Fy

— _ BEL[ o, ( PI%Y_ _PEN) —

— Fy =2 < 31(-——) - 12( 48E1)) = 1.5P + 2P = 0.5P
Donc Fy; = 0.5P

De la méme manicre, le développement de 1’équation (5) donnera le méme résultat :

Fy3 = 0.5P

Quant a I’équation (4), son développement donnera :

12 12 8EI
Mzzz ?914‘593 l_3

or 91 = _63 = MZZ =0

Par contre, si on considére I’élément (1) dans son repére local tel que

12 3l —-12 3l (v (=0) Fyq
BEIl 3L 2 =31 I/2) 6 [_ My;=0
13 |1-12 -3l 12 -3l v T —P+Ty

30 1?72 31 12 1\6,(=0)) M, +M,

De la derniére équation de ce systéme, nous pouvons tirer la valeur du moment fléchissant M,,
consideré ici comme [’action interne de la partie de la poutre située a droite du neeud 2. Donc
I’équation (4) de ce systeme s écrit :

8EI (1?
l_3 ?.91_3l.7]2 =M22+Md

En remplagant 8, , v, et M,, par leurs valeurs respectives, on aura :

BEI(1”> ( PI? 3l P\ _ 0+ M
13 \2°\ 16EI "\ 48E1)] " d
8EI

=2

13

pI* Pl‘*) __8EI PI* _ Pl
32E1 ' 16EI) ~ 13 32El 4
Finalement, le moment M,, en repére local :
Pl

M,, =My =
z2 da 4
5.2 Exemple 02 : cas d’une poutre isostatique soumise a une charge uniformément répartie

Soit la poutre représentée dans le plan lié au repére (o,x,y) tel qu’illustré en figure 05 ci-dessous.
Cette poutre est soumise sur toute sa longueur & une charge uniformément repartie g agissant
perpendiculairement a son axe longitudinal ox. Cette poutre est modélisée par un maillage composé de
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deux éléments finis connectés entre eux au niveau du nceud 2 situé au milieu de cette poutre. Il est

demandé de calculer:

1- la fleche de cette poutre (ou bien la valeur du déplacement vertical v, du nceud 2).

2- les valeurs des rotations &, et &; des sections d’extrémités

3- les valeurs des réactions aux appuis F); et F),.

4- La valeur du moment fléchissant M., en repére global ainsi que le moment M,, en repére

local.
Nota : £=2100000 MPa,  [z=8356cm®  ¢=5 KN/ml

Figure 05: modéle EF d’une poutre isostatique reposant sur deux appuis et uniformément chargée

Solution
12 3l —-12 3l
8EIl 31 1> =31 I%)2
B3 |-12 -31 12 -3l
3L 12/2 -3 [?
Les matrices de rigidité élémentaires sont les mémes que celles de I’exemple précedent. Il en est
de méme pour la matrice de rigidité globale :

[K'] =[K?] =

12 3/ -12 3 0 0]

3 P 31 P2 o0 0

El

[K]=8l_3 12 31 24 0 -12 3/
31 P2 0 2P 31 PR

0 0 -12 3/ 12 -31

0 0 3 P2 31 F
| oo

171 0 ( 1\

(61\ Bll MZl

_ %) ) _ Fyz
{U} = 0, (= OI {F}= M,
o )

y3

6,) o, "

En ce qui concerne la détermination des composantes du vecteur forces nodales équivalentes, la
démarche consiste a isoler en premier chaque élément et a représenter les charges appliquées en
travée. Par la suite, on remplace, ces charges en travée par les réactions des noeuds supposés comme
étant des appuis encastrés et ce, avec changement de signe (figures 06 et 07).
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q g8 g8 q ql/48 ql'/48

dibibibibibily = (g ) gl — (g )
/, 2 — 3

U 4l gl (\_2) 4 gl/4
-— |2 — -— —

Figure 06: Moments et Forces nodales équivalents aux charges uniformément reparties sur les éléments 1 et 2

ql’/12 ql*/12

sl
ql/2 — t

] ql2

Figure 07: Rappel sur les valeurs des moments et Forces nodales dues aux réactions des appuis et aux charges
uniformément reparties g appliquées sur une poutre de longueur /

Ainsi, en adoptant un sens positif contraire a celui du sens horaire, le vecteur forces nodales

équivalentes peut s’écrire :

_a
[ P 4 nyl—q—l
_q_lz 124
48 -L
R )
(——+—) 0
48 48 ql
F _q_l Fy3 Z
y3 4 12
ar? +is
48
Ainsi, le systéme global a résoudre devient :
12 30 -12 3 0 0] Eo_ay (D
2 2 yIoo4
3P 3 F2 0 0] I )
0 48
BETN 1o 31 24 0 2 3 |9 _a | (3
I3 02 = >\
30 P2 0 2P 31 P2|]ol O @
F.,—=x
0 0 -12 3 12 -3 0.) |Frs e
q
0 0 31 P2 31 P \ ts ) (6)

On détermine les valeurs du déplacement v; ainsi que celles des rotations 6; et 65 en résolvant d’abord

le sous-systéme formé par les équations (2), (3) et (6), telles que :

2

i((Z) = %(1291 _3lp,) = —%
8EI ql
I 8EI , ql?

Or pour des raisons de symétrie, 8; = —65: on peut facilement vérifier ce résultat en faisant la somme

des équations (2) et (6).
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La résolution de ce sous-systéme donne :

0. = ql*  5.107%.500° 148 10-*radi
1= T24E1 T 24.21000. 8356 racians
5ql* 5.1072. 500*

= —0.23cm

V2= T384EI T 384. 21000. 8356
6; =—6, =148 1073
En remplacant 6;, 6; et v, dans les équations (1), (4) et (5), on peut déterminer les valeurs des réactions

aux appuis représentées par les forces nodales Fyq, Fy3 ainsi que la valeur du moment fléchissant, a

mi- travée, représenté par le moment M,, appliqué au nceud 2 et on obtient:

. _ql
(1) == Fyl - ?3

l
(5) => Fa=7

De la méme maniére que I’exemple précédent, le développement de 1’équation (4) donnera :

I? 12 8EI
M22= 5914-593 l_3

or 91:_93 = M22=0

Par contre, si on considére I’équilibre de 1’é1ément (1) dans son repére local tel que
( ql

( (=0 By

12 31 -12 3 g ql?
8er| 3t 12 -3t 22| "CTug) | ) T8 >

3 |-12 =31 12 -3l Sql* |4, ;

3L 122 31 12 Lv2(=_384E1)J 44

62(= 0) ql®

.....

I’équation (4) de ce systeme s écrit :

8EI (12 ql?
l_3 ?.91—3l.‘l72 =E+Md

En remplacant 8, , v, et M, par leurs valeurs respectives, on aura :
8EI (I I3 5ql* 1
BEI(L (g (SN
3\2 24E] 384EI 48

8q15( 1 15 ) _ qls( 8 n 15 ) ql> _7q1> ql* _ 6ql?
13 48 ' 384 - -

==> Md=

48 48 48 48

Finalement, le moment M,, en repére local
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5.3 Exemple 03 : cas d’une poutre isostatique soumise a une charge ponctuelle non centrée

Soit la poutre représentée dans le plan lié au repére (o,x,y) tel qu’illustré en figure 08 ci-dessous.
Cette poutre est soumise aux deux tiers de sa longueur (voir figure 07) a une charge verticale P
perpendiculaire a son axe longitudinal ox. Elle est donc modélisée par un maillage composé de deux
¢léments finis connectés entre eux au niveau du nceud 2 correspondant au point d’application de la
charge P. Il est demandé de calculer:

1- la fleche de cette poutre (ou bien la valeur du déplacement vertical v, du nceud 2) ainsi que les
valeurs des rotations ; et 6; des sections d’extrémités et &, au droit du point d’application de
la force P

2- les valeurs des réactions aux appuis 1 et 3 : F); et F;.

3- La valeur du moment fléchissant M, en repére local.

Figure 07: modéle EF d’une poutre isostatique reposant sur deux appuis et chargée au milieu
Solution :

On adopte la méme démarche que celle des deux exemples précédents, a savoir : puisque la
charge P est perpendiculaire a 1’axe longitudinal ox, il n’y a donc pas d’efforts normaux. Ceci
implique que nous ne considérerons que deux degrés de libertés par nceud a savoir : le déplacement
vertical v et la rotationd. Le systéme global d’équations a résoudre sera donc:

[K].{U} = {F}
Avec
F.
2 (1
{91\ MZl
% F,
{U} = 92 {F}= My 2} la matrice de rigidité globale [K] sera de dimension (6,6)
z2
0, o
3 M3

Les repéres locaux liés aux éléments sont tous paralléles au repére global
= [1=[11 =[]
== [K;] = [TI'[K,][T] = [Ky] et [K;] = [TI[K,]IT] = [K]

Si on applique 1’équation (13) ci-dessus, la matrice de rigidité ¢lémentaire de I’élément poutre
numero 1 reliant les noeuds 1 et 2 (a 2 ddl par nceud sans déplacements axiaux) est comme suit :

==>
[12 6(2)  —12 6(2D) ] 12 121 -12 120
[K,] = £ | 6D 42D°  -6(2) 20°| _m| 120 16 —121 82 | _ [[Kii] [K%z]]
U7 e —12 -6(2D 12 —-6(2D)| &f|-12 -—-121 12 —121 (k3,1 [KL]
6(2D) 2(20)% —6(21) 4(2D)? 121 8* -121 16l
avec
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L, _E[3/2 312 . _E[3/2 =312 1 E[=3/2 3l/2
[Kll]—l3 [31/2 22 ], [Kzz]—l3 [_31/2 212 ]et[ 12]—13 [_31/2 12 ]

[K},] = [K&]T car la matrice de rigidité [K; | est symétrique.

De la méme manicere, en appliquant I’équation (13) ci-dessus, la matrice de rigidité élémentaire de
1”¢élément poutre numero 2 reliant les nceuds 2 et 3 est comme suit :

12 6l -12 6l
[K2] __ELl el 4 —61 2P z[[Kﬁz] [Kﬁa]]
Bl-12 -6l 12 -6l [K%,] [K%]

6l 21> —6l 4I°

avee

12 6l

12 6l E[12 —6l ElT—
[ ]et[K223]:z_3[—6l 212

K%)=
6l 41%0 5] = 2 —61 41°

[K%,] = [K%]T car la matrice de rigidité [K,] est également symétrique.

(k%) =5 |

Assemblage des deux matrices [K; ] et [K,]
1 1 0 0
[ [Kll] [Klz] [0 0]]
[K] = | (k3] [[K%]+ [K3]]  [K3] |
0 0
o o [K3,] [K3] |
En remplacant les différentes sous matrices par leurs valeurs, on obtient :

32 312 372 312 0 0]
312 28 312 P 0 0

[K]=—=1|-3/2 -31/2 2772 912 -12 6l

312 P 912 6F -6l 2F
0 0 -12 -6/ 12 -6l
0 0 6/ 2 -6 4F

Conditions aux limites :

V1 =V3 = 0, 5 le = MZ3:O et Fyz = —P

0 Fy, F (1)
AREANEE:
L 2| _ _)-=P
= K, =, 0 [ @
0 F. F, (5)
o ) e

On détermine les valeurs du déplacement v, ainsi que celles des rotations 6;,6,, et &; en résolvant
d’abord le sous-systéme formé par les équations (2), (3), (4) et (6), telles que :
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31
= -V =
2) 21%0, > ,+1%20,=0
3 319 27 919 616, = pPI3
! B)= —Z 0+ — v+ 0; 46103 =—
9l
(4‘) = l291 + ?UZ + 6l292 + 21293 = O
6) = 6lv, + 2176, + 41%°6; = 0
2 2 3
Apres résolution, on trouve :
4pPI3
2 9 EI
(9. = _4PC
01 9 EI
— _ 4 z2p
402 = 9 EI
5 P12
Os =5%r

En remplacant v, 6,,6,, et 6; par leurs valeurs dans les équations (1), (4) et (6), on peut déterminer
les valeurs des réactions aux appuis représentées par les forces nodales F),4, Fy 3 ainsi que la valeur du

moment fléchissant, & mi- travée, représenté par le moment M,, appliqué au nceud 2 tels que :

P
2P
(6)=>Fy3=?

si on considére 1’élément (1) dans son repere local tel que

12 121 —12 121 1 (vi(=0) Fy1
El {121 161> —121 812 04 _M; =0
8i3|-12 —-121 12 -121 2 T —P+Ty

121 812 —121 1612 0, ",

De la derniére équation de ce systéme, nous pouvons tirer la valeur du moment fléchissant M.,
considéré ici comme [’action interne de la partie de la poutre située a droite du neeud 2. Donc
[’équation (4) de ce systeme s’écrit :

MZZ =

El
81; (81%.0, — 12L.v, + 161%8,)
En remplagant 8; , v, et 8, par leurs valeurs respectives, on obtient :
M, = 2Pl
3
5.4 Exemple 04 : cas d’une structure bidimensionnelle formant une rampe uniformément
chargée

Soit la structure bidimensionnelle d’une rampe constituée de profilés métalliques de type IPE 300
représentée sur la figure 08 ci-dessous et soumise a une charge verticale appliquée sous forme d’une
charge uniformément répartie égale a 6KN/ml. Il est demandé de calculer:

1- les déplacements verticaux v, et horizontaux u, ainsi que la rotation &, du nceud 2
2- les composantes horizontales et verticales des réactions Fy; et F); pour I’appui let Fy; de
I’appui 3.

184



-— ] — - —_—

Figure 08 : mod¢le EF d’une poutre isostatique reposant sur deux appuis et chargée au milieu
Nota : E= 210000 MPa Pour un IPE 300 Iz = 8356 cm® et A =53.8 cm’

Solution :

La charge uniformément répartie ¢ n’est pas perpendiculaire a 1’axe longitudinal de I’élément 1.
En effet, dans le repére local lié a cet élément (figure 9), cette charge g posséde deux composantes. La
premiére est portée par 1’axe longitudinal OX et engendre des efforts normaux dans les sections
transversales. Quant a la seconde composante, celle-ci est portée par I’axe perpendiculaire OY. Elle
engendre des efforts tranchants ainsi que des moments fléchissants. Par conséquent, nous devons tenir
compte du troisieme degré de liberté u; tel que chaque nceud i de cette structure possede, selon le
repere global de la figure 08, trois degrés de libertés a savoir : le déplacement horizontal u selon 1’axe
ox, le déplacement vertical v selon oy et la rotationé (due au moment fléchissant) autour de I’axe oz
qui est perpendiculaire au repére oxy. Le systéme global d’équations a résoudre sera donc:

[K].{U} = {F}
Uy ( Fx1 A

v Fys

0, M,

Uy F. x2

Avec {U}=1Vv2; {F}=< F,2 } =» lamatrice de rigidité globale [K] sera de dimension (9,9)

0, M,,

Uusz F,3

o, s

MZ3

Matrice de rigidité élémentaire de I’élément 1 :

Selon le repere local 1ié a cet élément 1 reliant les nceuds 1 et 2, la relation entre les forces nodales
et les déplacements nodaux peut étre écrite comme suit

x1

F _ _
o (o
le — 71 52 _ [1?11] [1?12] §2 !
Fr = K] |EZ | - [[Eu] (K] |EZ |
F V2 V2
Myz 22 \g,) \g,)

La matrice de rigidité élémentaire [K'] est de dimension (6,6). Comme mentionné dans 1’expression (16) du
paragraphe 3, les sous matrices exposées ci-dessus s’écrivent :
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A A
I[’% 0 0] I[l%
— 6El, 3El, —
(K41 =| 0 EN R |; [K2] = | 0
3El, 4El,
10 = & | 0

0 0 ]I

6EI -3El —

13\/2 12 z| . Kl =
—3El, 4EIZJ

12 NP3

= _— . o . PR T .
[K; }-] = [Kﬂ] car la matrice de rigidité est symétrique. Ainsi [K'] peut étre écrite comme suit :

[ A
ﬁ 0
6l,
0 55
[K]=£| o 3k
l2
v —A
oA
—6l,
0 o=
31,
lZ

Le passage du repére local lié a 1’élément 1 au repére global li¢ a la structure se fait grace a la

\'f

matrice de passage [7] tel que :

! (ui\ c
| L
1 i 0
<@>=[T]iuj?=! 0
7, Vj 0
9‘] kgj) l0

Vs .
Avec ¢ == donc c =cosp =s =sing =
4

Ce qui implique :

V2 V2

2 2

V2 V2

2 2

[T]=] O 0

0 0

0 0

0 0

0
31,
lZ
41,
W2

0

-3,
lZ
41,
W2

A
W2

0

s 00
c 0 O
0 1 0
00c
0 0
000
vz
2
0O o
0o O
1 0
0o V2
2
o _V2
2
0o O

0

—6l,

13\2

-3I,
12

0

61,

13v2

-3I,
12

0 0
0 0
0 0
sO
0
01
0 0
0 O
0 O
V2o
2
V2
2
0 1

0
31,
lZ
41,
W2

0

-3I,

lZ
41,
W2

On rappelle I’expression de la matrice [K1] en fonction de [Rl], telle (;ue :

[K'] =[T]*
Aprés développement, on obtient la matrice [K*] écrite dans le repére global:
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A 3l A 31, 31, (A 312> (—A 312> 31,
(2+12) (2 12) 7 2 e 2 T ;
A3, A 3, 3, (—A 3, (A 312) 31,
(z‘z—z) (5*?2) T (z + 12> 2 7)) =
OIS T TSy,

Matrice de rigidité élémentaire de I’élément 2 :

Selon le repére local li¢ a cet élément 2 reliant les nceuds 2 et 3, la relation entre les forces nodales
et les déplacements nodaux peut étre écrite comme suit

Fr2 a u
_ 2 2
Fyz (52‘ (1—72\
I_VIZZ , — (k2] ?2 _ [[1322] [1323] ?2
Fy3 23 [K32]  [Kss] 33
F U3 U3
y3 k— &
_ 9, \8,)
Mz3 3 3
avec
R I A I e
— 12El, 6El, — 12El, —6El, — —-12EI, 6El,
[K2.] =| 0 3 12 ia [K33] =| 0 3 12 ia [K23] =| 0 EEE |
6El, 4EI, —6El, A4El, —6El,  2EI,
lO 12 1 J lo lZ 1 J l 0 lZ 1 J

A 0 0 -4 0 0
121 I —121 I
0o 2L ek, 12 6
12 l 12 l
E 6l -6l
—=2 z z
=—1] 0 — 41, 0 21,
K] =1 l l
v —A
— 0 0 A 0 0
2
—12I, -6l 121, —6I
O z 6Z O z 6Z
12 ! 12 !
I -6l
0 % 2, 0O ?Z 41,

Par ailleurs, les axes du repére local 1ié a I’élément 2 sont tous paralléles au repére global
—  [1]=[1]*= 1]
==>  [K?] = [T]*[K*][T] = [K,]
Assemblage des deux matrices [K; ] et [K;]
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0 0 01
(k%] [K1,] [0 0 0]
0O 0 O
[K1=| [Kk}]  [[K%L]+[k%]] (K%l
0 0 O
[0 0 0] [K2,] [K%]
LL0 0 O

En remplacant les différentes sous matrices par leurs valeurs, on obtient :
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x/i(A 312) \/7<A 312) 31,72 \/7(,4 N 3IZ> V2 (—A N 312) 31,V2
2 \2 ' 2 2\2 2 2 2\2 " 2 2.2 12 I 2 0 0 0
V2 (A 312) V2 (A 312) 3,2 V2 (—A 312) V2 (A N 312> 3I,V2
2 \2 2 2 \2 " 2 2 2\2 12 2 \2 " 2 2 2 0 0 0
\E(A+3IZ) \/E(—A+312> 31,V2 \/E(A+312)+A ﬁ(A 312> V231, A o 0
gl 22 ) 2\2 @ 1 2 2\ 2 2\2 2 2 1
Py =72 30y 2 sty 362 V24 3y 24 30y 1 32 e, 2k ok | {U)
L2\ AVIMNE I 2 227 22T E)TT e T 2T 2 l
_ —61
0 0 0 —A 0 0 A 0 0
. . . 0 —121, —6l, o L2 -6l
12 ! 12 !
61 —61
0 0 0 0 TZ 21, 0 lz 41,

Application numérique : En remplagant I’aire de la section transversale 4 (=53,8 cm’), le moment d’inertie 7. (=8356 cm®) ainsi que la longueur / (=500 cm)
et le module de Young (égal & 21000 KN/cm?) par leurs valeurs respectives, on obtient finalement le systéme d’équations suivant :

189



[ 801.87 79591  -1489.0  -801.87 79591 -1489.0 0 0 o |
79591  801.87 14890 79591 -801.87 -2.9779 0 0 0
-1489.0  1489.0  9.92642E+05  1489.0 1489.0 9.92642E405 0 0
-801.87 -79591 14890 30615 795.91 14800 22596 0 0
{F}=§ 79591 -801.87  -1489.0  801.87 818.71 -L4SO00EH0S 0 16846 42114 | gy
-1489.0  -2.9779  9.92642E+05  1489.0 -1.45090E+05 331795E+10 0 42114  7.01904E+05
0 0 0 2259.6 0 0 22596 0 0
0 0 0 0 -16.846 42114 0 16846 42114
0 0 0 0 42114 701904E+05 0 42114  1.40381E+06

Les conditions de blocage aux appuis étant u; = v; = v3; = 0, le vecteur déplacements {U }s’éerit :

()
vy 0
6, 6,
u, U,
(U} =<vp=<"7
9, 6,
Ug Ug
V3 0
0,/ 0,/

En ce qui concerne la détermination des composantes du vecteur {F }, la démarche consiste a
isoler en premier chaque €élément et a représenter les charges appliquées en travée. Par la suite, on
remplace, ces charges en travée par les réactions des nceuds supposés comme étant des appuis
encastrés et ce, avec changement de signe (figure 10).

an(1V2)/12

qul V212 o\ q /»
QLR
ql2 ; quf/z
- —_—
g V2
au(1V2)/12
Q Av3)/2 a2 "
Gull Ve q
(= gcosd, \ \ f
/ 4= asing / ° °
an(l \-?)’.;I." 1 %) ql/2 + : * ql?
- — —_—

N

gnf1V2)/2

/

Figure 10 : Moments et Forces nodales équivalents aux charges uniformément reparties sur les éléments 1 et 2

g/1V2)
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Ainsi, en adoptant un sens positif contraire a celui du sens horaire, le vecteur forces nodales
équivalentes peut s’écrire :

Fyeq + q";—ﬁsin45 — q¢1N2 cos45 Fyy — aw2 Fot — 5 107250042 F,, — 8,8388
x 2 x 4 x ’
Fyo - qn;ﬁ costs — quVZsind5 | | 3qr/7 F,, — 3310750012 10_; S00VZ | | f,, — 26,5165
_ a2’ _aiv2 _ 51077 50072 ~1473,1391
12 12 12
@2 s awz 5 107 5002 8,8388
F}= \/2— N l : - 5 1072 sot N
—%COSALS—%I —qj(ﬁ+2) _T(ﬁ'FZ) —21,3388
(W2’ a2 2 (yz-1) S L07PS00% (7 - 1) 431,4725
12 12 12 12
0 0 ql 5010-2 500 0
Fya =% frs =3 Fya === frs 125
0 0 0 0
Ainsi, le systéme global a résoudre devient :
F,, — 8,8388 0 (01)
F,, — 26,5165 0 (02)
—1473,1391 04 (03)
8,8388 U, (04)
—21,3388 | = [[( ] v, (05)
431,4725 6, (06)
0 Us (07)
Fy3 —12,5 0 (08)
0 05 (09)

On détermine les valeurs du déplacement u,, v, et us ainsi que celles des rotations &,,6,, et 6;en
résolvant d’abord le sous-systéme formé par les équations (3), (4), (5), (6), (7) et (9), telles que :

(3)/1489 = 666,650, + u, + v, + 666,650, = —0,9893
(4)/1489 = 6, + 2,0561u, + 0,5345v, + 6, + 1,5175u, = 5,9361 1073
(5)/1489 = —6, + 0,5385u, + 0,5498v, — 97,4416, + 2,82830; = —1,4331 1072

{ (6)/1489 = 666,650, +u,—97,441v, + 2,22831 1070, + 471,396, = 0,2898

7) = U, —uz =0
2259,6 2o
9)/4211,4 > v, + 166,676, + 133,34 605 = 0
Apres résolution, on trouve : u, = u3; =592cm v, = =593 cm

6, = 0,0205 radians
==>1! 0, = —0,0024 radians
6; = —0,01725 radians
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En remplacant v, 6,,0,, et 6; par leurs valeurs dans les équations (1), (2) et (8), on peut déterminer
les valeurs des réactions aux appuis représentées par les forces nodales F),4, Fy3 ainsi que la valeur du
moment fléchissant, & mi- travée, représenté par le moment M,, appliqué au nceud 2 tels que :

(1) =>F,; =1810""2KN = 0 KN
(2) = F,; = 3548 KN
(7) = Fy3 = 29,874 KN
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