Chapitre 03
Les transformations entre espaces de coordonnées
1 Principe

Considérons les deux espaces de coordonnées suivants. Le premier est I’espace de coordonnées
cartésiennes classique, défini par les coordonnées (x, y, z). Cet espace est également appelé « espace
réel ». On met en relation cet espace réel de coordonnées cartésiennes avec un autre espace de
coordonnées tridimensionnelle que nous appellerons espace de coordonnées paramétriques (ou espace
de référence en éléments finis). Cet est espace est décrit par les coordonnées (¢,n, ). Un exemple trés
courant de ce type de transformation entre espaces de coordonnées est I'utilisation de coordonnées
cylindriques. Dans le cas des coordonnées cylindriques, les coordonnées que 1’on considére (avec les
notations habituellement utilisées) sonté =r, n =6, = z.

On établit la relation entre les deux espaces en considérant les fonctions :

x=x(§n,¢)
y=yEn9) (01)
z=12z(n,0)

Cela permet de déterminer les coordonnées cartésiennes (x,y,z) du point correspondant au point de
coordonnées (&,m,{) dans I’espace de coordonnées paramétriques. Dans le cas de coordonnées
cylindriques, ces relations sont :

x =r.cos(0)
y = r.sin(0) (02)

zZ=7Z

2 Matrice Jacobienne

Dans plusieurs situations de calcul, nous avons souvent besoin (en vue de les simplifier) de faire des
transformations d’opérateurs différentiels (des dérivées simples ou partielles) et intégraux (des
intégrales simples ou multiples) entre les deux espaces de coordonnées. La matrice Jacobienne [/]
permet assez facilement d’exprimer la transformation des opérateurs différentiels et intégraux entre les
deux espaces de coordonnées :

(0x 0y 0z
98 0t 3¢
dx 0dy 0z
an on on
dx 0dy 0z
0¢ 9¢ oc

(03)

En effet, nous verrons plus loin dans ce chapitre, que la MEF utilise ces transformations (intégrales et
dérivées) dans les opérations de passage entre les éléments réels du maillage et éléments de référence.
Ce qui permet de faciliter les calculs aussi bien manuellement que sur ordinateur (réduction du temps
CPU des calculs).
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3 Utilisation de la matrice Jacobienne dans le calcul intégral

Concernant la transformation des intégrales, on utilise le déterminant de la matrice Jacobienne det[/]
qui est utilisé de la maniére suivante. Soit une fonction F(x,y, z) qui se transforme dans 1’espace des
coordonnées paramétriques en une fonction ¢(&,n, {) telle que :

e 1,0 = F(x(€,n,0,y¢n,0),2(6,1,0) (04)

On transforme les intégrales entre les deux espaces en utilisant ’expression générale :

f F(x,y,2).dx.dy.dz = f F(x(&,1,0),y&n,0),2(§,1,0)). det[J].dé.dy.d{
v Vref (05)

- j 9(€,1,0). det[J]. d£. dn. ¢
Vref

On déduit également de cette équation la relation suivante entre éléments différentiels :
dx.dy.dz = det[]].d¢.dn.d{ (06)

Remarque : Si on applique la relation précédente au cas des coordonnées cylindriques, on retrouve la
relation bien connue entre les deux éléments infinitésimaux cartésiens et cylindriques :

dx.dy.dz = det[]].d¢.dn.d{ =r.dr.dO.dz (07)

En effet, si on considére la transformation avec le systeme de coordonnées cylindrique, la matrice [/]
s’écrira :

0x 0y 021 rgx 9y 9z1 [d(rcos(8)) O(rsin(f)) 0z
0§ 0§ 05l |or or or ar ar or
U] = O0x dy 0z| |ox dy o0z|_|d(rcos(8)) a(rsin(6)) 0z
on on odn| |oe 96 06 26 26 FE
dx dy 0z ox dy 0z d(rcos(8)) ad(rsin(@)) 0z
lo¢ a¢ a7l Loz a8z ozl L oz 0z 0z

cos(d) sin(@) O
= |—rsin(0) rcos(f) O
0 0 1

Ainsi det[]].= 1. (r.cos?(8) + r.sin?(0)) = r.(cos?(8) + sin?(0)) =r

4 Utilisation de la matrice Jacobienne dans le calcul des dérivées partielles

En ce qui concerne la transformation des dérivées partielles entre espaces de coordonnées, on utilise
I’inverse de la matrice Jacobienne notée [J] :

Ox 0y 0z7 '
% %K %X Ji1 Jiz J
ox dy 0z 11 Jiz Jis
Gl=01"1= a7 ol T [1_21 J22 ]_23] (08)
az az (’)Z J31 J32 J33

0 ¢ a¢.

Page 2 sur 6



Par la suite, cette matrice inverse [j] peut étre utilisée de la maniere suivante. Si la transformation de la
fonction F(x,y, z) dans I’espace de coordonnées paramétriques en une fonction @(&,7,{) s’effectue
telle que (¢,n,0) = F(x(f, n,0),y(&n0),z(¢E,n, Z)) , les transformations des dérivées entre les deux

espaces s’effectuent en utilisant 1’expression suivante :

(OF) 9 9
2] o8 TR R
oF _|oe 11 Jiz J13 1)
i—£=[1].<—>= 21 Jaz Jas| 45 ¢ (09)
| dy | on j j j an
laFJ 9 31 J32 33 9
a % %
Ceci permet de donner les trois relations :
oF ~ d¢ . dp . 09
Pl ]11-% +]12-% +h3'6_(
OF . dp . 0p_ . 09
oF . Od¢ o dp

£ =J31'6_§ +132-% +J33'6_(

Ainsi, on peut transformer les dérivées partielles en (x, y, z) en des dérivées partielles en (&,1, ().
5 Exemples d’application
Exemple 01 (exercice 01 de la série de TD N°01)

On considere dans le plan, le cas de la transformation entre les coordonnées cartésiennes (X, y) et polaires
(r, 9).

1- Exprimer la matrice Jacobéenne correspondant a cette transformation

2- Donner son déterminant

OF(x,y) _
ax

3- Soit la fonction F(x,y) = x?y  avec 2xy. Retrouver ce résultat en passant par des

dérivées par rapport aux variables (r, 0).

Solution

1/ Exprimons “la matrice Jacobéenne” correspondante a cette transformation.

On met : E=r et n=260
[0x 9yl rox dy
=% %|_|or or
|0x dy| [dx 0y
o anl 3o 30
Mais on sait que :
x=rcosfd e y=rsinf

Cela nous permet d’écrire :
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cos @ sin @ ]

=\,
d(rcosh) 6(rsm9) rsin@ rcosf

a0

d(r cos9) a(r sin 9)‘

2/ Calculons le determinant :
det[J] = (cos X1 cos@) — (—rsinf XsinB) =1 cos? 0 + rsin?6 = r (cos?6 + sin?0).
Mais on sait que :

(cos?6 + sin?6) = 1.

Donc det[J] =r
Calculons ensuite 17 oubien [j]
Tel que U1 = det[]] (Com [JDT

Pour cela la comatrice de [J] est :

_[ Q2 —az1 _ %11 Q12
Com [J] = —Q12 417 ] avee UT= [a21 azz]

r _ [rcos@ rsin91" r _ [rcos@ —sinf
Et (Com /" = [—sinH cos = (Com /)" = [rsiné? cos

cos 6 sin @
4 _1[rcosf —sinf] _ o
Donc 1= r [rsinB cos 6 ] ~ |sing ¢
Finalement
sin @
cosf — -
Gl=01"= cos
sin @
T

3/ Le résultat, en passant par les dérivés, par rapport aux variables (r, 9)
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aF\ ap sin@\ /dp

R - 9 — -
dx — []] aT — cos r 67‘
\G_F/ ap - cos 6 ap
dy a6 st r ae
oF dp sinfadp
ax Y% T a0
Ou
F(x,y) = x?y = (rcos0)?(rsinf) = r? cos?0rsinf = p(r,0) =r3cos?6sinb
0
%P _ 312 ¢0s20 sind
ar
d
£ =13(c0s?0)'sinB + 13 cos?0 (sinf)’ = r3 (=2 cosBsinB)sin + r3 cos?6 cosH
d
= 2P 23 cos6 sin?6 + 13 cos30
00
JoF sin 6
55 = ¢os 0 (3 1r2%cos?0 sinh) — — (—2r3cos @ sin?0 + r3cos30).
oF
=5 272%sin6 cos30 + 2r? cos @ sin30
JoF
prde 27r2%sinf cosO (cos?0 + sin?6) = 2r?sinf cosd = 2 (r cosB) (rsinh) = 2xy
Avec (cos?6 + sin?6) = 1 : (rcosf) = x et (rsinf) =y

Finalement, on retrouve :

oF
™ (x,y) =2xy =2 (rcos@) (rsinf)

Exemple 02 (exercice 02 de la série de TD N°01)

On considére dans I'espace le cas de la transformation entre I'espace de coordonnées cartésiennes (X,y,
z) et celui des coordonnées cylindriques (r, 0, z).

1- Exprimer la matrice Jacobéenne correspondant a cette transformation.
2- Donner son déterminant

3- Donner sa matrice inverse.

Solution

1/ Exprimons “la matrice Jacobéenne” correspondante a cette transformation.
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Onmet: E=r ; n=2~0 et (=2z
x=x(&n{) =x(r0,z)y =rcosd ; y=y(&n{ =y(0,z) =rsinb
et z=z@(¢En ) =2(,0,2)=z

0x 0y 0z] rox 9y 0z
0 0¢ 0f or or or cos @ sin@ O
ox 0 0z 0 0 0

U= A | Yz =[—rsin9 rcosf O]

gn dn on| |06 06 06 0 0 1
ox dy 0z Ox 0y 0z

la¢ a7 a7l Loz 9z 0z

2/ Donc comme déja vu ci-dessus, le déterminant de [J] est :
det[J]=r

3/ La matrice inverse.

Ul1=01"= (Com [J])"

1
det[/]

On commence par le calcul de la comatrice de [J] ou bien la matrice des cofacteurs.

[+ |rc056 0| _|—rsin9 0| +|—rsin0 rcos@”
Com [J] = | sin 6 0| +|cos€ 0| _|cos€ sin9| |
| |51n9 0] | cos@ cos@ sin 6 |
L+ rcosf 0 —rsinf 0 —rsinf rcos6 |

rcos@ rsinf@ 0 rcos@ —sinf O
Com[J]] =|-sin@ cos8 0| = (com[J)DT =|rsinfd cos® 0
0 0 r 0 0 r

in @
" [cosé? —Sl: 0]
i1 =—(Com[IDT = cos 8
1= Comy)7 =|
r
0 0 1
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