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[ CORRIGES SERIE N°01 : Techniques de Transformations ]

Solution de I’exercice 01:

1/ Exprimons “la matrice Jacobéenne” correspondante a cette transformation.

On met : E=r et n=20
[0x 9y] rox ay
=% %|_ar o
|0x dy]| dx 0dy
an anl 3o a6
Mais on sait que :
x=rcosf e y=rsinf
Cela nous permet d’écrire :
d(rcosf) J(rsinf)
[]] — Jar ar — [ cos 6 sin @
d(rcos@) 0d(rsinB) —rsinf rcosf
20 20

2/ Calculons le déterminant :
det[J]] = (cos8 X7 cosB) — (—rsinf Xsinh) =r cos?0 +rsin?6 =1 (cos?0 + sin?0).
Mais on sait que :

(cos?6 + sin?6) = 1.

Donc det[J]] =r
Calculons ensuite UI7*  oubien [j]
Tel que U] = gy ComUDT
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Pour cela la comatrice de [J] est :

_ [ @22 —d21 _[%11 Q12
Com []] = —aiz 411 ] avec UT= [a21 azz]
r _ [rcos@ rsin 01" r _ [rcos@ —sinf
Et (Com )" = [— sin @ cosH] > (Com [JI)" = [r sin@  cos6 ]

cos 8 sin @
L _1[rcosf —sinf]_ o
Donc Ul=7 [r sinf  cos6 ] " |sing s
Finalement
sin 6
cosf -— -
— -1 _
i1=U1"= c0s 0
sin 6
r
3/ Le résultat, en passant par les dérivés, par rapport aux variables (r, 8)
oF ap 0 sin@\ /dp
ox | _ ] or | _ €os r ar
oF ap _ cos 6 ap
- — sin 6 —
dy a6 r EL
oF g dp sinfadp
ox €0s ar r 00

Ou
F(x,y) = x*y = (rcos8)?(rsin0) = r? cos?6 rsind = p(r,0) =r3cos?0sinf
d

9 _ 312 cos?0 sinb
ar

£ =13(c0s%0)'sinf + 13 cos?0 (sinB)’ = r3 (—2cosBsinh)sinf + r3 cos?8 cos O
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d
= £ = —2r3cos @ sin?6 + r3 cos36

sin @
(=273 cos @ sin?0 + r3cos30).

F
— = cos 0 (31r%cos?0 sinh) —
0x

oF ) ,
= P 27r2sinf cos36 + 2r? cos 6 sin36

JoF
Frie 27125sin@ cos 8 (cos?0 + sin?0) = 2r?sinf cosd = 2 (rcos ) (rsinh) = 2xy

Avec (cos?0 + sin%6) = 1 : (rcosf) = x et (rsinf) =y

Finalement, on retrouve :

oF =2xy=2 0 in 6
a(x,y)— xy = 2 (rcos8) (rsinf)

Solution de I’exercice 02 :

1/ Exprimons “la matrice Jacobéenne” correspondante a cette transformation.
On met : E=r ; n=2~0 et (=z
x=x(&n {0 =x(r0,z) =rcos8 ; y=vy(n{ =y(0,z) =rsinfd
et z=2z(&n0) =2(r,0,2) =z

0x 0y 0z] r9x 9y 0z
s 0§ 08l |ar or or
ox 0dy 0z ox dy 0z
dn dn O0n 06 00 06

ox dy 0z dx dy 0z

0 o¢ a7l Loz 9z oz

—rsinf rcosf O

[ cos @ sin @ 0]
0 0 1

2/ Donc le déterminant de [J] égale :
det[J] =r

3/ La matrice inverse.

(Com [JDT

=01 = 37

On commence par le calcul de la comatrice de [J] ou bien la matrice des cofacteurs.
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+|rcost9 O| _|—rsin9 0| |—r51n9 rcos@|
Com[]] = [ _|sin9 O| +|cost9 O| |cost9 sm0| l
| sinf 0] | cos@ O | cosf sin 6 |J

rcosd 0 —rsinf 0 —rsinf rcosf

rcosf rsinf O rcosf —sin@ O
Com[]]=|-sin@ cos® O = (com[JDT =]|rsin6 cosf 0
0 0 T 0 0 T

l[cos B sin 0 0]|
r
- _ T _
[j1 ==(Com[]]) llsm p CO: 7] OJ|
0 0 1

Solution de I’exercice 03 :

1/ Calculons I dans 1’espace des coordonnées polaires en utilisant “la matrice Jacobienne”, son inverse et
son déterminant.

*  Nous sommes en 2D dans un repere cartésien, donc les coordonnées paramétriques sont (&, n)
avec : E=r et r=460

Pour les coordonnées polaires (r,0) ona: x =rcosf et y=rsinf

La matrice Jacobienne :

[0x 0y] fox dy
U] = 0§ 9%\ _lar ar|_ [ cosf  sinf
dx Jdy dx 0dy —rsinf rcos6

on onl lae a6
Le déterminant de [J] :
det[J] = (rcos O cos 8) + (rsinfsin ) = r (cos?6 + sin’0) =r
Ona
F(x,y)=x = p(r,0) =rcosf

Or, on sait que



Tasdawit n Bgayet Faculté de Technologie. Option :
Université de Béjaia | Département de Geénie mécanique. Matiére : Méthode des Eléments Finis.

@ /ub; /]24[3 Université A. Mira Bejaia. Niveau : Premiere année Master.

oF dp(r,0)

ox | _ .. 0

oF | = U 3p(r,0)

dy a0
Avec [j1=[]' avec [j]= det[] (Com [JD"

Pour cela la comatrice de [/] égale :

_ [rcosf@ rsinf
Com ] = [—siné) cos 6

Et la matrice transposée est :

r _ [rcosf@ —sinf
(Com [J]) [r sinf cos®@
Donc [/] égale :
sin
1 cosf — "
Ul = (Com [JP" =
cos @
det [J] sin @
r
Cela nous permet d’écrire :
JoF sinf 0
Pl cos 6 a—p(r, ) — - £ (r,0)
Oou:
d(rcosf d(rcosf
%zcos@ et %: —rsinf

Et cela donne :

JoF sin @ ) )
P cos 6 cos 8 - (—7rsin @) = cos?6 + sin?0 = 1

Par contre, ona:

d0F (x, sinf 0
I = f wy) f(cos@—— p)(det[]])drde
0x r
S surf
Or,
dp 0d(rcosf) p . dp d(rcosf) ng
prl Ew = cos e 30 = 50 = —rsin
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Donc

T

: :

sin 6 _ 1 r? in «
I=f(cose(cose)——(—rsmﬁ))rdrde =] = ff rdr df = f — = ——=—
r 0 ) 2 22 4

2/ Vérification du résultat :

Il est facile de constater dans le repére cartésien (o, X, y) que S = [ 1 dx dy, est égale a la surface du
2
quart du disque % etdonc § ==



