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[ CORRIGE SERIE N°02 : Techniques d’interpolations nodales ]

Solution de I’exercice 01:

*  Détermination des expressions de x(&) et y(&) pour un élément quadratique 1D dans le plan (x,
y)-

La relation entre I’espace réel a une dimension de coordonnée “ x " et I’espace de référence a une dimension

" o0

de coordonnée " ¢ ” s’écrit comme suite :
x(&) = N1 (E)x1 + Np(E)xp + N3(8)x3
Pour un élément quadratique 1D les fonctions de formes sont comme suites :
. 'Vé f
e N@=-21-9
* M) =1-¢2
* N©=fa+9

Ona
x1=0; x2:1 et X3:2
A partir de ces données, on peut écrire :

x(8) = Ny(§)0 + Ny ()1 + N3($)2

= x(E) = (- 145 (142

x()=1-8+&+8=1+¢
(x()=1+¢ |

La relation entre 1’espace réel a une dimension de coordonnée "' y " et I’espace de référence a une dimension

" o0

de coordonnée " £ ” s’écrit comme suite :

y() = N1(Sz))’1 + Nz(f)Yz + Ns(f)Ys
y(€) = N1(§)0 + N,(£)0.5 + N3(£)0

1
> y© =51-¢)

_1 1 2
y(§) =5 (1-¢)
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£=-1 £=0 £=1
> % ° . .
X=0 X=1 X=2
Elément quadratique a 3 nceuds dans le plan Elément de reference
(x.y)

Solution de P’exercice 02:

1/ Détermination de I’expression de I’interpolation x(&,7n) et y(&,1).
» Commencant par écrire les expressions de x(&,n) et y(&,n).
Ona:

x(&,m) = Ny (&, mxy + No (&, m)xz + N3(&,m)x3
Et

y(&n) = N1(‘>;’77)}’1 + Nz(fﬂ?))’z + Ns(f’n)ys

Donc d’apres les tables, les fonctions du plan sont comme suites pour un élément de type triangle linéaire.

* Ni¢Enm)=1-¢—n

* IYZ(EIU) =3
* N3(&,m)=n
Et donc :

x(§m) =@ =& —nxy + (E)xz + (M3
yEn) =A==y + (y2+ (Mys
Cela donne pour x(&,7n) :
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x(&m) =x; — $xg —Mxy +8x3 +x3 = $(xp —x1) + (a3 —x1) + x5

[X(E»U) =&(xp —x1) +n(xs —x1) + xl]

Et pour y(&,n) :
yEM =y1— Eyi—ny1 + &ty =&, —y) +n(yz —y) + ¥

[y(f,n) =& —y1) +n(ys —y1) +y1]

Solution de I’exercice 03:

1/ Détermination de I’expression de I’interpolation T (x, y), en passant par 1’élément de référence.

On a un élément triangulaire linéaire "TRI 3” dans le plan (x,y) en 2D, tels que :
nceud 1 (0, 0), neeud 2 (1, 0) et neeud 3 (1, 1).

n
>

T(x,y) : champ de température interpolé a
I’intérieur de cet ¢lément.

2
1 -+ >

T1 T2 X

On associe un élément de référence.

Passant par I’¢lément de référence pour T'(x,y), ona:

n
3

L’élément de référence.
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En général, on écrit :

3
TEM = ) N (T,

Donc :

T(&,n) = N (&, Ty + N.(&,mT, + N3(&,1m)Ts

Basant toujours sur les tables (les annexes), les fonctions du plan sont comme suites pour un élément de
type triangle linéaire.

* Ni¢En)=1-¢&—n

* ]YZ(EJ 77) = E
* N3(E, 77) = 77
Cela permet d’écrire :
TEN) =QQA=¢—Ti+ )T+ (MT3eeeeeieiieiiiiaene. Q)
Or:
x(§n) =1 =& —mxy + (E)xz + (Mxs
= x(&n) =x1 — &xy —nxg +Exp + x5 = E(x —x9) + (x5 — x1) + 39
X(EN) =80y —x) +N(3 = X1) F X1 oo )
Et
y&n) =Q-&—myr+ @y + (Mys
>yEmM=y1— 1= 1+ +nys =0 —y) +n(yzs —y1) + 7
VEN) =8, —y1) (V3 = Y1) F V1 e 3)
Vérification

Si (60, n=0) = le nceud 1 égale (x,,y,), c’est-a-dire x(0,0) = x; et y(0,0) = y,, ce qui correspond
au nceud 1 dans le plan réel.

Pour les deux autres nceuds

Remplagons x;; x,; x3; v1; ¥2; y3 par leurs relations respectivement

Onaura:

x(€n=¢1-0+n(1-0)+0

=>x(En)=¢+n
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Et
y(En) =&§0-0+n(1-0)+0
y(E&n) =1

Cela donne :
nx,y)=y et Exy)=x-y

Remplacons n(x,y) et ¢&(x,y) dans (1)
Ty n0y) =0Q=&—mT + (T, + (T3
T,y)=A-(x=») =T+ &-NT+OTs

Txy)= Q=0T+ x=yT + ()73

[ T(x,y) =T+ (T, —T)x + (T3 — Tp)y ]

2/ Retrouvons le résultat précédent sans passer par 1’é¢lément de référence en posant que :
T(x,y) = ag+ a1x + ayy

On sait que T(0,0) =T, =a,
On sait également que T(,0)=T,=Ty+ a; 1+ a,0
Pareil pour T0,1)=T;=T,+ (T, —T;)0 + a,1

[az :T3—T1J

Finalement, on retrouve le résultat précédent en remplacant a;, a, et as par leurs valeurs respectives

[T(x, y)=T,+ (T, —T)x+ (T3 — T1)}’]

Solution de I’exercice 04:

1/ Determination de I’interpolation T (x) en utilisant un maillage avec un seul élément 1D quadratique et
en passant par 1’élément de référence.

Ona:
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Neudl = x, =0 e T;=0 X
Neud2 = x,=1 et T,=1 (&) = szi ) x;
Neud3 = x;=4 et Ty=2 =

Avec

* Ny =-a-9

* N () =1- &2
* N =21+9)
Donc
X =~ (1= 0+ (L~ )1+ 5 (1 + D4
x(E)=1-82+28+282=14284+8*=(1+¢)?
Et
3 ¢ ¢
T() =) N@T; = =31 =0+ (1 —§)1+5(1+)2
i=1
_ 28 28° _
T(¢) = 1_52_'_7_'_7_1_'_5

Donc comme résultat :
T@E)=1+¢ et x(§) = (1+$)°
= 1+¢=vx =¢{=Vx-1
Remplagons dans I’équation T (¢) pour avoir T (x):
Tx)=1+(Vx—1)=+x
(=T =1z |

2/ Si on utilise le polyndéme de Lagrange :
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Avec

_ mxp) (mx) D) @4 1,
> M) =T e e oo s T DE D)

_Gmx) (v 04 1
> N =T e~ aooas — 3X@ Y

) (e _ (=01 _ 1
> N =E S o T oy~ @ D

On remplace dans T (x)

1 1 1
T(x) = Z(x —1D)(x—4)T; — gx(x - 4T, +Ex(x - 1T;

T(x) = %(x —1D(x—-4)0 —%x(x -1 +%x(x —-1)2

4 1 1

T(x) = —lx2 +=-x+-x%—=x
3 3 6 6

[T(x) = —%xz +%x}

Finalement

Solution de ’exercice 05:

On a comme données :

* Noeud 1 = x1=0 et T, =20
* Noeud2 = x2=0.5 et T, =25
* Noeud3d = x3=1 et Ty =22

En utilisant un élément quadratique :
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OEDWAGES
i=1

Avec x; =0 x, =0.5 et x3=1

Se basant toujours sur les tables (les annexes), les fonctions d’interpolation pour un élément 1D quadratique
sont :

« N =-ia-9
x Np(§) =1-¢2
« M@= 1+

Cela nous permet d’écrire :

X(©) = 510+ 1 )05 +5 (1 +O)1
18§ £
x@)=g-T+o+t5 =50+
1
O =31+
E = 20— 1) oo 1)

On interpole dans 1’é1ément de référence

3
T() = ZNL' T
-1

Avec T, = 20, T, =25 et T; =22

¢
2

§

TE)=—2(1-8)20+(1—-£&2)25+ 5(1 + &)22

Aprés développement, on obtient :

[T(E) =482 4+ &+ 25] ............................................. ©)

En remplacant (1) dans (2)

T(x) =—-402x—-1)>+ (2x —1) + 25
= T(x) = —16x2 + 18x + 20

2/ En utilisant deux éléments linéaires
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. 21 2 1
» Pour le premier élément x € [0, 5]:

i) = iﬁi ©O1=(5)n+ ()
i=1

1 1
Ti(§) =50 -820+51+)25

>Ti)=10-810+ (1+&)125
Ti(§) =10—-10¢ +12.5+ 12.5¢
Or

2
x(©) = ) N,
i=1
1 1
x(§) = 5(1 -0+ 5(1 +£)0.5
x(©=;0+0 = f=4x-1

Revenons a T (§) :

Ti(§(x)) = Ti(x) = 2.5(4x — 1) + 22.5

Ti(x) = 10x — 2.5 + 22.5 = 10x + 20

[Ti(x) = 10x + 20]

- 12 1 N . .
> Pour le deuxieme élément x € [5, 1], de la méme maniére on obtient :

Ty() = —1.5¢ + 25
Et

[Tz(x) = —6x + 28]




