
                                              

1 
 

Université A. Mira Bejaia.                                          Niveau : Première année Master. 

Faculté de Technologie.                                              Option :  

Département de Génie mécanique.                             Matière : Méthode des Eléments Finis.   

 

 

 

Solution de l’exercice 01: 

 Détermination des expressions de 𝑥(𝜉)  et  𝑦(𝜉) pour un élément quadratique 1D dans le plan (x, 

y). 

La relation entre l’espace réel à une dimension de coordonnée ‶ 𝑥 ″ et l’espace de référence à une dimension 

de coordonnée ‶ 𝜉 ″ s’écrit comme suite :  

𝑥(𝜉) = 𝑁̅1(𝜉)𝑥1 + 𝑁̅2(𝜉)𝑥2 + 𝑁̅3(𝜉)𝑥3 

Pour un élément quadratique 1D les fonctions de formes sont comme suites : 

  𝑁̅1(𝜉) = −
𝜉

2
(1 − 𝜉) 

 𝑁̅2(𝜉) = 1 − 𝜉2 

 𝑁̅3(𝜉) =
𝜉

2
(1 + 𝜉)  

On a  

𝑥1 = 0 ;                   𝑥2 = 1                     et                     𝑥3 = 2  

A partir de ces données, on peut écrire : 

𝑥(𝜉) =  𝑁̅1(𝜉)0 + 𝑁̅2(𝜉)1 + 𝑁̅3(𝜉)2 

⇒ 𝑥(𝜉) = (1 − 𝜉2)1 +
𝜉

2
(1 + 𝜉)2 

𝑥(𝜉) = 1 − 𝜉2 + 𝜉 + 𝜉2 = 1 + 𝜉 

𝑥(𝜉) = 1 + 𝜉 

 

La relation entre l’espace réel à une dimension de coordonnée ‶ 𝑦 ″ et l’espace de référence à une dimension 

de coordonnée ‶ 𝜉 ″ s’écrit comme suite :  

𝑦(𝜉) = 𝑁̅1(𝜉)𝑦1 + 𝑁̅2(𝜉)𝑦2 + 𝑁̅3(𝜉)𝑦3 

𝑦(𝜉) =  𝑁̅1(𝜉)0 + 𝑁̅2(𝜉)0.5 + 𝑁̅3(𝜉)0 

⇒ 𝑦(𝜉) =
1

2
(1 − 𝜉2) 

𝑦(𝜉) =
1

2
(1 − 𝜉2) 

 

CORRIGE SERIE N°02 : Techniques d’interpolations nodales 
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Solution de l’exercice 02: 

1/ Détermination de l’expression de l’interpolation 𝑥(𝜉, 𝜂)  et  𝑦(𝜉, 𝜂). 

 Commençant par écrire les expressions de  𝑥(𝜉, 𝜂)  et  𝑦(𝜉, 𝜂). 

On a :  

𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝑁̅1(𝜉, 𝜂)𝑥1 + 𝑁̅2(𝜉, 𝜂)𝑥2 + 𝑁̅3(𝜉, 𝜂)𝑥3 

Et 

𝑦(𝜉, 𝜂) = 𝑁̅1(𝜉, 𝜂)𝑦1 + 𝑁̅2(𝜉, 𝜂)𝑦2 + 𝑁̅3(𝜉, 𝜂)𝑦3 

Donc d’après les tables, les fonctions du plan sont comme suites pour un élément de type triangle linéaire. 

 𝑁̅1(𝜉, 𝜂) = 1 − 𝜉 − 𝜂 

 𝑁̅2(𝜉, 𝜂) = 𝜉 

 𝑁̅3(𝜉, 𝜂) = 𝜂 

 

Et donc : 

  

𝑥(𝜉, 𝜂) = (1 − 𝜉 − 𝜂)𝑥1 + (𝜉)𝑥2 + (𝜂)𝑥3 

𝑦(𝜉, 𝜂) = (1 − 𝜉 − 𝜂)𝑦1 + (𝜉)𝑦2 + (𝜂)𝑦3 

Cela donne pour  𝑥(𝜉, 𝜂) : 

Élément quadratique a 3 nœuds dans le plan 

(x,y) 

Y 

X 
X=1 X=0 X=2 

Y=0.5 

2 

3 
1 

ξ = -1 ξ = 0 ξ = 1 

Élément de reference 
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𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝑥1 −  𝜉𝑥1 − 𝜂𝑥1 + 𝜉𝑥2 + 𝜂𝑥3 = 𝜉(𝑥2 − 𝑥1) + 𝜂(𝑥3 − 𝑥1) + 𝑥1 

 

𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝜉(𝑥2 − 𝑥1) + 𝜂(𝑥3 − 𝑥1) + 𝑥1 

 

Et pour  𝑦(𝜉, 𝜂) : 

𝑦(𝜉, 𝜂) = 𝑦1 −  𝜉𝑦1 − 𝜂𝑦1 + 𝜉𝑦2 + 𝜂𝑦3 = 𝜉(𝑦2 − 𝑦1) + 𝜂(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑦1 

 

𝑦(𝜉, 𝜂) = 𝜉(𝑦2 − 𝑦1) + 𝜂(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑦1 

 

Solution de l’exercice 03: 

1/ Détermination de l’expression de l’interpolation 𝑇(𝑥, 𝑦), en passant par l’élément de référence.  

On a un élément triangulaire linéaire ‶TRI 3″ dans le plan (𝑥, 𝑦) en 2D, tels que :                                  

nœud 1 (0, 0),           nœud 2 (1, 0)           et           nœud 3 (1, 1). 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 On associe un élément de référence.  

Passant par l’élément de référence pour  𝑇(𝑥, 𝑦),  on a : 

  

 

  

 

 

Y 

X T1 T2 

T3 

1 

2 

3 

𝑇(𝑥, 𝑦) : champ de température interpolé à 

l’intérieur de cet élément. 

η 

ξ 1 2 

3 

L’élément de référence.  



                                              

4 
 

Université A. Mira Bejaia.                                          Niveau : Première année Master. 

Faculté de Technologie.                                              Option :  

Département de Génie mécanique.                             Matière : Méthode des Eléments Finis.   

 

En général, on écrit : 

𝑇(𝜉, 𝜂) =  ∑ 𝑁̅𝑖

3

𝑖=1

(𝜉, 𝜂)𝑇𝑖 

Donc :  

𝑇(𝜉, 𝜂) =  𝑁1(𝜉, 𝜂)𝑇1 + 𝑁2(𝜉, 𝜂)𝑇2 + 𝑁3(𝜉, 𝜂)𝑇3 

Basant toujours sur les tables (les annexes), les fonctions du plan sont comme suites pour un élément de 

type triangle linéaire. 

 𝑁̅1(𝜉, 𝜂) = 1 − 𝜉 − 𝜂  

 𝑁̅2(𝜉, 𝜂) = 𝜉  

 𝑁̅3(𝜉, 𝜂) = 𝜂  

 

Cela permet d’écrire : 

𝑇(𝜉, 𝜂) = (1 − 𝜉 − 𝜂)𝑇1 + (𝜉)𝑇2 + (𝜂)𝑇3…………………………… (1) 

Or : 

 

𝑥(𝜉, 𝜂) = (1 − 𝜉 − 𝜂)𝑥1 + (𝜉)𝑥2 + (𝜂)𝑥3 

 

⇒ 𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝑥1 −  𝜉𝑥1 − 𝜂𝑥1 + 𝜉𝑥2 + 𝜂𝑥3 = 𝜉(𝑥2 − 𝑥1) + 𝜂(𝑥3 − 𝑥1) + 𝑥1 

 

𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝜉(𝑥2 − 𝑥1) + 𝜂(𝑥3 − 𝑥1) + 𝑥1 ….……………………… (2) 

Et  

𝑦(𝜉, 𝜂) = (1 − 𝜉 − 𝜂)𝑦1 + (𝜉)𝑦2 + (𝜂)𝑦3 

⇒ 𝑦(𝜉, 𝜂) = 𝑦1 −  𝜉𝑦1 − 𝜂𝑦1 + 𝜉𝑦2 + 𝜂𝑦3 = 𝜉(𝑦2 − 𝑦1) + 𝜂(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑦1 

 

𝑦(𝜉, 𝜂) = 𝜉(𝑦2 − 𝑦1) + 𝜂(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑦1 …………………………. (3) 

 

Vérification 

 

Si (ξ=0, η=0) ⇒ le nœud 1 égale (𝑥1, 𝑦1), c’est-à-dire  𝑥(0, 0) = 𝑥1   et   𝑦(0, 0) = 𝑦1, ce qui correspond 

au nœud 1 dans le plan réel. 

Pour les deux autres nœuds  

Remplaçons   𝑥1;  𝑥2;  𝑥3;  𝑦1;  𝑦2;  𝑦3  par leurs relations respectivement 

On aura : 

 

𝑥(𝜉, 𝜂) = 𝜉(1 − 0) + 𝜂(1 − 0) + 0 

 

⇒ 𝑥(𝜉, 𝜂) =  𝜉 + 𝜂 
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Et  

𝑦(𝜉, 𝜂) = 𝜉(0 − 0) + 𝜂(1 − 0) + 0 

𝑦(𝜉, 𝜂) =  𝜂 

 

Cela donne : 

𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑦        et      𝜉(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦   

  

Remplaçons   𝜂(𝑥, 𝑦)   et    𝜉(𝑥, 𝑦) dans (1) 

 

𝑇(𝜉(𝑥, 𝑦), 𝜂(𝑥, 𝑦)) = (1 − 𝜉 − 𝜂)𝑇1 + (𝜉)𝑇2 + (𝜂)𝑇3 

 

𝑇(𝑥, 𝑦) = (1 − (𝑥 − 𝑦) − 𝑦)𝑇1 + (𝑥 − 𝑦)𝑇2 + (𝑦)𝑇3 

 

𝑇(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝑥)𝑇1 + (𝑥 − 𝑦)𝑇2 + (𝑦)𝑇3 

 

𝑇(𝑥, 𝑦) =  𝑇1 + (𝑇2 − 𝑇1)𝑥 + (𝑇3 − 𝑇2)𝑦 

 

2/ Retrouvons le résultat précédent sans passer par l’élément de référence en posant que : 

𝑇(𝑥, 𝑦) =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 

 

On sait que                                                    𝑇(0, 0) =  𝑇1 = 𝑎0 

 

On sait également que                       𝑇(1,0) =  𝑇2 = 𝑇1 + 𝑎1 1 +  𝑎2 0     

 

𝑎1 = 𝑇2 − 𝑇1 

 

 

Pareil pour                                  𝑇(0, 1) = 𝑇3 =  𝑇1 + (𝑇2 − 𝑇1)0 +  𝑎21 

 

𝑎2 = 𝑇3 − 𝑇1 

 

Finalement, on retrouve le résultat précédent en remplaçant  𝑎1,    𝑎2    𝑒𝑡   𝑎3 par leurs valeurs respectives  

 

𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇1 + (𝑇2 − 𝑇1)𝑥 + (𝑇3 − 𝑇1)𝑦 

 

 

Solution de l’exercice 04: 

1/ Détermination de l’interpolation  𝑇(𝑥) en utilisant un maillage avec un seul élément 1D quadratique et 

en passant par l’élément de référence. 

 

On a : 
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Nœud 1     ⇒     𝑥1 = 0     et      𝑇1 = 0  

Nœud 2     ⇒     𝑥2 = 1     et      𝑇2 = 1      

Nœud 3     ⇒     𝑥3 = 4     et      𝑇3 = 2 

 

Avec  

 

  𝑁̅1(𝜉) = −
𝜉

2
(1 − 𝜉) 

  𝑁̅2(𝜉) = 1 −  𝜉2 

  𝑁̅3(𝜉) =
𝜉

2
(1 + 𝜉) 

Donc 

𝑥(𝜉) = −
𝜉

2
(1 − 𝜉)0 + (1 − 𝜉2)1 +

𝜉

2
(1 + 𝜉)4 

𝑥(𝜉) = 1 − 𝜉2 + 2𝜉 + 2𝜉2 = 1 + 2𝜉 + 𝜉2 = (1 + 𝜉)2 

Et  

𝑇(𝜉) = ∑ 𝑁𝑖

3

𝑖=1

(𝜉)𝑇𝑖 =  −
𝜉

2
(1 − 𝜉)0 + (1 − 𝜉2)1 +

𝜉

2
(1 + 𝜉)2 

𝑇(𝜉) = 1 − 𝜉2 +
2𝜉

2
+

2𝜉2

2
= 1 + 𝜉 

Donc comme résultat : 

𝑇(𝜉) = 1 + 𝜉              𝑒𝑡              𝑥(𝜉) = (1 + 𝜉)2           

⇒ 1 + 𝜉 = √𝑥                             ⇒ 𝜉 = √𝑥 - 1  

Remplaçons dans l’équation 𝑇(𝜉)  pour avoir 𝑇(𝑥): 

𝑇(𝑥) = 1 + (√𝑥 − 1) = √𝑥 

⇒ 𝑇(𝑥) = √𝑥 

 

2/ Si on utilise le polynôme de Lagrange : 

 

𝑥(𝜉) =  ∑ 𝑁̅𝑖

3

𝑖=1

(𝜉) 𝑥𝑖 



                                              

7 
 

Université A. Mira Bejaia.                                          Niveau : Première année Master. 

Faculté de Technologie.                                              Option :  

Département de Génie mécanique.                             Matière : Méthode des Eléments Finis.   

𝑇(𝑥) =  ∑ 𝑁𝑖(𝑥)

3

𝑖=1

𝑇𝑖 

Avec  

𝑁𝑖(𝑥) = ∏
(𝑥 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

3

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 

 

     𝑁1(𝑥) =
(𝑥−𝑥2)

(𝑥1−𝑥2)
 

(𝑥−𝑥3)

(𝑥1−𝑥3)
=

(𝑥−1)

(0−1)
 
(𝑥−4)

(0−4)
=

1

4
(𝑥 − 1)(𝑥 − 4) 

 

    𝑁2(𝑥) =
(𝑥−𝑥1)

(𝑥2−𝑥1)
 

(𝑥−𝑥3)

(𝑥2−𝑥3)
=

(𝑥−0)(𝑥−4)

(1−0)(1−4)
= −

1

3
𝑥(𝑥 − 4) 

 

   𝑁3(𝑥) =
(𝑥−𝑥1)

(𝑥3−𝑥1)
 

(𝑥−𝑥2)

(𝑥3−𝑥2)
=

(𝑥−0)(𝑥−1)

(4−0)(4−1)
=

1

12
𝑥(𝑥 − 1) 

 

On remplace dans  𝑇(𝑥) 

𝑇(𝑥) =
1

4
(𝑥 − 1)(𝑥 − 4)𝑇1 −

1

3
𝑥(𝑥 − 4)𝑇2 +

1

12
𝑥(𝑥 − 1)𝑇3 

𝑇(𝑥) =
1

4
(𝑥 − 1)(𝑥 − 4)0 −

1

3
𝑥(𝑥 − 4)1 +

1

12
𝑥(𝑥 − 1)2 

𝑇(𝑥) = −
1

3
𝑥2 +

4

3
𝑥 +

1

6
𝑥2 −

1

6
𝑥 

Finalement  

𝑇(𝑥) = −
1

6
𝑥2 +

7

6
𝑥 

 

 

Solution de l’exercice 05: 

On a comme données : 

 Noeud 1       ⇒      x1 = 0             et          𝑇1 = 20 

 Noeud 2       ⇒      x2 = 0.5          et          𝑇2 = 25 

 Noeud 3       ⇒      x3 = 1              et          𝑇3 = 22 

En utilisant un élément quadratique : 
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𝑥(𝜉) = ∑ 𝑁𝑖

3

𝑖=1

(𝜉) 𝑥1 

Avec   𝑥1 = 0        𝑥2 = 0.5        et       𝑥3 = 1 

 

Se basant toujours sur les tables (les annexes), les fonctions d’interpolation pour un élément 1D quadratique 

sont : 

 𝑁̅1(𝜉) = −
𝜉

2
(1 − 𝜉) 

 𝑁̅2(𝜉) = 1 − 𝜉2 

 𝑁̅3(𝜉) =
𝜉

2
(1 + 𝜉) 

Cela nous permet d’écrire : 

𝑥(𝜉) = −
𝜉

2
(1 − 𝜉)0 + (1 − 𝜉2)(0.5) +

𝜉

2
(1 + 𝜉)1 

𝑥(𝜉) =
1

2
−

𝜉2

2
+

𝜉

2
+

𝜉2

2
=

1

2
(1 + 𝜉) 

𝑥(𝜉) =
1

2
(1 + 𝜉) 

𝜉 = 2𝑥 − 1     …………………………………………. (1) 

On interpole dans l’élément de référence 

𝑇(𝜉) = ∑ 𝑁̅𝑖

3

𝑖=1

(𝜉) 𝑇𝑖 

Avec    𝑇1 = 20,                𝑇2 = 25           et          𝑇3 = 22 

𝑇(𝜉) = −
𝜉

2
(1 − 𝜉)20 + (1 − 𝜉2)25 +

𝜉

2
(1 + 𝜉)22 

Après développement, on obtient : 

𝑇(𝜉) = −4𝜉2 + 𝜉 + 25 ……………………………………… (2) 

En remplaçant (1) dans (2)  

 

𝑇(𝑥) = −4(2𝑥 − 1)2 + (2𝑥 − 1) + 25 

⇒ 𝑇(𝑥) = −16𝑥2 + 18𝑥 + 20 

2/ En utilisant deux éléments linéaires 
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 Pour le premier élément 𝑥 ∈ [0,
1

2
]: 

 

𝑇1̇(𝜉) = ∑ 𝑁̅𝑖

2

𝑖=1

(𝜉) 𝑇𝑖 = (
1 − 𝜉

2
) 𝑇1 + (

1 + 𝜉

2
) 𝑇2 

𝑇1̇(𝜉) =
1

2
(1 − 𝜉)20 +

1

2
(1 + 𝜉)25 

⇒ 𝑇1̇(𝜉) = (1 − 𝜉)10 + (1 + 𝜉)12.5 

𝑇1̇(𝜉) = 10 − 10𝜉 + 12.5 + 12.5𝜉 

Or 

𝑥(𝜉) = ∑ 𝑁̅𝑖(𝜉)𝑥𝑖

2

𝑖=1

 

𝑥(𝜉) =
1

2
(1 − 𝜉)0 +

1

2
(1 + 𝜉)0.5 

𝑥(𝜉) =
1

4
(1 + 𝜉)       ⇒       𝜉 = 4𝑥 − 1 

Revenons à 𝑇1̇(𝜉) : 

𝑇1̇(𝜉(𝑥)) = 𝑇1̇(𝑥) = 2.5(4𝑥 − 1) + 22.5 

 

𝑇1̇(𝑥) = 10𝑥 − 2.5 + 22.5 = 10𝑥 + 20 

 

𝑇1̇(𝑥) = 10𝑥 + 20 

 

 Pour le deuxième élément 𝑥 ∈  [
1

2
, 1], de la même manière on obtient : 

𝑇2̇(𝜉) = −1.5𝜉 + 25 

Et  

𝑇2̇(𝑥) = −6𝑥 + 28 


