/ub; /]24[; Université A. Mira Bejaia. Niveau : Premiere année Master.

Tasdawit n Bgayet Faculté de Technologie. Option :
Université de Béjaia | Département de Génie mecanique. Matiére : Méthode des Eléments Finis.

[ CORRIGE SERIE N°03 : Techniques d’interpolations nodales (suite) ]

Solution de ’exercice 01 :

On a une barre maillée avec deux éléments. Le premier élément est un élément 1D quadratique, par
contre le deuxieme élément est un élément 1D linéaire.

Elément 1 Elément 2
[ X
— —
1 2 3 4
[ ® L >
X=0 X=3

1/ Détermination de I’interpolation (pour chaque élément) u(x) en passant par I’élément de référence

< Commencons par I’¢lément quadratique 1D a 3 nceuds Uy (x)

3
x(&) = ZNi(f) x; = N1 (&) x1 + No(&) x5 + N3(§)x3
i=1
S
2
x(@)=1-+5+8=1+¢
=>x(&)=1+¢ = E=x—-1

$

x(§) =— (1—5)0+(1—€2)1+§(1+f)2

Et

3
U @) = ) M) 1 = M)t + Moty + N3 (D

U () = ~ 5 (L= D0+ (L — 92451+

Uy () =2-28+28+28% = upy)=2+28=2(1+¢)
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uy(x) =2(1+¢) or E=x—-1
Donc
umy () =21+ (x — 1))
[u(l) (x) = 2x ]

% Pour le deuxieme elément linéaire 1D a 2 nceuds U, (x)

2
X2 (&) = ZNL'(E) x; = N1(&) x1 + No(§) x,
i=1

AVEC X1 = 2 et Xy = 3

1-9,. 0a+9 3 38 5 ¢
X2)(§) = 5 2+ 5 3=1—§‘+§.|.7=§_|_E

x@) =5G+8) = [ &=2x-5

Et

2
U () = ) MO w = Ny (s + Ny(©uy
i=1

1-¢ 1+¢
7 Wt

Or wu;=4 et u,=0

U(2) (x) = Uy

Cela permet d’écrire :

Uy () = o (@) = 21~ §)
Mais
§=2x-5
U (E(x) = uey(x) = 2(1 - (2x —5)) = 2(6 — 2x)
Pumu)zn—A{
Pour x =1.5

_dug(x)  d(2x) )
 dx  dx

Sx
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. d . d 14 ) 14 e
2/ Donnons I’expression de ﬁ en fonction de ﬁ (pour chaque €élément) pour 1I’élément de référence

associ¢ a ces types d’¢éléments.

Donc pour le premier élément :

du (dévdu  d(x—1) d(2 +28)
a—(a)d—g— dx dé

(du _d(2x) _ 2) _ dix—1) )

dx  dx dx
du_ " du
dx = dé

Pour le deuxiéme élément :
du (df) du d(2x—5) du
dx \dx/dé dx  dé

Solution de I’exercice 02 :

1/ Déterminons “la matrice Jacobienne” associée a cet élément :

¢+ On a une forme particuliere de la matrice Jacobienne en EF, cas du TRI 3 avec nceud 1 (x4, y;),
nceud 2 (x,,y,) et nceud 3 (x3,y3).

dox 0y

__ |9 8¢
J= ox oy
an dn

Avec

3
x(Em = ) N x

y(&mn) = ZNi(s‘,n) Vi
i=1
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Remplacons x(&¢,n) et y(&n) dans J

On aura :
[6N1 dN, 0N,
¢ o0& o0&
= [ Tfx 2 {y:
l dn odn 0n J
[ON; ON, ON;
15 3 9z | X1 N
J= Iazxi 6152 azxii Y2 V2
X3 Y3
l on odn 0n J
[(6N1 dN, N JN; ) (aN1 dN, )1
H 9¢ 05 X2 Fr X3 ¢ y1t+ Fr -z V2t 6{ J’3 H
J = (aN1 LNy N ) <6N1 AN, 6N3 )|
lan anxz 6nx3 an” anyz J
Avec
N1(S(:77):1—€—77' Nz(f»fl):fa NS(E'T’):n
Et
Ny _ ON; _ ON; _
% = 1, % = 1, T 0
Ny _ Ny _ ON3 _
Eh o = O m
Donc

J = [—x1 +x, —y1t }’2]
Sl syt s

I=[a=n vyl

Calculons le déterminant de J

det/ = (x; —x)(y3 —y1) — (x3 — x1) (V2 — y1)

. 1 y3—y1 x1—x3\7
— 711 =
j=Ul ~ detJ (J’1 Y2 X2~ x1)
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j_i(%_)’l }’1_}’2)

Cdet) \X1 —X3 X3 — X4
Solution de I’exercice 03 :
Ona:
Neeud 1 (0,0), nceud 2 (2,0), nceud 3 (2,1), nceud 4 (0,1)
Et
T, = 20, T, = 21, T; =18, T, =15

Revenons a I’élément de référence

X(f»n) = Z NL(E'TI) Xi

Et

J’(fﬂl) = le(f'n) Vi

Avec les fonctions d’interpolation d’un élément quadrangle linéaire suivantes :

* NEM =1 (1-O(1-n)
* NG =5 A+ -1
© Na(Em) =7 (L+O(1+n)
* NJEM =1 Q- +n)

x(&,m) = N1(§,1m)0 + Np(§,1m)2 + N3(§,1m)2 + Nu(§,m)0

2
x(Em) = 2(No(&,m) + N3(§,m) = 71+ -m+ A +m)

xEM=01+8 =

Et

y(&,n) = N1 (&m0 + No(§,m7)0 + N3(&,m)1 + Nu(§,m)1

1
y(&,n) = N3(&n) + Ny(&,m) = Z(l +mM(@A+H+A-8)
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1
G =taen =

T(&,n) = N1 (&, mTy + N2 (&, T, + N3 (§,m)Ts + Nu(E, T,
T(S(;U) = Nl(f; 77)20 + NZ(S'U)Z]- + N3(E'77)18 + N4(E: 77)15

Or dans 1’élément de référence

20 21 18 15
rTEm=-0-90-mM+-0+HA-mM+-A+HA+mM+-A-HA+m)
21 9 15
rEm=51-0A-mM+,A+HA-mM+5;0+HA+n) + A=A +m)

21 T 9 15
TEm == [5A-D+7a+p|+0+m [5a+H+2A-9)

20 21 21 18 18 15
TEn) =0Q-mn) __TE+T+_E tA+n) |+t T——f

41 1 7 33 3
TEn)=>0-n) [T-I_ZE_ +(1+n) _T+Z€]

41 41 1 33 3_ 33 3
rem=—+7 f —n——€n+4+4€+7n+15n

74 8
T(,n) = 772 5——n+ 577

37 1
TEm =—+&—2n+5¢n
Or pour

§=x-1 et n=2y—1

37 1
TEENEY) = T(Y) =5 =22y~ D +5 @y =2y —x+ D+ (x = 1)

37 1 1
Ty =——4y+2+x—1+yx—sx—y+5

1
T(x,y) =Ex—5y+yx+20

1
[T(x,y) =§x—5y+yx+20 }

2/ Le vecteur gradient de la température aura pour composantes :
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dT (x,y) 1
, P -
grad T(x,y) = aT(;y) = 2"’)’)
T —5+x

3/Calculons et dessinons la courbe isovaleur correspondante.

A T=20 C’est-a-dire, trouvons les T(x,y) telleque T(x,y)= 20

1 1
Ex—5y+yx+20=20 = Ex—5y+yx=0

x
:§+(x—5)y=0

= x—(5
27 —x)y

_ X

v

Solution de ’exercice 04 :

On a deux triangles linéaires :

» L’élément 1 avec les nceuds 1, 2 et 4.
» L’élément 2 avec les noeuds 2, 3 et 4.
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0,1) 2,1)

1

® >
(0,0 @0 X

1/ Donc calculons en passant par I’élément de référence ’expression de I’interpolation  Tiqy(x,y) et
Teoy(x, ).
» Pour I’élément (1) :

3
x(Em = ) NEm %
i=1
Et
3
J’(fﬂl) = z Nl(f'n) Vi

Avec les fonctions d’interpolation d’un élément de type triangle linéaire suivantes :

* NiEm=1-¢&—n
* NZ(€IU)=€
* N3(€ln)=r’

x(@mM=>0-¢-n) x0+2Xx {+nx0

> x(EmM=2¢ > |&=:ix

Et pour y(¢,7m) :

yEm=0-¢—1n) x0+0x E+nx1

syEm=n =

TyEmM=QA-¢—mT+ T, +nTy,= (1-&—1)20+ £21+7n15

Or
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= Ty(E,m) =20—206—20n+21§+ 157 =20+ §—57

X

= Ty@&n) =20+5—5n  ou §=> et n=y

2

Donc

Ty (6,9),1(x,)) = 20+ = 5y

X
T =20+ =—
[=> W y) 0+ > Sy}

» Pour I’¢élément (2) :
3
x(€m) = Z Ni(,m) x;
i=1
Et

3
y(&n) = ZNi(E.n) i
i=1

Donc
x(EnN)=0-¢—n) x24+2%x E+nx0
=>x(&n)=2-2&-2n+2¢

yEm=>0-¢—n) X0+ ¢+7

Et pour y($,n) :

yEn)=<E+n mais on a déja nzl—g donc [f=y+§—1J

Or
Toy@EmM =A—-¢§-mT+ ETs+nT,= (1-§—n) 21+ £18+715
= Ty(E,m) =21-21§-21n+18&+ 157

= TpEn)=21-3&—-67

Onremplace & et n par leurs expressions respectives
X X
Ty G NEY) = Tey(x,7) =21-3 (y + 5 -1) = 6(1-3)

3
Toy(x,y) =21—3y—§x—3—6—3x
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3
[ Ty(x,y) = 18+§x— 3y ]

2/ Calculons le gradient de température.

oT,

— / 6;1)\ !
grad Ty (x,y) = \GT(I)/ = ( 2 )
dy

grad Ty (x,y) = 0T, / =

On peut remarquer que le gradient n’est pas situé a la frontiére entre les deux éléments.
3/ Concernant 1’équation de I’isovaleur T = 20 c’est-a-dire ’ensemble des points (x, y) telles que :

% Sur ’équation (1) T(1y(x,y) =20:

T(l)(x,y)=20+§—5y=20 = §—5y=0

_ X
Z Yo =15

3
Toy(x,y) = 18 +§x -3y =20

% Sur I’équation (2) Tz (x,y) = 20:

3
Tey(xy) =5x—2=3y

2 1

On peut remarquer que le champ de température est bien situé a la frontiére.

10



