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Solution de l’exercice 01: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Calculons l’intégrale 𝐼 : 

𝐼 = ∬𝑥2𝑑𝑥. 𝑑𝑦

.

𝑇

= ∬ 𝑥2(𝜉, 𝜂)(det 𝐽) 𝑑𝜉 . 𝑑𝜂
𝐴𝑟é𝑓

 

Avec 

𝑥(𝜉, 𝜂) = (1 − 𝜉 − 𝜂)𝑥1 + 𝜉𝑥2 + 𝜂𝑥3 

Telles que : 

𝑥1 = 0,       𝑥2 = 2      et       𝑥3 = 1 

⇒ 𝑥(𝜉, 𝜂) = (1 − 𝜉 − 𝜂)0 + 2𝜉 + 1𝜂 

⇒ 𝑥(𝜉, 𝜂) = 2𝜉 + 𝜂 

⇒ 𝑥2(𝜉, 𝜂) = (2𝜉 + 𝜂)2 

[𝐽] =

[
 
 
 
 〈

𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
〉

〈
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜂
〉
]
 
 
 
 

 [

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

𝑥3 𝑦3

] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑁1

𝜕𝜉

𝜕𝑁2

𝜕𝜉

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
𝜕𝑁1

𝜕𝜂

𝜕𝑁2

𝜕𝜂

𝜕𝑁3

𝜕𝜂 ]
 
 
 
 

 [
0 0
2 0
1 2

] 
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[𝐽] =

[
 
 
 
 (2 

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
+ 1 

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
) (2 

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
)

(2 
𝜕𝑁2

𝜕𝜂
+ 1 

𝜕𝑁3

𝜕𝜂
) (2 

𝜕𝑁3

𝜕𝜂
)
]
 
 
 
 

 

Or 

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
= 1 ;          

𝜕𝑁2

𝜕𝜂
= 0 ;         

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
= 0 ;        

𝜕𝑁3

𝜕𝜂
= 1      

 

[𝐽] = [
2 0
1 2

]       ⇒        det  [𝐽] = 4 

 

Seconde méthode 

On a vu dans l’exercice précédent que l’intégration d’un    𝑇𝑅𝐼 3   est : 

[𝐽] = (
𝑥21 𝑦21

𝑥31 𝑦31
) =  (

(𝑥2 − 𝑥1) (𝑦2 − 𝑦1)

(𝑥3 − 𝑥1) (𝑦3 − 𝑦1)
) 

[𝐽] = [
(2 − 0) 0
(1 − 0) (2 − 0)

] = [
2 0
1 2

] 

Il s’agit donc de calculer 

𝐼 = ∬ (2𝜉 + 𝜂)2 4 𝑑𝜉  𝑑𝜂

.

𝑇𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑟é𝑓é𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 

 

Si on prend un point d’intégration : 

𝜉𝑖 =
1

3
 ;           𝜂𝑖 =

1

3
             et               𝜔𝑖 =

1

2
 

⇒ 𝐼1 =
1

2
(4 (2 .

1

3
+

1

3
)
2

) =  
4

2
= 2                            (Solution inexacte) 

Pour 03 points d’intégration   →    𝑚 = 2 

Donc l’ordre le plus élevé est 2 c’est-à-dire  (4 𝜉2 + 4 𝜉 𝜂 + 𝜂2)  →   𝑚 ≥ 𝑖 + 𝑗  ⇒ 𝑚 ≥ 2 ⇒ on doit 

prendre  𝑚 = 2.  

(C’est-à-dire 03 points d’intégration au maximum) avec les :    𝜔𝑖 =
1

6
 →  𝑔1 = (

1

2
;
1

2
) , 𝑔2 = (0;

1

2
) ,

𝑔3 = (
1

2
; 0)   

⇒ 𝐼 =
4

6
[(2 .

1

2
+

1

2
)

2

+ (2 . 0 +
1

2
)
2

+ (2 .  
1

2
+ 0)

2

] 
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=
4

6
[(

3

2
)
2

+ (
1

2
)

2

+ (1)2] =
4

6
[
9

4
+

1

4
+ 1] 

=
4

6
(
14

4
) =

14

6
=

7 × 2

3 × 2
=

7

3
 

 

𝐼 =
7

3
 

 

  

Solution de l’exercice 02: 

 

1/ Calculons numériquement la valeur de l’intégrale   𝐼 = ∬ 𝑦2𝑑𝑥 𝑑𝑦
.

𝐴
 

On a : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On associer à ce quadrangle un élément de référence 

𝐼 = ∬ 𝑦2(𝜉, 𝜂)

.

𝑐𝑎𝑟𝑟é 𝑑𝑒 𝑟é𝑓é𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 

det[𝐽]𝑑𝜉 𝑑𝜂 

[𝐽] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑥(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉

𝜕𝑦(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜉
𝜕𝑥(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂

𝜕𝑦(𝜉, 𝜂)

𝜕𝜂 ]
 
 
 
 

=

(

 
 

〈
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜉
〉

〈
𝜕𝑁𝑖

𝜕𝜂
〉
)

 
 

(

𝑥1 𝑦1

𝑥2 𝑦2

𝑥3 𝑦3
𝑥4 𝑦4

) 

Y 

X 

h 

b 
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[𝐽] =

[
 
 
 
 (

𝜕𝑁1

𝜕𝜉
𝑥1 +

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
𝑥2 +

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
𝑥3 +

𝜕𝑁4

𝜕𝜉
𝑥4) (

𝜕𝑁1

𝜕𝜉
𝑦1 +

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
𝑦2 +

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
𝑦3 +

𝜕𝑁4

𝜕𝜉
𝑦4)

(
𝜕𝑁1

𝜕𝜂
𝑥1 +

𝜕𝑁2

𝜕𝜂
𝑥2 +

𝜕𝑁3

𝜕𝜂
𝑥3 +

𝜕𝑁4

𝜕𝜂
𝑥4) (

𝜕𝑁1

𝜕𝜂
𝑦1 +

𝜕𝑁2

𝜕𝜂
𝑦2 +

𝜕𝑁3

𝜕𝜂
𝑦3 +

𝜕𝑁4

𝜕𝜂
𝑦4)]

 
 
 
 

 

Avec 

(𝑥1, 𝑦1) = (−
𝑏

2
, −

ℎ

2
)  ;     (𝑥2, 𝑦2) = (+

𝑏

2
, −

ℎ

2
) ;       (𝑥3, 𝑦3) = (+

𝑏

2
, +

ℎ

2
)  ;      (𝑥4, 𝑦4) = (−

𝑏

2
, +

ℎ

2
) 

Et on sait que les équations d’interpolation sont : 

 𝑁1(𝜉, 𝜂) =
1

4
(1 − 𝜉)(1 − 𝜂) 

 𝑁2(𝜉, 𝜂) =
1

4
(1 + 𝜉)(1 − 𝜂) 

 𝑁3(𝜉, 𝜂) =
1

4
(1 + 𝜉)(1 + 𝜂) 

 𝑁4(𝜉, 𝜂) =
1

4
(1 − 𝜉)(1 + 𝜂) 

 

 

Donc : 

 

⇒
𝜕𝑁1

𝜕𝜉
=

1

4
(−1 + 𝜂) ;        

𝜕𝑁2

𝜕𝜉
=

1

4
(1 − 𝜂) ;          

𝜕𝑁3

𝜕𝜉
=

1

4
(1 + 𝜂) ;            

𝜕𝑁4

𝜕𝜉
=

1

4
(−1 − 𝜂) 

 

Remplaçons ces expressions, on trouve : 

 

                                                  [𝐽] = [

𝑏

2
0

0
ℎ

2

]        ⇒             det[𝐽] =  
𝑏ℎ

4
   

𝑦(𝜉, 𝜂) = ∑𝑁𝑖(𝜉, 𝜂)𝑦𝑖

4

𝑖=1

 

 

𝑦(𝜉, 𝜂) =
1

4
[(1 − 𝜉)(1 − 𝜂) (−

ℎ

2
) + (1 + 𝜉)(1 − 𝜂) (−

ℎ

2
) + (1 + 𝜉)(1 + 𝜂) (+

ℎ

2
)

+ (1 − 𝜉)(1 + 𝜂) (+
ℎ

2
)] 

 

𝑦(𝜉, 𝜂) =
ℎ

2 × 4
[(1 − 𝜉)(1 − 𝜂)(−1) + (1 + 𝜉)(1 − 𝜂)(−1) + (1 + 𝜉)(1 + 𝜂) + (1 − 𝜉)(1 + 𝜂) 

 

𝑦(𝜉, 𝜂) =
ℎ

8
[(𝜂 − 1)[(1 − 𝜉) + (1 + 𝜉)] + (1 + 𝜂)[(1 + 𝜉) + (1 − 𝜉)]] 

⇒ 𝑦(𝜉, 𝜂) =
ℎ

8
(2(𝜂 − 1) + 2(1 + 𝜂)) =

ℎ

8
(2𝜂 − 2 + 2 + 2𝜂) 
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𝑦(𝜉, 𝜂) =
ℎ

8
× 4 × 𝜂 =

ℎ

2
𝜂 

⇒  𝑦2(𝜉, 𝜂) =
ℎ2

4
𝜂2 

⇒ ∬𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑏ℎ3

16
 ∬ (

ℎ2

4
𝜂2) (

𝑏 ℎ

4
) 𝑑𝜉𝑑𝜂

.

𝑐𝑎𝑟𝑟é

.

𝐴

 

  

⇒  ∬ 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑏ℎ3

16
 ∬ 𝜂2𝑑𝜉𝑑𝜂

.

𝐴 𝑟é𝑓𝑓é𝑟𝑎𝑛𝑐𝑒

.

𝐴

 

Or  

∬ 𝜂2𝑑𝜉𝑑𝜂
.

𝐴 𝑟é𝑓𝑓é𝑟𝑎𝑛𝑐𝑒
=

4

3
      (Voir exemple 2) 

= ∑𝜔𝑖

4

𝑖=1

𝐹(𝜉𝑖, 𝜂𝑖) = 1 (−
1

√3
)
2

+ 1(
1

√3
)
2

+ 1(−
1

√3
)
2

+ 1(
1

√3
)
2

=
4

2
 

⇒ ∬𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑏ℎ3

16
 
4

3
=

𝑏ℎ3

12
 

.

𝐴

 

 

Et on retrouve le résultat classique de la RDM. 


