Chapitre 07 :

Schéma global de résolution et Formulations intégrales
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1 Introduction

Les objectifs de ce chapitre consistent non seulement a faire connaitre les différentes étapes de résolution
d’un probléme d’¢élasticité par la méthode des éléments finis mais surtout a faire comprendre les bases
de calculs adoptées lors de chaque étape. A cet effet, seront traités les principaux thémes suivants :



- les bases de la méthode des résidus pondérés,

- les différentes étapes d’une formulation intégrale en éléments finis de maniere générale et en
¢lasticité en particulier,

- le passage de la forme intégrale forte a la forme intégrale faible,

- D’opérateur variation et I’hypothése de Galerkine,

- la modélisation mathématique de I’élément barre et sa formulation intégrale

Cela étant dit, rappelons tout de méme le probléme posé du corps solide élastique € avec ses
frontiéres [ et [y et les conditions aux limites associées (figure 01) ainsi que ses équations d’équilibre
aux dérivées partielles telles qu’elles ont été présentées dans le chapitre 02, a savoir :

0oy 0Ty, 0Ty,
dx dy 0z

0Tyy 0oy, 07y,
ax = dy

+Fyy =0 (7-01)

Figure 01 : position du probléme

u ]
{ut = {v} = {ﬁ} (7-02)
w w

avec U, U, w des valeurs connues et souvent nulles a cause des appuis en [}.

Sur[pona:

Des efforts de surface appliqués sur [ tout en vérifiant la relation suivante :

- s} = [ol{n} (7-03)
avee |
fo Ox Txy Txz ny
fsk= ]]E;y o] = kzlzf fyyz Tayzz] et {n}= {:Z} avec |7l = ’nyzc +nj +nZ

Il est demandé de trouver en tout point M de notre solide son déplacement <U>, les états de contraintes
et de déformations représentés respectivement par les tenseurs des contraintes [ o] et de déformations
[£]. Autrement dit, il s’agit de trouver la réponse du solide représentée par les champs de déplacements,
des contraintes et de déformations dans Q. Nous nous intéresserons également a la détermination des
champs de réactions sur I}.

Par ailleurs, comme mentionné dans le paragraphe 01 du chapitre 04, la MEF commence par transformer
les équations d’équilibre réécrites en (7-01) et des conditions aux limites associées (7-02) et (7-03), en
une formulation intégrale. Pour cela, deux méthodes sont largement utilisées dans la littérature. La
premiére est connue sous le nom de méthode de Ritz. Elle est basée sur des considérations énergétiques,



sur la notion de fonctionnelles ainsi que sur la formulation de condition de stationnarité de ces
fonctionnelles. La seconde méthode est connue sous le nom de méthode des résidus pondérés. Exposée
ci-aprés, cette méthode sera celle a laquelle nous nous limiterons dans le présent chapitre.

2 Schéma global de résolution

L’objectif du présent paragraphe est de présenter la maniére dont est menée la résolution par
¢léments finis d’un probléme de maniére générale, et d’élasticité en particulier. Plus précisément, il
s’agit de décrire toutes les étapes de résolution ainsi que les notions théoriques essentielles liées a
chacune de ces étapes.

En effet, le point de départ étant le modele mathématique, celui-ci est représenté par les systémes
d’équations aux dérivées partielles (7-01) en tout point du solide avec les conditions aux limites
associées (7-02) et (7-03) sur ses frontieres. Il en est suivi par les formulations intégrales fortes utilisant
la méthode des résidus pondérés. Par la suite, les formulations intégrales faibles seront obtenues en
utilisant les formules d’intégration par partie de Green suivies de I’adoption de I’hypothése de Galerkine.

Il s’ensuivra alors la phase de discrétisation qui consiste en premier lieu & remplacer le domaine Q
par un maillage d’éléments finis sur lesquels les trois techniques étudiées dans les chapitres précédents
seront appliquées. Il est a rappeler que ces trois techniques sont : les transformations entre éléments réels
et éléments de référence, les interpolations nodales ainsi que les intégrations numériques.

En second lieu, cette phase de discrétisation consiste a construire pour chaque élément du maillage
les matrices de rigidité élémentaires notées [K.], les vecteurs forces locaux notés {F.} ainsi que les
vecteurs déplacements élémentaires généralisés notés {U.}. L’assemblage de ces matrices de rigidité
¢lémentaires donnera la matrice de rigidité globale notée [K] de toute la structure du solide représentée
(ou modélisée) ici par son maillage. L’assemblage des vecteurs forces locaux donnera le vecteur forces
global noté {F}. Enfin, I’assemblage des vecteurs déplacements élémentaires généralisés donnera le
vecteur déplacements global noté {U}.En assurant la continuité des déplacements au niveau des nceuds
de chaque élément du maillage, les trois assemblages cités précédemment permettent d’obtenir,
finalement le systéme global d’équations algébriques suivant :

[K]. {U}= {F} (7-04)

La résolution de ce systéme d’équations donnera pour chaque nceud du maillage, les vecteurs
déplacements nodaux. En utilisant I’interpolation nodale, les relations déplacements-déformations, ainsi
que les techniques d’intégrations numériques, nous obtenons les champs de déformations a I’intérieur
de chaque élément du maillage. Enfin en utilisant la relation de Hooke contraintes-déformations, nous
obtenons le champ de contraintes au niveau des points d’intégration (de Gauss) de chaque élément.

Cela étant dit, toute la démarche qui vient d’€tre présentée ci-dessus est récapitulée dans
I’organigramme des calculs illustré par le tableau 01 suivant :



Probléme posé ou objectifs :
Trouver en tout point M du solide les
composantes des vecteurs {u}, et les composantes
des tenseurs [o] et [ ]

Equations d’équilibre aux dérivées partielles
et conditions aux limites associées

Obtention d’une formulation intégrale forte

Formulations intégrales : utilisation de la
méthode des résidus pondérés

Intégration par parties en utilisant les formules de
Green

Obtention d’une formulation intégrale faible

Obtention d’une formulation intégrale faible avec
hypothése de Galerkine

Adoption de I’hypothése de Galerkine
Y =48U

Maillage du solide
Utilisation de relations entre ¢léments réels et
¢léments de référence, interpolation nodales et
intégrations numériques

Obtention de matrices de rigidité
¢élémentaires et des vecteurs forces locaux

Obtention de matrices de rigidité élémentaires et
des vecteurs forces locaux expansés

Vecteurs de localisation

Matrices de rigidité globale et vecteur force
globale

Obtention du systeéme d’équations

[K]. {U}= {F}

Obtention des déplacements et des réactions aux
nceuds du maillage

Résolution de ce systéme

Interpolations nodales
Relations déplacements déformations
Relation contraintes déformations

Obtention des champs de déplacements, de
déformations, de contraintes et de réactions
aux appuis

Tableau 01 : Organigramme des étapes de calculs effectués lors de la résolution par la MEF




3 Méthode des résidus pondérés — formes intégrales

3.1 Définition du Résidu d’équilibre

Pour les éléments finis formulés en déplacements, vu que la solution recherchée en premiere
étape, est un champ de vecteurs déplacements U a travers le domaine Q, on définit le résidu par la
quantité {R (l7 )} qui est un vecteur a trois composantes car le systéme d’équations aux dérivées partielles
compte trois équations tel que :

— F
ax  dy @  Frx
- 0tyy 00, 07Ty,
R(U); = —_— F 7-05
{ ( )} Ox + ay + oz + Vy ( )

Il est clair que si la solution obtenue U est ¢gale a la solution exacte ﬁex telle que U= ﬁexact , le
vecteur résidu {R(l_j )} sera nul :

{R(U)} = {g} (7-06)

3.2 Forme intégrale forte

La méthode des résidus pondérés est une méthode qui consiste a chercher la solution sous la
forme d’un champ de déplacements U qui annule le résidu et par conséquent qui annule 1’intégrale :

W= f (W) (R(T)}da = 0 (7-07)
Q
Avec () : le vecteur de fonctions de pondérations dont les composantes sont (¥) = (¥, ¥, W,).

L’expression (7-07) est désignée par 1’appellation de « forme intégrale forte du probléeme ».

Ainsi, le champ de déplacement U est considéré comme étant la solution du probléme, s’il annule
I’intégrale W quels que soient les fonctions (W). Prise dans un ensemble de fonctions, plusieurs variantes
de la méthode des résidus pondérées sont utilisées dans le choix de ces fonctions. Pour le présent
chapitre, notre choix s’est porté sur la méthode de Galerkine qui constitue une des variantes parmi les
plus utilisées. Toutefois, la seule condition imposée dans le choix de ces fonctions de pondérations (W)
est qu’elles doivent étre nulles sur la frontiére [y ou les déplacements ont été imposés.

En remplagant les vecteurs (W) et {R (l_f )} par leurs expressions respectives dans (7-07), une forme
intégrale dite « forte » du probléme d’élasticité tridimensionnel peut étre écrite comme suit :

00, 0Ty, 0Ty, 0Tyy 00, 0Ty,
W = Y, |l=—+— F Y,. —_— F
[fﬂ ” <ax + + 2 + Fy |+, ox + + 37 + Fyy

dy
0Ty, 0Ty, do,
+Y¥,. + +—+F dQ=0
w < 0x dy 9z " VF
Cette forme intégrale est qualifiée de forte car les inconnues recherchées sont écrites sous forme de
dérivées partielles du premier ordre.

(7-08)




3.3 Forme intégrale faible :
3.3.1 Intégration par partie (cas unidimensionnel)

Soient les deux fonctions u(x) et W(x). Il est rappelé que ’intégration par partie peut étre écrite comme
suit :

fW(x).dZix).dx =— f dlZix).u(x).dx+ [lP(x).u(x)];: (7-09)

X1
Il est & signaler que I’extension de ce principe d’intégration par partie aux cas 2D et 3D, peut étre
effectuée en utilisant des formules dites de Green.

3.3.2 Formules de Green dans le cas bidimensionnel 2D

On consideére les deux fonctions u(x,y) et W(x, y).définies sur Q dans le plan (x, y) avec 7 la normale
sortante a la frontiére I' telle que 7 = < n, n, >. On a alors les deux relations suivantes appelées
formules de Green :

ou(x, 0¥ (x,
ﬂﬂ W y). ”g’; Y hx.dy = _ﬂﬂ %.u(x,y).dx. dy +£ W(x, ). u(x,y). ny. dl (7-10)
J- W(x, (’)u(x Y) x.dy = — ff awé};y) .ulx,y).dx.dy +§)‘ Y(x, y).-ulx, y).ny.dl (7-11)
o r
r n

L.

Figure 02 : Formules de Green en 2D
3.3.3 Formules de Green dans le cas tridimensionnel 3D

On considére les deux fonctions u(x,y,z) et W(x,y, z).définies sur Q dans I’espace (x, y, z) avec 7 la normale
sortante a la frontiére I' telle que 7 = < n, n, n, >. On a alors les deux relations de Green suivantes :

ff Y(x,y,2) Bu(xyz)d .dy.dz = IHM u(x,y,z).dx.dy. dz+§ Y(x,y,z). u(x,y,z).ny.dl' (7-12)
ff Y(x,y,2z) 0u(xyz)d x.dy.dz = fffm u(x,y,z).dx.dy. dz+-<f W(x,y,2).u(x,y,z).ny.dl (7-13)
ou(x,y,z) 0¥ (x,y,z)
———=dx.dy. = - —_— .dx.dy. . n,. 7-14
ffﬂ Y(x,y,2z) % dx.dy.dz LH e u(x,y,z).dx.dy.dz +-<£ W(x,y,2).u(x,y,z).n,.dl (7-14)
- i
z
Y

X
Figure 03: Formules de Green en 3D

Nota : Dans ce qui suit, les intégrales doubles et triples seront dorénavant notées comme simples



3.3.4 Forme intégrale faible

Pour un probléme tridimensionnel d’élasticité linéaire, la forme intégrale faible s’écrit :

Vv AY oV AY A Y oY A Y
W=—f( Yo +—2.0,+ W.az+<—”+—").rxy+(—”+—W).rxz

ox * T oy T oz dy Ox 0z 0x
(7-15)
v, 9V,
(az + 6y> Tyz dQ+ f (W) {Fy}dQ + f(‘lj} {fs}dl'=0

Démonstration :

Rappelons la forme intégrale forte écrite dans 1’expression (7-08),

00, atxy 0Ty, 0Tyy 0doy, 07y,
F v, = F
U <6x oy oz v )t Gy Ty T T

d Jdt 0
+W .<ﬁ+ﬂ+ﬁ+ﬂ,z>]dﬂ=0

dx dy d

En séparant cette forme en deux parties telle que la seconde partie représente les forces de volumes, on

obtient :
doy arxy 0Ty, 0Tyy 0doy, 07y,
X)Ly e AR
U <6x Ty "oz )T\ Yoy a2

0Ty, 07y, 00,
Y, . —+ — Q W) {Fy}dQ =
+W<6x+ay+az d+fﬂ<>{v}d 0

(7-16)

En appliquant la formule de Green a tous les termes de la premiére partie de (7-16), on obtient :

do, v,
fﬂ lpuadﬂ= —fn W.O'x.dﬂ-l' ﬁ lPu.O'x.‘I’I.x.dl—‘

w, 25 40 f " dQ+3€ ¥, dr

. dQ = — Ty Ty My

0 u ay q ay xy - u-txy-ty
0Ty, v,

o l{Ju_ 97 .dQ = —fﬂ W.sz.dﬂ + ﬁ ‘Pu.rxz.nz.df‘

0Tyxy ov,
W, dQ = — —— Ty dQ + Wy Tyy Ny dT
Q r

a ox ox
do v
Y, —2.d0 = —f —~.0,.dQ + 55 ¥,.0,n,.dl
Q dy o 0y r
Tyz v,
. v, 37 dQ = _.L 57 - Tyz-dQ + ﬁ Wy Tyz. 1y dl

ot oY,
Y, —=.d0 = —f a—w.rxz.dQ+ f}ﬁ W, Tyy Ny dl
Q 0X r

¥
—W.‘L'yz.d.Q+ f Wy. 7y, ny.dl
r




do, v,
fﬂ ngdﬂ = —fﬂ ?-Uz-dﬂ-l' i‘ lPW.JZ.nZ.dI‘

En remplacant ces termes par leurs expressions dans (7-16), on aura :

V¥, V¥, ¥, v, JY¥ v, J¥
W:—f( “ +—”.oy+—‘”.az+( ”+—”>.rxy+( ”+—W).rxz

ax " gy 9z ay | ox 9z | ox
Q
v, a‘PW) ) J‘
+—2) .z, ). da+ | (w).(F,}da
(57 %) o ). o

+ jg (‘Pu . (ox.nx + Ty 1y + sz.nz) + ¥, (Txy.nx +o,n, + Tyz.nz)
r
+¥,. (sz.nx + 7y, 0y, +. oz.nz)) ar=20

Or on sait que la fronti¢re fermée I' =TIy U If avec Iy N I = @ et telle que
I'h: la zone ou les déplacements sont imposés et donc les fonctions de pondération (W) nulles.
[: la zone ou les forces de surface sont imposées avec

fsy = Ox Ny + Tyy Ny + Tyepu 1y
fsy = Tyxy-Ny + 0y Ny +Ty5.1, (7-18)
fs, = TxzNyx + Tyz.ny + 0,1,

Ceci implique que I’intégrale sur la frontiere I" se réduit a I’intégrale sur [ comme suit :

3§ (‘Pu (O + Ty My + Tz 1) + P (Tay My + 0y 1y, + Ty ) + Wiy (Taze e + Ty, +.crz.nz)) dar
r

(7-19)
= [ (ot W, + VS, )l = § (L)
I'r I'r
Finalement, on obtient :
W= f (GLPu + v, + v, + (O‘Pu + B‘P,,) N (B‘Pu N alpw)
h ox 0% dy Oy T, 0 dy  0Ox Txy 9z " ox )t
o (7-15)
v, ov,
(az +W>.ryz>.dﬂ+jn (). {F,}dQ + jL(‘P).{fS}dF
I'p
CO.F.D

Cette expression est appelée forme intégrale faible d’un probléme tridimensionnel d’¢élasticité linéaire
ou apparaissent non seulement les forces de volume {F,} mais également les forces de surface {fs}.
Ainsi, par rapport a la formulation intégrale forte écrite en (7-08), on fait apparaitre dans 1’expression
de la formulation faible les conditions aux limites sur [z. On peut également constater sur (7-15) que
comparativement a la formulation forte, ce ne sont plus les dérivées des composantes des contraintes qui
figurent dans 1’expression mais les composantes des contraintes elles-mémes. Par conséquent, le degré de
dérivation de la solution recherchée a baissé de un dans cette formulation faible. Ce qui permet de
rechercher la solution sous une forme plus simple.



4 Meéthode de Galerkine

Intéressons-nous maintenant au choix des fonctions de pondération (¥). Celui-ci peut se faire de différentes
manieres. Ce qui définit plusieurs variantes de la méthode des résidus pondérés. Les méthodes les plus connues
portant sur le choix de ces fonctions sont :

- La méthode de collocation par points

- La méthode de collocation par sous domaines
- Laméthode des moindres carrés

- La méthode de Galerkine

Dans le cadre de ce cours, nous nous limiterons uniquement a la méthode de Galerkine.

4.1 Hypothése de Galerkine

Cette hypothése consiste & prendre pour fonctions de pondération, les variations des composantes du
champ de solution recherché. Ces variations sont exprimées en utilisant 1’opérateur variation noté §. Cet
opérateur est identique a celui utilisé dans le théoréme des travaux virtuels. En élasticité
tridimensionnelle, on a :

(Wy=(Wy ¥ Yw)=(U)= (6u 6év 6éw) (7-20)
Par ailleurs, il est important de rappeler les propriétés de cet opérateur variation § qui sont comme suit :
o(u+v)= du+ év
o(u.v) = u.év +v.8u
6(c.u) = c.éu
5(a) = (day ba, day)

55 ="

f&udV=6 fudV
\%4

|4

4.2 Forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

En considérant que (¥, ¥, Yy)= (Su v 6w) etenremplagant la fonction (W) par ses
nouvelles composantes dans 1’expression de la formulation intégrale faible (7-15), on obtient :

W= a(du) a(6v) a(6w) o(du) a(6v) a(6u) 9(6w)
- f ax dy "Iy 0z 7t dy *ox i oz T Tox )
(7-21)
+ (@ + M) . Tyz> O+ f (VY. (F,}d + 3@ (V). {f}dr
0z oy Q p
Si on applique les propriétés de I’opérateur variation 6 telles que décrites ci-dessus, on aura :
W= f (6 (6u) +s (61]) +s <6W) +s (au + 6v> +s (au N GW)
h ax) dy Iy 9z) %z dy O0x Try 9z " ax) =
Q (7-22)

v ow

+5 (E + E).rﬂ) do+ Jﬂ (8UY. (F,}dQ + i (8U). {fs}dr



En tenant compte des relations déformations déplacements écrites dans le paragraphe 2 du chapitre 02,
I’expression précédente sera comme suit :

W= — f (8(e). 0y + 8(ey).0y + 8(,). 0, + 8(1ey)- Txy + 8Waa)-Txs + 8(¥ys ) Tyz)- A
) (7-23)

+f9 (6U) .{F,}dQ + f{SU}.{fS}dF
Soit les trois vecteurs : FF
(0= (9x Oy Oz Txy Txz Tyz)
(&)= (& & & VYxy Vxz Vyz)
(s58) = (Oex  8ey 8&; OVxy OVxz OVyz)

Finalement, la forme intégrale faible devient en introduisant les trois vecteurs précédents dans (7-23)
devient :

W= — f ((8e). {o}). d2 + f (8U). {Fy}dQ + wa).{fs}dr —0 (7-23)
Q Q T'r

Ce dernier résultat n’est rien d’autre que I’expression du théoréme des travaux virtuels (revoir le
paragraphe 07 du chapitre 02) avec :

- Jo ((8e).{0}).dQ : le travail virtuel interne

- fﬂ (8U) . {F,}dQ : le travail virtuel des efforts de volume F_V)

- Sﬁer U).{fs}dT: le travail virtuel des efforts de surface E

4.3 Prise en compte des forces ponctuelles

L’expression précédente ne s’applique pas dans le cas ou notre solide Q est soumis a m forces
ponctuelles F i = 1,m causant respectivement des déplacements virtuels SUp i = 1,m. Le travail
virtuel de ces forces ponctuelles sera pris en compte par le terme suivant :

m
Z SUL. Fi
i=1

En intégrant ce dernier terme dans 1’expression (7-23), on obtient la forme intégrale faible avec
hypothése de Galerkine prenant en compte les forces ponctuelles :

w=- S[ (8¢e).{0}).dQ + fﬂ (6U).{Fy}dQ + ij (8U).{fs}dl' + ;6U},_FI§ =0 (7-24)

Toutefois, nous verrons plus loin (lors de I’introduction du vecteur forces globales) qu’il est inutile
d’introduire les forces ponctuelles dans la formulation faible puisqu’elles peuvent étre introduites
directement comme charges nodales dans le vecteur force globale.



5 Application a I’élément barre

Considérons un élément barre défini le long de 1’axe x, et située entre x; et x,. Cette barre ne travaille
que vis-a-vis de I’effort normal (soit en traction, soit en compression). Les propriétés matérielles et
géométriques caractérisant cette barre sont : la masse volumique de son matériau constitutif p, son
module d’Young E, I’aire de sa section transversale A et enfin sa longueur L= x>- x1.

q(x)
F, h#f:f_ F, X
rl===g==_

X1 X2

A J

” L -
- L

Figure 04 : exemple d’¢élément barre de longueur L

Soient les deux types de charges appliquées a cette barre tel qu’illustré sur la figure 04 précédente. Le
premier chargement est de type ponctuel représenté par les forces Fi et F» qui sont appliquées a ses
extrémités. Le second chargement est de type uniformément réparti par unité de longueur. Ce dernier
type est équivalent au chargement di au poids propre. Cette charge q(x) peut de maniére générale avoir
une variation quelconque.

5.1 Equations d’équilibre

Soit u(x) la solution recherchée qui représente le champ de déplacements le long de 1’axe x. L’état de
contraintes dans cette barre étant considéré comme étant uniaxial, seule la composante o, du tenseur
des contraintes est non nulle. Toutes les autres composantes sont considérées comme nulles.

Considérons un élément infinitésimal de longueur dx (figure 05) :

A(x), E(x)

dx »>

Iy

Figure 05 : Elément infinitésimal d’une barre

Considérons les deux sections transversales respectivement d’abscisses x et (x+dx). Les évolutions des
contraintes et des aires des sections transversales sont :

Oy = 0y + %dx et A(x+dx)=Ax)+ d'z—ix)dx (7-25)

X
L’équilibre des forces dans la direction x s’écrit :

do, dA(x)
) (4 + =
doy dA(x).dxz

En négligeant le terme du second ordre (E S

—a,. A(x) + (O’x + dx) +q(x).dx=0

),ou aura :

dA(x) da,
Oy I .dx + A(x)adx + q(x).dx =

Or notre matériau étant élastique,

d(A®).
w +q(x).dx =0 (7-26)



= E(x).(x) = E(x). d”(")

En remplacant o, par son expression dans (7-26) , on obtient :

()

2 (40 E0. 22 4 gy =0
Si les aires des sections transversales ainsi que le module d’Young sont constants tels que
E(x).A(x) =E.A
Dans ce cas, on aura finalement 1’équation différentielle d’équilibre comme suit :
d?u(x
E.A. ) +q(x)=0 (7-27)

dx?
La résolution de cette équation différentielle ne pouvant se faire sans conditions aux limites qui sont

comme suit. En effet, au niveau de la section d’abscisse x =x; ona:

F; o, F du F;
A

O’x = ) gx == E (xl) = ﬂ (7-28)

De la méme maniére, au niveau de la section d’abscisse (x=x), on a

F. o, F. du F.
GE=-—, m=p=pa= @)= (7-29)

Le probléme consiste donc a rechercher la fonction u(x) solution de I’équation différentielle (7-27) et
qui vérifie a la fois les conditions aux limites représentées par les expressions (7-28) et (7-29).

5.2 Forme intégrale forte

La forme intégrale forte du probléme pouvant s’écrire comme suit :

W= f < (x) + q(x)) dx =20 (7-30)

5.3 Forme intégrale faible

Si on applique la formule d’intégration par partie telle que nous I’avons vue pour le cas unidimensionnel
dans I’expression (7-09) du paragraphe 3.2.1 que nous rappelons ici

X2

ftp(x).dlc‘lix).dx — f d

x) u(x).dx + [P(x). u(x)]? (7-09)

On aura donc :

W =—E.A f <dqj(x)du(x)>d +E.A. [Lp( )L ’ flp(x) q(0).dx =0  (731)

dx dx

X1
Or en tenant compte des expressions suivantes tirées de (7- 28) et (7 29)
F,

du _F
a(xﬂ = ﬁ (xz) = —ﬁ



et en les remplagant les expressions suivantes dans (7-31), on aura la forme intégrale faible du probléme
comme suit :

T (dwE)d ’
W =—E.A. f < dy(cx) 1;5?) dx + F,.W(xy) + F.W(xq) + f Y(x).q(x).dx =0 (7-32)

X1
5.4 Forme intégrale faible avec hypotheése de Galerkine

L’hypothése de Galerkine consiste a prendre pour ce cas unidimensionnel ¥(x) = du(x).

En remplagant W(x)par I’expression précédente et en tenant compte des propriétés de 1’opérateur
variation §, on aura la forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine :

= —E.A. f [6 dz;ix) du(x)] dx + F,.6u(x,) + F. u(x,) + f Su(x).q(x).dx =0 (7-33)

X1

5.5 Seconde méthode : utilisation directe du théoréme des travaux virtuels avec prise en
compte des forces ponctuelles

Rappelons ci-dessous la forme intégrale faible avec prise en compte de forces ponctuelles telle qu’écrite
en (7-24) de maniére générale pour les problémes tridimensionnels :

m
- f ((8e). {o}). L + f (SU) {F,}d + 35 BT + Y SULFE =0 (3
Q @ r i=1
Rappelons ¢également que (Zﬁl ) U},_F;;) est le travail de m forces ponctuelles F} causant
respectivement m déplacements virtuels SUS.
Dans le cas de I’élément barre, les vecteurs () et (o) sont comme suit :
(o)=(x 0 00 0 0)
(€)= (gx Sy €& 0 0 0)

Par conséquent : (5¢€).{c} = d¢&y.0, = E.0ey. 6, = E. & (du(x)).du(x)

dx dx

du(x)
dx

Ce qui implique : —f ((6¢e).{0o}).dO = —E.A. fxzd(du(x)) dx avec df = A.dx

x)

Par ailleurs, ona: {F,} = %. Ce qui implique : fQ (6U) . {Fy}dQ = f;z du(x).q(x).dx

1
Concernant les deux forces ponctuelles F; et F»,ona: Y2, 8U Fi = Fy.6u(x;) + Fy. 6u(xy)
Pour sa part, vu I’absence de forces surfaciques, on a : {fs} = 0, ceci conduit a : gﬁrF(SU). {fs}dT =0

Finalement, avec cette seconde méthode, on retrouve la méme expression de la forme intégrale faible
avec hypothese de Galerkine que celle trouvée en (7-33)

= —E.A. f [8 dlzlix) .du(x)]d x + F,.6u(x,) + Fy. 6u(x,) + f Su(x).q(x).dx =0

X1



6 Exemples

6.1 Exemple 01 (exol de la série de TD N°05)

On considére une paroi métallique mince de forme triangulaire, de faible épaisseur ¢ et modélisée, dans
I’espace 2D muni d’un repére (1,x,y), par un maillage composé d’un seul ¢lément triangulaire a trois
nceuds de type TRI3 (figure 06).

4V

A J

(0.0) Elément 01 (20,0

Figure 06 : paroi métallique mince de forme triangulaire

Sur le domaine occupé par cette paroi et noté €, on considére 1’équation de transfert thermique
suivante :

O P
0x?  0y? -

Les conditions aux limites liées a cette équation sont comme suit :

- Une température nulle (T=0) est imposée sur le bord (2-3) noté I'p

- Un flux de chaleur nul (Z—Z = 0) est imposé sur les bords (1-2) et (1-3) notés I'r.

Afin de déterminer la distribution du champ scalaire de température 7(x,y) dans cette paroi, il est
demand¢ d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothese de Galerkine

Solution :
Soit le domaine Q dont la frontiére I" est fermée telle que ' =Ty U [y avec Ip N Tg =0 avec

- Ip: (bord 2-3) la zone ou les températures ont été imposées et donc les fonctions de
pondération (W) nulles.
- If: (bords 1-2 et 1-3) la zone ou les flux chaleur ont été imposés nuls.

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme est :

W—fW62T+62T+2dd—f‘PGZTdd+flPaZTdd+2f‘Pdd—0
AT A B O il BT At B



2- Pour établir la forme intégrale faible du probléme, on doit d’abord appliquer les formules Green en
2D qui ont été écrites dans les expressions (7-10) et (7-11) du paragraphe 3.3 pour chaque terme de
I’équation précédente comme suit :

[ we (a o y)) vy == 0y) TED) hx.ay +f v I
f Y(x, )( T( y)>d .dy = ff al]J(x y).aT(x ) dx.dy+f l}’(x,y).aT((;;'y).ny.dl
r

En remplacant ces deux termes précédents par leurs expressions dans la forme intégrale forte de la
question 1, on aura :

W _ﬂ O‘P(x,y)laTgiy)

dT (x,y)
Ep Ny dl

.dx.dy + f Y(x,y).
r

o¥(x,y) oT(x, aT (x,
—ﬂ (x,y) 9T( y).dx.dy+3§ lp(x,y).M.ny.defLpalxazy
ay r ay
Q
=0
Donc
G‘P(x y) 0TCoy)  0%Coy) OTCxy)
ff . .dx.dy
dx dy dy
aT (x,y) aT (x,y)
+.<£ ‘P(x,y).( Tx My + 3y .ny).dl+2f‘l‘dxdy=0
aT _ aT(x,y) OT(x,y)
Or % = % ny + 3y le
0¥(x,y) 9T(x, 0¥(x,y) 9T(x, aT
W=—ﬂ < (oy) 9Txy) | 9Wxy) 9T( y)>.dx.dy+3€ lp.—.dz+2flyalxaly=o
Q ox ox dy dy r on 2
Puisque :
oT oT
fﬁ ‘P — dl fﬁ W.—.dl+3€ Y. —.dl
r, on rp on
Or Y =0surljpet g—;rl=0$urFF
Par conséquent :
v, or .dl=0
r on’
Et
Wxy) oTCxy) 0¥(xy) oT(x )
-U ( “ox 3y oy .dx.dy+2f‘}’(x,y)dxdy—0
Q

On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(xy) = 6T(x,y)

En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :



_ _ﬂ (3(5T(x;3’)) OT(x,y)+5(5T(x,y)) aT (x,y)

Fp 3y oy ).dx. dy + ZJ(ST(x,y)).dxdy =0

Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :

5 (au) _0(6w)
ox)  ox
On aura finalement :

ﬂ ( <6T(x y)> AT (x,v) o5 (aT(x, y))laT((;; y))_dx_ dy + 2 f (6T (x,y)).dxdy = 0
Q

0x dy

6.2 Exemple 02 (exo2 de la série de TD N°05):
Soit I’équation différentielle suivante définie dans I’intervalle [1 2] comme suit :
dZ

u
W+3.u=0

Les conditions aux limites sont :

u(l)=0et Z—:(Z) =0

Il est demandé d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

Solution :
Soit le domaine Q =[1 2] qui est un intervalle 1D fermé

I- En appliquant la méthode des résidus pondérés la forme intégrale forte du probléme sera :
2
d*u ( ) _ d*u(x) _
W= |¥Yx).———+3.uk) |dx = | Y(x). R dx+3 | P(x).u(x).dx=0
1

2- Pour établir la forme intégrale faible du probléme précédent, on doit d’abord appliquer la
formule d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans 1’expression (7-09) du paragraphe
33 uniquement pour le premier terme de 1’équation précédente comme suit :

2
f‘y( ) (dz (x)) _ d‘P(x).du(x) [q;( ) du(x)]1
1

dx dx

Le second terme (3 fl lP(x).u(x).dx) dont la fonction inconnue est u(x) apparait

explicitement (c’est-a-dire qu’elle n’est pas écrite sous forme de dérivée), ne nécessite aucune
modification.
Par ailleurs, puisque u(1) = 0 donc la fonction W(x) est nulle en x=1 donc W(1) = 0 et
puisque —(2) = 0, donc le terme [‘P(x) du(x)] =0
Par conséquent, la forme 1ntegrale faible sera :
d‘P x) du(x
o [4YE) due
dx dx
1
On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :
Y(x) = du(x)
En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :

.dx +3f‘P(x) u(x).dx =0



2d5 d
we-| (5u) du(x)

2
I dx Jdx + 3f8u(x).u(x).dx =0
1 1
Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons ici comme suit :
5 (du) _d(u)
dx/)  dx

On aura finalement :

W = _f6(d1;ix)>.d1;(x) dx + 3f5u(x) u(x).dx =0

1
6.3 Exemple 03 (exo3 de la série de TD N°05):

Soit un phénomeéne physique modélisé mathématiquement par 1’équation différentielle suivante définie
dans I’intervalle [1 2] comme suit :

d’u N du 2y =0
dx?  dx x=
Les conditions aux limites sont :
u(l)=u2)=0

Il est demandé d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

Solution :

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme sera :

2 2 2
W = J-‘P(x) (d Z—u—2x>dx—fl}’()<d ()> x+f‘1’()&d —2f‘l’(x).x.dx=0
1

2- Pour établir la forme intégrale falble du probléme précédent, on doit d’abord appliquer la
formule d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans 1’ expression (7-09) du paragraphe
33 uniquement pour les deux premiers termes de 1’équation précédente comme suit :

2
d?u(x) 3 d¥(x) du(x) du(x)
flp()( ) __1 dx = dx [lp() ]1
2
d A Y
f‘l’(x). l;Ecx).dx = —f dix).u(x).dx + [W(x). u(x))?
1 1
Or Y1) =¥@2)=0car u(l)=u(2)=0
Ce qui implique que
du(x) 2 5
[‘P(x)- = [P u()]i =
Dans ce cas :
2
J.LP( ) <d u(x)) _ d‘Zix).dzleCx) .

2
_[‘P(x).dzgcx).dx = —jdiix).u(x).dx
1

1



Par conséquent, la forme intégrale faible sera :

2 2 2
d¥(x) d avy
_ di")_ I;S‘) dx — f dix).u(x).dx— 2 f w(x). x.dx = 0

1 1 1
On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(x) = Su(x)
En remplacant la fonction ¥ par son expression précédente, on aura :

2
_ d(6u(x)) du(x) d(6u(x))
W—f I dx .dx f )dx+2f5u(x)xdx—0

1

Et en utilisant la propriété de I’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :

()20

On aura finalement :

W = fc? du(x) .duix). x+.f6(dd§c)> u(x). dx+2f6u(x)xdx—0
1 1

6.4 Exemple 04 (exo4 de la série de TD N°05):

Soit une barre de longueur L=100 cm de section transversale constante d’aire A = 1 cm?. Cette barre est
bloquée en déplacements a I’extrémité (x= 0). Elle est soumise a une force ponctuelle F=100 KN a
I’autre extrémité (x = 100 cm). Le poids propre de cette barre est considéré comme négligeable.

1- Ecrire le probléme sous forme d’une équation différentielle avec ses conditions aux limites

2- Etablir la forme intégrale forte du probléme

3- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

4- Retrouver cette forme intégrale faible en utilisant la méthode directe du théoréme des travaux
virtuels avec prise en compte des forces ponctuelles.

Solution :

1- L’équation d’équilibre d’un élément infinitésimal de longueur dx est comme suit (voir la
démonstration au paragraphe 5.1) :

d?u(x)

E.A.
dx?

+q(x)=0

Or le poids propre est négligeable donc q(x) = 0

Ainsi I’équation différentielle devient

d?u(x
Avec comme condition aux limites
u(0) =0
d—u(100) _f ﬂ =4.762.1073

EA~ 21000.1



2- Forme intégrale forte du probléme

En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme sera :

sz ‘P(x).(E.A d( )>dx—0

3- Pour établir la forme intégrale faible du probléme, on doit d’abord appliquer la formule
d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans I’expression (7-09) du paragraphe 3.3 comme suit :

ra d?u(x) 100d‘}’(x) du(x) du(x)1*%°
W:E.A.f lp()< )dx——f = 2 [tp() ]0 ~0
0

0
Or Y(0)=0car u(0) =0

Ce qui implique que

du ()1 du(100 du{0)
[tp(x). di) = Y (100). ¥ Y(0)— == 4.762. 1073.¥(100)
0
On obtient ainsi
P aw) d
W= —f YD) ) L 4762.1073.W(100) = 0
dx dx

0

On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :
Y(x) = Su(x)
En remplacgant la fonction W par son expression précédente, on aura :

100d s d
We f (Su(x) du(x)

. . 4.762.1073. 1 =
Tx Ix dx + 62.107°.6u(100) =0

0
Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :

-2

On aura finalement :

100

d d
W = _f 6( u(x)). u) .dx + 4.762.1073.6u(100) = 0
dx dx

0

4- Forme intégrale faible en utilisant la méthode directe du théoréme des travaux virtuels avec
prise en compte des forces ponctuelles.

Rappelons ci-dessous la forme intégrale faible avec prise en compte de forces ponctuelles telle
qu’écrite en (7-24) de maniére générale pour les problémes d’élasticité tridimensionnels :

m
w = —f((é‘e).{a}).dﬂ+f (8U) .{F,}dQ + f((SU).{fS}dF + Z@U};.F}, =0
Q .
Q F i=1
Dans le cas de I’élément barre, les vecteurs () et (o) sont comme suit :
(G)=1(ox 0 00 0 0)
(8) = (5x Ey €& 0 0 0)



Par conséquent : (8¢).{o} = dey.04 = E.Sey.6, = E.§ (%)'

du(x)
dx

du(x)

Ce qui implique :— fﬂ ((6¢).{0o}).dO = —E.A. fxxlz 6( .

)%dx avec dfl = A.dx

Par ailleurs, les forces de volume ayant été négligées doncona: {F,} =0. Ce qui implique :
fﬂ (6U) . {F,}dQ =0

Concernant les deux forces ponctuelles F; et F»,ona: Y2, 8U. Fi = Fy.6u(xy) + Fy. 6u(xy)
Oru(x;) =0 =2 W¥(x;) =0 = puisque ¥(x;) = du(x;) = du(x;) =0

Ainsi

2
Z SUL.F} = F,.8u(x,) = 100.6u(100)

=1

Pour sa part, vu I’absence de forces surfaciques, on a : {fs} = 0, ceci conduit a :

fr (8U). {fs}dT" = 0

F

Finalement, avec cette seconde méthode, on retrouve la méme expression de la forme intégrale
faible avec hypothése de Galerkine que celle trouvée en (7-33)

X

~ du(x)y du(x) _
W——E.A.j&( I ) I dx + F,.6u(x,) =0

X1
X2

_ du(x)\ du(x) F, _
W——f&( I ) I dx+m.6u(x2)—0

X1
On retrouve ainsi le méme résultat que la réponse a la question 3 précédente :

100

d d
W= —f 6( u(x)). YO v+ 4762.1073.6u(100) = 0
dx dx

0



