Corrigé de la série de TD N°0S : Formulations intégrales

1 Exercice N°01

On considére une paroi métallique mince de forme triangulaire, de faible épaisseur ¢ et modélisée, dans
I’espace 2D muni d’un repere (1,x,y), par un maillage composé d’un seul élément triangulaire a trois
nceuds de type TRI3 (figure 06).
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Figure 06 : paroi métallique mince de forme triangulaire

Sur le domaine occupé par cette paroi et noté €2, on considere 1’équation de transfert thermique
suivante :

T T 2
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Les conditions aux limites liées a cette équation sont comme suit :

- Une température nulle (T=0) est imposée sur le bord (2-3) noté I'p

- Un flux de chaleur nul (Z—Z = 0) est imposé sur les bords (1-2) et (1-3) notés I'r.

Afin de déterminer la distribution du champ scalaire de température 7(x,y) dans cette paroi, il est
demandé d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothese de Galerkine

Solution :
Soit le domaine Q dont la frontiére I" est fermée telle que ' =Ty U [y avec Ip N Tg =0 avec

- Ip: (bord 2-3) la zone ou les températures ont été imposées et donc les fonctions de
pondération (W) nulles.
- I%: (bords 1-2 et 1-3) la zone ou les flux chaleur ont été imposés nuls.

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme est :
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2- Pour établir la forme intégrale faible du probléme, on doit d’abord appliquer les formules Green en
2D qui ont été écrites dans les expressions (7-10) et (7-11) du paragraphe 3.3 pour chaque terme de
I’équation précédente comme suit :
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En remplacant ces deux termes précédents par leurs expressions dans la forme intégrale forte de la
question 1, on aura :
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On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(xy) = 6T(x,y)

En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :
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Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :
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2 Exercice N°02

Soit I’équation différentielle suivante définie dans I’intervalle [1 2] comme suit :
d"u +3 0
—+3.u=
dx?

Les conditions aux limites sont :

u(l)=0et Z—:(Z) =0

Il est demandé d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

Solution :
Soit le domaine Q =[1 2] qui est un intervalle 1D fermé

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés la forme intégrale forte du probléme sera :

w = f‘l’()( d°u ()+3u(x)>dx—fkp()<d2 ()>d +3f‘{’(x)u(x)dx—0

2- Pour établir la forme intégrale faible du probléme précédent, on doit d’abord appliquer la
formule d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans 1’expression (7-09) du paragraphe
33 uniquement pour le premier terme de 1’équation précédente comme suit :
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Le second terme (3 fl lP(x).u(x).dx) dont la fonction inconnue est u(x) apparait

explicitement (c’est-a-dire qu’elle n’est pas écrite sous forme de dérivée), ne nécessite aucune

modification.
Par ailleurs, puisque u(1) = 0 donc la fonction W(x) est nulle en x=1 donc W(1) = 0 et
puisque —(2) = 0, donc le terme [‘P(x) du(x)]l =0
Par conséquent, la forme intégrale faible sera :
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On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(x) = du(x)
En remplacant la fonction W par son expression précédente, on aura :
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Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons ici comme suit :
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On aura finalement :

2

W = —f5(d1;ix)>.d1;(x) dx + 3f5u(x) u(x).dx =0

1

3 Exercice N°03

Soit un phénomene physique modélisé mathématiquement par 1’équation différentielle suivante définie
dans I’intervalle [1 2] comme suit :

d?u N du ) 0
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Les conditions aux limites sont :
u()=u2)=0

Il est demandé d’établir :

1- La forme intégrale forte du probléme
2- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

Solution :

1- En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probleme sera :
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2- Pour établir la forme intégrale falble du probléme precedent, on doit d’ abord appliquer la

formule d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans 1’ expression (7-09) du paragraphe
33 uniquement pour les deux premiers termes de I’équation précédente comme suit :
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Dans ce cas :
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Par conséquent, la forme intégrale faible sera :
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On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :

Y(x) = Su(x)
En remplacant la fonction ¥ par son expression précédente, on aura :
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Et en utilisant la propriété de I’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :

()20

On aura finalement :

W = fc? du(x) .duix).dx+'f6(d1;—gc)>.u(x).dx+2f6u(x).x. dx=20

1

4 Exercice N°04

Soit une barre de longueur L=100 cm de section transversale constante d’aire A = 1 cm?. Cette barre est
bloquée en déplacements a I’extrémité (x= 0). Elle est soumise a une force ponctuelle F=100 KN a
I’autre extrémité (x = 100 cm). Le poids propre de cette barre est considéré comme négligeable.

1- Ecrire le probléme sous forme d’une équation différentielle avec ses conditions aux limites

2- Etablir la forme intégrale forte du probléme

3- La forme intégrale faible avec hypothése de Galerkine

4- Retrouver cette forme intégrale faible en utilisant la méthode directe du théoréme des travaux
virtuels avec prise en compte des forces ponctuelles.

Solution :

1- L’équation d’équilibre d’un élément infinitésimal de longueur dx est comme suit (voir la
démonstration au paragraphe 5.1) :

d?u(x)
E.A.——— =
T2 +q(x)=0

Or le poids propre est négligeable donc q(x) = 0

Ainsi I’équation différentielle devient

d?u(x
E'A'T(z) =
Avec comme condition aux limites
u(0) =0
—(100) _f 100 =4762.1073

EA~ 21000.1



2- Forme intégrale forte du probléme

En appliquant la méthode des résidus pondérés, la forme intégrale forte du probléme sera :

sz ‘P(x).(E.A d( )>dx—0

3- Pour établir la forme intégrale faible du probléme, on doit d’abord appliquer la formule
d’intégration par partie en 1D qui a été écrite dans I’expression (7-09) du paragraphe 3.3 comme suit :
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Ce qui implique que
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On applique I’hypothése de Galerkine en posant que :
Y(x) = Su(x)
En remplacgant la fonction W par son expression précédente, on aura :
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Et en utilisant la propriété de 1’opérateur variation § que nous rappelons comme suit :
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On aura finalement :
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4- Forme intégrale faible en utilisant la méthode directe du théoréme des travaux virtuels avec
prise en compte des forces ponctuelles.

Rappelons ci-dessous la forme intégrale faible avec prise en compte de forces ponctuelles telle
qu’écrite en (7-24) de maniére générale pour les problémes d’élasticité tridimensionnels :

m
w = —f((é‘e).{a}).dﬂ+f (8U) .{F,}dQ + f((SU).{fS}dF + Z@U};.F}, =0
Q .
Q F i=1
Dans le cas de I’élément barre, les vecteurs () et (o) sont comme suit :
(G)=1(ox 0 00 0 0)
(8) = (5x Ey €& 0 0 0)



Par conséquent : (8¢).{o} = dey.04 = E.Sey.6, = E.§ (%)'

du(x)
dx

du(x)

Ce qui implique :— fﬂ ((6¢).{0o}).dO = —E.A. fxxlz 6( .

)%dx avec dfl = A.dx

Par ailleurs, les forces de volume ayant été négligées doncona: {F,} =0. Ce qui implique :
fﬂ (6U) . {F,}dQ =0

Concernant les deux forces ponctuelles F; et F»,ona: Y2, 8U. Fi = Fy.6u(xy) + Fy. 6u(xy)
Oru(x;) =0 =2 W¥(x;) =0 = puisque ¥(x;) = du(x;) = du(x;) =0

Ainsi

2
Z SUL.F} = F,.8u(x,) = 100.6u(100)

=1

Pour sa part, vu I’absence de forces surfaciques, on a : {fs} = 0, ceci conduit a :

fr (8U). {fs}dT" = 0

F

Finalement, avec cette seconde méthode, on retrouve la méme expression de la forme intégrale
faible avec hypothése de Galerkine que celle trouvée en (7-33)
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On retrouve ainsi le méme résultat que la réponse a la question 3 précédente :
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d d
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