Corrigé de l1a série de TD N°06 :

Rigidités élémentaires et forces nodales équivalentes

Exercice 01 : barre tendue de section variable

Soit une barre rectiligne en acier de sections transversales a aires variables et de longueur L=50cm. La
variation de ces aires est linéaire telle que 1’aire de la section de I’extrémité 1 d’abscisse x;=0 est A;=1
cm? tandis que I’autre section d’extrémité 2 d’abscisse x,=50 cm, posséde une aire A,=2 cm?. La section
1 d’aire A, est bloquée en déplacements. Par contre, la section d’aire A, est soumise a une force centrée
F de traction portée par ’axe longitudinal x et d’intensit¢é F=50 KN (figure 19). En supposant un
comportement élastique linéaire, il est demandé :

1- d’établir la matrice de rigidit¢ de cette barre modélisée en EF par un seul élément
unidimensionnel linéaire & deux nceuds de type SEG2 (figure 20).

2- de calculer le déplacement du nceud 2 tout en sachant que le module d’Young de cet acier est
E=210000 MPa.
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Figure 19 : barre tendue de section variable.

Solution :

On modélise cette barre dans I’espace unidimensionnel 1D par un seul élément linéaire de type SEG2
et on lui associe son élément de référence (figure 20).
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Figure 20 : maillage de la barre par un seul élément SEG?2 et son élément de référence associé
1- L’établissement de la matrice de rigidité de cette barre s’effectue selon la formule
K] = j [B]". [H].[B].d.
Q@)

Puisque nous sommes en traction unidimensionnelle1D, les tenseurs des contraintes et des déformations
s’écrivent pour tout point d’abscisse x:

()= (0x Oy Oz Txy Txz Tyz)=(o, 0 0 0 0 0)
(S)=(£x & & 0 0 0)

En tenant compte des valeurs précédentes des composantes de (a) et (€), la relation de Hooke
contraintes déformation {o} = [H].{e} donne [H] =E

Nous avons vu que dans I’exemple 01 du paragraphe 3.1 ci-dessus, que la matrice [B] a comme
expression :



(B = Declnl” =] L

Par conséquent, en substituant les matrices [B] et [H |par leurs valeurs respectives plus haut dans
I’expression de [K(l)], on peut écrire:
-1
()Tl
(K] = f 1 (Bt pao
RORS

Or pour tout point d’abscisse x, d) = A(x).dx avec A(X) une fonction linéaire en x de la forme :

Ax)=a.x+b telle que pour x=x,= 0, Ax) =A0)=0+ b=b =4,
Et pour x=x,=L, A(x) = A(L) = a* L+ A; = A, ce qui implique que a = domty

Ainsi, ’expression de A(x) est comme suit : A(x) = X+ A; donc dQ = A(x).dx = ( X+ A ) dx

En remplacant dQ) par son expression et en faisant sortir tous les termes constants a 1’extérieur de 1’intégrale, on
peut écrire :

(K] = {

_ 27k
-[—(AZ A, [A1x]5

0

Al).dx{[_ll N

E —11[(4, — A)1? E —11[(A,L —AL) 2.A,.L
Finalement :
E 114, + ALl E(A +A1) —
kol =z I - T
AN :

[(1)]:%[1 =630 ]! 7]

2- Le déplacement dunceud 2 u,=?
Puisque notre maillage est composé d’un seul élément, I’équation d’équilibre global [K].{U}= {F} est

réduite a celle de I’élément telle que [K]= [Kp)], (U} = {Uny} = {Zi} et {F}={Fy}= {?}
2

Donc le systéme a résoudre consiste :

(K] {Uw} = {Fwy}
Si on remplace chaque terme par son expression respective, on aura :
1 —17u _ (F
630. [—1 1 ]{uz} - {Fz}
Or le nceud 1 étant bloqué donc u; = 0 et le nceud 2 étant soumis a une force F orientée positivement

selon I’axe x donc F, = F = 50 KN. En remplacant ces valeurs dans le systéme d’équations
préceédent, on aura :



1 110 _(F;
630. [—1 1 ]{uz} - {50}
De la deuxiéme équation de ce systéme, on tire :

50
630*u, =50 u, =230 0.079 cm

Par ailleurs, une fois u; trouvée, I’inconnue F; qui n’est rien d’autre que la réaction a I’appui 1, peut

&tre tirée cette fois de la premiére équation ci-dessus, telle que :

50
630 * (—uy) = F; = 630 * (— @) = —50KN = —F

Donc F, = —F =-50KN

Exercice 02 Forces nodales équivalentes au poids propre d’une barre de sections variables

Reprendre le cas de ’exercice précédent, dans lequel la barre dont le matériau de masse volumique
p=7850 Kg/m’ est soumise a une force volumique représentant son propre poids. Maillée par un seul
¢lément unidimensionnel linéaire a deux nceuds de type SEG2, I’axe des x est cette fois orienté
verticalement vers le bas selon la direction de la pesanteur (figure 21). Il est demandé de :

1- Calculer la résultante de cette force répartie
2- Calculer les forces nodales équivalentes a ce poids volumique.
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Figure 21 : Barre de section linéairement variable soumise a son poids propre

Solution :

1- La résultante totale des forces de volume dues au poids propre, est :
Rr = le poids spécifique y * le volume total
L L
AZ - Al
Ry ==y*f dQ=y*fA(x).dx= p*f( I .x+A1).dx
Q 0 0
(A, — A)x? _y*(Ay+A)*L

L
Rr=y» ] + (A
0

2L 2

AN : Les unités utilisées étant le KN et le cm, le poids spécifique y sera en KN/cm?® comme suit :
y=7850%9,81*103 KN / (100cm)*=7.698*10**¥10” KN/cm?*=7.698 10 KN/cm®

y* (4, +A). L 7,698.107° x (2 + 1) * 50

= 5,7735.10"2 KN
2 2

Ry



2- Le Calcul des forces nodales équivalentes se fera selon 1’expression (8-12b) telle que :

{Fay} = {2} = f [N {Fy}dQ

Q)

Pour I’élément barre a deux neeuds, la matrice [N] (voir ’exemple 01 ci-dessus) s’écrit :
1
[N] = (N, N2>=§(1—f 1+$)

Pour leur part, les forces par unité de volume {F,} =y =p.g

En remplagant [N] et {F, } par leurs expressions respectives, on peut écrire :

{F(i)}=L'[N]T-{Fv}dQ= f%{i;g}.y.dﬂ

avece
dQ = A(x). dx = A(x(&)). det[]]. dE = B(f).%. dé
B(§) =?
Alx) = MZZ—Aﬂ.x+A1
Or
1 x;y 1 0y L
x@=51-¢ 1+ }=20-¢ 1+{}=20+9
Donc
Ay — A A, — A, (L Ay — A
A(x(f)) == x(&)+A4, = . .<§(1+5)>+A1 = (A+8+ 4
Ainsi
B(§) = A(x(f)) = %((Az —ADE+ (4, + Al))
L 1 L
dn = A(x(€)).§.d€ = <E((A2 —ADE+ (4, + AQ)) .E.df
Donc
X2 +1
1(1 - 1¢1 —
(Fo} = [ 3155 v aw.an= [ 515 oy aG@).dectr.as
X1 -1

+1

11— 1 L
{Fo} = f§{1+§}-V-<§((Az—A1)5+(A2+A1))).E.d§

-1



{Fi} _%f 1+§ (A —AD.E+ (A + Ap).d¢
-1

+1

=%<f {;gz}.mz—m).du f {1+§} (A2 + Ay). df)
-1

+1
.L.(4,—A)) —¢2 L.(A,+ Ay
{F(i)}z)/%f {§+§2}_df+y#f 1+€ .dE
21

g2 o &7
; _y.L.(AZ—Al)lj—ﬂ v.L.(Ay + A7) [5——] vy L4 —A) (—1y  3.v.L(A+A) 1
{ (i)}_T g2 g3 +T &2 - 12 {+1} 12 {1}
17 +31, fr7l
Finalement :
A A
(Fo] = ri(3+%) _LL@A A
@y = A AnN( T 6 2.4, + A,
ri(g+3)
6 3

On peut remarquer que si A; = A, = A (section constante) alors

Fo} =} =4 =)

On retrouve ainsi le résultat des calculs du paragraphe 5.1 d’une barre de section constante et ou le poids
propre a été remplacé par deux forces nodales équivalentes appliquées aux nceuds de 1’élément et dont

I’intensité de chacune de ces forces est égale a la moitié du poids total de la barre.

Exercice 03 Forces nodales équivalentes aux pressions exercées sur un élément TRI6

On considére une paroi métallique mince de forme triangulaire, de faible épaisseur t=3mm et modélisée
dans I’espace bidimensionnel 2D muni d’un repére orthonormé (1, x, y), par un maillage compos¢ d’un
¢lément triangulaire quadratique a six nceuds de type TRI6 dont les coordonnées sont affichées en

centimeétres (figure 22).
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Figure 22 : maillage de la paroi métallique mince avec un élément TRI3 et son élément de référence



Cette paroi subit des pressions uniformes sur le c6té 1-2-3 égales a p=50 MPa. Calculer les forces
nodales équivalentes a cette pression. Le poids propre de cette plaque est considéré comme négligeable.

Solution
La résultante des forces de pression exercées sur le coté 1-2-3 est égale a :
Ry =p.L;_3.t =5x20x0.3 =30KN

Le calcul des forces nodales équivalentes consiste a utiliser I’expression (8-12b) :

(Fo) = ;C [NT". {fs}dr

0

On associe cet élément réel a son élément de référence (figure 22). La matrice [N] a été introduite grace
a la relation :

U} = {u(f’n)} = [N].{Un@}

v(&,m)
Avec
(Un(l)) = (ul Vi Uy Vy; Uz V3 Uy Vg Ug Vs Ug 176)

Telle que:
Uq
V1
Uz
(&)
Uz

{U}z{u(f,n)}:[w1 O N, O Ny O N O Ny O N 0]<v3 [
v(&,n) 0 NN 0 N, 0 N3 0 Ny, 0 Ns 0 Ng]|Ua

2
Us
Us
Ue
Ve

avec

N, (§m) = (=1+§+m)(=1+28 + 2n) Ny(§,m) = 48
N (€m) = 46(1 =$ —n) Ns(€,n) = —n(1 = 27)
N3(€,m) = —§(1 — 28) Ne(€,m) =4n(1 —§ —n)
Concernant le vecteur {fs} représentant les forces par unité de surface, on peut écrire :
0
=1

p : étant la pression exercée



Si on remplace la matrice [N]7et le vecteur {fs} par leurs expressions respectives dans celle de {F(i)},

on aura :

{Fo} =1

fPix\

= $ NI (far =

R0

kFGyJ

En développant le produit matriciel, on obtient :

(Fo)= § N (ar =p.§

R0

R0

N, 0
0 N
N, 0
0 N,
Ny 0
0 Nl
7 | fer
Trgy [ O Na
Ns 0
0 Ns
Ny O
0 N
0
(1+8+nm)(=1+ 28 +2n)
0
41 -&—mn)
0
< —$(1—-2%)
0
4¢n
0
—n(1 —2n)
0
\ 41 —-<$—mn)

\

> dl’

Or FF(i) = t.(L,_3) car la pression extérieure agit uniquement sur le c6té 1-2-3 d’épaisseur ¢ . Ce coté

1-2-3 étant porté par 1’axe x dans I’é¢lément réel, on peut donc écrire en remplacant dI” = t.dx dans

I’expression précédente :

(Fo} = pot. 3@ <

Li—»

\

0 A
(=14 &+ n)(=1+2&+2n)
0
41 -¢—mn)
0
—5(10— 28) o
4én
0
-n(1-2n)
0
(1 -§—n)

Pour pouvoir intégrer dans 1’élément de référence, il va falloir retrouver la relation x(&,n) qui nous
permettra par la suite de remplacer dx par d¢ dans I’intégrale ci-dessus.



X1
xz I

x@En) = (N(en) Na(em) NaGem) Ny(em) Ns(em) Ne(em)iy
X
x,

0
10
x(Em) = MEn) No(en NsEn) Na(em  Ns(n) m&ww%ﬂ

Apres développement :
x(&,1) = 10.Ny(&,1) + 20. N5 (¢,17) + 10.N,(§,7) = 10.4.(1 — & — ) — 20.£(1 — 2¢) + 10.4.¢n
x(&,1) = 10.4.8(1 — &) — 20.&(1 — 28) = 40.§ — 40.£2 — 20& + 40. &2
Finalement : x(&,n) = 20¢ ce qui implique que dx = 20.d¢

L’intégrale étant calculée sur le coté de I’élément de référence correspondant au coté L, _z de I’élément
réel. Sur 1’élément de référence, ce c6té correspond mathématiquement 4 0 <& <1letn =0. D’ou
I’intégrale :

0 1 0

2 3 1

( 0 ) 38 =580+ c
—1+H(=1+28) o o

0 4 :

4$(1-%) 282 —553 z

1 0 0 (3)
{F} = 20.p. t-J< —A=28  Lar =20.p.t. 2 2, | =Re|1
0 -4+ _

0 0 2 3 6
0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

0 1 L0

Ainsi, on retrouve la distribution illustrée en figure 12 du paragraphe 5.4 ou le nceud du milieu reprend
les deux tiers de la résultante tandis que les noeuds d’extrémités reprennent chacun un sixiéme de cette
résultante totale (figure 23 ci-dessous).

Figure 23 : Résultat de calcul d’extrapolation de forces surfaciques p aux nceuds d’un triangle TRI3 d’épaisseur ¢



