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Examen de géométrie

Exercise 1 (8 points).
Soient A(−1, 1, 0), B(1, 0, 2) et C(4, 2, 1) trois points d’un espace affine de dimension 3
muni d’un repère cartésien (O, e⃗1, e⃗2, e⃗3).

1. Déterminer les coordonnées du point G tel que

G = Bar{(A, 1), (B, −2), (C, 3)}.

2. Déterminer le point H sachant que B est milieu du segment [A, H].

3. Soit L le plan d’équation cartésienne x − 3z = 1. Déterminer −→
L .

4. Déterminer l’intersection du plan L et de la droite D(A,
−−→
AB).

Exercise 2 (7 points).
Soient A(2, 1, 0), B(2, 0, 1) et C(4, 2, 1) trois points d’un espace affine euclidien de di-
mension 3 muni d’un repère cartésien orthonormé (O, e⃗1, e⃗2, e⃗3).

1. Trouver une équation cartésienne du plan P (A,
−−→
AB,

−→
AC).

2. Déterminer la projection orthogonale du point N(2, 2, 2) sur P (A,
−−→
AB,

−→
AC).

3. Déterminer la distance de N au plan P (A,
−−→
AB,

−→
AC).

Exercise 3 (5 points).
Soit E un espace affine réel de dimension 3 muni d’un repère cartésien (O, e⃗1, e⃗2, e⃗3).
Considérons l’application f : E → E qui associe à chaque point M(x, y, z) le point
M ′(x′, y′, z′) tel que 

x′ = 2x + y − z − 2,

y′ = y,

z′ = 2x + 2y − z − 4.

(1)

1. Est-ce que l’application f est surjective ? Justifier.
2. Prouver que f est une projection affine, et déterminer sa base et sa direction.
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Corrigé

Exercise 1 (8 points). Les points sont répartis comme suit : 2+2+2+2.
1. Nous avons en général

G = Bar{(Ai, αi) : i = 1, . . . , n} ⇐⇒
n∑
1

αi
−−→
GAi = 0⃗

⇐⇒
n∑
1

αi(
−−→
OAi −

−−→
OG) = 0⃗

⇐⇒
−−→
OG =

∑n
1 αi

−−→
OAi∑n

1 αi
.

Alors

G = Bar{(A, 2), (B, −3) (C, 3)} ⇐⇒
−−→
OG =

−→
OA − 2−−→

OB + 3−−→
OC

2
⇐⇒ G

(9
2 ,

7
2 , −1

2

)
.

2. Nous avons
−−→
AH = 2−−→

AB ⇐⇒
−−→
OH −

−→
OA = 2−−→

OB − 2−→
OA

⇐⇒
−−→
OH = 2−−→

OB −
−→
OA

⇐⇒ H (3, −1, 4) .

3. Nous avons

M(x, y, z) ∈ L ⇐⇒ x − 3z = 1
⇐⇒ (∃α, β ∈ R) (x = 3α + 1, y = β, z = α)
⇐⇒ (∃α, β ∈ R) ((x, y, z) = (3α + 1, β, α))
⇐⇒ (∃α, β ∈ R) ((x, y, z) = α(3, 0, 1) + β(0, 1, 0) + (1, 0, 0)) .

⇐⇒ (∃α, β ∈ R)
(−−→
IM = αu⃗ + βv⃗

)
(où I(1, 0, 0), u⃗(3, 0, 1), v⃗(0, 1, 0))

⇐⇒ M ∈ P (I, u⃗, v⃗).

Alors −→
L = Vect{u⃗, v⃗}.
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4. Nous avons

M(x, y, z) ∈ D(A,
−−→
AB) ⇐⇒ (∃t ∈ R)

(−−→
AM = t

−−→
AB

)
⇐⇒ (∃t ∈ R)

(−−→
OM −

−→
OA = α

−−→
AB

)
⇐⇒ (∃t ∈ R)

(−−→
OM = α

−−→
AB + −→

OA
)

⇐⇒ (∃t ∈ R) ((x, y, z) = t(2, −1, 2) + (−1, 1, 0))
⇐⇒ (∃t ∈ R) (x = 2t − 1, y = −t + 1, z = 2t) .

Si T (2t − 1, −t + 1, 2t) ∈ L alors on doit avoir (2t − 1) − 3(2t) = 1, ce qui veut dire
t = −1

2 . Alors

L ∩ D(A,
−−→
AB =

{
T

(
−2,

3
2 , −1

)}
.

Exercise 2 (7 points). Les points sont répartis comme suit : 3+2+2.
1. Nous avons

M(x, y, z) ∈ P (A,
−−→
AB,

−→
AC) ⇐⇒ detB

(−−→
AM,

−−→
AB,

−→
AC

)
= 0

⇐⇒ det

x − 2 0 2
y − 1 −1 1

z 1 1

 = 0

⇐⇒ x − y − z = 1.

Alors l’équation cartésienne de P (A,
−−→
AB,

−→
AC) est donnée par

x − y − z = 1

2. Dans ce qui suit on notera P (A,
−−→
AB,

−→
AC) simplement par P . De l’équation carté-

sienne précédente on conclut que n⃗(1, −1, −1) est un vecteur normal à P . Comme
N ′ est la projection orthogonale de N sur P alors il existe t ∈ R tel que

−−→
NN ′ = tn⃗.

Si N ′(x, y, z), alors (x, y, z) = (t + 2, −t + 2, −t + 2). Comme N ′ ∈ P alors
(t + 2) − (−t + 2) − (−t + 2) = 1 en re mplaçant x, y, z dans x − y − z = 1. Ce qui
donne t = 1. Alors

N ′(3, 1, 1).

3. On notera la distance de N au plan P par d(N, P ). Alors

d(N, P ) = d(NN ′)

=
√

(3 − 2)2 + (1 − 2)2 + (1 − 2)2

=
√

3.
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Exercise 3 (5 points). Les points sont répartis comme suit : 2+(1+1+1).
1. Nous avons x′ +y′ −z′ −2 = (2x+y−z−2)+y−(2x+2y−z−4))−2 = 0. Alors si

on prend le point N(0, 0, 0) alors N n’a pas d’antécédent car (0, 0, 0) ne satisfait
pas à l’équation x′ + y′ − z′ − 2 = 0. Alors l’application f n’est pas surjective.

2. Dans le cas d’une projection affine, la base est l’ensemble des points invariants.
Alors

f(M) = M ⇐⇒ (x′, y′, z′) = (x, y, z)
⇐⇒ x = 2x + y − z − 2 et y = y et z = 2x + 2y − z − 4
⇐⇒ x + y − z − 2 = 0.

L’ensemble des points invariants est le plan ∆ d’équation x + y − z − 2 = 0.
Nous avons aussi

−−−→
MM ′ = (x′ − x)e⃗1 + (y′ − y)e⃗2 + (z′ − z)e⃗3

= (x + y − z − 2) (e⃗1 − e⃗3)
= g(x, y, z)v⃗,

où g(x, y, z) = x + y − z − 2 et v⃗ = e⃗1 + 2e⃗3.

D’autre part nous avons

x′ + y′ − z′ − 2 = (2x + y − z − 2) + y − (2x + 2y − z − 4)) − 2
= 0

Ce qui veut dire que f(M) ∈ ∆.
Nous avons aussi −→

E =
−→
∆ ⊕ R−→v .

Alors de ce qui précède on voit que le vecteur
−−−→
MM ′ est parallèle à v⃗ et M ′ ∈ ∆, ce

qui veut dire que f est la projection de base le plan ∆ (d’équation x+y−z−2 = 0)
et de direction le vecteur v⃗(1, 0, 2).
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