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Exercice 1: (06 Pts)

o Sous forme polaire 1+ = /2 { cos GJr Qk?r) t 15 GJr ?kﬂ) } .En élevant & la pussance

1000 les deux membres de cette égalité et & Iaide de la formule de De Motvre
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a) Log (1+1) =In(|l +i|) +iarg (1 +4) = Inv2+i (3 + 2k7) ,k € Z.
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Par décomposition de numérateur e +1 = (ez)2 — 1% = (¢ — 1) (¢ + ) nous voyons que
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o 51 la limite existait elle serait mdépendante de la facon dont z tend vers 0.
Stz — 0lelong de 'axe des z, alorsy = O et z = x+1y = 2, 2 = £ —1y = x ; la limite cherchée
. T
est donc Im — =1,
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St1z—0lelong de Paxe des y, alors z =0et z =2+ iy =1y, Z = . — 1y = —iy ; la imite
.
cherchée est lim _y =1
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Les deux expressions étant différentes, dépendant de la facon dont z — 0, 1l n'y a pas de

limite.



Exercice 2:

a)Soit z—1=wu. Alorsz=1+4uet
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Le point z = 1 est un pole d’ordre trois, ou pole triple. La série converge pour toute valeur de z # 1.

® Soit la fonction f définie par f(z) = cos(z) et zy = 0. Puisque la fonction f est holomorphe
pour tout Z dans C
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Essayons d'écrire f(z) sous la forme f(z) = ol 2| < oo,

00 f(0)=1,f(0) =0, f*(0) = -1, f20) =0, f[ﬂ(n; =1,..

Nous remarquons que |
f[h]m] = (-1)" E[ffiﬂ“](ﬂ] =0avecn=1012,..
Donc pour toutz €C ona:
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Exercice 3:

Si a est a 'extérieur de C, alors f(2) = —— est holomorphe a I'intérieur de C et sur C.
z—a
1
Alors d’apres le théoréme de Cauchy 56 —dz =0.
Z—a
C

Supposons a intérieur a C et soit I' un cercle de rayon
€, centré en z = a, tel que ' soit & l'intérieur de C' [ceci

peut étre réalisé car z = a est un point intérieur].

| r
D’apres une conséquence du théoreme de Cauchy |
1 1
‘% dz = yg dz. (3.1)

z—a z—a
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D’autre part sur [, |z —a| =c ou z —a = ce?, i.e. 2 =a+¢ce?, 0 < < 2r. Dol tenant

compte de dz = icedf, le deuxiétme membre de (3.1) devient

i detﬂdg 2
/ o =1 / dfl = 2mi, qui est le résultat cherché.
=0 €€ 0



Exercice 4:

1 1 1
e De = - , on tire

(z—-1)(z—-2) z-2 =z2-1

sin (72?) + cos (m2?) sin (72%) + cos (72?) sin (72%) + cos (12?)
dz = dz — 3{ dz.
f (z—=1)(z—2) jg z—2 . z—1

L’application de la formule de Cauchy pour a =2 et a = 1 donne

sin (72%) + cos (m2?)
j{; z—2

dz = 2mi {sin (’ﬂ'?ﬂ) + cos (122)} = 2mi,

sin(72%) +cos (72%) , . . 5 Ny _ :
jll; p—] dz = 2mi {sm (ﬁrl ) + cos (:'rl ]} = —2mi,
C

car z = 1 et z = 2 sont & lintérieur de C et sin (7z?) 4 cos (72%) est holomorphe dans C.

L'intégrale considérée vaut done 2mi — (—2mi) = 4mi.



