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La théorie des systèmes a connu des progrès importants à travers les années. La

plupart des techniques d’analyse et de synthèse sont basées sur des modèles linéaires des

procédés commandés. Néanmoins, la nature non linéaire des systèmes physiques et en raison

des performances de plus en plus croissantes exigées dans les applications industrielles, alors

l’usage des techniques de commande avancée (commande adaptative, commande optimale,

commande par mode de glissement, …. ) devient indispensable.

De nos jours, les techniques de commande avancée deviennent l’un des domaines de

recherche les plus actifs. En parallèle, on dispose de calculateurs puissants et une variété

d’outils logiciels. Ce qui facilite la synthèse de lois de commande avancées et leur exécution,

sans difficultés en temps réel.

La première étape dans l’étude d’un système de commande est la modélisation. Des

modèles simples sont souvent adoptés. Le calcul de la loi de commande se fait ensuite d’une

manière séparée à base du modèle élaboré, sans prise en compte de certains aspects

physiques du processus à commander (variations paramétriques, consommation excessive

d’énergie, ….). Ce qui conduit à des performance insuffisantes aux régimes transitoire et

établi. Les variations paramétriques déstabilisent des systèmes de commande conventionnelle

(régulateur à paramètres fixes) et dégrade les performances en boucle fermée. La solution

efficace est de faire appelle à des techniques de commande adaptative. La consommation

abusive, la prolongation du régime transitoire ainsi que l’erreur au régime établi sont résolus

par les commandes optimales. Le manque de robustesse par rapport aux fortes perturbations

externes et variations importantes des paramètres des systèmes complexe et à constante de

temps faible est compensé par la commande par mode de glissement.

Ce modeste travail est un support de cours destiné aux étudiants pour les initier aux

techniques de commande avancée. Le premier chapitre présente des notions et un vocabulaire

exact des termes utilisés souvent en asservissement. Cette partie regroupe les définitions des

différents modèles existants et en particulier, ceux utilisés en commande des système.

Le deuxième chapitre présente une introduction aux techniques de commande

adaptative. L’étude concerne les systèmes linéaires stationnaires (invariants) discrets. On a

présenté la commande adaptative directe avec modèle de référence, la commande adaptative

indirecte auto-ajustable et la commande auto-ajustable avec reparamétrisation du prédicteur.

La commande optimale est étudiée dans le troisième chapitre. Nous avons synthétisé

la commande pour un système représenté avec un modèle d’état général non linéaire et non

stationnaire. On a, aussi, calculé la commande en boucle ouverte pour un système linéaire
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variant. La commande en boucle fermée est calculée pour les systèmes variants et invariants

qui nécessite la résolution de l’équation de “ Riccati ” dans le cas d’horizon fini et infini.

Le quatrième chapitre est consacré au calcul de la commande par mode de glissement

pour un système linéaire, représenté par un modèle d’état. On a calculé deux commandes

sans et avec régulateur intégrateur. On a présenté les étapes de calcul des gains de contre

réaction, en utilisant la représentation canonique de commande et avec seulement le calcul de

la matrice de transformation vers cette représentation.

Quelques exemples sont présentés dans le manuscrit afin d’éclaircir les étapes de

calcul des lois de commandes formulées.

Enfin, on termine avec une conclusion générale.



Chapitre I :
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Nous présentons des notions sur l’asservissement à travers des définitions importantes
qui apportent des précisions sur des concepts de base et le vocabulaire utilisé en commande
des systèmes.

Nous évoquons le type d’entrée d’un système ainsi que la nécessité d’un modèle en
commande des systèmes. Nous présentons aussi les différents modèles et en particulier ceux
utilisés en automatique. Un schéma synoptique de commande détaillé qui présente les blocs
de la chaîne directe et celle de retour est donné. Nous terminons le chapitre avec un exemple
de schéma de commande d’un moteur à courant alternatif

I.1) Définition de l’asservissement
En automatique, un asservissement est un algorithme dont l'objet principal est de

forcer la sortie ou l’état d’un système à atteindre le plus rapidement possible sa valeur de
consigne (la valeur souhaitée en sortie) et de limiter l'écart par rapport à cette dernière, quelles
que soient les perturbations externes ou internes. Le principe général est de comparer la
consigne et l'état (la sortie) du système de manière à le corriger efficacement. On parle
également de système commandé par rétroaction négative ou en boucle fermée «feedback en
anglais».

L'objet d'application de l'automatique est appelé « système ». Un système se
caractérise par ses grandeurs d'entrée et de sortie. Les grandeurs d'entrée sont les grandeurs
qui agissent sur le système. Il en existe deux types :

Les commandes : Elles sont calculées, puis appliquées au système (elles sont maitrisables).
Les perturbations : Elles sont en général inconnues. Elles dépendent de l’environnement ou

des caractéristiques physiques du système.

La commande est alors une fonction de la consigne et de la sortie. Pour observer les grandeurs
de sortie, on utilise des capteurs. C'est l'information de ces derniers qui va permettre
d'élaborer la commande.

Un système de commande peut réaliser deux fonctions distinctes :

L'asservissement : C'est la poursuite par la sortie d'une consigne variable dans le temps.
La régulation : C'est la compensation de l'effet des perturbations variables sur la sortie

(la consigne restant fixe).

I.2) Modélisation d’un système
En automatique, La modélisation des systèmes est une étape nécessaire pour leur

analyse et leur commande.
Cette phase se décompose en trois étapes : définir les phénomènes physiques du

système à commander, faire le bilan des variables mesurables et identifier l’origine des
phénomènes principaux (électrique, mécanique, hydraulique).

L’écriture des équations du modèle peut se présenter sous différentes formes, l’une
adaptée à la description des systèmes électromécaniques (moteurs électriques) et l’autre
adaptée aux systèmes hydrauliques.

Il est indispensable d’établir un modèle comportemental (appelé boîte noire) du
système à commander. Ceci nécessite l’écriture d’un modèle de connaissance ou de tous
modèles intermédiaires.

I.2.1) Modèle de connaissance
Les modèles de connaissance sont élaborés à partir des lois de la physique (électricité,

mécanique) ou de la chimie. L’objectif étant d’expliciter le fonctionnement d’un système par

https://fr.wikipedia.org/wiki/Automatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme
https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_de_consigne
https://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_de_consigne
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9troaction
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une relation mathématique. Ces modèles peuvent être assez complexes et comporter de
nombreux paramètres à identifier.

I.2.2) Modèle comportement
Les modèles de comportement sont des modèles linéaires, dont la validité reste limitée

à de petites variations autour d’un point de fonctionnement. Ils se concrétisent par des
fonctions de transfert.

I.2.3) Modèle intermédiaire
Les modèles intermédiaires sont des modèles hybrides souvent issus d’une

simplification ou d’une linéarisation des modèles de connaissances.

I.2.4) Modèles utilisés en automatique
En automatique, on utilise le modèle de comportement pour la commande des

systèmes. Si ce dernier est complexe, on utilise le modèle intermédiaire issu des
simplifications sur le modèle de comportement ou de connaissance.

I.2.5) Modèles de calcul et de validation
En commande des systèmes, on cite deux modèles : le modèle de calcul (souvent

simplifié), utilisé pour la synthèse des lois de commande et le modèle de validation
(simulation) de ces dernières, représentant la plus part des phénomènes physiques du système,
où les paramètres et les signaux du modèle sont physiques.

I.2.6) Modèles d’état et entrée/sortie
Les systèmes sont représentés par deux modèles qui dépendent de l’espace utilisé :

- Temporel : La variable utilisée est le temps « t », variable physique et on obtient le modèle
d’état.

- Complexe : La variable utilisée est l’opérateur de Laplace « p » (ou « s »), variable abstraite
et on obtient le modèle fréquentiel.

I.2.6.1) Modèle (représentation) d’état
Il est obtenu à partir des modèles de connaissance ou de comportement, sachant que

ces derniers sont donnés sous forme d’équations différentielles. En général, tous les systèmes
(linéaire, non linéaire, continu, discret, variable dans le temps, invariable dans tems, …)
peuvent êtres représentés par un modèle d’état.
Le modèle d’état est composé par deux systèmes d’équations :

- Equations d’état : système d’équations différentielles du premier ordre linéairement
indépendantes.

- Equations d’observations ou compagne de sortie : système d’équations algébriques
linéairement indépendantes.

Exemple
Modèle d’état linéaire invariable dans le temps.

musures)desorties,de(nsobservatiod'équations

)évolutions(d'étatsd'équations

)t(ED)t(XC)t(Y

)t(UB)t(XA)t(X





avec, X(t) vecteur d’état, U(t) vecteur des entrées, Y(t) vecteur des sorties, E(t) vecteur des
perturbations, A matrice d’état (dévolution), B matrice de commande (d’entrée), C matrice de
sortie, D matrice de perturbation.
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I.2.6.2) Modèle entrée/sortie (de transfert, ou fréquentiel)
Il est calculé en utilisant la transformation de « Laplace » sur le modèle de

connaissance, ou de comportement ou intermédiaire. Les conditions nécessaires pour le calcul
du modèle de transfert sont :

- La linéarité des équations différentielles du modèle initial ;
- Les conditions initiales des équations différentielles sont nulles.

Le modèle fréquentiel est une « fonction de transfert (transmitance)» si le système est mono-
entrée et mono-sortie, ou une «matrice de transfert » si le système est multi-entrées et/ou
multi-sorties.

Exemple
Modèle fréquentiel
- Système mono-entrée et mono-sortie :

y(p)=F(p)x(p)

avec F(p)=N(p)/D(p) fonction de transfert, où l’ordre du polynôme D(p) > à l’ordre du
polynôme N(p).

-Système à deux entrées x1(t), x2(t) et à deux sorties y1(t), y2(t) :

  
entréd'VecteurtransfertdeMatricesortiedeVecteur



























)p(x

)p(x

)p(F)p(F

)p(F)p(F

)p(y

)p(y

2

1

2221

1211

2

1

avec Fij(p)=Nij(p)/Dij(p) des fonctions de transfert, où l’ordre des polynômes Dij(p) > à l’ordre
des polynômes Nij(p) pour chaque Fij(p) et i=1, 2 , j=1, 2.

I.3) Classification des systèmes
La classification des systèmes peut se faire par rapport à plusieurs concepts : la nature

de la variable temps « t », le type d’équations, le nombre des entrées/sorties, la nature de ces
paramètres.

I.3.1) Systèmes continu et discret
Les systèmes se classent en fonction du type des signaux qu’ils traitent : analogiques,

discrets, hybrides. La variable considérée est le temps « t ».

I.3.1.1) Système continu (analogique)
C’est des systèmes constitués de composants analogiques. Ils traitent des signaux

continus ou analogiques.

Exemples
- Représentation d’état d’un système continu:

)t(CX)t(Y

)t(BU)t(AX)t(X





La variable « t » est continue. Les composantes des vecteurs U(t), Y(t), X(t) sont des signaux
continus, c'est-à-dire mesurables quelque soit l’instant considéré ( t  0).
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- Représentation fréquentielle d’un système continu mono-entrée et mono-sortie:

)p(x
)p(D

)p(N
)p(x)p(F)p(y 

avec x(t) l’entrée du système, y(t) sortie du système, « t » variable continue, N(p) et D(p)
polynômes de variable complexe « p », ou l’ordre de D(p)  ordre de N(p).

I.3.1.2) Système discret (échantillonné, ou numérique)
C’est des systèmes constitués d’au moins d’un composant qui traite que des signaux

discrets, ou la variable temps « t » est échantillonnée.

Exemples
- Représentation d’état d’un système discret:

  
)kT(XC)kT(Y

)kT(UB)kT(XAT1kX

ee

eee





avec, k est un nombre entier positif, Te la période d’échantillonnage. Les composantes des
vecteurs U(kTe), Y(kTe), X(kTe) sont des signaux discrets, c'est-à-dire mesurables aux
instants kTe.

- Représentation fréquentielle d’un système discret mono-entrée et mono-sortie:

)z(x
)z(D

)z(N
)z(x)z(F)z(y 

avec x(kTe) l’entrée du système, y(kTe) sortie du système, « kTe » temps discret (discontinu),
N(z) et D(z) polynômes de variable complexe « z », ou l’ordre de D(z)  ordre de N(z).

Remarques
- On utilise souvent la variable « z-1 », conséquence de l’utilisation des équations récurrentes
(temporaires).
- Le temps discret normalisé (valeur entière positive) est obtenu, en divisant le temps «kTe»
par la période d’échantillonnage «Te » donc, on obtient l’entier positif « k ». Il est utilisé dans
les équations récurrentes pour une représentation moins encombrante.

I.3.2) Systèmes linéaire et non linéaire
Les systèmes sont classés selon la nature de leurs équations : équations linéaires ou

non linéaires.

I.3.2.1) Système linéaire
Un système est dit linéaire si la variation de sa sortie est proportionnelle à la variation

de son entrée. Il a des équations à paramètres constants, indépendantes des fonctions non
linéaires et ces signaux sont découplés. Il peut être représenté par un modèle d’état ou
fréquentiel.

I.3.2.2) Système non linéaire
Un système est dit non linéaire si la variation de sa sortie est non proportionnelle à la

variation de son entrée. Ces équations dépendent des fonctions non linéaires et/ou ces signaux
sont couplés. Il peut être représenté seulement par un modèle d’état non linéaire.
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Exemple
Modèle d’état non linéaire

))t(E,)t(X(G)t(Y

))t(U,)t(X(F)t(X





avec, X(t) vecteur d’état, U(t) vecteur d’entré, Y(t) vecteur de sortie, E(t) vecteur de
perturbation, F(.) et G(.) vecteurs de composantes non linéaires.

I.3.3) Systèmes mono-entrée/mono-sortie et multi-entrées/multi-sorties
Cette classification se base sur le nombre des entrées/sorties du système. Il existe deux

classes de systèmes :

I.3.3.1) Système mono-entrée/mono-sortie
C’est un système à une seule entrée et une seule sortie. Il est simple à modéliser, à

analyser et à commander, à cause de l’absence du couplage.

I.3.3.2) Système multi-entrées/multi-sorties
C’est un système au moins à deux entrées et/ou deux sorties. La théorie d’analyse et de

commande de ces systèmes est plus complexe par rapport à la classe précédente, en particulier
dans l’espace fréquentiel, où leur modèle est une matrice de transfert.

I.3.4) Systèmes invariable et variable dans le temps (stationnaire/non stationnaire)
Les systèmes peuvent êtres classés selon la nature de leurs paramètres. Ces derniers

sont fixes ou variables par rapport au temps.

I.3.4.1) Système invariable dans le temps (stationnaire)
C’est un système où tous les paramètres de son modèle sont fixes. En pratique, cette

caractéristique dépend des conditions de fonctionnement. Ces systèmes nécessitent une
théorie de commande simple.

I.3.4.2) Système variable dans le temps (non stationnaire)
C’est un système qui contient au moins un paramètre variable dans le temps. En

général, les variations des paramètres d’un système dépendent du mode de fonctionnement.
La théorie de commande de ces systèmes est relativement complexe.

I.4) Schéma de principe d’un système asservi
Les systèmes de commande se présentent sous deux formes :

I.4.1) Système de commande en boucle ouverte
Il est composé seulement d’une chaîne directe et il n’existe pas de retour de la sortie

commandée (figure I.1). Il est sensible aux perturbations externes et est très difficile ou
impossible de suivre un signal de consigne variable.

Organe de
commande

Pré-actionneur Actionneur

Source
d’énergie

Processus
à commander

Perturbations
externes

Consigne Sortie

Figure I.1 : Système de commande en boucle ouverte
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Exemple
Le chauffage par radiateur. Il y a aucun ajustement du débit de l’eau chaude

utilisée.

I.4.2) Système de commande en boucle fermée
Il est composé d’une chaîne directe, d’une chaîne de retour et un comparateur de la

consigne et de la mesure de la sortie commandée (figure I.2). Le signal de commande est
ajusté en fonction de l’erreur entre la consigne et la mesure. Il permet de compenser les effets
des perturbations externes.

Un système asservi est un système de commande en boucle fermée, c'est-à-
existe un retour ou une contre réaction (en anglais « feedback ») de la sortie comm
(figure I.3). Cette dernière donne la mesure de la sortie, après adaptation, elle est comp
la grandeur de consigne et la différence (erreur) est appliquée à l’organe de comman
fonction de cette erreur, un signal de commande est généré puis, appliqué au pré-actio
Ce dernier est informé par le signal de commande sur la quantité d’énergie à déli
l’actionneur par la source.

I.5) Exemple : Schéma de commande d’un moteur électrique à courant alternatif
La commande des moteurs électriques, en particulier à courant alternatif est une

complexe ; à cause de leur dynamique fortement non-linéaire. Les étapes de commande

Organe de
commande

Pré-actionneur Actionneur

Source
d’énergie

Processus
à commander

Perturbations
externes

Consigne

Figure I.2 : Système de commande en boucle fermée.
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Figure I.3 : Schéma de principe d’un système asservi.
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I.5.1) Modélisation

-Modèle de connaissance (Modèle abc)
La modélisation des moteurs se fait sous certaines hypothèses simplificatrices. Car, ils

existent plusieurs phénomènes physiques difficiles à représenter dans leur globalité. En
appliquant les lois de l’électricité et de la mécanique, les moteurs triphasés sont représentés
par un modèle électromécaniques abc.

- Modèles de calcul (modèles de calcul biphasés «» ou «dq)
Deux modèles de calcul biphasés «» ou «dq» peuvent être déduit, en utilisant des

matrices de transformation.

I.5.2) Validation des modèles
Une validation par simulation s’impose afin de vérifier que les modèles représentent la

dynamique du moteur étudié et que les signaux correspondent aux valeurs nominales de sa
plaque signalétique.

Il est nécessaire d’alimenter le moteur par un onduleur (pré-actionneur) afin de varier
sa vitesse, en variant la fréquence et l’amplitude de la tension d’alimentation. Le moteur avec
son alimentation est validé par simulation.

I.5.3) Calcul de la loi de commande
Le choix de la loi de commande dépend du cahier des charges. On choisit le modèle de

calcul qui nous facilite la synthèse de la loi de commande.
On valide la loi de commande, en supposant d’abord que l’onduleur est idéal, c'est-à-dire il
est représenté par un gain unité. Puis, on valide l’ensemble commande-onduleur-moteur.

- Schéma de commande
Un schéma synoptique (bloc) de commande est représenté par la figure I.4. Ce dernier

peut être codé avec un logiciel de simulation :

Figure I.4 : Système de commande de la vitesse d’un moteur à courant alternatif.
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I.6) Conclusion
La modélisation est une étape nécessaire pour la commande des systèmes. La

validation de cette représentation est impérative avant le calcul de la loi de commande. Le
choix du modèle utilisé dans la synthèse (modèle de calcul) nous simplifie et nous assure dans
notre démarche.

Le signal de commande n’alimente jamais l’actionneur. Car, les niveaux d’énergie et
même la nature dans certains cas sont différents. Donc, le pré-actionneur est nécessaire dans
la tâche de commande des systèmes.

L’utilisation d’un vocabulaire correct est précis en automatique et en particulier en
commande des systèmes est de rigueur.



Chapitre II :

Commande adaptative
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Les variations paramètriques (VP) des systèmes est un phénomène souvent rencontré.
Car, il dépend du mode de fonctionnement. Dans le cas où le système est solicité à
fonctionner dans des points éloignés du régime nominal, les VP sont inévitables. Le
fonctionnemet continu pendant de longues périodes cause aussi des VP. L’identification
exacte des paramètres du système est une tâche déficile. Ce qui réduit les performances des
lois de commande. Toutes ces lacunes trouvent des solutions avec les commandes
adapatatives. Le dévelopement de moyens de calcul rend la mise en œuvre de ces commandes
possible, même pour des systèmes relativement rapides.

Dans ce chapitre, nous introduisons la commande adaptative pour les systèmes
linéaires représentés avec des modèles discrets. Nous synthètisons d’abord une commande
numérique conventionnelle puis nous calculons deux commandes adaptatives, directe avec
modèle de référence et indirecte auto-ajustable. Nous montrons avec une reformulation de la
commande indirecte auto-ajustable, l’aboutissement à la commande directe.

II.1) Principe de la commande adaptative (CA)

II.1.1) Définition :
C’est l’enssemble des téchniques utilisés pour l’ajustement automatique en ligne et en

temps réel des régulateurs des boucles de commande, afin de réaliser ou de maintenir un
certain niveau de performances, quand les paramétres du procédé à commander sont soit
inconnus soit/et variables dans le temps.

II.1.2) Les tâches typiques de la commande adaptative
Les systèmes de commande adaptative (CA) peuvent réaliser quelques tâches typiques

à savoir
- Ajustement automatique des régulateurs à la mise en œuvre,
- Détermination automatique des paramétres optimaux des régulateurs dans les différents
points de fonctionnement du procédé,

- Maintien des performances du sytème de CA quand les caractéristiques du procédé
changent,

- Détection des variations anormales des caractèristiques des procédés (ces variations se
réflétent dans les valeurs des paramétres fournis par l’algorithme d’adaptation paramétrique),

- Possibilité de mise en œuvre des régulateurs plus complexes et plus performants que le P.I.D
(ceci comme conséquence de l’ajustement automatique des paramétres du régulateur),

- Concéption de nouveaux procédés technologiques utilisant des systèmes de CA qui asure le
bon fonctionnement du procédé.

II.1.3) Domaînes d’application de la commande adaptative
La CA est utilisée quand c’est techniquement nécessaire et économiquement rentable.

Les techniques de CA ont été utilisées avec succés pour un grand nombre d’applications :
Asservissements à moteurs électriques ; robots manipulateurs ; cimenteries ; réacteurs
chimiques ; colonnes à distiller ; machines à papier ; régulation de Ph ; échangeur de chaleur ;
systèmes d’armes ; … etc.
L’utilisation des systèmes de CA connaît aujourd’huit un essor certain, d’une part, à cause de
leur complexité raisonnable et, d’autre part, à cause du développement des cartes à micro-
processeurs pouvant servir de support pour leur mise en œuvre.
En ce qui concerne la rentabilité, les élements suivants sont à prendre en compte
Amélioration de la qualité des produits, augmentation de la production, économie d’énergie,
espacement des arrêts d’entretien et détection précoce des anomalies.
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II.2) Similarités et différences entre la commande adptative et la commande
conventionnelle en boucle fermée

Nous illustrons la similarité et la différence entre la CA et la commande
conventionnelle par contre réaction négative, cette procédure permet l’assimilation rapide et
efficace de la CA.

Les variations non-mesurables et inconnues des paramétres d’un procédé affectent les
performances d’un système de commande en boucle fermée utilisant un régulateur à
paramètres fixes. Ces variations sont provoquées par des perturbations paramétriques agissant
sur le procédé, en plus des perturbations externes agissant sur les variables à réguler.
Nous distinguons deux types de perturbations : perturbations externes agissant sur les
variables à réguler et perturbations (paramétriques) agissant sur les performances du système
de commande.

La contre-réaction est essantiellement utilisée dans les systèmes de régulation
conventionnels pour réduire (ou éliminer) l’effet des perturbations agissant sur les variables à
réguler. Afin de réliser cet objectif, on mesures les variables (sorties), on les compare aux
valeurs désirées (consignes) et les différences sont appliquées à (aux) entrée(s) du (des)
régulateur(s) qui générent la commande appropriée (figure II.1). Une approche
conceptuellement similaire peut être considérée pour le problème du maintien des
performances d’un système de commande en présence des perturbations (variations)
paramètriques. Il faut défénir d’abord un indice de performance mesuré (I.P mesuré) du
système qui est une mesure des performances du système (exmple : facteur d’amortissement
pour des systèmes caractérisés par une fonction de transfert du deuxième ordre). Il faut après
mesurer cet I.P réel et le comparé avec l’indice de performance désiré (I.P désiré). La
différence entre le I.P désiré et le I.P mesuré est appliquée par un mécanisme d’adaptation
paramètrique (M.A.P). Le M.A.P adapte (modifie) les paramètres du régulateur ou agit
directement sur le signal de commande afin de modifier d’une manière appropriée les
performances du système (figure II.2).

Figure II.1 : Schéma de principe d’un système de commande conventionnelle en boucle fermée.
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Figure II.2 : Schéma de principe d’un système de commande adaptative.
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II.3) Définition d’un système de commande adaptative

Un système de commande adaptative (SCA) mesure un I.P du système à commander
et la différence entre le I.P mesuré et le I.P désiré et le M.A.P modifie (adapte) les paramètres
du régulateur ajustable ou les signaux de commande, afin de maintenir le I.P mesuré du
système dans le voisinage du I.P désiré (figure II.3). Un SCA contient en plus de la boucle de
commande à contre-réaction classique, une boucle à contre-réaction suplémentaire qui
modifie les paramètres du régulateur afin de compenser les effets des variations paramètriques
du procédé. La deuxième boucle contrôle les performances du système.

Un système de commande en B.F conventionnelle réduit l’effet des perturbations
externes agissant sur les variables (sorties) du système, or ses performances dynamiques vont
varier à cause des variations (perturbations) paramétriques.

II.4) Différentes téchniques de commande adaptative

Il existe plusieurs types de schémas de SCA, mais seulement ceux qui ont une boucle
de contre-réaction sur la mesure de performance sont réellement des schémas de SCA. Le
développement de ces techniques est largement basé sur une bonne compréhension des
aspects « algébriques » des différentes stratégies de commande linéaire.

Trois approches ont été essentiellement considérées pour le développement des
stratégies de commande adaptative des systèmes à paramétres inconnus ou variables dans le
temps :
- Approximations des stratégies de commande optimale stochastique « dual » ;
- Commande Adaptative « directe » avec Modèle de Référence (CAMR), (en anglais : Model

Reference Adaptive Control (MRAC)) ;
- Commande adaptative « indirecte » : Système de Commande Auto-Ajustable (CAA), (en

anglais : Self Tuning Control (STC)).
- Commande auto-ajustable avec reparamétrisation du prédicteur.

II.4.1) Commande dual

Le principe de cette stratégie est que les paramètres sont traités comme des états
additionnels du système. Ce qui transforme même un très simple problème de commande
linéaire en un problème de commande non-linéaire stochastique. Le régulateur est composé
d’un estimateur non-linéaire suivi par le régulateur propement dit. La stratégie de commande
« dual » maintient un compromis entre la minimisation du critére d’estimation et du critère de
commande. Cette technique est extrémement compliquée et même les différentes
approximations sont compliquées et nécessite des moyens de calcul puissants. Cette
approache a néaumoins un intérêt théorique pour comprendre et évaluer les performances
maximales qui peuvent être obtenues par des téchniques plus simples de commande à savoir
la MRAC et la STC. La commande « dual » a été introduite par « Feldbaum » en « 1963 ».

II.4.2) Commande adaptative « directe » avec modèle de référence

Une CA est dite « directe » si les paramètres du régulateur sont ajustés en une seule
étape. Cette téchnique est originalement proposée par « Whitaker » en « 1958 ». Sa première
application remonte au début des années 70.
Le développement de la CAMR (MRAC en anglais) repose sur l’hypothèse que pour toutes
les valeurs possibles des paramètre du procédé, on suppose qu’il existe un régulateur de
structure donnée qui peut assurer la réalisation des performances désirées. Le rôle de la boucle
d’adaptation paramètrique se limite à trouver les bonnes valeurs des paramètres de ce
régulateur dans chaque cas.
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La première étape de calcul de MRAC est de définir un « modèle de référence » qui est une
fonction de transfert (FT) représentant les performances désirées en boucle fermée. La
différence entre la sortie y(kTe) du procédé et celle yM(kTe) du modèle de référence est une
mesure de la différence entre les performances mesurées (réelles) et désirées. Cette
information est utilisée par le mécanisme d’adaptation paramètrique (qui reçoit aussi d’autres
mesures : commande et sortie) pour ajuster automatiquement les paramètres du régulateur
(figure II.3).

II.4.3) Commande adaptative « indirecte » auto-ajustable

Une CA est dite « indirecte » si les paramètres du régulateur sont adaptés en deux
étapes :
Etape 1 : Estimation des paramétres du modèle du procédé ;
Etape 2 : Calcul de ceux du régulateur à partir des paramètres estimés.
Le SCA auto-ajustable est indirecte. Cette téchnique est initialement proposée par « Kalman »
en « 1958 ». Au début des années 70, la première application industrièlle est concrétisée.

Figure II.3 : Schéma d’une commande adaptative directe avec modèle de référence.
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Figure II.4 : Schéma d’une commande adaptative indirecte auto-ajustable.
y(kTe) : sortie du procédé ; )ŷ e(kT : sortie prédite
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Le développement de la CAA (STC en anglais) repose sur la même hypothèse que le
MRAC. La caractèristique de cette stratégie est que le modèle du procédé utilisé pour le
calcul est remplacé par un modèle estimé (identifié) en temps réel (prédicteur ajustable avec
un mécanisme d’adaptation paramètrique), à partir des entrées et des sorties du procédé
(figure II.4).
Le schéma STC estime les paramètres du procédé, à chaque instant, et construit le
« prédicteur » de la sortie du procédé. L’erreur de prédiction (la différence entre la sortie
réelle (mesurée) du procédé et celle du prédicteur) sert à adapter les paramètres du prédicteur.
Les paramètres de ce dérnier sont utilisés à chaque pas de calcul pour synthétiser (calculer) le
régulateur adjustable. Le schéma de la CAA peut être intrerprété comme une application ad-
hoc du principe d’équivalence certaine utilisée dans la théorie de la commande stochastique
linéaire.

II.4.4) Commande auto-ajustable avec reparamétrisation du prédicteur

Cette méthode consiste à reformuler les deux étapes de la méthode adaptative indirecte
auto-ajustable en une seule étape. Le principe consiste à re-paramétriser d’une manière
appropriée le prédicteur qui fait apparaître les paramètres du régulateur. On obtient un seul
mécanisme d’adaptation qui adapte (estime) les paramètres du prédicteur et ceux du
régulateur ajustable. L’idée de base dans la re-paramétrisation est de tenir compte des
relations entre les performances, les paramètres du régulateur et ceux du procédé afin de
réécrire les équations du modèle en termes des paramètres du régulateur et des performances
désirées. On obtient alors le schéma donné par la figure II.5.

II.5) Commande numérique par calculateur

Le dévelopement et la mise en œuvre de la commande adaptative est dû en grande
partie à l’utilisation des calculteurs numériques pour la commande. Afin de mettre en
évidence la CA, nous synthétisons d’abord une commande numérique linéaire pour un
système linéaire à pramètres fixes et connus, puis nous supposons un système à paramètres
variables ou inconnus où sa commande nécessite une CA. Alors, nous montrons l’apport de la
CA par-rapport à la commande conventionnelle.

Figure II.5 : Schéma d’une commande auto-ajustable avec re-paramétrisation du prédicteur.
y(kTe) : sortie du procédé ; )ŷ e(kT : sortie prédite
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II.5.1) Différents schémas synoptique de principe

Le schéma de principe de la commande numérique (par calculateur) peut êrte
représenté par deux schémas équivalents :

La figure II.6 représente un schéma de principe de la commande numérique, où on
reconstitue le régulateur analogique avec un convertisseur analogique/numérique (C.A.N) à
son entrée qui discrétise le signal d’erreur e(t) et un convertisseur numérique/analogique plus
un bloqueur d’ordre zéro (C.N.A+B.O.Z) à sa sortie qui, reconstitue le signal de commande
u(kTe) avec, k un nombre entier positif et Te la période d’échantillonnage de l’horloge. On
constate que ce schéma adapte le régulateur discret au procédé continu.

Le deuxième schéma, donné par la figure II.7 qui est équivalent à celui de la figure
II.6. On utilise de part et d’autre du procédé continu deux convertisseurs :
numérique/analogique plus un bloqueur d’ordre zéro (C.N.A+B.O.Z) à son entrée qui
reconstitue le signal de commande u(kTe) et analogique/numérique (C.A.N) à sa sortie qui
discrétise le signal de sortie y(t). On remarque que cette structure adapte le procédé continu au
régulateur numérique.

L’horloge synchronise le fonctionnement des deux convertisseurs, donc, l’ensemble du
système.

Le modèle échantillonné (discret) offre la possibilité (l’avantage) d’une synthèse
directe sous forme discrète des algorithmes de commande sur calculateur. Ceci est important
dans le cas des système de commande adaptative non-linéaire dû à l’algorithme d’adaptation
paramètrique où, en évite la discrétisation de cette algorithme non-linéaire (problème souvent
délicat).

Figure II.6 : Schéma de principe d’un système de commande numérique avec reconstitution
du régulateur analogique.
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Figure II.7 : Schéma de principe d’un système de commande numérique avec discrétisation
du procédé continu.
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II.5.2) Calcul d’une commande conventionnelle numérique

Nous formulons les deux problèmes principaux de commande à savoir la régulation et
la poursuite :

II.5.2.1) Formulation du problème de régulation

Le problème de régulation peut être formulé de la manière suivante :
On dispose d’un système linéaire définit par une fonction de transfert discrète F(q-1),
composée de « nA » pôles stables et de « nB » zéros stables (à minimum de phase) et d’un
retard « d » périodes d’echantillonnage. On veut forcer la sortie y(t) du système à atteindre le
signal de consigne « yc » constant et rester au voisinage de yc même en présence des
perturbations externes. La dynamique du système en boucle fermée est définie par le
polynôme stable et connu CR(q-1), à « nR » racines stables avec la condition que le nombre de
pôle du système en boucle fermée (BF) soit inférieur ou égale à celui du système en boucle
ouverte (BO) (nR  nA).
L‘objectif est de réguler la sortie du système au voisignage de la consigne, même en présence
des perturbations non mesurables externes. Afin d’observer si l’objectif est atteint à tout
instant, il est nécessire de garder la consigne constante, ou carrément nulle.

La formulation mathématique du problème de régulation est

  c
t

y)t(yLim 


(II.1)

En définissant l’erreur de performance °(t) par la relation suivante

   c
1

R yty)q(C)t(   (II.2)

on peut reformuler d’une autre manière le problème de régulation, en ne tenant pas compte du
régime transitoire et tenant compte de la dynamique en boucle fermée

    0yty)q(C)t( c
1

R


  (II.3)

Remarque
On remplace la variable « z-1 » par l’opérateur de retard « q-1 » dans la fonction de

transfert F(q-1). La différence entre ces deux variables est que : « z-1 » est l’inverse de la
variable complexe discréte « z » ; et « q-1 » l’opérateur de retard (domaine temporel).

Sachant que t=kTe temps échantillonné (discret), avec k un entier positif et Te période
d’échantillonnage. La sortie de l’opérteur de retard est

  )T1k(x

)Tt(x

)t(xq)t(y

e

e

1





 

(II.4)

L’opérteur de retard « q-1 » décale (retarde) seulement le signal d’entrée d’une periode
d’echantillonnage et ne change pas son amplitude.

q-1x(t) y(t)

Figure II.8 : Opérateur de retard.
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L’opérateur « z-1 » décal le signale d’entrée de Te et modifie aussi son amplitude car son

module est différent de l’unité ( 1z 1  ). La sortie est

  )T1k(x

)Tt(x

)t(xz)t(y

e

e

1





 

(II.5)

II.5.2.2) Formulation du problème de poursuite

Le problème de poursuite peut être formulé de la manière suivante :
On dispose d’un système linéaire définit par une fonction de transfert discrète F(q-1),
composée de « nA » pôles stables et de « nB » zéros stables (à minimum de phase) et d’un
retard « d » périodes d’echantillonnage. On veut imposer à la sortie y(t) du système de suivre
le signal de consigne « yc(t) » variable par-rapport au temps. La dynamique du système en
boucle fermée est définie par le polynôme stable et connu CR(q-1), définit par « nR » pôles
stables avec la condition que le nombre de pôle du système en BF soit inférieur ou égale à
celui du système en BO (nR  nA).
Les perturbations externes existent toujours, même lors du problème de poursuite, alors il est
plus délicat par-rapport à celui de régulation.
La formulation mathématique du problème de poursuite est

  0)t(y)t(y)q(C(Lim
t

c
1

R 


 (II.6)

On peut le formuler d’une autre manière, on ne tenant pas compte du régime transitoire et
tenant compte de la dynamique en boucle fermée

    0)t(yty)q(C)t( c
1

R


  (II.7)

La consigne yc(t) peut être générée par un modèle qui spécifie les performances avec une
entrée désirée.

II.5.2.3) Etapes de calcul d’une commande numérique

Nous présentons les différentes étapes de commande numérique d’un système linéaire
mono-entrée/mono-sortie.

Etape 1 :Modèlisation du système à commander

On considère un système linéaire d’entrée u(t), de sortie y(t) et à retard pur de « d »
période d’échantiollonnage. Sa fonction de transfert discrète F(q-1) est

)t(u

)t(y

)q(A

)q(Bq
)q(F

1

1d
1 




 (II.8)

z-1x(t) y(t)

Figure II.9 : Variable complexe discrete inversée.

, avec   1
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avec, 




 
Ani

0i

i
i

1 qa)q(A , 




 
Bnj

0j

j
j

1 qb)q(B , BA nn  condition de causalité, Nd , ai et bj sont

des constantes réelles.
On dévise le numérateur et le dénominateur par « a0 » alors, on obtient un modèle normalisé,

avec 




 
Ani

1i

i
i

1 qa1)q(A .

Remarque

- La variable « t » est un temps discret (échantillonné) normalisé, donc Nt (donc sans
dimension). Il est est obtenu en divisant le temps dicret par la periode d’échantionnage « Te ».
- Le temps dicret s’ecrit habituellement « kTe », en le divisant par « Te », on obtient le temps
normalisé « k » alors on remplace cette variable muette par « t ».

Etape 2 :Calcul de la relation récurrente de la sortie y(t) du système

On a

)t(u

)t(y

)q(A

)q(Bq
)q(F

1

1d
1 




 (II.9)

En remplaçant les deux polynôme par leurs expression et sachant que q ky(t)=y(t  k), on
obtient











 
BA nj

0j

j
j

ni

1i

i
i )t(u)qb()dt(y)qa()dt(y (II.10)

Sachant que y(t) et u(t) ne dépendent pas des indices « i » et « j » respectivement, on obtient
la relation récurente suivante











BA nj

0j
j

ni

1i
i )jt(ub)idt(ya)dt(y (II.11)

avec les conditions initiales

  )0(uet)1d(,...,0t,ty  (II.12)

Remarques

-Les valeurs de y(t) pour t=0,…,(d-1) sont nulles car le système avec retard pur « d » répond
(y(t)  0) à partir de l’instant t = d.
-On constate dans la relation (II.11), l’utilité d’anticiper la normalisation du modèle du
système (division du numérateur et le dénominateur par « a0 »), on évite cette dévision lors du
calcul de la relation récurrente de y(t+d).

Etape 3 :Formulation mathématique du problème de poursuite pour un système avec un
retad pur de « d » périodes d’échantillonnage

L’objectif est de calculer u*(t) tel que

    0)dt(ydty)q(C c
1

R


  , 0t  (II.13)
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avec yc(t) signal de consigne et CR(q-1) la dynamique désirée en BF donnée par






 
Rnk

0k

k
k

1
R qc)q(C (II.14)

Le nombre de pôle en BF est « nR » inférieur ou égale à celui en BO qui est de « nA » avec

« c0=1» alors, on écrit 




 
Rnk

1k

k
k

1
R qc1)q(C .

On calcule l’expression de  dty)q(C 1
R  , en ajoutant les termes « 






Rnk

1k
k )kdt(yc » de

part et d’autre à l’expression de y(t+d), donnée par l’équation (II.11), on obtient la relation
récurrente suivante



















BARR nj
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1i
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1k
k
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1k
k )jt(ub)idt(ya)kdt(yc)kdt(yc)dt(y (II.15)

L’équation (II.15) peut s’écrire sous forme polynômiale comme suit


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k
k )t(uqb)dt(yqa)dt(yqc)dt(y)qc1( (II.16)

Sachant que nR  nA, l’équation (II.16), s’écrit


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1
R )t(uqb)dt(yqa)dt(yq)ac()dt(y)q(C (II.17)

Soit

Rkkk ,...,n1k,acr  pour (II.18)

On remplace  dty)q(C 1
R  par son expression donnée par (II.17) dans (II.13) et on tenand

compte de (II.18), on obtient, après calcul, l’expression de la commande numérique u*(t)

0

nj

jj
j

ni

1ni
i

nk

1k
k

nl

1l
clc b/))jt(ub)idt(ya)kdt(yr)ldt(yc)dt(y()t(u
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
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













 

(II.19)

avec la condition nécessaire d’éxistance de u*(t) donnée comme suit

b0  0 (II.20)

L’expression de u*(t) sous forme polynômiale, s’écrit

0
111

c
1

R b/))t(u)q(B)dt(y)q(A)dt(y)q(R)dt(y)q(C()t(u   (II.21)

avec,
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R qb)q(qa)q(qr)q(,qc1)q(C B,A,R (II.22)
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Remarques

- Les polynômes : A*(q-1) est une partie du dénominateur A(q-1) du système et B*(q-1) et le
numérateur B(q-1) du système sans le terme b0.
- Dans le cas où le nombre de pôles en BF est choisi égal à celui en BO (nR = nA) alors, le
terme « A*(q-1)y(t+d)» dans l’expression de u*(t) est nulle.

Le schéma de commande numérique pour un système linéaire avec retard, pour un
probème de poursuite est donné par la figure II.10 :

II.5.3) Calcul d’une commande conventionnelle numérique en utilisant un critère
quadratique

L’équation du régulateur (II.21) peut s’écrire sous la forme

  )t(dty)q(C T
c

1
R  (II.23)

où  le vecteur des paramètres (constants) du régulateur, définit par :

 
ARRRB n2n1nn21n10

T a...,,a,a,r,...,r,r,b,...,b,b  (II.24)

et (t) est le vecteur des mesures de dimension « nA+ nB+1», définit par :

T
ARR

RB

)]ndt(y),...,2ndt(y),1ndt(y

),ndt(y),...,2dt(y),1dt(y),nt(u),...,1t(u),t(u[)t(



 

(II.25)

L’objectif de commande définit par l’équation (II.13) est équivalent à celui : Calculer u(t) tel
que le critère quadratique de l’erreur de performance °(t) soit minimisée, c'est-à-dire

     2C
1

R

2
)dt(y)dt(yqC

2

1
)dt(

2

1
)dt(J   (II.26)

En utilisant les équation (II.17) et (II.18) le critère s’écrit

qdCR(q-1)yc(t)
u*(t)

Figure II.10 : Schéma d’un système de commande numérique.

0b

1

)q(A

)q(Bq
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1d





)q(B 1

)q(A 1

)q(R 1

-

-

y(t)

CR(q-1)

(t+d)

-
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2
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k )]dt(y)q(C)jt(ub)t(ub)idt(ya)kdt(yr([
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
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


(II.27)

On minimise le critère afin d’obtenir la valeur de la commande u*(t), c'est-à-dire

0
)t(u

)dt(J

)t(u)t(u








(II.28)

Des équations (II.27) et (II.28) on obtient

)]dt(y)q(C)jt(ub)t(ub)idt(ya)kdt(yr([b
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


(II.29)

La condition nécessaire pour l’éxistance de la commande numérique est que la condition
(II.20) soit vérifiée.
On obtient après calcul l’expression de u*(t) donnée par (II.21).

Exedmple : Calcul d’une commande numérique

Soit un système linéaire, ou sa sortie y(t) est donnée par le modèle échantillonné suivant :
(0.63-0.16q-1+q-2)y(t) = 0.58q-1 (-0.65+q-1)u(t) , avec u(t) l’entrée du système.
Les conditions initiales sont : u(0) = 0.25 ; y(0) = 0.75.
L’objectif est de calculer une commande numérique U*(t) qui force la sortie y(t) du système à
suivre celle du modèle de référence yM(t), avec une dynamique désirée :
CR(q-1)= (q-1-0.75)(q-1-0.35).
Le modèle de référence est : (-1+4q-1)yM(t+1)=uM(t), avec yM(0)=0.35 et uM(t) échelon unité

Indications :
La précision de calcul adoptée dans l’exemple est de 102 (deux chiffres après la virgule).
Le retard pûr est d=1.
La relation récurente de la sortie y(t) du système est :
y(t+1)=0.25y(t)-1.59y(t-1)-0.6u(t)+0.92u(t-1), avec u(0) = 0.25 et y(0) = 0.75.
La relation récurente de la sortie yM(t) du modèle de référence est :
yM(t+1)= 4yM(t)-uM(t), avec yM(0)=0.35 et uM(t)=1 t  0
Le polynôme de la dynamique désiré est : CR(q-1) = 1-2.36q-1+2.14q-2

Lexpression de la commande numérique sous forme plynomiale (donnée par les relations
II.21 et II.22)est :

0
111

M
1

R b/))t(u)q(B)dt(y)q(A)dt(y)q(R)dt(y)q(C()t(u  

Le numérateur de la fonction de transfert du système est : B(q-1) =-0.6+0.92 q-1

Le dénominateur est : A(q-1) =1+0.25q-1 +1.59q-2

avec, R(q-1)=r1 q-1+ r2 q-2, r1= c1-a1=-2.61, r2= c2-a2=0.55.
L’ordre des polynômes CR(q-1) et A(q-1) est le même, égale à 2, donc A*(q-1)=0
On a B*(q-1) = b1q

-1
= 0.92 q-1 , b0= -0.6

Donc, l’expression de la commande numérique est :
u*(t)=- yM(t+1)+3.93 yM(t)-3.57 yM(t-1)-4.35 y(t)+0.92 y(t-1)+1.53 U*(t-1)
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II.6) Synthèse des lois de commande adaptative

Nous considérons dans ce paragraphe les systèmes à paramètres variables ou inconnus
alors, on sysnthètise des lois de commande adptative : directe avec MRAC et indirecte STC.

II.6.1) Calcul de la commandes adaptative directe avec modèle de référence

On considère un système linéaire à paramètres variables, représenté par la fonction de
transfert avec retard pur « d », définit par la fonction de transfert suivante

)t(u

)t(y

)q(A

)q(Bq
)q(F

1
s

1
s

d
1

s 



 (II.30)

avec, 
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 
Ani
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i
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1
s q)t(a1)q(A , 




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Bnj

0j

j
j

1
s q)t(b)q(B , BA nn  condition de causalité, Nd ,

ai(t) et bj(t) sont les paramètres variables réels du système.
avec la condition nécessaire suivante pour le calcul de la commande

b0(t)  0,  t  0 (II.31)

II.6.1.1) Formulation du problème et calcul de uMRAC(t)

On dispose d’un système défini par la fonction de transfert donnée par la relation
(II.30). On veut imposer à la sortie y(t) du système de suivre la sortie « yM(t) » du modèle de
référence FM(q-1)=N(q-1)/D(q-1), d’entrée uM(t). La dynamique du système en boucle fermée
est définit par le polynôme stable et connu CR(q-1) à « nR » pôles stables avec la condition
nR  nA.
La formulation mathématique du problème est comme suit

     0)dt(y)dt(y)q(C(LimdtLim
t

M
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R
t


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

 (II.32)

L’expression (II.32) signifie que l’erreur de performance converge asymptotiquement.
La relation récurrente de la sortie y(t) du système est obtenue de la même manière que le cas
de commande numérique. Elle donnée par la relation
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avec les conditions initiales des mesures

  )0(uetdy (II.34)

et les conditions initiales des paramétres du système :

 )0(a...,),0(a),0(a),0(b),...,0(b),0(b)0(ˆ
AB n21n10

T  (II.35)

Remarque
La valeur initiale y(d) peut être calculée à partir des autres conditions initiales.

En suivant les mêmes étapes de calcul de la commande numérique, on obtient l’expression
suivante de la commande adaptative avec modèle de référence
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L’expression de uMRAC(t) sous forme polynômiale, s’écrit
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(II.37)
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avec

Rkkk ,...,n1k),t(ac)t(r  pour (II.39)

Le vecteur des paramètres ajustables du régulateur (estimés à chaque instant) est donné par la
relation

 )t(a...,),t(a),t(a),t(r,...,)t(r),t(r),t(b,...,)t(b),t(b)t(ˆ
ARRRB n2n1nn21n10

T


(II.40)

En respectant l’ordre des composantes du vecteur des paramètres, le vecteur des mesures est
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II.6.1.2) Algorithme récurrsif du « gradient »

L’étape suivante dans la synthèse de commande adaptative avec modèle de référence

est la détermination d’un algorithme d’adaptation récurrsif du vecteur des paramètres  t̂ du

régulateur ajustable. C’est un algorithme de mise en œuvre en temps réel.
La structure des algorithmes récursifs est de la forme






























 »1t«listantà

estimél'deCorrection

t»«listantà

paramèresdesEstimé

»1t«listantà

paramèresdesEstimé

L’algorithme est donné par la relation

)1t(̂)t(̂)1t(̂  (II.42)

La valeur des paramètres estimés à « t+1» dépend : de ceux estimés à « t » ; des mesure à « t »

et de l’erreur de performance à « t+1 » qui est fonction de  t̂ par l’intermédiaire de

uMRAC(t). On écrit alors

      1t,t,tˆf)1t(̂   (II.43)

(II.36)

(II.41)
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L’objectif de l’algorithme d’adaptation paramètrique est d’estimer à chaque instant les
paramètres du régulateur ajustable, ceci est vérifié si après un régime transitoire accéptable le
terme de corréction s’annule. La différence entres les algorithmes récursif, est dans la manière
de calculer le terme de corréction. Dans notre étude on a choisi l’algorithme récursif du type

« gradient » alors,  1tˆ  est égale à l’inverse (signe « -») du gradient d’un critère

quadratique de l’erreur de performance (par-rapport au vecteur des paramètres estimés)

     2M
1

R

2
)dt(y)dt(yqC

2

1
)dt(

2

1
)dt(J   (II.44)

L’équation du régulateur (II.36) peut s’écrire sous la forme

    )t(tˆdty)q(C T
M

1
R  (II.45)

avec  t̂ et (t) sont donnés respectivement par les relations (II.40) et (II.41).

On remplace (II.45) dans (II.44), on obtient

      2T1
R ttˆ)dt(yqC

2

1
)dt(J   (II.46)

L’expresion du terme de correction de l’algorithme s’écrit

   
 tˆ

dtJ
F1tˆ




 (II.47)

Après calcul, on obtient la relation suivante

 
 

  
 

        

   dttF

ttˆdtyqC
tˆ

dt
2

1

dt
F1tˆ T1

R

2




















 







avec F la matrice des « gains d’adaptation » qui module la longueur du pas de correction.
En remplaçant le résultat donné par (II.48) dans (II.42), l’algorithme d’adaptation
paramètrique s’écrit

  )dt(tF)t(̂)1t(̂   (II.49)

II.6.1.3) Choix de la matrice F des gains d’adaptation

La condition nécessire sur le choix de « F » est qu’elle soit définie positive.
-Un choix particulier et simple est donné par l’expression suivante

01avec,   1nn BA
IF (II.50)

avec 1nn BA
I  matrice identité de dimension « nA+nB+1 » et  réel positif très petit.

- Un choix moins restreint est que les valeurs propres de F soient trés faibles.

II.6.1.4) Interprétation géométrique de l’algorithme du gradient

Une interprétation géométrique de l’algorithme du gradient est donnée par la figure
II.11. L’algorithme est dit convergeant si au régime établi (après un nombre de pas de calcul
accéptable) le terme de corréction temps vers zéro. Ce qui montre que le système est stable

(II.48)
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mais aussi fonctionne corréctement. Dans la cas contraire, soit l’algorithme diverge ou le
système présente des défauts.

II.6.1.5) Algorithme récursif du gradient normalisé

Afin de choisir la matrice F des gains d’adaptation avec seulement la seule contrainte
qu’elle soit définie positive est de normaliser l’algorithme récursif du type gradient. Cette
normalisation consiste à diviser le terme de correction, en réalité la matrice F, par le scalaire
positif qui dépend des mesures et de la matrice F. Donc on écrit

   
  )dt(t

tFt1

F
)t(̂)1t(̂

T



  (II.51)

avec F matrice définie positive.
La normalisation assure une meilleure stabilité du système de commande adaptative et en
particulier une meilleure convergence de l’algorithme récursif.

Exemple : Calcul d’une commande adapatative directe avec modèle de référence
On considère un système discret à paramètres variables dont son modèle est donné

par la relation suivante :

)2t(y)t(a)1t(y)t(a))1t(u)t(b)t(u)t(b(q)t(y 2110
3   , avec u(0)=0.4

Les mesures de la sortie du système sont données par le tableau suivant :
t[s] 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 …
y(t) 0.15 0.817 0.988 1.48 1.76 1.8 1.812 …

Les mesures de la sorties du modèle de référence sont tabulées comme suit :
t[s] 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 …
yM(t) 0.235 0.478 0.88 0.948 1.6 1.98 1.899 …

L’objectif est de formuler l’algorithme de commande adaptative directe puis de
l’exécuter sur deux pas, sachant que les pôles du système en boucle fermée sont « 0.8+0.8j »
et « 0.8-0.8j ». On utilise l’algorithme d’adaptation du gradient normalisé avec une matrice
des gains d’adaptations de 0.2I4. Le vecteur des paramètres du régulateur à l’instant initial

est :    TT

2110R 04.006.0)0(r)0(r)0(b)0(b)0( 

Indications :
- Le polynôme normalisé de la dynamique désirée est : Cr(q

-1)=1-1.25 q-1+0.781 q-2

- nA= nR=2, donc le polynôme A*( q-1)=0
- La précision des calculs adoptée est de 103 (trois chiffres après la virgule)

)t(̂

)1t(̂ )1t(̂  au pas « i »

)1t(̂  au pas « i +1»

)1t(̂ 

Figure II.11 : Interprétation géométrique de l’alagorithme du gradient.
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L’algorithme de la commande adapatative directe avec modèle de référence :
-Les conditions initiales :
yM(0)=0.235 ; yM(1)=0.478 ; yM(2)=0.88 ; u(0)=0.4 ; y(0)=0.15 ; y(1)=0.817 ; y(2)=0.988 ;

 T817.0988.004.0)0(  ;  TR 04.006.0)0( 

-Les expressions des signaux et des vecteurs :
Lecture de yM(t)
uMRAC(t)=(yM(t+3)-1.25yM(t+2)+0.781yM(t+1)- r1(t)y(t+2)- r2(t)y(t+1)-b1(t) uMRAC(t-1))/b0(t)
Lecture de y(t)du tableau
(t+3)= ( y(t+3)- yM(t+3))- 1.25( y(t+2)- yM(t+2))+ 0.781( y(t+1)- yM(t+1))
1+T(t)F(t)=1+0.2(u2

MRAC(t)+ u2
MRAC(t-1)+ y2(t+2)+ y2(t+1))

R(t+1)=[ b0(t) b1(t) r1(t) r2(t)]
T+0.2(t+3)(t)/( 1+T(t)F(t))

-Exécution de lalgorithme sur deux pas
t=0 : les conditions initiales

(3)=0.662 ; 1+T(0)F(0)=1.361 ; R(1)=[ b0(1),b1(1), r1(1), r2(1)]T=[0.639,0,0.496,0.079]T

t=1 : uMRAC(1)=0.454 ; (4)=0.421 ; (1)=[ 0.454, 0.4,1.48,0.988]T ; 1+T(1)F(1)=1.689

R(2)=[ b0(2),b1(2), r1(2), r2(2)]T=[0.622,-0.02,0.422,0.03]T

t=2 : uMRAC(2)=0.05 ; (5)=0.035 ; (2)=[ 0.05, 0.454,1.76,1.48]T ; 1+T(2)F(2)=2.099

R(3)=[ b0(3),b1(3), r1(3), r2(3)]T=[0.622,-0.018,0.428,0.035]T

-Calcul des pôles du système au deuxième pas
Les pôles du système aux 2ième pas sont les racine du polynôme (A( q-1))t=2

On calcul (A( q-1))t=2=1+a1(3) q-1+a2(3) q-2 =0,
a1(3)= c1- r1(3)=1.676 ; a2(3)= c2- r2(3)=0.746
Donc, les racines du polynôme (A( q-1))t=2=1+1.676q-1+0.746q-2 sont : p1,2=1.125 0.275j

II.6.2) Calcul de la commande adaptative indirecte auto-ajustable

L’objectif de commande dans cette approche est le même que le cas du MRAC. A
l’expection que la sortie du modèle de référence est remplacée par un signal de consigne. Le
régulateur adapatative indirect STC a la même structure que celui MRAC. On commande un
système à paramètres inconnus. L’adaptation des paramètres du régulateur se fait en deux
étapes : Estimation des paramètres du procédé puis calcul de ceux du régulateur à partir des
pramètres estimés du procédé.

II.6.2.1) Estimation des paramètres du modèle du procédé

Le procédé est caratérisé par le modèle donné par la relation (II.30), où maintenant les
paramètres {ai(t), bj(t), avec i=1,…, nA, j=0,…,nB sont inconnus. Un prédicteur (estimateur)
ajustable du procédé s’obtient de la relation (II.30), en remplaçant les paramètres connus
(vrais), par leur estimation à l’instant « t ». Ceci nou donne

)t(u

)t(ŷ

)q(Â

)q(B̂q
)q(F̂

1

1d
1 




 (II.52)

avec, 




 
Ani

1i

i
i

1 q)t(â1)q(Â , 




 
Bnj

0j

j
j

1 q)t(b̂)q(B̂ , BA nn  condition de causalité, Nd

retard pur,    tb̂,tâ ji sont les paramètres variables à estimer du prédicteur.

avec la condition nécessaire suivante pour le calcul de la commande

  0t,0tb̂0  (II.53)
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La relation récurrente de la sortie prédite à « priori » est déduite de (II.52) et on écrit

     









BA nj

0j
j

ni

1i
ip )jt(u)t(b̂)idt(y)t(âtˆ/dtŷ)dt(ŷ (II.54)

sous forme vectoriel, on a

  )t(tˆ)dt(ŷ T
p  (II.55)

Le vecteur des paramètres à estimer est

 )t(â,...,)t(â),t(â),t(b̂,...,)t(b̂),t(b̂)t(ˆ
AB n21n10

T
p  (II.56)

En respectant l’ordre des composantes du vecteur des paramètres, le vecteur des mesure
s’écrit

T
AB )]ndt(y),...,2dt(y),1dt(y),nt(u),...,1t(u),t(u[)t(  (II.57)

Les conditions initiales des mesures sont

  )0(uetdy (II.58)

et les conditions initiales des paramétres du prédicteur sont

 )0(â...,),0(â),0(â),0(b̂),...,0(b̂),0(b̂)0(ˆ
AB n21n10

T
p  (II.59)

Remarque
La valeur initiale y(d) peut être calculée à partir des autres conditions initiales.

L’erreur de prédiction « a priori » est définit par

   

     ttˆdty

dtŷdty)dt(̂

T
p 

 

(II.60)

L’estimation du vecteur  tˆ
p , des paramètres du prédicteur est obtenu avec un algorithme

récursif du gradient en minimisant le critére quadratique de l’erreur de prédiction (par-

rappport à  tˆ
p ), défini par la relation suivante

 

  

      2T
p

2

C

2

p

ttˆdty
2

1

)dt(ŷ)dt(y
2

1

)dt(̂
2

1
)dt(J







 (II.61)

En suivant les mêmes étapes (équations (II.42)-(II.51)), lors de la formulation de l’algorithme
d’adaptaion des paramètres du régulateur MRAC, on obtient, après calcul, la relation

  )dt(̂tF)t(ˆ)1t(ˆ pp  (II.62)

L’algorithme normalisé est
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   
  )dt(̂t

tFt1

F
)t(ˆ)1t(ˆ

Tpp 


 (II.63)

Le choix de la matrice F est le même que celui de l’algorithme qui estime les paramètres du
régulateur MRAC.

II.6.2.2) Calcul des estimées des paramètres du régulateur

L’expression du régulateur STC est déduite de l’équation

    0)dt(ydtŷ)q(C
)t(u)t(uc

1
R

STC





  , 0t  (II.64)

En suivant les mêmes étapes de calcul que dans le cas du régulateur MRAC, on obtient la
structure

)t(b̂/))jt(u)t(b̂(

)t(b̂/))idt(y)t(â)kdt(y)t(r̂)ldt(yc)dt(y()t(u

0

nj

jj
STCj

0

ni

1ni
i
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1k
k

nl

1l
clcSTC

B

A

R

RR
























L’expression de uSTC(t) sous forme polynômiale, s’écrit

)t(b̂/))t(u)q(B̂)dt(y)q(Â)dt(y)q(R̂)dt(y)q(C()t(u 0STC
111

C
1

RSTC
  (II.66)

avec





















 
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R

RR nj

1j

j
j

1i
ni

1ni
i

1
nk

1k

k
k

1
nl

1l

l
l

1
R q)t(b̂)q(B̂,q)t(â)q(Â,q)t(r̂)q(R̂,qc1)q(C

(II.67)

où

Rkkk ,...,n1kpour),t(âc)t(r̂  (II.68)

L’équation du régulateur (II.36) peut s’écrire sous la forme

    )t(tˆdty)q(C T
Rc

1
R  (II.69)

Le vecteur des paramètres ajustable du régulateur STC est donnée par la relation

 )t(â...,),t(â),t(â),t(r̂,...,)t(r̂),t(r̂),t(b̂,...,)t(b̂),t(b̂)t(ˆ
ARRRB n2n1nn21n10

T
R 

(II.70)

En respectant l’ordre des composantes du vecteur des paramètres, le vecteur des mesures est

T
ARR

RBSTCSTCSTC

)]ndt(y),...,2ndt(y),1ndt(y

)ndt(y),...,2dt(y),1dt(y),nt(u),...,1t(u),t(u[)t(





-Les paramètres   tb̂ j , pour j = 0,…,nB et i = nR+1,…,nA  sont calculés par l’algorithme

d’adaptation paramétrique du prédicteur (II.62) ou (II.63).

(II.65)

(II.71)
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- Les paramètres rk(t) pour k = 1,…,nR  sont calculés par léquation

Rkkk ,...,n1kpour),t(âc)t(r̂  (II.72)

sachant que   tâk pour k = 1,…,nR sont calculés à l’étape de calcul de  tˆ
p et ck pour

k = 1,…,nR sont les coefficients du polynôme CR(q-1).
Les conditions initiales des paramètres   tr̂k pour k = 1,…,nR  sont calculés par léquation

Rkkk ,...,n1kpour),0(âc)0(r̂  (II.73)

avec   0âk pour k = 1,…,nR sont des donnés.

L’erreur de performance °(t+d) est définie par la relation

   )dt(ydtŷ)q(C)dt( c
1

R    (II.74)

Exemple : Calcul d’une commande adapatative indirecte autoajustable
On considère un système linéaire discret à paramètres inconnus dont le modèle du

prédicteur de sa sortie est donné par la fonction de transfert à paramètres inconnus :

  TSTCSTC1
1

021
1

p )2t(u)2t(u)2t(y)t(y)t(bq)t(b)t(a)t(aq))t(/t(ŷ  

Les mesures de la sortie du système sont données par le tableau suivant :
t[s] 0 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 …
y(t) 0.425 0.681 0.788 0.048 -0.076 -0.395 0.012 …

On désire calculer une commande adaptative indirecte autoajustable uSTC(t) qui assure que la
sortie y(t) du système suit cele d’un modèle de référence yM(t) avec une dynamique désirée

)q(C 1
R

 de pôles 0.825 et -0.375.

Le modèle de référence est :FM(q-1)=q-2(q-1+0.225)/ (q-1+0.432)(q-1-0.705)=yM(t)/uC(t),
avec uC(t)=0.853t+1 signal de consigne, yM(0)=0.25, yM(1)=0.551
Les paramètres sont estimés par un algorithme d’adaptation paramétrique du gradient
normalisé avec F=0.05I2.
Les conditions initiales pour la commande adaptative indirecte sont : uSTC(0)=0.672,

   TT

1021P 0356.00446.0)0(b)0(b)0(a)0(a)0( 

Indications :
La précision des calculs adoptée est de 103.
C’est un problème de commande adaptative indirecte autoajustable avec modèle de
référence.

L’algorithme de commande
-Les conditions initiales
uC(0)=1 ; yM(0)=0.25 ; yM(1)=0.551; uSTC(0)=0.672 ; y(0)=0.425 ; y(1)=0.681;

   TT

1021P 0356.00446.0)0(b)0(b)0(a)0(a)0( 

   TT

1021R 0356.0236.301.1)0(b)0(b)0(r)0(r)0( 

-Les expressions des signaux
uC(t)=0.853t+1
yM(t+2)=-0.895 yM(t+1)+3.279 yM(t)- 3.279 uC(t-1) - 0.738 uC(t)
uSTC(t)=(yM(t+2)+1.456 yM(t+1)- 3.236 yM(t)-r1(t)y(t+1)-r2(t)y(t)- b1(t)uSTC(t-1))/ b0(t) ; b0(t) 0 t0
Lecture de y(t) du tableau

 TSTCSTC )1t(u)t(u)t(y)1t(y)t( 
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 T1021P )t(b)t(b)t(a)t(a)t( 

)t()t()2t(ŷ T
p 

)2t(ŷ)2t(y)2t(ˆ  , erreur de prédiction

(t+2)= ( y(t+2)- yM(t+2))+1.456( y(t+1)- yM(t+1))- 3.236( y(t)- yM(t), erreur de pérformance

))1t(u)t(u)t(y)1t(y(005.01)t(F)t(1 2
STC

2
STC

22T 

))t(F)t(1/()t()2t(ˆ005.0)1t( T
p 

)1t()t()1t( ppp 

r1(t)= 1.456- a1(t) ; r2(t)= - 3.236 – a2(t)

 T1021R )t(b)t(b)t(r)t(r)t( 

- Exécution de l’algorithme de commande sur deux pas
t=0 : les conditions initiales ; yM(2)=-0.411 ; 064.0)2(ŷ)2(y  ; (2)=0.03 ;

0)2(ˆ  ;1+T(0)F(0)=1.05 ;p(1)=[0.446,0,0.356,0]T ;R(1)=[0.685,0,0.125,0]T

t=1 : uSTC(1)=1.426 ; yM(3)=-2.157; uSTC(1)=-6.376 ;(3)=-3.029 ; 241.2)3(ŷ  ; 029.3)3(ˆ  ;

1+T(1)F(1)=3.079;p(2)=[0.446,-0.001,0.341,0.001]T ;R(2)=[1.01,-0.235,0.341,0.001]T

t=2 : uSTC(2)=1.853 ; yM(4)=-5.464; uSTC(2)=-24.21;(4)=-8.677 ; 677.8)4(ŷ  ; 677.8)4(ˆ  ;

1+T(1)F(1)=32.369;p(3)=[0.436,-0.001,0.017,-0.684]T ;R(3)=[1.021,-3.236,0.017,-0.684]T

II.6.3) Calcul de la commande adaptative auto-ajustable avec reparamétrisation du
prédicteur

Le principe est d’éliminer l’étape dans la synthèse de la commande adapatative
indirecte auto-ajustable en faisant apparaître les paramètres   tr̂k pour k = 1,…,nR  dans

l’équation du prédicteur.
On déduit de la relation (II.72)

Rkkk ,...,n1kpour),t(r̂c)t(â  (II.75)

En remplaçant (II.75) dans (II.54), on obtient l’expression



















BA

R

RR nj

0j
j

ni

1ni
i

ni

1i
i

nk

1k
k )jt(u)t(b̂)idt(y)t(â)idt(y)t(r)kdt(yc)dt(ŷ

(II.76)
Puisque la commande STC se base sur le principe d’équivalence certain (les sorties
précédentes prédites sont équivalentes aux sorties réelles du système), on peut écrire


















 



BA

R

R

1
R

R nj

0j
j

ni

1ni
i

ni

1i
i

)q(C

nk

1k

k
k )jt(u)t(b̂)idt(y)t(â)idt(y)t(r)dt(ŷ)qc1( 


(II.77)

On peut écrire (II.77) sous forme vectorielle

    )t(tˆdtŷ)q(C T
R

1
R   (II.78)

La relation (II.78) corespond à la sortie filtrée du prédicteur par le polynôme stable CR(q-1) et

elle est exprimée en fonction du vecteur  tˆ
R des paramètres du régulateur.

L’erreur de prédiction est définie par l’expression
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   
    )t(tˆdty)q(C

)dt(ŷdty)q(C)dt(̂

T
R

1
R

1
R







 

(II.79)

En utilisant l’algorithme d’adaptation paramétrique (II.62) ou (II.63) qui minimise le critère

quadratique de la nouvelle erreur de prédiction (II.79), on obtient directement le vecteur  tˆ
R

des paramètres du régulateur. La structure de uSTC(t) est donnée par la relation (II.65).

II.7) Conclusion
La commande adaptative apporte une solution à la commande des systèmes à

paramètres variables ou inconnus. En général, dans le premier cas, on utilise la commande
directe et dans le deuxième cas la commande indirecte. Cette commande peut être utilisée
pour la diagnostique des défauts, en ajoutant un algorithme qui exprime les paramètres
physiques du système, en fonction de ceux du modèle utilisé et on complète aussi avec un
algorithme qui compare la valeur des paramètres entre les instants de calcul. Si pendant une
longue période les paramètres varient d’une manière incohérente, on peut diagnostiquer le
défaut.

On peut aussi utiliser des algorithmes d’adaptation paramétrique du type moindres
carrées récursifs simples ou étendue pour comparer les performances avec celui du gradient,
ou si ce dernier présente des performances insuffisantes.



Chapitre III :

Commande optimale



Chapitre III : Commande optimale

33

Les problèmes de commande optimale se rencontrent dans la vie courante : comment
arriver à destination le plus rapidement possible, comment minimiser sa consommation... .
Pour un système dynamique quelconque et dont le modèle est connu, le problème de
commande optimale consiste alors à trouver la commande minimisant un critère donné et à
vérifier un ensemble de contraintes. C’est sous cette forme que la commande optimale a été
étudiée dès le XIXème siècle avec le calcul des variations. Une des grandes applications de la
commande optimale a été l’application au lanceur Apollo dans les années 1960. Les
difficultés soulevées par ce genre de problème sont loin d’être complètement résolues comme
en témoignent les sessions dédiées à la commande optimale dans les conférences
d’automatique. La commande optimale reste donc un sujet de recherche d’actualité. On
s’intéresse dans une première partie à la commande optimale telle qu’elle a été posée
initialement et dans le cas des systèmes les plus généraux (non linéaires et non stationnaires).
Dans une seconde partie, on traite plus particulièrement les systèmes linéaires non
stationnaires (retour d’état dynamique) et stationnaires (retour d’état statique) dans le cas
d’un critère quadratique, cas connu sous le nom de commande linéaire quadratique (LQ).

III.1) Formulation du problème de commande

Afin de monter la différence entre la commande optimale et une commande non
optimale, nous formulons le problème de commande dans les deux cas et on se fixe sur les
exigences du cas optimal.
On considère un système dynamique continu, dont le comportement est décrit par le modèle
d’état suivant

  )ttU)t(X(f)t(X ,, (III.1)

  )ttU)t(X(g)t(Y ,, (III.2)

avec

  nT

n1 )t(x)t(x)t(X  ...,,

  rT

r1 )t(u)t(u)t(U  ...,,

  mT

m1 )t(y)t(y)t(Y  ...,,

    nT

n1 (.)f(.)f.f  ...,,

  mT

m1 (.)g(.)g(.)g  ...,,

On suppose qu’elles existent des contraintes sur les variables d’états, les commandes, les
sorties et le temps tel que

n
adX)t(X  (III.3)

r
adU)t(U  (III.4)

m
adY)t(Y  (III.5)

 adTt (III.6)

Ces contraintes correspondent à des propriétés physiques du système réel.
On suppose que dans l’ensemble admissible décrit par
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adadadad TYUX 

-Les fonctions « fi(.) pour i=1,…, n » sont continues et admettent des dérivées partielles
continues par-rapport aux différentes composantes variables des vecteurs U(t), X(t) et t.
- Le système d’équation (III.1) admet une solution unique pour tout vecteur d’état initial
X0Xad et tout vecteur de commande U(t) Uad.

III.1.1) Commande non optimale
La formulation le problème de commande non optimale est

On veut déterminer un vecteur de commande U(t) satisfaisant la contrainte (III.4) qui transfert
le vecteur d’état du système (III.1), d’une valeur initiale X0Xad (à l’instant « t0 ») à une
valeur finale XfXb (ensemble objectif) à l’instant « tf », en satisfaisant la contrainte (III.3)
t[ t0, tf].

De cette formulation générale du problème de commande, on peut distinguer plusieurs cas
particuliers en fonction des hypothèses concernant les ensembles Xad, Uad, les états X0, Xf et
les instants t0, tf.

III.1.2) Commande optimale
Le nombre de commandes possibles qui répondent à notre problème, malgré les

contraintes imposées reste (infini) très important.
Notre objectif est de chercher parmi toutes les commandes possibles la solution optimale qui
répond à d’autres exigences, qui peuvent être formulées dans un critère d’optimisation dont
l’extrémum détermine la solution optimale.
Dans de nombreux problèmes de commande optimale le critère est

    
f

0

t

t

f dtt,tU,tXL),t(X(S ft (III.7)

où « L » et « S » sont des fonctions scalaires.
-S(X(tf), tf) : représente le coût sur le vecteur d’état final X(tf) par-rapport à sa valeur désirée
Xf.

- L(X(t), U(t) t) : est évaluée le long de la trajectoire X(t), obtenue dans l’espace d’état pour
t[ t0, tf], (on le définit dans la suite du cours comme le Lagrangien).

En tenant compte sur le choix du critère d’optimisation, la formulation du problème général
de commande optimale est

On veut déterminer le vecteur de commande U*(t) satisfaisant la contrainte (III.4) qui transfert
le vecteur d’état du système (III.1) d’une valeur initiale X0Xad (à l’instant « t0 ») à une
valeur finale XfXb (ensemble objectif) à l’instant « tf », en minimisant le critère
d’optimisation (III.7) et en satisfaisant la contrainte (III.3) t[ t0, tf].

III.1.3) Classement des problèmes de commande optimale
Il existe de nombreuses variantes du problème de commande optimale, correspondant

à différents
-Critère d’optimisation,
- Conditions aux limites (conditions initiales et finales),
- Contraintes.
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III.1.3.1) Classement selon le choix du critère d’optimisation
Il existe trois types de problèmes selon le choix du critère et si on se réfère à la théorie

de calcul des variations, on a

Premier cas : Problème de Bolza
C’est un problème général car le critère contient deux termes où il tient compte de tous

les régimes de fonctionnement (transitoire et final) et il est donné par la relation (III.7).

Deuxième cas : Problème de Lagrange

    
f

0

t

t

dtt,tU,tXL (III.8)

Il ne tient pas compte de l’écart final.

Troisième cas : Problème de Mayer

),t(X(S f ft (III.9)

Ce cas correspond au problème de la détermination d’une commande terminale (on cherche
seulement à minimiser l’écart final sur l’état et le temps désirés).

La formulation générale (III.7) du critère d’optimisation est conçue selon les
propriétés physiques du système considéré et l’objectif du problème d’optimisation. On peut
considérer la minimisation de
- La consommation du combustible,
- L’horizon temporel ‘tf-t0’,
- L’écart en régime transitoire et en régime établi,
- L’énergie fournie par la mise en œuvre de la commande.

III.1.3.2) Principe de calcul des conditions aux limites

Dans le cas réel les conditions aux limites sont déterminées comme suit
- Les conditions initiales t0 et X0 sont fixées et connues ;
- Les conditions finales tf et Xf sont établies en fonction du but qu’on veut atteindre.

III.1.4) Formulation du critère d’optimisation à partir des sorties du système

Dans le cas où les variables d’état d’un système ne sont accessible qu’a travers ces
variables de sorties où elles sont des fonctions abstraites dépourvues de tous sens physique
alors, le critère d’optimisation est formulé par-rapport aux sorties du système et il est donné
par la relation suivante

    
f

0

t

t

f dtt,tU,tYN),t(Y(V ft (III.10)

La formulation du problème de commande optimale par-rapport à la sortie est

On veut déterminer le vecteur de commande U*(t) satisfaisant la contrainte (III.4) qui transfert
le vecteur de sortie du système (III.1) d’une valeur initiale Y0Yad (à l’instant « t0 ») à une
valeur finale YfYb (ensemble objectif) à l’instant « tf », en minimisant le critère
d’optimisation (III.10) et en satisfaisant la contrainte (III.5) t[ t0, tf].
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III.1.5) Méthode de calcul de la commande optimale

Le problème de l’existence et de la nature de la solution optimale, dépondent
fortement de la présence et du type des contraintes liées au système commandé.
Le choix de la méthode d’optimisation dépond du type des contraintes. Il existe trois
cas possibles :

Premier cas
Si on peut ne pas tenir compte des contraintes, c'est-à-dire, on sait à priori que la solution
optimale est située à l’intérieur de l’ensemble : UadXad , t[ t0, tf]. On peut écrire

 ft,, 0ad ttU)t(U  (III.11)

 ft,, 0ad ttX)t(X  (III.12)

On utilise les méthodes classiques de calcul des variations pour le calcul de la solution.

Deuxième cas
Si seulement la condition (III.12) est satisfaite, il faut alors utiliser la méthode de Pontryaguin.

Troisième cas
Si aucune des conditions (III.11) et (III.12) n’est satisfaite, on utilise les méthodes de
minimisation de fonctionnelle dans l’ensemble UadXadTad (programmation dynamique
‘Richard Bellman’).

III.2) Commande optimale des systèmes en absence des contraintes d’inégalité sur le
vecteur d’état et le vecteur de commande
On suppose qu’il n’existe pas de contraintes sur le vecteur d’état et sur le vecteur de

commande, on admet ainsi que

n
adX  (III.13)

r
adU  (III.14)

Dans ce cas les contraintes existent réellement mais la solution optimale obtenue vérifie à tout
instant les conditions (III.11) et (III.12). Donc en pratique, la méthode consiste à résoudre le
problème d’optimisation sans considérer les contraintes d’inégalités, puis à vérifier que la
solution obtenue est compatible avec ces contraintes.

III.2.1) Commande optimale d’un système non linéaire et non stationnaire

Soit le système décrit par le modèle d’état suivant

  )ttU)t(X(f)t(X ,, (III.15)

  )ttU)t(X(g)t(Y ,, (III.16)

On suppose que les contraintes (III.11) et (III.12) sont satisfaites t[ t0, tf] (système sans
contraintes).
Le problème est de calculer le vecteur de commande optimale U*(t) tel que









 







 

f

f)t(

0

0

t

X

t

X
U et U*(t) minimise le critère  donné par (III.7).
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avec
- X0 et t0 sont fixées et connues,
- Xf et tf peuvent êtres : libres ; partiellement libres ou fixes (Xf, tf)  XbTad où Xb  Xad=
est l’ensemble objectif.

On suppose que les hypothèses suivantes sont vraies
h1) S(X(t), t) est continue, dérivable par-rapport à X(t) et « t » et admet des dérivées première

et seconde continues sur [ t0, tf],
h2) U(t)=[u1(t), … , un(t)]

Toù les ui(t), pour i=1, …, n sont continues, indépendantes les unes
des autres et les djU(t)/dtj sont continues ;

h3) L(X(t), U(t), t) est continue, dérivable par-rapport à X(t), U(t) et t et admet des dérivées
première et seconde continues sur [ t0, tf].

III.2.1.1) Transformation du problème de Bolza en un problème de Lagrange

Puisque le critère d’optimisation considéré est donné par (III.7), alors on a à résoudre
un problème de Bolza, avec contraintes d’égalités, puisque la relation existante entre X(t) et
U(t) correspond à l’équation d’état (III.15).
En faisant appel aux méthodes classiques de calcul des variations, on réduit ce problème à
celui de Lagrange avec contraintes d’égalités. Compte tenu des hypothèses faites sur la
fonction coût S(X(t),t), on peut écrire

  
),t(X(Sdt

dt

t,tXdS
),t(X(S 0

t

t

f

f

0

0f tt   (III.17)

On remplace (III.17) dans (III.7), on obtient

       
 
f

0

t

t

0 ),t(X(Sdt)
dt

t,tXdS
t,tU,tXL( 0t

En utilisant les dérivées partielles, on obtient :

          
 











f

0

t

t

0
T ),t(X(Sdt)

t

t,tXS
)t(X)

X

t,tXS
(t,tU,tXL( 0t (III.18)

On a supposé que t0 et X0 sont fixées (constantes) et connus, alors S(X(t0), t0) est constante.
La solution optimale U*(t) qui minimise (III.7), minimise donc aussi

          
 









f

0

t

t

T dt)
t

t,tXS
)t(X)

X

t,tXS
(t,tU,tXL(  (III.19)

Donc, on obtient un problème de Lagrange qui consiste à synthétiser une commande optimale
qui minimise ’ donné par (III.19), sous les contraintes d’égalités (III.15), correspondant au
système différentiel ordinaire de « n » équations du premier ordre.

III.2.1.2) Réduction du problème avec contrainte en un problème sans contraintes

Afin de réduire le problème avec contraintes d’égalités en un problème sans
contraintes, on utilise la méthode des paramètres de Lagrange. Ces derniers sont « n » (même
nombre de contraintes d’égalité) fonctions du temps ‘i(t), i=1,…, n’, formant aussi un



Chapitre III : Commande optimale

38

vecteur (t) appelé vecteur adjoint (co-état), associé aux « n » équations d’état du système
considéré

  0)t(X)ttU)t(X(f  ,, (III.20)

Ce vecteur de paramètres (multiplicateur de Lagrange) (t) =[1(t), …, n(t)]
T est utilisé pour

former un nouveau critère ’’ qui prend en considération le critère à optimiser ’ et les
contraintes (III.20) et il est formulé comme suit

                










f

0

t

t

TT dt))t(X)ttU)t(X(ft
t

t,tXS
)t(X)

X

t,tXS
(t,tU,tXL(  ,,

(III.21)

L’ensemble des hypothèses formulées sur le système nous permettent d’écrire les équations
d’Euler-Lagrange dont les solutions ( U*(t), X*(t), *(t)) satisfont les conditions nécessaires
d’obtention d’un extrémum du critère ’’.

III.2.1.3) Calcul des équations d’Euler-Lagrange (E-L)

Soit F(X(t), X (t), U(t), t) l’intégrant du critère ’’
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La première équation d’E-L est celle relative au vecteur d’état X(t), elle s’écrit
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(III.23)

Soit U*(t) le vecteur de commande optimale correspondant au vecteur d’état optimal X*(t) et
au vecteur d’état adjoint optimal *(t). On remplace F(.) par son expression (III.22) dans
(III.23), sachant que les termes de F(.) indépendants de X(t) s’annulent dans le premier terme

de (III.23) ainsi que ceux qui sont indépendants de )t(X s’annulent dans le deuxième terme
de (III.23) et on obtient après calcul
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En remplaçant ces termes par leurs expressions dans (III.24) et après simplification, on
obtient
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On peut écrire encore
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La deuxième équation d’E-L est celle relative au vecteur de commande U(t) et elle
s’écrit
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Le deuxième terme de (III.26) est nulle car il est indépendant de  tU , de même pour les

termes indépendants de U(t) du premiers terme de (III.26) ils s’annulent aussi et on obtient
après calcul
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III.2.1.4) Définition de la fonction d’Hamilton et des équations canoniques

La fonction d’Hamilton (utilisée en particulier en mécanique analytique)
(Hamiltonien) représente en général l’énergie totale du système si elle est déduite à partir des
équations d’Euler-Lagrange qui utilise le Lagrangien. Puisque en commande optimale, on
utilise les équations E-L donc, elle représente la grandeur physique énergie totale du système.
C’est une fonction scalaire et elle est définie comme suit
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En utilisant la relation (III.29) et les équations (III.15), (III.25), on déduit les équations dites
« canoniques »
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On a aussi, l’équation algébrique qui accompagne ces deux équations qui est indispensable
pour la résolution du problème de commande optimale
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La solution optimale (U*(t), X*(t), *(t)) correspond au minimum du critère ’’, donc
du critère  et elle est aussi la solution du système d’équations (III.29)-(III.31) sur [ t0, tf].
On a « 2n » équations différentielles du premier ordre, elles nécessitent le même nombre de
conditions initiales ainsi que les instants limites t0 et tf, donc « 2n+2 » valeurs limites à
connaître.

III.2.1.5) Détermination des valeurs aux conditions limites

Dans le problème de commande optimale à résoudre, t0 et X0 sont fixées et connues.
Elles restent « n+1 » conditions finales à déterminer, pour cela, on utilise les conditions de
transversalités (obtenues du calcul d’une variation du critère ’’). Dans le cas général, où les
conditions finales tf et X(tf) sont libres, ces conditions s’écrivent
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En remplaçant F(.) par son expression donnée par (III.22) et tenant compte des résultats
obtenu lors du calcul de la première équation de Lagrange pour le calcul de t(.)F  , on

obtient après simplification

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L’équation (III.33) doit être vérifiée à t=tf quelque soient les variations X et t, donc on
déduit
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Chapitre III : Commande optimale

41

La résolution de l’équation (III.34) permet d’obtenir « n » conditions finales Xf et (III.35) une
condition finale tf.

Différents problèmes de commande par-rapport aux conditions finales

Selon la définition des valeurs des conditions finales, on a différents problèmes de
commande optimale
-Si X(tf) est fixé, alors X(tf)=0 alors le premier terme de (III.35) est nul. On a, à déterminer
seulement tf par (III.35),

-Si tf est fixé, alors t=0 à t = tf, alors le deuxième terme de (III.35) est nul. On a, à déterminer
seulement X(tf) par (III.34) :
-Si X(tf) et tf sont fixés, alors X(tf)=0 et t=0 à t = tf, alors les deux termes de (III.35) sont
nuls. On n’a pas de conditions finales à déterminer par (III.35).

Remarques

- Il existe un cas intermédiaire ou une partie des composantes du vecteur X(tf) est fixée et
l’autre est libre, alors on utilise que les équations correspondantes aux termes libre de
(III.35) pour les calculer. Les composantes fixées sont déterminées par les équations d’états

- Dans le cas où X(tf) est fixé, on le détermine par l’équation d’état du système.
-Les conditions aux limites sont nécessaires pour le calcul de la solution optimale (U*(t),
X*(t), *(t)).

- La résolution analytique du système d’équations (III.29)-(III.31) sur [ t0, tf] est impossible
pour les systèmes non linéaires et non stationnaires, alors on utilise la résolution numérique
(méthode de Range-Kutta) assistée par ordinateur.

III.2.1.6) Conditions suffisantes de la commande optimale

La commande optimale obtenue (faible ou local) vérifie seulement les conditions
nécessaires (conditions du premier ordre). Il est possible de déterminer les conditions
suffisantes (conditions du deuxième ordre) pour cette solution optimale, en se référant à la
théorie de calcul des variations. Cette théorie montre que pour que le minimum d’une
fonctionnelle (l’Hamiltonien dans notre cas) soit fort (global) pour U(t)= U*(t) (de même pour
X(t)= X*(t) et (t)= *(t)), il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées

c1) La commande optimale U*(t) satisfait les équations d’E-L, ce qui est vérifié car les
équations (III.29)-(III.31) sont établies à partir de ces dernières.

c2) La seconde dérivée de l’Hamiltonien H (U*(t), X*(t), *(t), t) par-rapport à U(t) soit
positive dans le cas scalaire ou définit positive dans le cas où U(t) est un vecteur, c'est-à-dire
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c3) L’intervalle [t0, tf] n’a pas de points conjugués à t=t0. Cela est vérifié si la seconde
variation du critère 2 est définie positive, on écrit
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c4) Il faut que l’Hamiltonien H(.) soit minimisé le long de la trajectoire optimale (U*(t), X*(t),
*(t)), donc on a

               ft,t,,,t,,, 0tt,ttUtXHttUtXH   (III.38)

Remarque
En pratique, fréquemment, la solution obtenue à partir de la résolution du système

(III.29)-(III.31) est unique et correspond bien à la minimisation du critère d’optimisation
choisi .

III.2.2) Commande optimale d’un système linéaire et non stationnaire avec critère
quadratique

Le modèle d’état d’un système linéaire non stationnaire est

         tUtBtXtAtX  (III.39)

     tXtCtY  (III.40)

La dimension des vecteur des différents vecteurs est définie au § III.1.
On cherche à déterminer un vecteur de commande optimale U*(t) qui minimise le critère
quadratique suivant
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U et U*(t) la commande optimale à calculer et qui minimise le critère 

donné par (III.41).

On suppose les mêmes hypothèses que celles du § III.2.1, avec en plus
h1) G est une matrice constante, symétrique au moins semi-définie positive
h2) Q(t) et P(t) sont des matrices symétriques respectivement au moins semi-définie positive

et définie positive,
h2) Les éléments des matrice A(t), B(t), Q(t) et P(t) sont des fonctions continues sur [t0, tf].

III.2.2.1) Formulation de l’Hamiltonien

On a, d’après (III.28), (III.7), (III.39) et (III.41)
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III.2.2.2) Calcul des équations canoniques et l’équation algébrique
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Les termes indépendants de X(t) s’annulent et en utilisant la propriété
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 (III.45)

En remplaçant H(.) par son expression dans (III.41), l’équation algébrique s’écrit
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
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











Les termes indépendants de U(t) s’annulent et en utilisant la même propriété, on obtient

     0t)t(BtU)t(P2
t()t(

)t(X)t(X
)t(U)t(UT 









 (III.46)

Sachant que P(t) est une matrice définie positive alors, elle est inversible donc, on obtient de

(III.46) l’expression de )t(UBO


     ttBtP
2

1
)t(U T1

BO
  (III.47)

La loi de commande donnée par (III.47) ne dépende pas implicitement du vecteur d’état du
système (ni du vecteur de sortie Y(t)) donc, c’est une commande en boucle ouverte (BO) et
elle dépend du vecteur d’état adjoint optimal *(t). La figure III.1 ci-dessous représente le
système de commande optimale en BO.



A(t)

B(t) C(t)
X(t))t(X

Y(t)
UBO(t)



AT(t)

2Q(t)

-0.5P-1(t)BT(t)
(t))t(-

Système commandé
Système adjoint

Figure III.1 : Système de commande optimale en boucle ouverte.
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Exemple : Calcul d’une commande optimale en BO pour un système linéaire stationnaire
Soit le modèle d’état d’un système linéaire stationnaire :

)t(X
11

11
)t(Y

)t(u
5.0

0
)t(X

84

02
)t(X


































Soit le critère à optimiser, en fonction

   





1

1

1(y

1(y

8

1
)t(u,1YI

Calculer I(X(1), u(t)) :
Des équations de sortie, on déduit que
On remplace y1(1) et y2(1) par leur ex

   







 T 1(X

25.00

05.0
)1(X)t(u,1XI

Calcul de la commande optimale en B

On a  tBP
2

1
)t(U T1

BO
  (équa

On a p=0.5, donc p-1=2 ; 









5.0

0
B , d

Calcul du vecteur d’état adjoint *(t)

On a      T

)t()t(
tAtQX2t




On a d’après l’expression du critère I(

On a 




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




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84

02
A , donc 




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2
AT

La solution de l’équation d’état du sys

Calcul de tAT

e :

On a )A(Ie T
120

tAT

 avec, I2









120
tp

110
tp

pe

pe
2

1

, avec p1=2 et p2=8

Donc , 



 


t8

t2t8t2
tA

e0

)ee(667.0e
e

T

L’expression de la commande optimal
t8

2
**

BO e)0(5.0)t(5.0)t(u  av

Calcul de X(1) vecteur d’état final (en
Puisque X(1) est libre (voir l’énoncé
conditions de transversalité, données
La fonction scalaire (coût) S(X(1)) est

,
 avec X(t)=(x1(t) ; x2(t) )T, Y(t)=(y1(t) ; y2(t) )T,
44

des sorties :
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1
0

01

)1(y)

)1(y)

: y1(t)=- x1(t)+ x2(t) ; y2(t)=-x1(t)+ x2(t) pour 0 t  1
pressions dans I(Y(1), u(t)), on obtient :


1

0

2 dt)t(u5.0)

O en fonction des conditions initiales des co-états :

tion III.78)

onc BT=(0 0.5)

:
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 (équation III.77)

X(1), u(t)), 









00
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Q






8

4

tème adjoint est : )0(e)t( *tA* T

 

matrice identité 0, 1 solution du système d’équations

valeurs propre de la matrice (-AT).






, alors 














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t8
2

t2t8
2

t2
1*

e)0(

)ee)(0(667.0e)0(
)t(

e en BO, en remplaçant les différentes matrices :

ec 2(0) 0

fonction de (0) :
de l’exemple), alors X(1) est calculé, en utilisant les

par l’équation (III.34).
déduite de l’expression de I(X(1), u(t)) et elle s’écrit :

X(0)=(1 ; 0,5 )T et X(1) libre.



Chapitre III : Commande optimale

45

S(X(t))=0.5x1
2(t)+0.5x2

2(t) pour 0 t  1.
En remplaçant, S(X(t)) et (t) par son expression dans (III.34), on obtient:






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)1()1(x

)1()1(x
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
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)0(9.5961

)0(4.1982)0(389.7
)1(X

2

21*

III.2.2.3) Calcul de la commande optimale en boucle fermée

La commande optimale en boucle fermée )t(UBF
 est un retour du vecteur d’état

optimal X*(t) alors il faut exprimer le vecteur d’état adjoint optimal *(t) en fonction du
vecteur d’état optimal X*(t).

En remplaçant )t(UBO
 dans (III.43) et (III.47), on obtient la trajectoire optimale (X*(t), *(t))

qui est composée de l’équation d’état optimal et l’équation d’état adjointe optimale, on a
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(III.48)

On a un système à « 2n » équations différentielles du premier ordre, sa solution est de la
forme
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où,  0X tt,, est la matrice de transition d’état et la matrice d’évolution du système est
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A l’instant t = tf, (III.49) s’écrit
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On peut calculer la trajectoire optimale à t = tf, à partir de n’importe quel instant t[t0, tf),
donc, on écrit
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On peut écrire aussi
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(III.53)

L’instant final « tf » étant fixe et X*(tf) est libre. On a, la fonction coût est fonction seulement
de l’état final X*(tf) et elle s’écrit

  )t(GX)t(X)t(XS fff

T   (III.54)
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Les conditions de transversalités se réduit à l’équation (III.34) et en remplaçant S(X*(tf)) par
son expression (III.54) dans (III.34), on obtient

0)t()t(GX2 ff   (III.55)

On déduit que

)t(GX2)t( ff
  (III.56)

En remplaçant (III.56) dans (III.53), on a
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et on remplace (III.57) dans (III.58), donne
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Dans le cas (c’est toujours vérifié) où
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On peut écrire donc,
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Soit

      ttttG2tt)t(R2 f
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On peut écrire

     f0 t,tttX)t(R2t   , (III.63)

En remplaçant (III.63) dans (III.47), on obtient la commande optimale en boucle fermée (BF)

)t(UBF


     tX)t(RtBtP)t(U T1
BF

  (III.64)

soit,

    )t(RtBtP)t(K T1 (III.65)

d’où,

 tX)t(K)t(UBF
  (III.66)
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La commande optimale en BF, donnée par (III.66) est un retour d’état avec une matrice de
gain « K(t) » dynamique. Le calcul de cette dernière nécessite celui de la matrice variable
« R(t) ».

III.2.2.4) Calcul de la matrice R(t) solution de l’équation de Riccati

Le calcul de R(t) à partir de (III.62), c'est-à-dire à partir de la matrice de transition est
difficile alors, le calcul se fait à partir dd l’équation non linéaire et non stationnaire de Riccati.
La formulation de cette dernière est comme suit
- On dérive (III.63) par-rapport au temps, on obtient

     tX)t(R2tX)t(R2t    (III.67)

On remplace )t(X , donnés par (III.48) dans (III.67) et )t( donné par (III.63), on a

               t]X)t(RtBtPtB)t(RtA)t(R)t(R[2t]X)t(RtAtQ[2 T1T   

On peut l’écrire sous la forme suivante

              0t]XtQ)t(RtBtPtB)t(R)t(RtAtA)t(R)t(R[2 T1T   (III.67)

L’équation (III.67) doit être vérifiée (satisfaite) t[t0, tf]. Le vecteur d’état optimal X*(t) est
supposé non trivial (c'est-à-dire non nul t[t0, tf]). Alors on déduit que

           tQ)t(RtBtPtB)t(R)t(RtAtA)t(R)t(R T1T   (III.68)

C’est l’équation de Riccati où sa solution est la matrice symétrique R(t). Le calcul de cette

dernière permet de déduire la commande optimale en BF )t(UBF
 , donnée par (III.64)et donc la

trajectoire optimale par la résolution de l’équation

         )t(X)t(RtBtPtBtA)t(X T1   (III.69)

La résolution des équations (III.68) et (III.69) nécessite l’utilisation des méthodes
d’intégration numérique (exemple Range-Kutta) assistée par ordinateur. Car toutes les
matrices sont variables par-rapport au temps.
Le système de commande optimale en boucle fermée est représenté par la figure III.2 ci-
dessous

Conditions aux limites de l’équation de Riccati
Les conditions aux limites de l’équation de Riccati s’obtiennent par identification des

membres des équations (III.56) et (III.63) pour t = tf et on obtient



A(t)

B(t) C(t)
X(t))t(X Y(t)UBF(t)

-P-1(t)BT(t)

Système commandé
Equation de Riccati

Figure III.2 : Système de commande optimale en boucle fermée d’un système linéaire
non stationnaire.

           tQ)t(RtBtPtB)t(R)t(RtAtA)t(R)t(R T1T  



R(t)
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  GtR f  (III.70)

III.2.2.5) Conditions suffisantes de la commande optimale

- La première condition du § III.2.1.5 est vérifiée.
- La deuxième condition est
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

(III.71)

Puisque la matrice P(t) est définie positive alors le Hessien de H(.) ( UUH T2  ) est défini

positif donc, la commande optimale en BF )t(UBF
 est le minimum de H(.) et donc du critère

.

III.2.3) Commande optimale d’un système linéaire stationnaire avec critère
Quadratique

On considère dans ce paragraphe un système linéaire stationnaire qui représente le
modèle utilisé pour la synthèse de commande optimale des systèmes physiques, au voisinage
du point de fonctionnement. On étudie deux cas commande à horizon finis puis à horizon
infini.

III.2.3.1) Cas d’un horizon de commande fini

Le modèle d’état d’un système linéaire stationnaire est

     tBUtAXtX  (III.72)

   tCXtY  (III.73)

La dimension des vecteur des différents vecteurs est définie au § III.2.2
On cherche à déterminer un vecteur de commande optimale U*(t) qui minimise le critère
quadratique suivant

        
f

0

t

t

TT
ff

T dt)tPUtUtQXtX()t(GX)t(X (III.74)

avec
h1) G et Q sont des matrices constantes, symétriques et au moins semi-définies positives,
h2) P est une matrice constante, symétrique et définie positive,
h2) Les éléments des matrice A(t), B(t), Q(t) et P(t) sont des fonctions continues sur [t0, tf].

On procède de la même manière que le cas d’un système linéaire et non stationnaire
étudié au § III.2.2, on obtient
-Le Hamiltonien

                     tBUtAXttPUtUtQXtXt,t,tU,tXH TTT  (III.75)
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- Les équations canoniques

     
)t()t(
)t(X)t(X
)t(U)t(U

)t(X)t(X
tBUtAXtX














 (III.76)

     
)t()t(
)t(X)t(X
)t(U)t(UT

)t()t(
tAtQX2t














 (III.77)

-La commande optimale en BO

 tBP
2

1
)t(U T1

BO
  (III.78)

En remplaçant )t(UBO
 dans (III.76), on obtient la trajectoire optimale (X*(t), *(t))

 
 

 
  





































 







t

tX

AQ2

BBP5.0A

t

tX
T

T1




(III.79)

La solution de (III.79) est de la forme

 
 

 
 
  
























 







0

0
0,X

t

tX
t-t

t

tX



(III.80)

où,  0,X t-t est la matrice de transition d’état.

On peut calculer  0,X t-t , en utilisant la transformation de Laplace

    1

n2X WpIp 

  , (III.81)

avec « p » opérateur de Laplace, I2n matrice identité de dimension 2n et W matrice
d’évolution, tel que



















T

T1

AQ2

BBP5.0A
W (III.82)

Donc

    )WpI(Ltt 1

n2
1

0X


  , (III.83)

L’expression d vecteur d’état adjoint en fonction du vecteur l’état est

     f0 t,tttX)t(R2t   , (III.84)

où R(t) est une matrice dynamique et symétrique qui est la solution de l’équation de Riccati à
coefficients constants

Q)t(RBBP)t(R)t(RAA)t(R)t(R T1T   (III.85)

avec la condition finale donnée par la relation (III.70).
- La loi de commande optimale en BF est
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 tX)t(RBP)t(U T1
BF

  (III.86)

soit,

)t(RBP)t(K T1 (III.87)
d’où,

 tX)t(K)t(UBF
  (III.88)

Le système de commande en BF à horizon fini d’un système linéaire stationnaire est
représenté par la figure III.3.

La commande optimale en BF, donnée par (III.66) est un retour d’état dynamique avec
une matrice de gain « K(t) » variable. Le calcul de cette dernière nécessite celui de la matrice
variable « R(t) ». Les méthodes d’intégration numérique sont les mieux adaptées, en
particulier pour les systèmes de dimension importante.
La trajectoire optimale en BF est calculée par l’équation suivante

  )t(X)t(RBBPA)t(X T1   (III.89)

III.2.3.2) Cas d’un horizon de commande infini

Puisque l’horizon de commande est infini (c'est-à-dire tf est infini) alors, le terme
représenté par la fonction coût est nul et l’instant initial t0 est considéré nul par rapport à tf qui
est infini. Donc, le critère d’optimisation s’écrit

       



0

TT dt)tPUtUtQXtX( (III.90)

avec les mêmes hypothèses sur les matrice P et Q que celles du § III.2.3.2 et en plus, il faut
que le système soit
- Commandable, c'est-à-dire

  nBA...,,BA,AB,B 1n2 Rang (III.91)

- Stable, donc les valeurs propres de la matrice A du système sont à partie réelle strictement
négative.

En remplaçant *(t) et UBF
* (t) par leur expression dans la relation de H(.), on obtient

          

   tX)t(RtX

tX]Q)t(RBBP)t(R)t(RAA)t(R[tXtt,tU,tXH

T

T1TT











,
(III.92)

au régime établi, c'est-à-dire à l’horizon infini l’énergie totale du système s’annule, donc



A

B C
X(t))t(X Y(t)UBF(t)

-P-1BT

Système commandé
Equation de Riccati

Figure III.3: Système de commande optimale en boucle fermée à horizon fini d’un système
linéaire stationnaire.

Q)t(RBBP)t(R)t(RAA)t(R)t(R T1T  



R(t)
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           0tX)t(RtXtt,tU,tXH T   , (III.93)

Puisque le vecteur d’état optimal X*(t) n’est pas trivial (identiquement nul), alors

0)t(R  (III.94)

Donc, la matrice R est constante et l’équation de Riccati n’est plus un système d’équation
différentielle, mais un système d’équations algébrique non linéaire qui s’écrit

0QRBBPRRAAR 0
T1

00
T

0   (III.95)

La commande optimale en BF est un retour d’état statique optimal, c’est-à-dire à gains
constants

 tKX)t(UBF
  (III.96)

avec

0
T1 RBPK  (III.97)

Cette loi de commande est simple à mettre en œuvre car les gains de retour sont calculés une
seule fois (des constantes), donc le temps de calcul est réduit.

Le système de commande en BF à horizon infini d’un système linéaire stationnaire est
représenté par la figure III.4.

Le calcul de UBF
* (t) nécessite le calcul du vecteur d’état optimal X* (t), par l’équation d’état

en BF

  )t(XRBBPA)t(X 0
T1   (III.98)

La matrice système (d’état) en boucle fermée est :

0
T1*

BF RBBPABKAA  (III.99)

Exemple : Calcul d’une commande optimale en BF à horizon infini avec critère
quadratique pour un système linéaire stationnaire

Soit le modèle d’état d’un système linéaire stationnaire :

















)t(x)t(x)t(y

)t(x)t(y

)t(u6)t(x9)t(x

)t(x3)t(x6)t(x

212

21

22

211





, Le critère à optimiser est 



0

2 dt)t(u))t(u(I



A

B C
X(t))t(X Y(t)UBF(t)

-P-1BT

Système commandé
Equation algébrique de Riccati

Figure III.4: Système de commande optimale en boucle fermée à horizon infini d’un
système linéaire stationnaire.

0Q)t(RBBP)t(R)t(RAA)t(R T1T  



R0
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Les objectifs est de calculer la matrice d’état en BF ABF, l’expression de la commande en BF

uBF(t).

La commande optimale en BF est donnée par les expressions (III.96)-(III.97) :

UBF(t)=-p-1BTR0X
*(t), R0 solution de l’équation algébrique de Riccati (III.95) et K=p-1BTR0

vecteur des gains optimal du retour d’état.

On a 

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
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R

L’expression (III.95) s’écrit : 




















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00

R12R6R2RR12R5R

RR12R5RR12R4
2
3323221

322121

Le système d’équations à résoudre d’inconnus (R1, R2, R3) s’écrit :















0R6R3R

0RR12R5R

0R12R4

2
332

3221

21

, Les quatre solutions sont :











00

00
R solution nulle (triviale) qui donne uBF(t)=0, donc rejetée.













5.00

00
R , on a deux mineurs principaux R1=0 et 0)Rdet(  , donc solution astable















3/53/5

3/53/25
R , on a, le mineur principal R1=-25/3 >0. Donc la matrice R  est

définie négative, alors cette solution est rejetée.















3/13/1

3/13/1
R )'4( , on a, le mineur principal R1=-1/3 >0. Donc la matrice R(4’) est

définie négative, alors cette solution est rejetée.

La solution retenue est la solution astable 











5.00

00
R .

- Calcul du vecteur des gains optimals, donné par l’équation (III.97), K=p-1BTR0 = [0 3].

- L’expression de la commande en BF est : uBF(t)=-3x*
2(t).

- La matrice d’état en boucle fermée, donnée par l’équation (III.99) :















270

36
BKAA*

BF

Les pôles en BF, déduit par l’équation caractéristique de A*
BF, sont : p1=-6 et p2=-27, donc le

système en BF est stable.
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III.3) Conclusion
La commande optimale présentée dans ce chapitre est simple, car sa mise en œuvre

est immédiate, en particulier, celle avec critère quadratique à horizon infini. Le cas à horizon
fini, la résolution de l’équation de « Riccati » nécessite l’intégration à rebours (de l’instant
final à l’instant initial). Ce dernier cas reste toujours un problème de recherche d’actualité.

Nous pouvons utiliser un critère qui dépend de la déviation de l’état par rapport à sa
consigne.

Dans le cas où, on a une certitude que la commande dépasse le domaine admissible, il
est nécessaire d’introduire des contraintes sur cette dernière, de même pour les états du
système. Dans les deux derniers problèmes, le calcul des variations n’est plus valable et il faut
utiliser d’autres théories à savoir la programmation dynamique.
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Le commande par mode de glissement (CMG) est un mode de fonctionnement
particulier des systèmes de commande à structure variable (SCSV) . Ce type de systèmes a été
étudié d’abord en ex-Union Soviétique par Utkin. V.I et Emeljavov. S.V. Par la suite, ces
travaux ont été repris ailleurs, soit pour compléter l’étude théorique, soit pour étudier
quelques applications possibles (machines éléctriques, convertisseurs éléctriques,
robotique,…).

L’avantage majeur de la CMG est sa robustesse par rappot aux variations
paramètriques. Son inconvénient, forte sollicitation de l’organe de commande et la nécessité
d’utiliser la grandeur à régler et un certain nombre de ses dérivées, selon l’ordre du système.

IV.1) Différentes configurartions de systèmes de commande à structure variable

Les systèmes de commande à structure variable présentent deux structures de base
différentes : La première change la structure par commutation d’une contre-réaction d’état
variable, tandis que la deuxième configuration change la structure par commutation au niveau
de l’organe de commande.

IV.1.1) Configurartion avec changement de structure par commutation d’une contre-
réaction d’état variable

On représente un SCSV dont le chagement de la structure se fait par commutation
d’une contre-réaction d’état variable par la figure IV.1.

Le système à commander a un signal de commande u(t), un signal de sortie y(t) et un
vecteur d’état xs(t). Ce dernier est mis en contre-réaction soit par le vecteur ligne « -k1

T » ou
« -k2

T » selon la position d’un commutateur. Le signal de commande ucm(t) est appliqué à
l’organe de commande (OC) qui génére le signal de commande u(t).

Le choix de la contre-réaction d’état par « -k1
T » ou « -k2

T » se fait à l’aide de la loi de
commutation « s(xs) » qui est en fonction du vecteur d’état xs(t). On a

 
 









0xspour,xk)t(u

0xspour,xk)t(u
)t(u

ss
T
22cm

ss
T
11cm

cm (IV.1)

Dans certaines conditions, la commutation se fait à une fréquence très élevée (théoriquement
infinie). Le système de commande fonctionne alors en mode de glissement . La dynamique du
système est alors déterminée par la condition

0)x(s s  (IV.2)

SystèmeOrgane de
commande

-k1
T

-k2
T

s(xs)

ucm

ucm1

ucm2

u

xs

y

Figure IV.1 : SCSV avec changement de structure par commutation d’une contre-
réaction d’état variable.
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L’organe de commande reçoit un signal de commande ucm(t) qui commute rapidement
entre deux valeurs ucm1(t) et ucm2(t), ce qui peut provoquer des fortes solicitations de l’OC. Cet
inconvénient rend la mise en œuvre pratique très difficile de cette configuration.

IV.1.2) Configurartion avec changement de structure par commutation au niveau de
l’organe de commande

La deuxième configuration, où le changement de structure se fait par
commutation au niveau de l’organe de commande, est donnée par la figure IV.2.

Dans cette configuration l’OC doit être conçu de sorte que la grandeur de commande u(t) ne
prenne que deux valeurs constantes « umin » ou « umax ». La commutation entre ces deux
valeurs est imposée par la loi de commutation s(xs) selon

 
 









0xspour,u

0xspour,u
)t(u

smin

smax

cm (IV.3)

Dans cette configuration aussi, il est possible que la commutation se fait à une fréquence très
élevée (théoriquement infinie) pour que le système de commande fonctionne en mode de
glissement (MG). En MG, la dynamique du système de commande est donnée par la relation
(IV.2). Cette deuxième configuration est relativement simple à mettre en œuvre en pratique et
elle est à deux positions. C’est cette configuration qui fait l’objet de notre étude

IV.2) Loi de commutation par contre-réaction d’état

La configuration d’un SCSV avec changement de la structure par commutation au
niveau de l’organe de commande, présenté à la figure IV.2, est spécialisée au cas où la loi de
commutation est exprimée par une contre-réaction (retour) d’état. On utilise un modèle d’état
d’un système linéaire stationnaire. On détermine les conditions nécessaires pour que le
système ateint le mode de glissement, On calcul dans ce mode de fonctionnement la
commande équivalnte qui permet de formuler l’équation d’état en MG.

IV.2.1) Configuration avec loi de commutation par contre-réaction d’état

En adoptant le même principe de la commande par retour d’état, on choisit la loi de
commutation suivante :

   twktxk)x(s ws
T
ss  (IV.4)

avec xs(t) est le vecteur d’état du système à commander de dimension « ns» et w(t) signal de
consigne. ks

T est vecteur ligne de dimension « ns» qui contient les coefficients du retour d’état

Système

s(xs)

umax

umin

OC

u

xs

y

Figure IV.2 : SCSV avec changement de structure par commutation au niveau de
l’organe de commande.
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et kw est le coefficient de l’intervention directe du signal de consigne w(t). La configuration
représentant ce système de commande est donnée par la figure IV.3.

Le modèle d’état du système est

)t(vb)t(ub)t(xA)t(x svssss  (IV.5)

)t(xc)t(y s
T
s (IV.6)

où v(t) est la perturbation agissant sur le système à commander.
La loi de commande est donnée par la relation (IV.3). L’existance de la commutation

présente une non-linéarité, tel que

 
 









0xspour,u

0xspour,u
)t(u

smin

smax
(IV.7)

La relation (IV.7) s’écrit sous forme compacte par

 )x(ssgn
2

uu

2

uu
)t(u s

minmaxminmax 



 (IV.8)

où la fonction sgn(s(xs)) est définie par

 
 
 









0xspour,1

0xspour,1
)x(ssgn

s

s

s (IV.9)

IV.2.2) Condition pour l’éxixtance du mode de glissement

Le mode de glissement exsite s’il y a commutation continue entre umax et umin. On
montre ce phénomène à la figure IV.4 pour le cas d’un système à commander du deuxième
ordre à deux variables d’état xs1 et xx2.

On admet d’abord une hystérèse sur la loi de commutation s(xs)=0 (droite en pointillé). Par
conséquent, les commutations ont lieu sur les droites décalées parallèlement de  sh.

Une trajectoire avec u = umax touche au point « a » le seuil de basculement inférieur.
Si avec u = umin, la trajectoire est orientée vers l’intérieur de la zone de l’hystérèse, elle touche
au point « b » le seuil de basculement supérieur où a lieu une commutation sur u = umax. Si la
trajectoire est de nouveau orientée vers l’intérieur elle touche au point « c » le seuil de

Système

s(xs)

OC

u

xs

y

Figure IV.3 : Configuration avec loi de commutation par reour d’état.

v

ks
Tw kw

-
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basculement inferieur et ainsi de suite. Il y a donc un mouvement continu à l’intérieur de la
zone de l’hystérèse. Ce mouvement s’approche du régime stationnaire dans une certaine zone,
où des commutations continues existent. La fréquence de la commutation est finie.

Pour une étude analytique, on suppose une hystérése infiniment petite. La trajectoire
glisse alors le long de la droite s(xs)=0 avec une fréquence de commutation infiniment élevée,
ce qui représente le phénomène du mode de glissement. Dans un tel cas, la loi de
commutation fait un mouvement infiniment petit au tour de

    0twktxk)x(s ws
T
ss  (IV.10)

L’etude de l’existence du mode de glissement avec cette manière n’est pas très
pratique. On introduit au paragraphe suivant la commande équivalente qui donne un caractère
simple à l’étude du phénomène du mode de glissement.

IV.2.3) Commande équivalente

Lorsque le SCSV fonctionne en mode de glissement, la loi de commutation respecte
toujours la condition (IV.10). Par conséquent, sa dérivée par rapport au temps doit aussi être
nulle, c’est-à-dire

0)x(s s  (IV.11)

En tenant compte de la loi de commutation donnée par (IV.4) et de l’équation d’état
(IV.5), la condition (IV.11) s’écrit

      0)t(wk)t(vb)t(ub)t(xAktwktxk)x(s wvsss
T
sws

T
ss   (IV.12)

Afin que (IV.12) soit vérifiée quelque soit l’instant considéré, il faut que le signal de
commande soit égale à la commande équivalente

  )t(wk
bk

1
)t(vb)t(xAk

bk

1
)t(u w

s
T
s

svss
T
s

s
T
s

eq
 (IV.13)

avec la condition intrinsèque d’existance du mode de glissement

0bk s
T
s  (IV.14)

s(xs) = 0

sh’
xs2

Figure IV.4 : Comutation sur la surface de glissement s(xs).

xs1

sh’

u = umin

u = umax
umin

umax

u

s(xs)

a

b c
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La commande équivalente peut être interprétée comme étant la valeur moyenne que peut
prendre le signal de commande lors de la commutation rapide entre umax et umin, comme il est
représenté à la figure IV.5. Une condition d’existance du mode de glissement est

maxeqmin uuu  (IV.15)

IV.2.4) Equation d’état en mode de glissement

Lorsequ’on remplace dans l’équation d’état (IV.5) u(t) par ueq(t) donnée par (IV.13), on
obtient après calcul l’équation d’état en mode de glissement

)t(wb)t(vb)t(Ax)t(x *
ws

*
svss


  (IV.16)

avec

s
T
ss

s
T
s

*
s Akb

bk

1
1A 








 (IV.17)

sv
T
ss

s
T
s

*
sv bkb

bk

1
1b 








 (IV.18)

s

s
T
s

w*
ws b

bk

k
b  (IV.19)

Remarque
-La matrice système en mode de glissement As

* est singulière et possède une valeur propre en
p=0, à cause des variables d’état présentent une dépendance linéaire à cause de la condition
(IV.10).

- Le « 1 » dans les relations (IV.18)-(IV.20) et dans les expressions matricielles qui sont
utilisées dans la suite du cours, est la matrice identitée de dimension convenable.

IV.2.5) Solution de l’équation d’état en mode de glissement

Pour trouver la solution de l’équation d’état en mode de glissement, on suppose que les
grandeurs de consigne w(t) et de perturbation v(t) soient constantes. Alors, on a 0)t(w  . En

u(t) ueq(t)

umax

umin

t

Figure IV.5 : Commande équivalente ueq(t) comme valeur moyenne lors de la commutation
rapide entre umin et umax.
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tenant compte de la valeur initiale xs(0) du vecteur d’état, et en utilisant la transformation de
Laplace, on trouve

    











p

v
b0xApI)p(x *

svs

1*
sns (IV.20)

On constate que la solution dépend indirectement de la consigne w, à travres xs(0) qui
devrait vérifier la condition (IV10).

Remarque
Le vecteur d’état xs

*(t) en régime établi, ne peut être calculé avec la condition limite
« p = 0 » dans (IV.21), puisque la matrice As

* es singulière mais, on propose une solution
dans la suite du cours.

IV.3) Représentation des phénomènes Transitoires dans le plan d’état

La relation (IV.10) forme un hyperplan appelé plan de commutation, d’ordre « ns-1 »
dans l’espace d’état. Cet hyperplan sépare l’espace d’état en deux parties. Compte tenu des
relations (IV.7) pour la commande, on constate que à gauche de l’hyperplan, on a u = umax et à
droite u = umin.

Le point de fonctionnement suit dans l’espace d’état une trajectoire qui résulte de la
solution de l’équation d’état (IV.5), en remplaçant u(t) par umax ou umin. Lorsque la trajectoire
perce l’hyperplan, la grandeur de commande bascule de umax à umin ou vice-versa. En régime
du mode de glissement, la trajectoire parcourt le plan de commutation lui-même. Si le
système est d’ordre deux (ns = 2), on a une droite de commuation représentée à la figure
(IV.6).

Exemple :Calcul de la commande équivalente par le mode de glissement

On considère un système linéaire monovariable, donné par son éqaution d’état :

)t(x)t(x)t(y

)t(u8)t(x2)t(x

)t(x4)t(x25.0)t(x

21

22

211















u=umin
u=umax

xs1(t)

xs2(t)

S(xs) = 0

Figure IV.6 : Droite de commutation dans le plan d’état.

ueq(t) = umax

ueq(t) =umin
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On désire calculer la commande équivalente par mode de glissement sans régulateur
intégrateur, qui force la sortie du système à suivre un échelon unité, tel que les pôles du
système en BF sont : p*

1=0, p*
1=0.5.

-La matrice système est 













20

425.0
AS , le vecteur d’entrée est 










8

0
bS , le vecteur de

sortie est  11cT
s  .

- Etude de la commandabilité du système :

Matrice de commandabilité :   











168

320
bAbC SSS ; det(C)=-256  0,

Alors, rang(C)=2, dimension du système, donc le système est commandable.
- Calcul de la commande équivalente ueq(t) :
L’expression de ueq(t) est donnée par (IV.13) sans perturbation et signal de consigne

constant, donc v(t)=0 et dw(t)/dt=0, on écrit : )t(xAk
bk

1
)t(u ss

T
sT

s

eq 

- Calcul du vecteur des gains de retour kS : 1T
r

T
s Tkk 

T matrice de transformation cannonique de réglage tel que     s12ss21 baIAbTTT 

ou, I2 mtrice identité de dimension 2, a1 coefficient de l’équation caractèristique du modèle
non transformé, , kr vecteur des gains de retour, calculé sous la forme cannonique de réglage.

- Calcul de T-1 : 









8

0
bT s1 ;   










2

32
baIAT s12s2 , sachant que a1=2.25, déduit de

det(As-pI2).Donc 









28

320
T , alors, 












8/1128/1

032/1
T 1 .

-Calcul de kr :  1kk 1r
T
r  , avec kr1 =1 coefficient de l’équation caractèristique désirée.

L’équation caractèristique désirée : D*(p)=(p-p1*)(p-p2*)=p2+0.5p, donc kr1 =1=0.5

Donc,  15.0kT
r  , alors  8/1128/1Tkk 1T

r
T
s  

- Calcul de vecteur d’état x*(t) en mode de glissement en fonction des condition initiales:

L’équation d’état en mode de glissement est )t(xA)t(x ***  tel que )0(xe)t(x tA* *



- Calcul de A* : 






















4/164/1

44/1
A

bk

bk
IA sT

s

T
s

2
*

- 



















)e1(5.032/)e1(

)e1(8)e1(5.0
AIe

t5.0t5.0

t5.0t5.0
*

120
tA*

Donc, 






























t5.0
2121

t5.0
2121

*
2

*
1*

e))0(x5.032/)0(x()0(x5.032/)0(x

e))0(x8)0(x5.0()0(x8)0(x5.0

)t(x

)t(x
)t(x

Après calcul, on obtient : 1bkT
s  ,  32/7512/1AkT

s 

Donc, t5.0
2121eq e)32/)0(x3512/)0(x3()8/)0(x128/)0(x()t(u 

-L’expression de la sortie en mode de glissement est :
t5.0

2121
*
2

*
1

* e))0(x16/)0(x(5.7)0(x16/)0(x(5.8)t(x)t(x)t(y 

avec 0, 1 calculés de la même
mamnière que l’exemple donné au
chapitre précédent, lors du calcul de
la commande optimale en BO.
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IV.4) Loi de commutation par retour d’état et régulateur intégrateur

La configuration du SCSV, donnée par la figure IV.3 présente un comportement
proportionnel de sorte qu’on obtient une erreur statique en présence d’une grandeur de
perturbation. Il est possible de pallier cet inconvenient, en ajoutant un régulateur intégrateur à
la loi de commutation par retour d’état.

IV.4.1) Configuration avec loi de commutation par retour d’état et régulateur
Intégrateur

La configuration d’un SCSV avec loi de commutation par retour d’état et régulateur
intégrateur est représentée à la figure IV.7. Cette dernière est obtenue, en ajouatant un
régulateur intégrateur d’entrée la différence entre la consigne w(t) et la sortie à régler y(t) du
système. La variable d’état xR(t) du régulateur intégrateur est alors ajoutée dans l’expression
de la loi de commutation, où elle est multipliée par le gain kR. Cette dernière devient donc

   twk)t(xktxk)x,x(s wRRs
T
sRs  (IV.21)

IV.4.2) Equation d’état du système glogal

Le vecteur d’état x(t) du système global (système à commander et régulateur
intégrateur) de dimension « ns+1 », est composé de l’état du système à commander xs(t) et
celui du régulateur intégrateur xR(t)











)t(x

)t(x
)t(x

R

s
(IV.22)

La loi de commutation s’écrit alors, sous forme compacte

   twktxk)x(s w
T  (IV.23)

avec le vecteur ligne des gains du retour d’état

Système

s(xs)

OC

u

xs

y

Figure IV.7 : Configuration avec loi de commutation par reour d’état et
régulateur intégrateur.
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 R
T
s

T kkk  (IV.24)

En tenant compte de l’équation de sortie (IV.6), l’équation d’état du régulateur intégrteur
s’écrit :

     )t(xc)t(w
T

1
)t(xc)t(w

T

1
)t(y)t(w

T

1
)t(x T

i

s
T
s

ii

R  (IV.25)

où Ti est la constatnte de temps de l’intégration et le vecteur ligne de sortie est

 0cc T
s

T  (IV.26)

L’équation d’état du système global est composée des équations (IV.5) et (IV.25) et elle
s’écrit sous forme compacte

)t(wb)t(vb)t(bu)t(Ax)t(x wv  (IV.27)

avec
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1
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b
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0

b
b;0c

T

1
0A

A (IV.28)

La loi de commande (IV.8) devient

 )x(ssgn
2

uu

2

uu
)t(u minmaxminmax 




 (IV.29)

avec la fonction sgn(.) est donnée par (IV.9).

IV.4.3) Commande équivalente

En mode de glissement, la trajectoire d’état suit le plan de commutation définie par la
relation s(x) = 0 et la dérivé de cette relation s’anulle aussi. Des équations (IV.23) et (IV.27),
on obtient la relation

   

    0twk)t(wb)t(vb)t(bu)t(Axk

twktxk)x(s

wwv
T

w
T









On déduit alors, l’expression de la commande équivalente

  )t(wk
bk

1
)t(wk)t(vb)t(Axk

bk

1
)t(u wTwv

T

Teq
 (IV.31)

avec la condition d’existance du mode de glissement

0bkT  (IV.32)

ainsi que la condition (IV.16).

(IV.30
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IV.4.4) Equation d’état en mode de glissement

On obtient l’équation d’état en mode de glissement, en remplaçant (IV.31) dans (IV.26),
on obtient

)t(wb)t(wb)t(vb)t(xA)t(x *
w

*
w

*
v

** 
 (IV.33)

avec

Abk
bk

1
1A T

T

*




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
 (IV.34)
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
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
 (IV.35)

w
T

T

*
w bbk

bk

1
1b 








 (IV.36)

b
bk

k
b

T

w*
w  (IV.37)

avec la matrice système en mode de glissement A* est singulière.

IV.5) Imposition des pôles en mode de glissement

Le calcul des gains du retour d’état est effecctué par la méthode d’imposition des
pôles. Cette méthode nécessite la forme cannonique de l’équation d’état en mode de
glissement. Le gain d’intervention direct de la consigne est déterminé, en considérant le
régime stationnaire ainsi que la constante d’intégration lorsque, on utilise un régulateur
intégrateur.

IV.5.1) Invariance du mode de glissement par rapport à une transformation linéaire

Le mode de glissement est invariant par rapport à une transformation linéaire, en
particulier la commande équivalente ainsi que les pôles. Ceci est montré dans les sections
suivantes.

IV.5.1.1) Transformation linéaire de l’équation d’état

La transformation linéaire du vecteur d’état x(t) est

)t(Tx)t(x t  (IV.38)

Le vecteur d’état transformé xt(t) a la même dimension que x(t), c'est-à-dire « n ». La matrice
de transformation T doit être carrée est régulière.

Lorsqu’on remplace dans l’équation d’état (IV.27) x(t) par T-1xt(t), on obtient après
calcul

)t(wb)t(vb)t(ub)t(xA)t(x wtvttttt  (IV.39)

avec

1
t TATA  ; Tbbt  ; vvt Tbb  ; wwt Tbb  (IV.40)

La loi de commutation (IV.23) devient
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   twktxk)x(s wt
T
tt  (IV.41)

avec

1TT
t Tkk  (IV.42)

IV.5.1.2) Commande équivalente du système transformé

Aux paragraphes précédents, on a en mode de glissements s(x(t)=0 aussi   0)t(xs  ,

on a pour le système transformé, par analogie

   

    0twk)t(wb)t(vb)t(ub)t(xAk

twktxk)x(s

wwtvtttt
T
t

wt
T
tt









On déduit alors l’expression de la commande équivalente

  )t(wk
bk

1
)t(wk)t(vb)t(xAk

bk

1
)t(u w

t
T
t

wtvttt
T
t

t
T
t

eq
 (IV.44)

En mode de glissement ueq(t) doit respectée la condition (IV.16).

IV.5.1.3) Invariance de la commnde équivalente par rapport à la transformation linéaire

On montre dans ce paragraphe l’invariance de la commande équivalente ueq(t) par
rapport à la transformation linéaire, en vérifiant l’invarience des termes de ueq(t) avant et
aprée la transformation.

bkTbTkbk T1T
t

T
t   (IV.45)

)t(Axk)t(TxTATTk)t(xAk T11T
ttt

T
t   (IV.46)

)t(vbk)t(vTbTk)t(vbk v
T

v
1T

vt
T
t   (IV.47)

)t(wbk)t(wTbTk)t(wbk w
T

w
1T

wt
T
t   (IV.48)

En remplaçant les relations (IV.45)-(IV.48) dans (IV.44), on obtient (IV.31). Donc, la
commande équivalente est invariante par rapport à la transformation linéaire alors, de même
pour le domaîne du mode de glissement.

IV.5.1.4) Equation d’état en mode de glissement du système transformé

En remplaçant ueq(t) donnée par (IV.44) dans (IV.39), on obtient l’équation l’état du
système transformé en mode de glissement

)t(wb)t(wb)t(vb)t(xA)t(x *
tw

*
wt

*
vtt

*
t

*
t


 (IV.49)

avec

ttt

t
T
t

*
t Akb

bk

1
1A 








 (IV.50)
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
 (IV.51)

(IV.43
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wt
T
tt

t
T
t

*
wt bkb

bk

1
1b 








 (IV.52)

t

t
T
t

w*
tw b

bk

k
b  (IV.53)

IV.5.1.5) Invariance des pôles par rapport à la transformation linéaire

Afin de vérifier l’invariance des pôles, il suffit de vérifier l’invariace de l’équation
caratéristique de la matrice d’état (IV.50), on a

1*11T

T

11T

1T

1*
t

TTATATTbk
bk

1
1T

TATTTbk
TbTk

1
TTA





























où A* est la matrice du système avant la transformation, donnée par (IV.34).
Les pôles du système transformé, c’est les valeurs propre de la matrice At

* , ils sont
donnés par l’équation caractéristique

 
   

 *
n

1*
n

*
n

1*1*
t.n

ApIdet

TdetApIdetTdet)TApITdet(

TTApTTdet)ApIdet(










Sachant que detT=1/detT-1.
Donc, les valeur propre de la matrice At

* du système transformé sont les même que la
matrice A* du système avant la transformation, c'est-à-dire les pôles sont invariant par rapport
à la transformation linéaire.

IV.5.2) Détermination des coefficients de retour d’état en utilisant la forme canonique de
Commande

On a montré à la section précédente, l’invariance des pôles par rapport à la
transformation linéaire. La détermination des coefficients du retour donnés par le vecteur
ligne kT, d’état par la méthode d’imposition de pôles, on peut choisir une forme quelconque
de l’équation d’état. Or, la forme la plus simple pour la méthode d’imposition de pôles, est la
forme canonique de commande.

IV.5.2.1) Forme canonique de commande

L’équation caractéristique du système en mode de glissement est

0p....ppp)ApIdet()p(D 01
2n

2n
1n

1n
n*

n  



 (IV.56)

avec la matrice A* est donnée par (IV.35).
Soient pi pour i = 1,…,n, les pôles inposés (choisis) alors, le polynôme imposé est

    n21
* pp...pppp)p(D  (IV.57)

(IV.54

(IV.55
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On obtient les coefficient i pour i = 1,…,n à partir des n pôles imposés, par identification des
coefficient des pôlynome (IV.56) et (IV.57) (ou à l’aide du théorème de Viète, ou en utilisant
l’alagorithme de Leverrier spécialisé).

On utilise la forme cannonique de commande Ac et bc de la matrice A et le vecteur b
respectivement et ils sont donnés par
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
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

1

0

0

0

bc  (IV.58)

les coefficient ai pour i = 1,…,n sont les coefficients de l’quation caractéristique du système
original (avant transformation), sachant que A et b sont donnés par (IV.28).

IV.5.2.2) Détermination du vecteur ligne des gains de retour d’état de la forme
canonique de commande

On determine le vecteur des gains de retour d’état, en utilisant la forme cannonique de
commande, dont le vecteur ligne est exprimé par

 cn2c1c
T
c kkkk  (IV.59)

Dans l’expresion (IV.35) de la matrice A* , on a besoin des termes kc
Tbc et bckc

T, compte tenu
de (IV.58), on obtient

cnc
T
c kbk  (IV.60)

et
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(IV.61)

On obtient après calcul
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(IV.62)

avec

cn

ci
ci

k

k
 , pour i = 1, …, n (IV.63)
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On obtient l’expression de la matrice Ac
* du système en mode de glissement, sous forme

cannonique
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IV.64)

On constate que la matrice Ac
* est singulière (première colonne identiquement nulle), de

même pour A* . On formule aussi la forme cannonique de Ac
* , en utilisant les coefficients de

l’équation caractéristique (IV.56) donc, on écrit
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(IV.65)

Par identification des éléments de la dernière ligne entre (IV.64) et (IV.65), on obtient

00  (IV.66)

1-n...,1,i  ,ii (IV.67)

On déduit de (IV.63)

i-n1,...,ipour  ,kkk cnicncici (IV.68)

Le coefficient kcn est choisie librement et les coefficients i sont en fonction des pôles
imposés.

Selon le théorème de Viète le coefficient 0 de l’équation caractéristique est en
fonction des pôles imposé

  n21

n

0 p...pp1 (IV.69)

L’équation (IV.66) et compte tenu de (IV.69), implique qu’on doit imposé un pôle à l’origine
(exemple pn = 0).

IV.5.2.3) Vecteur ligne des gains de retour d’état de la forme canonique de commande

On déduit le veteur ligne des gains de retour d’état du système original à commander,
à partir du vcteur calculé au paragraphe précédent, système sous forme cannonique. On a la
relation

)t(xT)t(x cc  (IV.70)

avec Tc La matrice de transformation cannonique. On peut écrire

)t(xk)t(xTk)t(xk T
c

T
cc

T
c  (IV.71)
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On déduit de (IV.71) par identification, le vecteur ligne kT des gains de retour d’état du
système original

c
T
c

T Tkk  (IV.72)

On constate qu’il n’est pas nécessaire de transformer le système original sous la forme
cannonique de réglage. Il suffit de disposer de la matrice de transformation cannnonique Tc et
des éléments du vecteur kc

T qui dépendent de l’équation caratéristique imposée.

IV.5.3) Détermination des coéfficients de retour d’état sans l’utilisation de la forme
canonique de commande

Dans cette section, on détermine la matrice de transformation cannonique de
commande Tc , nécessaire pour le calcul du vecteur ligne des gains du système original.

IV.5.3.1) Détermination de la matrice de la transformation canonique de commande

La matrice Tc transforme la matrice A et le vecteur b du système original avec
régulateur intégrateur donnés par (IV.28).
Selon la relation générale (IV.42) d’une transformation, on écrit

bTb;ATTA ccccc  (IV.73)

On décopmose la matrice de transformation Tc en ses lignes selon























T
n

T
2

T
1

c

t

t

t

T


(IV.74)

En utilisant la forme cannonique de commande donnée par (IV.58) et la première relation de
(IV.73), on écrit
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(IV.75)

après calcul on obtient le système d’équation
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Attatata T
n

T
n1n

T
21

T
10   (IV.77)

L’équation (IV.77) est linéairement dépendante des équations du système (IV.76), donc elle
est en plus.
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La deuxième relation de (IV.73) donne
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après calcul et tenant compte de (IV.76), on obtient
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On peut réunir le système (IV.79) sous forme matricielle comme suit

   10000bAbAAbbt 1n2nT
1  (IV.80)

Dans la relation (IV.80), on repére la matrice de commabdabilité

 bAbAAbbC 1n2n   (IV.81)

Donc, la première ligne de la matrice de transformation cannonique Tc est donnée par

  1T
1 C1000t   (IV.82)

Le reste des ligne de Tc sont calculées par (IV.76), avec la condition que le système soit
commandable, c'est-à-dire

0Cdet  (IV.83)

IV.5.3.2) Relation finale pour la détermination du vecteur ligne des coefficients de
retour d’état

Afin d’éviter l’inversion de la matrice de commandabilité C dans (IV.82), on
utilise (IV.80) pour calculer le vecteur ligne t1

T. On obtient après dévelopement de (IV.80) un
système déquations linéaires d’inconnus les composantes de ce vecteur. La matrice de
transformation Tc de dimension nn, devient sachant que t1

T est calculé et tenant compte de
(IV.79)
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Le vecteur ligne kc
T s’écrit, en tenant compte de (IV.59) et (IV.63)
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Le vecteur T contient les coefficients de l’équation caractéristique imposée (désirée).
On obtient l’expression du vecteur ligne kT du système original

  c
T

cn
T T1kk  (IV.87)

IV.5.3.3) Considération concernant le choix des pôles

Au paragraphe IV.5.2.2, on a constaté qu’un des n pôles du système doit être choisi
nul (exemple pn=0), car la matrice A* est singulière. Les n-1 pôles restants doivent être choisis
à partie réelle négative pour garantir la stabilité. Un choix judicieux est de choisir des pôles
complexes conjugués avec partie réelle égale à la partie imaginaire. On obtient un
amortissement relatif optimal. De plus, il faut garantir un amortissement absolu minimal,
c'est-à-dire, la partie réelle est à gauche d’une droite de valeur minimale négative. Dans le cas
où on a plusieurs pôles, on les choisis sur la même vertical, c'est-à-dire ils ont la même partie
réelle négative (voir figure IV.8 ci-dessous).

IV.6) Conclusion

La commande par mode de glissement est très robuste, car une fois le système atteint
ce mode est reste, sa dynamique est définie par la surface de glissement, donc sa dynamique
est indépendante des paramètres variables. Mais à condition d’ajouter un terme avec la
commande équivalente qui dépend du signe de la surface de commutation.

Les limites de la commande par mode de glissement sont montrées, en considérant les
termes de variations paramétriques dans le modèle utilisé du système. En réalité, ce qui est
important c’est la borgnitude de ces variations paramétriques qui apparait dans l’expression
de la commande.

Le phénomène de réticence (chattring en anglais) est atténué ou éliminé pour de faible
variations paramétriques en remplaçant la fonction discontinue (sgn(.)) avec un terme continu.

(IV.85

-min
pn

p1, …, pn-1

Re

Im

Figure IV.8 : Imposition des pôles.
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Le support de cours présenté, est outils pour les étudiants de génie électrique
nécessitant la compréhension de concepts d’asservissement et le calcul d’une classe de
commande avancée à savoir, la commande adaptative, la commande optimale et la commande
par mode de glissement.

La modélisation est une étape nécessaire pour la commande des systèmes. La
validation de ce dernier est impérative avant le calcul de la loi de commande. Le choix du
modèle utilisé dans la synthèse (modèle de calcul) nous simplifie les calculs et nous assure
dans notre démarche. Le signal de commande n’alimente jamais l’actionneur car les niveaux
d’énergie et même leur nature dans certains cas sont différents. Donc, le pré-actionneur est
nécessaire dans les tâches de commande des systèmes. L’utilisation d’un vocabulaire correct
est précis en automatique et en particulier en commande des systèmes est de rigueur.

La commande adaptative apporte une solution à la commande des systèmes à
paramètres variables ou inconnus. En général, dans le premier cas, on utilise la commande
directe et dans le deuxième cas la commande indirecte. Cette commande peut être utilisée
pour la diagnostique des défauts, en ajoutant un algorithme qui exprime les paramètres
physiques du système, en fonction de ceux du modèle utilisé et on complète aussi avec un
autre algorithme qui compare la valeur des paramètres entre les instants de calcul. Si pendant
une longue période les paramètres varient d’une manière incohérente, on peut diagnostiquer le
défaut. On peut aussi utiliser des algorithmes d’adaptation paramétrique du type moindres
carrées récursifs simples ou étendue pour comparer les performances avec celui du gradient,
ou si ce dernier présente des performances insuffisantes.

La commande optimale présentée dans ce document est simple car sa mise en œuvre
est immédiate, en particulier, celle avec critère quadratique à horizon infini. Le cas à horizon
fini, la résolution de l’équation de « Riccati » nécessite l’intégration à rebours (de l’instant
final à l’instant initial). Ce dernier cas reste toujours un problème de recherche ouvert. Nous
pouvons utiliser un critère qui dépend de la déviation de l’état par rapport à sa consigne.
Dans le cas où on a une certitude que la commande dépasse le domaine admissible, il est
nécessaire d’introduire des contraintes sur cette dernière. De même pour les états du système.
Dans les deux derniers problèmes, le calcul des variations n’est plus valable et il faut utiliser
d’autres théories à savoir la programmation dynamique.

La commande par mode de glissement est très robuste car une fois le système atteint
ce mode est reste, sa dynamique est définie par la surface de glissement, donc sa dynamique
est indépendante des paramètres variables. Mais à condition d’ajouter un terme avec la
commande équivalente qui dépend du signe de la surface de commutation.

Les limites de la commande par mode de glissement sont montrées, en considérant les
termes de variations paramétriques dans le modèle utilisé du système. En réalité, ce qui est
important c’est la borgnitude de ces variations paramétriques qui apparait dans l’expression
de la commande.

Le phénomène de réticence (chattring en anglais) est atténué ou éliminé pour de faible
variations paramétriques en remplaçant la fonction discontinue (sgn(.)) avec un terme continu.
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