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1

Algébre d’ensembles

1.1 Notations usuelles
Définition

Un ensemble est une collection d’objets rassemblés par une méme propriété

Soit £ un ensemble,on note P (F) I'ensemble des parties de F défini par .

P(E)={X:XcCE}

A=ENA={rcFEetz¢A}

AN\B = {r€eE:xcAetx¢ B}=ANB
AAB = (A\B)U(B\A4)

1.2 Clan

Soit F un ensemble non vide.

Définition

On appelle clan de parties de E' ou anneau de Boole ou encore anneau booléen tout sous

ensemble € de P (F) vérifiant

1 H. Zerouati



1.2. Clan

Cl : ABecC= AUBEeC,
C2 : ABecC= A\ Becl

Exemples
1°) ¢={0,E}
2°) €=P(E)

3°) €= {A = |J 1;, I; est un intervalle de R}
=1

J
Propriétés

Etant donné un clan €, alors

Pl: e

P2: ABeC=ANBecC

P3: AABeC= AABe¢

P4: Toute intersection finie et toute réunion finie d’éléments d’'un clan € est un élément
de €.

En effet
VAee AN AceC=0ccC
VA, B € €, AN B =A\(A\B) = B\ (B\4)
AAB = (AN B) U (B\A)
Algébre
Définition

On appelle algebre de parties de E ou clan unitaire ou anneau de Boole unitaire ou encore

anneau booléen unitaire tout sous ensemble A de P (E) vérifiant
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1.2. Clan

Al : FEe A
A2 : ABe A= A\BcA
A3 : ABeA=AUBecA

Autrement dit une algebre de parties de F est un clan contenant E.

Remarque
La condition A2 est équivalente & la condition A'2
A2:Ace A= Ac A

En effet :

Remarque

Les exemples précédents sont des algébres.

Proposition 1

Tout algebre est un clan. La réciproque est fausse.

Il est évident qu'une algebre est un clan.

Soit F un ensemble ayant une infinité d’éléments et considérons la famille € définie par:

C={ACE:card A < o0}

Il est clair que € est un clan, mais il n’est pas une algébre car E ¢ €.

Proposition 2

Soient E et F' deux ensembles et f : E — F' une application.

Soit Ap une algebre sur F'. L’ensemble

f71 (Ap) = {fil (B):Be€ AF}

est une algebre sur F.
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1.2. Clan

Démonstration

Comme

alors F € f~1 (AF).

Cef"(B)=f"(CrB)

Attention
L’image directe d’un clan (resp. d’une algébre) n’est pas un clan (resp. une algebre).
En effet, il suffit de considérer une application constante d’une famille de parties d’'un
ensemble non vide
Proposition 3
L’intersection d’une famille quelconque d’algébres est une algébre, mais la réunion de deux
algebres n’est pas forcément une algebre
Démonstration

Il est aisé de vérifier que l'intersection de deux algebres vérifie les conditions d’une algébre.

Par ailleurs, soit

E={1,2,3}
et
-Al - {Q)an {1} ) {273}}
-’42 = {(Ban {2}7{173}}

Il est clair que A;et A, sont des algebres, mais

AU Ay = {@,E, {1} ) {2} ) {1’3} ) {273}}

n’est pas une algebre car {1} € Ay, {2} € Ay, mais {1,2} ¢ A; U A,, et par conséquent
A; U A, n’est pas une algebre.
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1.3. Semi-anneau

1.3 Semi-anneau

Définition

On appelle semi-anneau booléen de parties de E toute famille A telle que

1) ABeA=ANBcA

2) A, B e All existe une famille finie (A;),_, . d’¢léments de A

.....

deux a deux disjoins, tels que AN B = |J 4;
i=1
Exemple

A=A{la,b[,a,b € R}; 0 = [a,a|

est un semi-anneau (il n’est pas un clan)
En effet :
Soit A,B cA— A= [al,az[ et B= [bl,bg[

0

ANB = ai, as bl,b2 -
N [ [N [ { [max (a1, by) , min (ag, by)|

1.4 o-clan

On appelle o-clan ou o-anneau booléen de parties de E tout clan possédant en outre la
propriété

An€A n=12.=|]4. €A

n=1
Exemples

1) Tout clan fini est un o-clan
2) P(E)

3) {0, E}

Proposition

Tout o-clan € est stable pour I'intersection dénombrable

Autrement dit
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1.5. o-algebre - Tribu

VneN, A4, €€, =(]A,e¢

n=1
Démonstration
Il suffit de remarquer que
(A =41 - (41— 4,)
n=1 n=1

1.5 o-algébre - Tribu
Définition.

On appelle o-algebre de parties de E tout sous ensemble F de P (E) vérifiant

Tli EeF

T,: AABe F = AN\BeF

T3: Anef, n:1,2,:>UAn€F
n=1

Remarque

1-L’image réciproque d’une g-algebre est une o-algebre.

2-Tout o-algébre de parties de E est une algebre de parties de E. La réciproque est
fausse.

Voici un contre exemple

Soit £ =R

V—o00<a<b< 400, on pose

A= {A:A: U]ai,bi] :m < 400 et Ja;, b Nlaj, b ZQ,W%]}
i=1

Il est clair qu’avec la convention |a, +oo] = Ja, +00[,.A est une algeébre, mais elle n’est

pas une o-algebre.
En effet :

1 0
An:]O,l—ﬁ} € A, mais nL:JlAn:]O,IHZA
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1.6. Algébre engendrée par une famille

1.6 Algébre engendrée par une famille

Etant donné un ensemble E et C une classe de sous ensemble de E. On appelle algebre

engendrée par C, et on note « (C), la plus petite algébre contenant C.

1) Ccal(C)
2) Pour tout algebre A telle que C C A,ona «a(C) C A

Théoréme.

Pour toute classe de sous-ensembles C de FE, il existe une algébre engendrée par C.

Démonstration.

De prime abord, remarquons ’existence au moins d’une o-algébre qui contient C. L’algebre
la plus fine , par exemple. D’aprés la proposition 3, I'intersection de toutes les algébres qui

contiennent C es une algebre. Elle est ’algebre recherchée.

1.7 La o-algébre borélienne

Soit E=RetC={A:A=]a,bl}
On appelle g-algebre borélienne sur R, et on note B, la o-algébre engendrée par C.
Les éléments de Br sont appelés boréliens.

Remarque 1.

Outre les intervalles de la forme ]a, b], la o-algebre borélienne contient les singletons et les

intervalles de la forme

la,b]  [a,?] [a,b] ]—o00,b[ ]—o00,b]  Ja,+oo]

En effet:
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1.8. Classe monotone

Remarque 2 :

Lorsque £ = R" et C = {A : A = [] ]ai, b;]} la o-algebre engendrée par C est appelée
=1
o-algebre borélienne sur R”, et est notée B(R").

Remarque 3 :

Tous les ensembles que 'on sait décrire explicitement sont boréliens. Gréace a 'axiome du
choix, on montre qu’il existe des ensembles non boréliens sans toutefois pouvoir en exhiber

un explicitement.

1.8 Classe monotone
Définition.

On appelle classe monotone sur un ensemble non vide F une famille non vide 9t de sous
ensembles de E telle que :
M; : Pour toute suite croissante (A,) (A, C A,11) d’éléments de 9N, nous avons

limA, = A, €M

n—o0

neN

n=0
M, : Pour toute suite décroissante (Ay), oy (An D Apq1) d’éléments de 901, nous avons

lim A, = () A, € M

n—00 n=0

Exemples.

1) Si E est un ensemble infini dénombrable, alors P(F) est une classe monotone.

2) Tout o-clan est une classe monotone puisqu’il contient toutes les o-réunions et o-intersections.
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1.9. Classe monotone engendrée par un ensemble

Proposition.

Pour qu’une algebre A soit une o-algebre, il faut et il suffit qu’elle soit une classe monotone.

Démonstration.

Remarquons tout d’abord que toute o-algebre est une classe monotone, par conséquent si
l’algébre A est une o-algebre, alors nécessairement elle est une classe monotone.
Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que 'algébre A est une

[o¢]
classe monotone. Montrons que si A, € A , alors |J A, € A.
n=1

m

Soit B,, = |J Ay, alors B,, C By,11, B € A, car A est une algebre, et par hypotheése,
n=1

on a A est une classe monotone, alors

7711_1)11008,71: G B, = GAnEA
m=1 n=1

1.9 Classe monotone engendrée par un ensemble
Définition

Etant donné un ensemble E. On appelle classe monotone engendrée par C, et on note 9t (C),

la plus petite classe monotone contenant C.
MmeEe) =M, Cccwmy
J

Théoréme.

La o-algebre engendrée par une algebre A est identique a la classe monotone engendrée par
A.

Démonstration.

Notons o (A)la o-algébre engendrée par 'algebre A et 901 (A)la classe monotone engendrée
par Palgebre A.
o (A) est une og-algeébre qui contient .4 donc elle est une classe monotone qui contient

A. Comme 9 (A) est la plus petite classe monotone qui contient .4, alors

M(A) C o (A)

9 H. Zerouati



1.9. Classe monotone engendrée par un ensemble

Montrons que

o(A) CM(A)
Comme 2 (A)est une classe monotone, alors il suffit de montrer que M (A) est une
algebre.
Montrons que A € M (A) = A € M(A).
Soit
M={B:BecM(A),BecMm(A))

Il est clair que

M C M (A)

Par ailleurs 90 est une classe monotone qui contient A (démontrer le!), alors

M = M (A)

d’ou le résultat.

Espace mesurable
Définition.

On appelle espace mesurable tout couple (£, €) formé d’un ensemble E et d'un o-clan sur
cet ensemble ; on dira également que les éléments de € sont mesurables.

Lorsque € est une tribu, le couple (£, €) est souvent appelé espace probabilisable.

Exemple

(E,P (F)) est un espace probabilisable quel que soit E.
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2

Mesures positives

2.1 Fonction additive d’ensembles
Définition

On appelle fonction additive d’ensembles toute application p définie sur un clan € et a

valeurs dans un ensemble F' muni d’une loi additive et vérifiant la propriété suivante
pw(AUB)=p(A)+p(B) siANB =10

2.1.1 Fonction o-additive d’ensembles.
Définition.

On appelle fonction o-additive d’ensembles toute application p définie sur un o-clan € et a

valeurs dans un ensemble F' muni d’une loi additive et vérifiant la propriété suivante

N(UAZ) => p(A) ,  SIANA=0Vi#j
=1 =1

2.1.2 Mesures.

On appelle mesure sur un o-clan € toute fonction o-additive d’ensembles & valeurs dans

|—00, +00] ou [—o0, +00[
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2.1. Fonction additive d’ensembles

Remarque.

La valeur —oo ou 400 est exclue des valeurs possibles d’une mesure pour éviter la présence

du cas oo — 0.

Appellation

Une mesure p est dite:
Positive si y est a valeurs dans R,
Positive finie si p est a valeurs dans R, .
Réelle si i est a valeurs dans R.
Complexe si p est a valeurs dans C.
Reéelle généralisée si yu est a valeurs dans R et prend au plus 'une des deux valeurs 400

ou —OoQ.

Exemples

1) Mesure de dénombrement.

p: P(E)— Z

A—p(A) =

card A si card A < 400
+o00 sinon

2) Mesure de Dirac

do: P(E) — {0,1}

1 ia€ A
A 5, (A) :{ Sl a

0 sinon

3) Mesure contractée

Soit i : € — R, une mesure positive sur un clan €.

Définition

Une mesure 4 est dite bornée ou finie si p (E) < +o00. Il revient a dire au méme que I'image
de l'application p est un ensemble borné de R.

Si p(E) =1, on dira que p est une probabilité.

Une mesure p est dite o-finie si, et seulement s'il existe une suite (£,), .y d’ensembles

+o00
mesurables tels que £ = |J E, et u(FE,) < +oo pour tout n.

n=0
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2.1. Fonction additive d’ensembles

Autrement dit

+00
VA €C;3(An)en €C: AC | Anet p(A,) < +ooVn €N

n=0
Les mesures bornées sont o-finies
La mesure de Lebesgue est o-finie
La mesure de Radon est o-finie

La mesure de comptage (dénombrement) est o-finie.

Propriétés de la mesure positive.

Propriété 1 :
S’il existe A € € tel que p(A) < 400, alors u () = 0.
Comme ANQ =0, alors

p(A) =p(AU0) = p(A)+ p(0)

i (A) étant finie, par conséquent

Propriété 2 :
Si A C B, alors u(A) < u(B).
En effet, puisque A C B, alors B = AU (BN A). Les ensembles A et BN A étant

disjoints, alors

u(B) = u(A) + (BN A) (2.1.1)

et comme p est & valeurs dans R, alors (BN A) > 0, il vient P(A) < P(B).
Propriété 3 :
Si AC Bet u(A) < +oo, alors

u(B = A) = u(B) — p(A)

Le résultat découle immédiatement de la relation (2.1.1) et de I’hypotheése pu(A) < +o0.
Propriété 4 : Egalité de Poincaré.

H(AUB) + (AN B) = p(A) + u(B)

13 H. Zerouati



2.1. Fonction additive d’ensembles

En effet, on a:

H(AUB) = p(A) + n(BN\A)

En ajoutant (AN B) aux deux membres de I’équation précédente, on aura

(AU B) + p(AN B) = p(A) + p(BN\A) + n(AN B)

Et comme B est réunion de deux ensembles disjoints B\ A et AN B, alors

p(BN\A) + (AN B) = pu(B)

Par conséquent,

n(AU B) + (AN B) = p(A) + u(B)

Propriété 5 : Inégalité de Boole.

(Ua) <3nm
i=1 i=1
Définissons, tout d’abord, & partir de la suite (4;), une suite (B;), dont les élément sont
deux a deux disjoints.
Soit
Bi=A, By=ANAy, ... B,=A4NAN..NA,_1NA,

On remarque que:

L’application de la définition de la mesure et la propriété 2 donnent le résultat.

Remarque :

L’inégalité de Boole devient une égalité si les ensembles A; sont deux a deux disjoints.

Espace mesuré

On appelle espace mesuré le triplet (£, €, 1) formé d’un ensemble F, d’un o-clan sur cet

ensemble et d’une mesure sur (E,C).
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2.1. Fonction additive d’ensembles

Construction d’'une mesure positive par prolongement.

Dans ce paragraphe, nous répondrons a la question suivante: Etant donné une mesure

positive y sur un clan €, peut-on prolonger cette mesure au o-clan engendré par € 7

Mesure extérieure.

Soit F/ un ensemble non vide. On appelle mesure extérieure sur F toute application 7 de

P (E) dans R, possédant les propriétés suivantes

1) 7(0)=0
2) siAet BeP(E), ACB= 7(A4) <7(B)
pour toute famille dénombrable Aq, As, ... de partie de F,

T <U Az’) <27 (A)
i=0 i=1
Remarque

On remarque qu’une mesure extérieure additive est une mesure positive.
En effet :

On a d’une part

D’autre part, d’apres la 2°¢ hypothése de la mesure extérieure, nous avons
) )

(09 (2
- T(AJST(OOAZ)

=0

Comme 7 est additive, alors

Par conséquent

INNgE

D’ou le résultat.
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2.1. Fonction additive d’ensembles

Proposition (P)

Soit € un clan sur un ensemble non vide F et p une mesure positive sur €, pour toute partie

A de E, posons

i (A) = inf (Z p (Bi))

la borne inférieure étant prise sur toutes les suites (B,,)
[e.9]

B;. Si A n’est contenu dans aucune réunion dénombrable d’éléments de €, nous posons
i=0
p* (A) = +o0. Alors p* est une mesure extérieure dont la restriction a € est égale a u. Cette

nen d’éléments de € telles que A C

mesure est appelé mesure extérieure engendrée par p ou bien mesure extérieure associée a
L.
Démonstration.

Montrons tout d’abord que la restriction de p* sur € est égale a p.

Soit A € €. Nous avons

+oo
A:UBi; avec By = A; Bi=0 Vi>1
i=0
donc
+oo
i (A) < S (B = n(A)
i=0
conclusion
1 (A) < p(A)
Soit
Al - Bl
Ay = Bo\ By
Az = B3\ (B1 U By)
n—1
A, =B\ U B;
j=1
Conséquences

+o0 +oo
1) UA=U B
i=1 1=1
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2.1. Fonction additive d’ensembles

D’apres la conséquence 1), nous avons

400 +o0
=1 =1

Et comme p est une mesure, alors en tenant compte de la conséquence 3), nous avons

M(A)SZM(Ai)SZM(Bi)

En prenant la borne inférieure du second membre, on obtient
et par conséquent

En particulier, comme @) € €, on a

Montrons maintenant que si A et B € P (F)
AC B = i (A) < i (B)

D’apres la définition caractéristique de la borne inférieure

+oo
Ve >0,3(B)T e, Bc B
=1

+0o0
S (B < pt(B)+e
=1
Mais
“+o0 —+o00
Ac|Bi=p(A) <) u(B)
=1 =1

pr(A) < ps(B)+e Ve

p* (A) < p(B)

Soit Ay, As, ... une famille dénombrable de partie de F
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2.1. Fonction additive d’ensembles

13
W)

+0o0
Pour chaque A;, il existe un recouvrement dénombrable |J B;, , avec
k=1
+00 e
> n(Bix) < pt(4)) + o Ve>0
k=1
or
+00
U4 cUJU B
j=1 ik
donc
“+o0o +o0
(VT »ITAE S (S
Jj=1 Jj ok J
Donc Ve > 0

e <U Aj) < ZM* (4;) +e€
w (LjA) <34

conséquence : p* est une mesure extérieure.

Théoréme de Carathéodory

Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble non vide F. La famille B de partie A de F

vérifiant:

VX € P(E), p* (X) =" (X NA)+ " (X NA)

est une tribu, appelée tribu des parties p*-mesurables. La restriction i de p* & 98B est une

mesure positive, dite mesure induite par la mesure extérieure u*.

Démonstration.

B, EcB

VX € P(E),u" (X)=p (XN0) + " (XNE)

= p(0) +p (X)
p* (X)

*

et par symétrie de la définition, on obtient £ € ‘B.

18
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2.1. Fonction additive d’ensembles

AeB=— AcB

résulte de la symétrie de la définition.

A BeB— AUB ‘B

En effet :
VX € P(FE)
Pt (X) =p" (X NA)+p* (X NA)

pt (X)=p (X NB)+p* (XNB) (2.1.2)
Remplagons X par X N A dans (2.1.2) on obtient
p(XNA)=p (XNANB)+p* (X NANB)
De la méme facon, lorsque on remplace X par X N A dans (2.1.2), on obtient
p (X NA)=p* (XNANB) +p* (X NANB)
Donc

pt(X) = p*(XNANB)+up* (XNANB) + (2.1.3)
+p* (XNANB) +p* (XNANB)

Remplagons maintenant X par X N (A U B) dans la derniére expression

p(XN(AUB)) = p*(XN(AUB)NANB)+u* (XN(AUB)NANB) +
I (XNAUB)NANB) +u* (XN(AUB)NANB)

[\

=0

alors
p(XN(AUB))=p* (XNANB)+p (XNANB) +u* (XNANB)
donc d’apres (2.1.3)
(X)) =p " (XN(AUB))+p* (XN (AUB))
Par conséquent

AUBe‘B
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2.1. Fonction additive d’ensembles

Remarquons que si A et B sont disjoints alors
pr(XNAUB))=p" (XNA) +p (XNB) (2.1.4)

Car
ANB=B e ANB=A

L’égalité (77) s’étend par récurrence a toute famille finie (4;),_,, , d’éléments de B
deux a deux disjoints.

Supposons maintenant que (4;);_, , soit une famille dénombrable d’¢léments de B

pw (X)) = uf (Xﬂ(&/li))—i—u* Xm(LnJAi>

= zn:u*(XmAi)Jru* XN (OAZ)

=0

deux a deux disjoints

Puisque

=0 =0 =0 =0

XﬁU&CXﬂO&

=0 1=0

1=0 1=0

alors

par conséquent

donc
n

pf (X)) > (XN A+t (XmeL;)

=0 i=0

en faisant tendre n vers ’infini on aura

i (X N A;) <X N G A,) (2.1.5)

Comme p* est une mesure extérieure, alors
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w* (XHDA,) =u* (G (X NA) > i (X NA) (2.1.6)

Donc de (2.1.5), en ajoutant a (??) u* <X Ny Ai) , on obtient
i=0

p(X) > p” <XODAZ-> + (XﬁDAi)

=0 =0

Pour tout X € P(E), on a

(v
=0 1=0

(03

Donc, d’apres la définition de la mesure extérieure, on a

pe(X) < <XDDA@-> + (Xﬂ[jfh)

i=0 i=0
En fin N —
(X)) = p* (XOUAZ) + (XHU/L)
i=0 i=0
Donc o
JAies
=0

Soit (B;),cy une famille dénombrable d’éléments de 9B.
En posant
—1
Ay = Bo; A; = B\ | 4;
j=0
B est une algeébre, les A; constituent une famille dénombrable d’éléments deux a deux

disjoints de B, donc
UB=JAies
i=0 i=0

Donc ‘B est bien une tribu.
La restriction de p* a ‘B est une mesure positive

En effet : p* est une mesure extérieure, donc
W (U Ai> <> (A
i=0 =0
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D’autre part, VX € (F),on a pour les A; disjoints

1 (X) zimxm&)w* (XﬂGAz)

o0

Prenons X = (J A;, on trouve
i=0

#(04): L
Donc (UA) ) iu »

Finalement, p* est une mesure positive sur ‘B.

Théoréme de Hahn

Toute mesure positive p sur un clan € peut étre prolongée au o-clan engendrée par €. Si

est une mesure o-finie le prolongement est unique et est également o-fini.

Démonstration.

On sait, d’apres la proposition (P), que toute mesure positive p peut étre prolonger par une
mesure extérieure pu* sur P (E), par la suite, le théoreme de CARATHEODORY appliqué a
p* donne que les sous ensembles p*-mesurables forment une tribu B sur laquelle p* est une
mesure

Il suffit donc de montrer que 8 contient €.

Soit Ac €et Be P(E).

1% cas.
F(An)pens » An €€
telle que . .
B C UA" avec Z,u(An) <u (B)+e
Alors : :
(AN Ay), e Tecouvre AN B

(Z N A”)neN* recouvre AN B
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Donc
1(B)=p (ANB)U (AN B))

p*(B) < p(AnB)+pu* (AN B)
< D> W (ANA)+> pwr(ANA,)
n=1 n=1
et comme p et p* coincident sur €, alors

p(B) < ZN(AQAH)‘FZN(EmAn) = ZN(AH)

pt (B) <p*(ANB)+u (ANB) <pu*(B)+e
par conséquent
p*(B) = (AN B) + p* (AN B)
et donc A € B
2°M¢ cas
Si pi* (B) = +00, alors I'un au moins des nombres x* (AN B) et p* (AN B) est infini.

Si v est o-finie le prolongement est aussi o-fini.
En effet :

Aco(@)= AC UAn, A, €€
n=1

p est o-finie, alors il existe (A, .n,) Apm € € telle que p(A,,) < +oo et A, C

U Anm, donc

m=1

nmeN "

AC G G Apm et pw(Anm) < 400

n=1m=1

si 1 est un prolongement de p, on a

B, € € telle que A C U B,,11(B,) < o0

p=1

VA€o (C);3(B,)

peN?

Unicité du prolongement lorsque p est o-finie.

Corollaire

Soit € un clan sur un ensemble non vide F et p une mesure positive bornée sur €. Alors p

se prolonge de fagon unique en une mesure g bornée sur o (€) et 'on a

sup /i (B) = supy (A)
Beo(C) AeC
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Démonstration
On a toujours

sup i (B) > supu (A)
Beo(C) AeC

En effet :

sup /i (B) > supfi (B) = supp (A)
Beo(C) BeC AeC

Par ailleurs

Beo (@)= BcC A,

n=1

ol (Ay),cy est une suite croissante d’éléments de €. Donc

n(B) <p (U An) = supy (4,) < supy. (A)

2.1.3 Mesures complétes
Ensembles négligeables
Définition.
Etant donné un clan € sur un ensemble non vide E et p une mesure positive définie sur €.
Une partie A de E est dite p-négligeable s'il existe B € € tel que A C B et u(B) =0.
Proposition
Toute partie d’'un ensemble négligeable est négligeable.

La réunion d’une famille dénombrable de parties négligeables est négligeable.
Démonstration

Soit A une partie négligeable, alors

dBe€:ACBetu(B)=0

Si C' C A, alors C C B et u(B) = 0. Par conséquent C' est pu-négligeable.

Soit (Ap), ey une famille dénombrable de parties négligeables.

A, C B, avec i (B,) =0,Yn € N
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OAnCGBnetOSM(GBn>§i,u(Bn):0

n=0 n=0

J A, est u-négligeable.

n=0
Propriété vraie p-presque partout
Soit P une propriété qu'un point x peut posséder ou non.

Cette propriété est dite vraie presque partout si ’ensemble des points ou elle est en
défaut est négligeable. On abrégera souvent en p.p ou pu-p.p s’il on veut préciser la mesure.

Mesure compléte

Une mesure positive sur un o-clan & est dite compléte lorsque toute partie p-négligeable A

de E est un élément de &.
i est compléte < VA € P (F); u-négligeable, A € &

Remarque

Les mesures positives utilisées dans la théorie de I'intégration ne sont pas nécessairement

compléte.

Théoréme

Soit i une mesure positive sur un o-clan &

S = {AA N, A €S et N p-négligeable}

Alors
1) S est un o-clan.
TE & — R+ " . 2
2) est une mesure positive compléte définie sur S.

ANAN—pa(AAN)=pu(A)
3) <ﬁ, é) est le plus petit prolongement complet de (i, S).
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Démonstration

S est stable pour la différence symétrique et I'intersection donc S est un clan. Car
AUB=(AAB)A(ANB)

et

ANB=AA(ANB)
D’une part, on a

(AAB) = (A1 AN)A(BrAN,)
= A1AB1AN ou N:NIANZ

D’autre part

(ANB) = (A1 AN)N(B1AN,)
= (AlﬂBl)AN ou N:(NlﬂBl)A(NgmAl)A(NlANQ)
Montrons que S est un o-clan.
Soit
S ={AUN, A€ 6 et N pu-négligeable}

Alors

6=6
S C &. Soit B € S', alors B=AUN,A € & et N p-négligeable
AUN=AA (NNA)=AAN,N = Nn A, pnégligeable, N ¢ N
Sce

Soit B € é, alors B=AA N,A € G et N u-négligeable

ol

C = A-A €6
N, = (ANA)ANCA ANCA

A;p est tel que N C Aj et u(A;) =0.
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!
S est un o-clan.

U B,e& et U Ny est pu-négligeable
k=0 k=0
Donc
oo
U Ak € 6/
k=0
1t est o-additive.
Soit (Ax)pey une suite d’éléments deux a deux disjoints d’éléments de S. alors A;, =
By U Ny,

1 (UAk) = (U Bk) :ZM(Bk) :Zﬁ(Ak)

Puisque les By sont également deux a deux disjoints.
11 est compléte.
Soit A € P (E) fi-négligeable, alors il existe B € & tel que A C B et 7i(B) =0
B€e® = B=DB UN,B; €& et N u-négligeable

A(B)=0=A(BiUN) =0= u(B) =0
Donc B; est p-négligeable.
ACB= AC B;UN = A est u-négligeable

D’autre part
A=0QUA

et comme

)€ & et A est u-négligeable

alors

~

Ae 6

Par conséquent 1 est compléte.

1t est le plus petit prolongement complet

i(A) =n(AUD) = p(A) VA€ &

27 H. Zerouati



2.1. Fonction additive d’ensembles

Soit zi; un prolongement complet de u sur @1 contenant &

@1 contient nécessairement &. En effet :

Soit A € GAS, alors A= BUN avec B € G et N-u-négligeable. Puisque él est le o-clan
complété de G, il contient forcément N, par conséquent BU N € (%1.

De plus pour A € G, nous avons

i (A) = m(BUN) 2> (B)=p(B) =1 (BUN) =7i(4)

Lemme

Si 41 est une mesure positive sur un o-clan g (tribu 98), tout élément A du o-clan complété

o (tribu complétée B) est p*-mesurable et I'on a
i (A) = 71 (4)

Démonstration
Soit A€ p = A= BUN, avec B € p et N p-négligeable, c’est a dire
dB; € ptel que N C By et u(By) =0

Sans nuire a la généralité, on peut supposer que B et N sont disjoints

Montrons que NN est p*-mesurable, c’est a dire
VX eP(E) , 1 (X)=p" (XNN)+p* (XNN)

Remarquons, tout d’abord, que p* (X N N) =0
En effet
p(XNON) <p*(N) < p* (Br) =p(B1) =0

Par ailleurs
p(XNN) < (X)

et comme

X = Xn(NUN)
= (XNN)U(XNnN)

donc
p(X) < (XAN)+p (XNN) < pt (X)
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d’ou I'égalité.
Comme B est p*-mesurable, alors A = B U N 1’est aussi.

Comme N est p*-mesurable et A = B U N, alors

p (A)=p* (BUN)NN)+p* (BUN)NN)

Par ailleurs
p*(B) =p (BNN)+u (BNN) =p* (BNN)

alors

pr(A) = p* (B) + p* (N) = p* (B) = p(B) = 11 (A)
c’est & dire

p(A) =1 (A)

Théoréme
Soit 44 une mesure positive o-finie sur une tribu 5. Si on note % la tribu complétée de B
et B* la tribu des p*-mesurables, alors B* = B,
Démonstration

D’aprés le lemme précédent B C B*, il reste donc a démontrer que B* C B,

2.1.4 Mesure de Lebesgue

Mesure de Lebesgue sur la droite réelle.

Proposition 1.

La famille des intervalles de R de la forme [a,b],a,b € R et [a,b] = 0,81 b < a est un
semi-anneau booléen de parties de R.

Démonstration

Soit
A = {la,b] tel que a,b € R}

Il est clair que pour [a,b] = 0,si b < a, A est un semi anneau
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VAB € A onaANBeA

et ANB = UA“ avec A; € Aet A,NA; =0,Vi#j

i=1
Proposition 2.

La fonction A, définie sur le semi-anneau .4 des intervalles de la forme [a,b[,a,b € R et

la,b] = 0 et a valeurs dans R, par :

b—a sia<b

0 sib<a

est o-additive.

Démonstration

Démontrons, tout d’abord, que A est additive. Pour bien comprendre la démonstration,
nous allons commencer par deux éléments.

Soient A et B deux éléments disjoints de A, alors
A=la,b] et B=[e,d]
et pour que A U B soit un élément de A, il faut que b = ¢, et par conséquent

A[a,0]Uc,d]) = A(Ja,d]) =d—a=d—c+c—a

et comme b = ¢, alors
A[a,b[Uc,d]) =d—c+b—a=X([a,b]) + X ([c,d])

Soit, maintenant, [a;,b;[,1 < i < n, une famille finie d’éléments non vide, deux a deux
disjoints, de A dont la réunion est un élément de A.

Il existe nécessairement une permutation p de {1, 2, ...,n} telle que

ap(1) < bp(1) = Ap(2) < o < bp(a) = Aplir) < oo < D)

nous avons
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2.1. Fonction additive d’ensembles

Nous avons pour tout n € N

U[ai,bi[ C U[ai;bi[

ce qui donne, en vertu de I'additivité de A et le passage a la limité

S (fassbi) < A (U s, b@-[>

i=0
Montrons, maintenant, I’inégalité contraire.
Considérons € € R, tel que a < € < b — a et posons pour tout i € N

5
9i+2

C; = a; —

Nous avons Vi € N

[ai,bi[ C ]Ci,bi{ C [Ci,bi[

donc 00 0
[a,b — %} C [a,b[ = U [aiabz‘[ - U]Ci>bi[
i=0 i=0

Puisque [a, b— %] est compact ; les intervalles |¢;, b;[ étant ouverts, il existe n € N tel

que

ab- 5[ [ab- 5] € Uleublc Ul

IA
>
—~
)
S
T
N
I
—
S
&
I
o
<
~—

IA
NE
=

O

I

&

8

_|_

Donc

€ étant arbitraire, alors

A (U [ai,b¢[> < Z)\([aiabi[)

=0

Compte tenu de la premiére inégalité, A est o-additive.
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Proposition 3.

Il existe sur la tribu de Borel de R une mesure positive A unique, appelée mesure de Lebesgue

de R, telle que pour tout intervalle de la forme [a,b[, (a,b € R et [a,b] = 0)
A([a, b)) =b—a

Cette mesure est o-finie.

Démonstration.

Il suffit de prolonger a la tribu de Borel de R, qui est ’anneau engendré par A, la fonction
o-additive\ considérée dans la proposition 2. L’existence, I'unicité et le caractére o-fini de
ce prolongement sont démontrés dans le théoréeme de prolongement et de mesure compléte.
Proposition 4.

La mesure de Lebesgue d’un intervalle de R (fermé, ouvert, et semi-ouvert) d’extrémités a
et b (a <b)estb—a.

Démonstration

d’apres la proposition 3, la mesure de Lebesgue des intervalles de la forme [a, b] est
)‘([aab[) =b—a
Pour les autres intervalles, nous avons
X €
a,bl = [a, b+ — [
[a,0] nﬂl -
et nous avons

A (ﬁ [a,b+2]> - ngrfooA[a,H%[

n=1

= lim (b—i—i—a)
n

n—-+00
= b—a
Par ailleurs .
Ja.b) = | [a+%,b}
n=1

et nous avons
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(Ul s]) = ol 2

n=1
= lim <b—a— E)

n—-+0o0o n
= b—a
Et en fin
+o0 c
7b = [ _7b[
Ja,b] nL:Jl a+t—
Remarque

1-Le singleton {a} est un cas particulier d’intervalle fermé [a, b] avec a = b, il est donc de
mesure nulle.

2-La mesure de Lebesgue d’une partie finie ou dénombrable de R est nulle.

Mesure de Lebesgue sur R”.

Pour tout entier naturel n, il existe une unique mesure sur (R", Bgx) telle que la mesure de
n n

tout pavé [] [a;, b;] soit égale a [ (b; — a;) .
i=1 =1

= 1=
Cette mesure s’appelle la mesure de Lebesgue sur R”.
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3

Applications mesurables

Définitions
Propriétés
Tribu engendré par une famille d’applications

Fonctions mesurables réelles et complexes

3.1 Geénéralités sur les applications mesurables.

3.1.1 applications mesurables.
Définition.

Etant donné deux espaces mesurables (E7,€;) et (Ey, €;). Une application f de E; dans

FEs est dite mesurable si

VA e 62, on a fil (A) e

Autrement dit

f_l (Q:Q) Cc ¢

Définition.

Soit (€2, F) un espace mesurable, on appelle variable aléatoire réelle toute application X de

) dans R telle que:

VeeR, {w: X(w) <z} eF
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Remarques.

1°) On remarque, d’apres la définition, qu’une variable aléatoire n’est en réalité ni variable ni
aléatoire mais une fonction définie sur I’ensemble €2 constitué de tous les résultats possibles
d’une expérience stochastique a valeur dans R.

2°) la notion de variable aléatoire est essentiellement liée au choix de 'algebre et de la
o-algebre.

3°) Dans la théorie de la mesure, une variable aléatoire n’est qu’une fonction mesurable.

Notation.

Pour distinguer les variables aléatoires des valeurs qu’elles sont susceptibles de prendre, on

note les variables aléatoires en majuscule (X;Y; Z...) et les valeurs en minuscule (z;y; z...).

Exemples de variables aléatoires.

1. Une fonction constante est une variable aléatoire pour tout espace probabilisable (€2, F).
En effet:
Supposons que X (w) = C, Yw € Q, alors: Vx € R {w: X(w) < z} € F,

car:

Q si x>C
{w: X(w) <z} =
f si x<C
et Q et () font partie de toute algébre et o-algébre.

2. Etant donné un événement A € F . La fonction indicatrice définie par :

1 si wed
I(w) =
0 si wed
est une variable aléatoire.
En effet:
Ve e R {w: [4(w) <z} € F,car:
Q si z>1
{w:hw)<z}=<¢ A si 0<zx<1
0 si <0
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et puisque A est un événement c’est & dire un élément de F, alors d’aprés 1.3.5 A est

aussi un élément de F, et par conséquent :

Ve e R{w: I4(w) <z} eF

On remarque que 'hypothése A € F est une condition nécessaire et suffisante pour que
14 soit une variable aléatoire.

3. Toute fonction X de €2 dans R est une variable aléatoire pour ’espace probabilisable
(©2,P(2)).

En effet :

Il est clair que Vo € R, {w : X(w) < x} C Q. Par conséquent,

Ve e R, {w: X(w) <z} e P(Q) et X est une variable aléatoire.

Remarque.

Il ne faut pas croire que toute fonction de €2 dans R est une variable aléatoire, cela dépend
du choix de l'algebre ou la o-algeébre. L’exemple suivant le montre clairement.

Soit Q = {w1,wq, w3}

A=A{0, Q, {w1}, {ws,ws}} est une algebre sur Q.

Et soit X une fonction de €2 dans R définie par:

X: QO —R
X (wy) =—1
w — X (W= X(w)=0
X(Ld3):1

Pour z <1 on a:

{w: X(w) <} ={w,we} ¢ A

et par conséquent X n’est pas une variable aléatoire.

2.1.2 fonction borélienne.

On appelle fonction borélienne. toute fonction f de R™ dans R telle que:

VeeR, {t e R™: f(t) <z} € BR™)

ot B (R™) est la o-algebre borélienne. .
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Exemple.

Toute fonction continue est borélienne.

Proposition 1.

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisable (2, F, P). L’image ré-
ciproque par X d’un intervalle quelconque est un événement. C’est a dire un élément de la

o-algébre F.

Démonstration.

{w: X(w) Zx}:Q\{%i:X(w) <zl
{w:X(w)§x}:n01{w:X(w)<x+%};
{w: X(w) >z} =0N\{w: X(w) <z}
{w:a< X(w) <b} ={w: X(w) < b}\{w: X(w) < a};
{wra<X(w) <b} ={w: X(w) <b}\{w: X(w) <a};
{w: X(w)=2}={0: X(w) <z}\{w: X(w) < z};
{w:a<X(w)<b} ={w: X(w) <b}\{w: X(w) <al;
{wra<X(w) <b} ={w: X(w) <b}P\{w: X(w) <a}.

Proposition 2.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilis¢ (€2, F, P). L’image
réciproque de tout borélien par X est un événement. Autrement dit, si B est un borélien

quelconque. Alors:
X' B)={weQ:X(w)eB}eF

Démonstration.

Soit B un borélien quelconque, alors B est la réunion ou l'intersection dénombrables d’intervalles

N . N ’ .
c'est a dire B = |J B; ou B = ) B;ou B; et B; sont des intervalles quelconques (ouverts,
i€l i€l
semi-ouverts, fermés).

Les égalités suivantes et la proposition 1 du (2, 1,2) donnent le résultat.
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X1 (U B,-) = UX 1 (B)

i€l 1€l

x () =nxe )

i€l i€l
X_l (CQBl) - CQX_l (Bl)

Proposition 3.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilis¢ (2, F, P).

{w: (X(w),Y(w)) € B} € F

Démonstration.

Soit B = [a, b] X [c,d]
Alors:

{fw  (X(w),Yw)eB={w:a< X(w) <b, c<Y(w) <d}

— {wia< X< n{w:c<Y(Q) < dyeF

car X et Y sont des variables aléatoires

Proposition 4.

Si X est une variable aléatoire sur (2, F, P) et ¢ une fonction borélienne, alors Y = ¢ o X

définie par Y (w) = (X (w)) est aussi une variable aléatoire.

Démonstration.

Soit B € B (R)

{w:Yw)eB={w:p(X(Ww)eB={w: X(w)ep ' (B)ecF

car o' (B)} € B (R)
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Corollaire.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un espace probabilis¢ (2, F, P). Alors:
cX, X+e¢ (ceR); X1Y; XY; |X|; le sont aussi.

Démonstration.

Les fonctions définies de R dans R par:
P T o CT Pyt T c+ T s X |

ainsi que les fonctions définies de R? dans R par:

X
¢4%%yﬁﬁﬁi%¢5%%y%ﬂwyawﬁﬂay%ﬁ5

sont continues donc boréliennes.

Comme:

X
cX =p0X; X+c=py0X; |X\ =30 X; XY =p, 07Z; XY =p0Z; v = g0 2
Z: Q—R

w— Z(w) = (X (w),Y (w))
les résultats découlent alors des propositions 4 et 5 précédentes :
2.1.3 fonction de répartition.
Définition.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, F, P). On appelle
fonction de répartition de la variable aléatoire X la probabilité pour que cette variable

prenne des valeurs inférieures a x.

F: R—]0,1]
r— F(z)=P{X <z}
Remarque:
Dans la littérature anglo-saxonne, on définit habituellement la fonction de répartition par:
F: R—]0,1]
r— F(z)=P{X <z}

Cette différence entre les deux définitions conduit bien évidemment & des résultats dif-

férents. Ainsi dans notre définition:
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3.1. Généralités sur les applications mesurables.

F(b) — F(a) = P{X € [a; b[}

et dans la définition anglo-saxonne:

F(b) — F(a) = P{X €]a;b]}
En effet:
On représente la droite R de deux facons sous forme de réunion d’intervalles disjoints.
R =] — o0, a[U[a, b]U[b, +oo[=] — 00, a]U]a, bJU]b, +00 |
Appliquons notre définition a la premieére représentation et la définition anglo-saxonne

a la deuxiéme représentation on aura :

1=F(a)+P{X €[a;b]} +1 - F(b) = F(b) — F(a) = P{X € [a;b[}

1 = F(a) + P{X €|a;b]} +1— F(b) = F(b) — F(a) = P{X €|a;}]}

Nous allons voir que dans le cas des variables aléatoires discrétes cette différence est de

taille.

Propriétés de la fonction de répartition.

1. La fonction de répartition est non négative.

VeeR, F(z)>0
Cette propriété est évidente, puisque la fonction de répartition n’est qu’une probabilité.
2. La fonction de répartition est non décroissante
To > Tq, F(ZL’Q) > F(C(Il)

En effet:

F(xg) — F(x1) = P{X € [z1;25[} > 0.

3. F' est continue a gauche.

Soit (z,)nen une suite telle que x,, < 11, — T, T, < x
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3.1. Généralités sur les applications mesurables.

Montrons que:
lim F' (x,) = F (z)

Puisque:

{w: X(w) <z,} C{w: X (w) < Tpt1}
et -

{w: X (w) <z} = U{w:X(w)<xn}

alors la propriété de continuité des probabilités donne:

F(z) = P{w:X(w)<z}=P|J{w: X(w) <.}

= lim P{w: X(w) < z,,} = lim F (z,)

4F (~00) =0
Soit (x,,)nen une suite telle que =, < x, , x, — —o0 quand n tend vers I'infini.
Alors, on a:
{w: X(w) <zpi} C{w: X(w) <.}
et -
m{w:X(w)<xn}:®
n=1

D’apres la propriété de la continuité des probabilités, on aura:

0 = P(ﬂ{w:X(w) <xn})

= lim P{w: X(w) < z,,} = limF (z,)

5.F (00) =1
Soit (z,)nen une suite telle que x,41 > z, , T, — o0 quand n tend vers I'infini.
Alors, on a:
{w: X(w) <z} C{w: X(w) < Tpir}
et

U{w:X(w)<$n}:Q

41 H. Zerouati



3.1. Généralités sur les applications mesurables.

D’apres la propriété de la continuité des probabilités, on aura:

1 = P(U{W:X(w)<azn}>

= lim P{w: X(w) < z,}

n—oo

= lim F (z,)

n—oo

Théoréme:

Soit F' une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
1) F est non décroissante sur |—oo, +00|
2) F est continue a gauche;
3) lim F'(z) =0
n—oo
Alors, il existe un espace probabilisé (2, F, P) et une variable aléatoire X définie sur cet

espace telle que F est la fonction de répartition de X.

demonstration :

est laissée en exercice
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4

Modes de convergence

Notation

Nous allons noter dans toute la suite ’espace des applications p-mesurables de E dans F
par M, (E,F).

Convergence p-presque partout. (u-p.p.)

Soit (fn),ey une suite d’éléments de M, (B, F), et f un élément de M, (E,F) .

On dit que la suite (f,), oy converge p-presque partout vers f s’il existe une partie

négligeable N de E telle que cette suite converge simplement vers f en tout point de E— N
Vo € CgN ; liI}_l |fo(x) — f(2)] =0

Convergence p-presque uniforme. (p-p.u.)
Soit (fn),ey une suite d’éléments de M, (B, F), et f un élément de M, (E,F).

On dit que la suite (f,), oy converge p-presque uniforme vers f si
Ve > 0,3A, mesurable : u(A.) <e¢

tel que (fy), ey converge uniformément vers f sur CgA..
i (sup 1, (0) — £ (@) ) =0
n—=100 \zeCpA.

Convergence en moyenne d’ordre p.

Cette définition fait appel aux espaces LP.. C’est pourquoi, elle sera donnée ultérieurement..
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4. Modes de convergence

Convergence €en imesure

Suite de Cauchy en mesure

Une suite (f,),cy est dite de Cauchy en mesure si, et seulement si f,, est mesurable et
Va>0,Ye >0,IN e N:Vnom e N;x, > >N=pu({z:|fa(z)— f(x)| >a}) <e

Convergence en mesure
Soit (fy),en une suite d’éléments de M, (B, F), et f un élément de M, (E,F).
On dit que la suite (f,),cy converge en mesure vers une fonction mesurable f si, et

seulement si

Ya >0, lim (o |f (o) = f(2)] 2 a}) = 0

Relations entre différents modes de convergence.

R1. La convergence uniforme entraine la convergence p-presque uniforme.
R2. La convergence pu-presque uniforme entraine la convergence j-presque partout.

R3. La convergence uniforme entraine la convergence en mesure.

Théoréme d’Egoroff ( 1869-1931)

Si v est une mesure bornée et si (f,), oy une suite d’éléments de M, (E, F) convergente yi-p.p

vers f alors (f,),cy converge pu-presque uniformément vers f.

Démonstration

Supposons que f, — f partout sur F

Soit k£ un entier fixé et

A= {xrlfn(ff)—f(x)|<%}

n>m

On a les résultats suivants :

1) A,, est une suite croissante
+o00

2) U An=F
m=1

+o00
1) Il est évident que la suite (A,,),, .y est croissante, comme il est évident que |J A, C
m=1
L.

+0o0
Montrons que £ C |J A,
m=1
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4. Modes de convergence

Soit x € E tel que f, (r) — f(x), donc

n—-+00
1
3N€N:n>N:|fn(x)—f(m)|<E , k fixé

ainsi x € Ay et par conséquent

+oo
Ec | An
m=1
d’ou I'égalité.
€
Imy, :m(5>k) : M(Amk) > M(E) - ?
1 (Amk) <z
Soit
+o0
A={]J4.,
k=1
alors
+00_ +o0 _
s (U] < um <
k=1 k=1
et puisque
+oo
CA=()A4m,
k=1
on a
CAC A,
donc
1
Ve € CAVYn > my, ona |f,(z)— f(z)| < z
ainsi

| =

Vk > 0,3mg :n > my = sup (|fn (x) — f(2)]) <
CA

d’ou la convergence uniforme sur C'A avec u (A) < e.

Théoréme

Toute suite de Cauchy en mesure est convergente..

Démonstration.

Exercice.
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5]

Intégrales de Lebesgue

5.1 Fonctions étagées

Soit f une application de E dans F. On dit que f est étagée si, et seulement si elle prend
des valeurs en nombre fini.
Autrement dit
f(E)={v1,92,...,yn} est un ensemble fini.

Appellation.

Lorsque F' =R ; f est dite application numérique étagée.

Notation

Nous noterons I’ensemble des fonctions étagées par £ et 'ensemble des fonction étagées
positives par £T.

Exemple.

Soit F un espace mesurable et A un sous ensemble de F
(2) 1 sizeA

T xy ()=
4 0 siz¢gA

Cette fonction est appelée fonction caractéristique de ’ensemble A.
Représentation canonique d’une fonction étagée.
Soient ¥, ¥o, ..., Y les valeurs distinctes de la fonction étagée f. Notons par A; I’ensemble
défini par
Ai={z € E: f () = y;}
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5.1. Fonctions étagées

alors la fonction f s’écrit
n
f= Z YiXa,
i=1

Remarque

Il faut bien noter que (A;), est une partition de £
Conséquence

Proposition.

Une fonction numérique étagée est mesurable si, et seulement si
Vi=1,---,n Aj={x€ FE:f(x)=1y} estmesurable

En effet

f:(E,F)— (R,Bg)

Ai={r e E: f(z) =y}

= {v}eBr=f"{y}eF

= A, € F = A, est mesurable

Inversement, soit B € B, alors

f7(B) = {z€E:[(z)€ B}
= {x€F:y € B}

- U

= Urtwr=Ua4

icl el
Puisque A; € F, alors |J A; € F et par conséquent f~! (B) € F et f est mesurable.
iel
Théoréme
Toute fonction numérique mesurable & valeurs dans R, est limite simple d’une suite
croissante de fonctions étagées positives.

Démonstration

Soit n € N fixé ; posons pour 0 < k < n2" —1
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5.1. Fonctions étagées

2n = 2n
F, = {z€FE: f(x)>n}

E.p = {:EEE:£<f(m)<k+1}

et définissons une suite de fonction par

= Sige < f(x) <&
In (x) =
n Sif(z)>n
Autrement dit
n2t 1y
fn = g 2_nXEn,k + nXFn

Il est clair qu’ainsi définie les fonctions f,, sont étagées.
(fn)neN est croissante.
En effet

Remarquons que

Enk=Eni126U Epiopt1

Sixz € Eyiq9 alors 23% < f(x) < gﬁﬂ et nous avons

k k
fn (.1'):2—n et fn-i—l (.I): 2_n
Donc
fat1 (@) = fu (2)
Siz € Epiq2k4+1 alors 3’2—111 < flx) < % et nous avons
k 2%k+1 k+1
fn ('T) = 2_7’1 et fn+1 (x) = 2n+1 = 27’L 2

Donc
fn ("L‘) < fn—H (ZE)

Conclusion : La suite de fonction (f,), oy est croissante.

La suite (fy),,cy converge vers f.

Nous distinguons deux cas :

1) Si f (z) est fini, posons
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5.2. Intégrale de Lebesgue des fonctions étagées.

k= [2"f(z)]
ou [.] désigne la partie entiére. Alors
k k+1
— <
et
k
fa () = on

par conséquent

2) Si f (z) est infini, alors x € F), et f, () =n

lim f, (z) = +o0 = f(x)

n—-+o0o

Théoréme

f est mesurable si, et seulement si elle est limite d’une suite uniformément convergente

de fonctions étagées.

Corollaire

Toute fonction mesurable & valeurs dans R est limite simple d’une suite de fonctions

étagées mesurables finies.

5.2 Intégrale de Lebesgue des fonctions étagées.

Définition

Soient (E,F, i) un espace mesuré et f une fonction étagée positive prenant les valeurs

Y1, 92, -, Yn (yl # yj7Vi % j) .

On appelle intégrale de Lebesgue de la fonction f par rapport a la mesure u, et on note

du, le nombre (éventuellement +o00) défini par
[ fdp, p
E

E

avec la convention 0.co0 =0
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5.3. Intégrale de Lebesgue d’une fonction positive

Propriétés de ’intégrale de Lebesgue des fonctions étagées.

| cu=cua

/Acfd,u:C/Afd,u
(f+g)du= [ fdu+ [ gdp
A A A

f§92>/Afd,u§/Agd,u

ACB:>/Afdu§/deu

w (710, +00]) > 0:>/Efdu>0

p(f10,+00] NA) > 0:/fdu>0
A

f=0u-p-p<:>/fdu=0
E

/fdu > 0<+o0=pu(f ' ({+o0})) =0«
A
f est finie p-presque partout.

5.3 Intégrale de Lebesgue d’une fonction positive

Soient (E,F, ;) un espace mesuré et f : £ — R, une fonction mesurable positive. On

appelle intégrale de Lebesgue de la fonction f, et on note |,  fdp Iélément de [0, +-oc] défini

par

/ Jdu = lim_ / Fadpt (5.3.1)
E E

ol (fn),en €St une suite de fonctions étagées non négatives qui tend en croissant vers f.

La fonction f est dite intégrable si [ fdp < +o00
E
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5.3. Intégrale de Lebesgue d’une fonction positive

Si A est un ensemble mesurable alors

A/fdqu/fod#

On peut aussi caractériser les intégrales des fonctions mesurables positives a partir

Remarque

d’intégrales de fonctions étagées positives par

/fduzsup{/gdu, ger‘i*,géf}
E

La limite (5.3.1) a toujours un sens dans R.
En effet :

Propriété 1.

[ = [ ] = | [ (= )| < w()sup 15, (@) - £, )

€A

Remarque

Il faut bien distinguer le fait que [ - fdp a toujours un sens dans [0, +-00] et le fait que
[ fdp est finie, c’est & dire [, fdu < +oo.

Propriété 2.

La limite (5.3.1) ne dépend du choix de la suite (f,,)

En effet :

Soient (fn),en €t (9n),en deux suites de fonctions étagées non négatives qui tendent en

neN *

croissant vers f.

Pour tout entier fixé p nous avons g, < f et par conséquent

/gdeS/fduz lim /fndu
E E n—+oo Jp

lim gndp < lim /fndy
E ot g

et donc

n—-+4o00o

En changeant g, par f,, on obtient I'inégalité inverse et en définitive ’égalité

n—-4o00 n—-+o0o

lim gndp = lim /fnd,u
E E
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5.4. Intégrale des fonctions de signe quelconque

5.4 Intégrale des fonctions de signe quelconque
Définition

Une fonction mesurable f est dite intégrable si les fonctions positives f* et f~ sont inté-

grables ; on appellera alors intégrale de f et on notera |’ 5 Jdp le nombre /, o fTdu— /, S du.

Autrement dit
/fduz/ﬁdu—/fdu
E E E

La fonction mesurable f est intégrable si, et seulement si |f| est intégrable et 'on a

[Efdu'é/Elfldu

f=r =1

fT et f~ sont intégrables, 2f~! le sont aussi = fT + f~ est intégrable = |f]| est

Proposition 1

En effet

intégrable.

Inversement

fr fF+f
fm < A+ f

IN

donc f est intégrable
Proposition 2
Une fonction mesurable f est intégrable si, et seulement si il existe une fonction positive

g intégrable telle que |f| < g

o-additivité de l’intégrale de Lebesgue.

Théoréme.
Soient (E, F, i) un espace mesuré et f une fonction mesurable. Si

(A;);cn est une partition de A, alors

+oo
A/MuzZ/fdu

1=0 A,

Démonstration.

52 H. Zerouati



5.4. Intégrale des fonctions de signe quelconque

Considérons, tout d’abord, le cas ou f est une fonction étagée prenant les valeurs

Y1, Y2, -3 Yn-

Notons

B, = {zcA:f(x)=u}
B = {ze€d:f(z)=y}

Il est clair que les By sont deux a deux disjoints et

ainsi, nous avons

/fd,u = Zyk,u(Bk) :ZykZM(Bli)
A k=1 k=

Supposons, maintenant, que f est une fonction mesurable quelconque.

Comme f est intégrable sur A, alors
Ve>0,3g€&:|f(zx)—g(x)] <e

Puisque g est une fonction simple, nous avons

/gduzf/gdu

1=0A

2

et par conséquent f est intégrable sur chacun des ensemble A; et nous avons

f /fdﬂ—/gdu Sfﬁu(&)zsu(fl)

et comme |f — g| < ¢, alors

/fdu—/gdu <ep(A)

A A
Par ailleurs
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5.5. Continuité absolue de I'intégrale de Lebesgue.

f/gd#ﬂL/gndu f/gndu /fdu < 2e1(A)

10A ’LOA

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors

Z / fdu = / fdu
1=0 ;.
Remarque
Pour tout fonction f, intégrable, et & partir d’'une mesure ;2 on peut construire une autre
mesure v.
Réciproquement, étant donné une mesure v existe-t-il une fonction f telle que v (A) soit
I'intégrale de Lebesgue de la fonction f sur A?
La réponse est négative en général, mais avec des hypothéses supplémentaires (voir
théoréme de Radon-Nycodym) cette réciproque est vraie.
Corollaire
Si f est une fonction intégrable sur un ensemble mesurable A alors elle est intégrable
sur tout sous ensemble mesurable de A.
Démonstration

en exercice.

5.5 Continuité absolue de ’intégrale de Lebesgue.

Théoréme.
Soit (E,F,u) un espace mesuré. Si f est une fonction intégrable au sens de Lebesgue

sur un ensemble mesurable A. alors
Ve>0,9n>0:pu(B)<n= /fdu <e

pour tout ensemble mesurable B C A
Démonstration.
Soit f une fonction intégrable sur un ensemble mesurable A.

Posons

A, ={zeA:|f(z)| €n,n+1[}
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5.6. Passage a la limite sous le signe de I'intégrale de Lebesgue.

et
N
By=|J4. , Cv=A\Bw
n=0
+oo

Il est clair que A = U A,, par conséquent d’apres le théoréme précédent

/Ifldu Z/ £l dn

n= OA
Choisissons N de tel sorte que
+o0
> [ ifldu= /\f!du< :
n= N+1A
Soit
0<n< v
TS9N+ 1)
Si maintenant B est tel que p (B) < n, alors
[ tanl < [1s1du= [ 1n1dus [ iside
B B BNBy BNCpN
<e/2 <e/2
Conséquence.

Soit f une fonction positive, intégrable sur E par rapport a la mesure p. Alors la fonction

v: (E,F)— R,
A v (4) = [ Fip

est définie pour tout A C F, est positive et o-additive. Autrement dit, v est une mesure

positive.

5.6 Passage a la limite sous le signe de l’'intégrale de

Lebesgue.

Théoréme de Lebesgue.
Soit (fy),en une suite de fonctions mesurables convergeant vers f.

si pour tous les n on a

[fn (@)] < 0 (2)
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5.6. Passage a la limite sous le signe de I'intégrale de Lebesgue.

ol ¢ est une fonction intégrable sur F, alors la fonction limite f est intégrable sur et

li ndp = li nd
i [ = [t
E

E

Démonstration

Remarquons, de prime abord, que

f (@) < ¢ (x)

ce qui implique que la fonction f est intégrable. d’apres la continuité absolue de 'intégrale

de Lebesgue, nous avons
Ve>0,9n>0:u(B)<n= /godu <Z
B

En vertu du théoréme d’Egorov, nous pouvons choisir B de fagon que p (B) < 71 et que
la suite (f,),cy converge uniformément vers f sur A = EN\B.

Donc
€

Ve>0,ANeN:n>N=|f,(x)— f(2)] < )

DO

Par conséquent

E/fdu—E/fnduz!(f—fn)dquB/fdu—B/fndu

@) <e@) et [fu(x)] <p(2)

Comme

on en déduit

Corollaire.
Si
|fn (z)| < M, M est une constante positive

et f, — f1, alors

li = li
Jin [ gutn= [ s
E

E

Théoréme de la convergence monotone.(TCM)

(Théoréme de Beppo-Levi).
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5.6. Passage a la limite sous le signe de I'intégrale de Lebesgue.

Soit (fr),cn une suite de fonctions mesurables sur £ et supposons que

et

alors f est une fonction mesurable et
li ndp = li nd
i [ = [ g
E E

Démonstration.
Sans nuire a la généralité, nous supposons que f; > 0, sinon on pose f, = f, — f.

Montrons, tout d’abord, que

. < .
E

E

Comme f,, est croissante, alors

fn < lim f,

n—-+00

et d’apres les propriétés des intégrales de Lebesgue, nous avons

/ fudp < / lim_fudy
E

E

Par passage a la limité nous obtenons I'inégalité.
Montrons, maintenant, I’inégalité inverse.

Pour ce faire, montrons que pour tout fonction mesurable étagée positive g telle que

/ gdp < lim / Jndp
E

E

g < f, nous avons

Posons
E,={zx€FE: f,(x)>cg(x)}, ce€]|0,1]

Il est clair que:

1° Chaque ensemble F,, est mesurable.
2° La suite F,, est croissante

3° UO E,=F

n=1
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5.6. Passage a la limite sous le signe de I'intégrale de Lebesgue.

Par construction, nous avons

[ o= [ fudu=c [ gan
E FEn

Ep

Faisons tendre n vers +oo

n—-4o00

lim /fnduz lirf /fnduzc liril /gdu

Comme la suite (E,), .y est croissante et [ gdp est une mesure positive, alors

En
lirf /gd,u:/gdu
E

E'IL

¢ étant une constante positive inférieure ou égale & un, donc

/ gdp < lim / Jndp
E

E

Corollaire.

Soit (fy),ey Une suite positives de fonctions mesurables, alors

E/ (i; fn> dn = ZfBE/fndu

En effet :

E/ (iofn) dp = / <pgr+noo§ fn> du

n=0 E
p +oo
= lim (; fn> dp = HZ:; / (fa) du

Lemme de Fatou.

Pour toute suite (f,),cy de fonctions mesurables positives , nous avons

/ <lim inf fn> dp < lim inf/fnd,u
A

A

Démonstration

Vn > p, nous avons iI>1f fi < fa
1Zp
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5.7. Intégration des fonctions complexes

ce qui entraine, d’aprés les propriétés de intégrales de Lebesgue

/ inf fidp < / Fudp.
i>p
A

A

Cette inégalité étant vraie pour tout n > p, alors

/ g}f) fidp < g) / fndpt.
A

A

et par passage a la limite quand p tend vers 400, nous obtenons

p—+00 i>p p—+oon>p
A

lim /inffidug lim inf/fnd,u.
A

Considérons, a présent, la suite (hp)peN définie par
hy = inf f;

Il est clair que la suite (hp)peN est croissante, par conséquent, le théoréme de la conver-

gence monotone permet d’écrire

m / fipcdys = / i fpdpe
A A

/(liminffn> dp < lim inf/fndu
p i2p p n2p
A

A

et donc

d’ou le résultat.

5.7 Intégration des fonctions complexes

Définition (voir Kolmogorov)

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (TCD)

Soit (fn),ey une suite de fonctions, a valeurs complexes, intégrables, et convergeant
presque partout vers une fonction f.

S’il existe une fonction g intégrable telle que |f,| < g pour tout n, alors la fonction f

est intégrable et
n—-+o0o

i [ 12— fldp =0

ainsi que

i [t f s
E

E
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5.7. Intégration des fonctions complexes

Démonstration.
L’intégrabilité de la fonction f résulte, immédiatement, de I'intégrabilté de la fonction
g et de l'inégalité | f,| < ¢g qui entraine |f| < g.

L’Application du lemme de Fatou a la suite (h,,), . définie par

neN

donne

[ 29dn < timint [ (29~ 1£, ~ 7)o
E E

Par ailleurs, nous avons
imint [ (29— 11, ~ D= [ 20— tmsup [ 15, 7]y
E E E

Par conséquent

[ 1= [ s
E

E
ou bien

'/“—fn)du] < [0 = ldu=o0

= [ tadu=0= [ fin= [ fudu
= /fdu: lim /fndu
Théoréme de Radon-Nikodym

Mesure absolument continue par rapport a une autre.

Définition

Soient v et u deux mesures définies sur le méme espace mesurable (E,F). On dit que
la mesure v est absolument continue par rapport a la mesure i, et on note v < p , si tout
ensemble p-négligeable est aussi v-négligeable .

Exemple

Soit f : E — R, une fonction mesurable et ;1 une mesure sur (F, F), alors

VAG}",AHV(A):/fd,u
A
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5.7. Intégration des fonctions complexes

est une mesure absolument continue par rapport a p.

En effet :

Soit N, un ensemble pi-négligeable, alors il existe un ensemble mesurable N € F tel que
N, C Netpu(N)=0.

Comme £ (N) =0, alors [ fdu =0, par conséquent v (N) =0 et v < p.

Critére d’absolue cont]\i[nuité

Proposition

Soient v et p deux mesures définies sur le méme espace mesurable (E, F). Si
Ve>0,In>0:VAe Fu(A) <n=v(A4) <e

alors v est absolument continue par rapport a la mesure p. Et si la mesure v est bornée la
réciproque est vraie.

Démonstration

Soit N, un ensemble p-négligeable, alors il existe un ensemble mesurable N € tel que

N, C N et r(N)=0.Donc 3n > 0 tel que p(N) < n. Par conséquent
Ve>0,v(N)<e=v(N)=0=rv<u

Supposons, maintenant, que est v bornée.

Raisonnons par ’absurde
Je>0,Yn>0, onaVAe F,u(A) <netv(A) >¢

ou encore

1
Je>0,Vn €N, onaVA, € F,u(A,) < on et v(A,) >¢

Posons

B,=|JAx et B={[)B.

k>n neN

D’une part, nous avons

NESED PNIUBES P
k>n k>n
Par conséquent
w(B) < u(By) < 2n1_1 Vn € N
Donc
n(B)=0
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D’autre part, la suite (B,), oy étant décroissante et la mesure v est bornée, alors

v(B)= lim v(B,)>c¢

n—-+00

L’ensemble B est p-négligeable, mais pas v-négligeable, c’est a dire la mesure v n’est
pas absolument continue par rapport & u. Ce qui contredit I’hypotheése.

Théoréme de décomposition de Hahn

Soit (E,F, ) un espace mesuré, ol p est une mesure réelle sur F, alors il existe une

partition de F en deux sous ensembles ET et E~ tels que

VAeF e ACET u(A)>0
VAeF e ACE ,u(A)<0

Lemme
Soient v et u deux mesures définies sur le méme espace mesurable (E, F) telles que la

mesure v est absolument continue par rapport a la mesure p, alors si v # 0
d>0,dBeF:u(B)>0etVAc Fonacu(ANB) <v(ANB)

Théoréme de Radon-Nikodym
Soient ;1 une mesure positive o-finie et v une mesure réelle ou complexe définies sur le
méme espace mesurable (E, F) telles que v est absolument continue par rapport a la mesure

i, alors il existe une fonction unique f définie sur F, p-intégrable, telle que

VAeF, v(4) = [ fdu
/

Cette fonction f associée & v est appelée dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a
it ou encore la densité de v par rapport & p et on la notera ﬁ

Démonstration

Existence..

Introduisons I’ensemble & défini par

d=<¢p: F— R,,puintégrable : VA € F ,/gpd,u <wv(A)
A

Soit
M = sup / wdu

ped

D’aprés la propriété caractéristique de la borne supérieure, nous avons
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5.7. Intégration des fonctions complexes

1
Vn € N*, Jp,, € ® telle que M — — < /gondu
n
A
Posons

gn (2) = max (1 (2), 5 (1), 0, () et lim gy (2) = f ()

n—-+4o0o

Montrons que g, € ®. Pour ¢a, raisonnons par récurrence sur n.

Pour n = 2, nous avons

/gzdu = /maX(sol,%) dp
A

A
= /%d/wr / Podp

ANB ANB
ou
B={z:¢(x) = ¢y ()}
Par conséquent
/gzdu <v(ANB) —i—l/(AﬂE) =v(A)

A
ainsi, et par récurrence, on montre que

/ gndp < v (A)

A

Il est clair que la suite (gn),,cy est croissante. Le théoréme de la convergence monotone

nous donne

/fduz lim /gnduzMSV(A)
E E

Montrons, maintenant

VAeF, v(A) = [ fdu
/

Posons

VAe F, M(A)=v(A) —/fd,u
A
D’apres la construction, la fonction d’ensemble A est positive et jouit de toutes les pro-

priétés d’une mesure. Elle est, en outre, absolument continue par rapport a pu.

D’aprés le lemme précédent, si A # 0, alors

de>0,3BeF:p(B)>0etVAc Fonacu(ANB) <A(ANB)
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5.7. Intégration des fonctions complexes

En posant
h(z) = f(z) +exp ()
on obtiendrait pour tout ensemble mesurable A

/hd,u = A/fd,u—l—eu(AﬂB)

A

[ san+ [ fdpsenans)

ANB ANB
< /fdu—ir/fd,u—l—)\(AﬂB)
ANB ANB

< /fdu—l—y(AﬂB)gl/(A)
ANB
C'est & dire h € ®

D’autre part

/hdu:/fd,u—l—au(B)>M

ce qui contredit la définition de M.
Unicité.

Supposons qu’on a

WﬁzzﬁWZZﬁw

Posons

tn={es hl@) = fw)> 1}

n

nous avons, d’aprés I'inégalité de Tchebychev

M(An)én/(fl—fz)duz()

De méme, pour
on a

Comme
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On en déduit que
plx: fi(z) # fa(z)} =0

D’ot le résultat.
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6

Mesure produit

6.1 Produit cartésien
Définition

Soient F; et Fy deux ensembles non vides. On appelle produit cartésien de E; par Fs, et

note F; X Es, 'ensemble de tous les couples (z,y) ot x € Fj et y € Es.

E1><E2:{((L’,y)ZfL‘EE1, yEEQ}

Remarque

SiAC FE,et BC FE,, alors Ax B C E; X Ey

6.2 Rectangle mesurable

Soient (E1,Fy) et (E2, F2) deux espaces mesurables. On appelle rectangle mesurable dans

FE, x E5 tout ensemble A x Bou A€ F, et B € Fs.

Ensemble élémentaire

On appelle ensemble élémentaire toute réunion finie de rectangles mesurables.
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6.3. Tribu produit

6.3 Tribu produit

Définition.

Soient (Ey, F1) et (Es, F2) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit de F; et Fs,

et on note F; ® F», la tribu engendré par ’ensemble des rectangles mesurables.

Attention!

La tribu produit F; ® F, n’est pas le produit cartésien F; X Fs.

Section selon un élément

Soit A une partie de E; X Fs et x un point de F;. On appelle section de A selon z ou bien

coupe de A en z, et on note A,, 'ensemble des point y de Es tels que (x,y) € A.

A, ={y € Ey: (z,y) € A}

De la méme fagon on définit
AV ={rx e E : (z,y) € A}

Proposition

Soient (E1,F1) et (Ea, F2) deux espaces mesurables. Alors

Ve € E et Ae Fi®F,, la coupe A, € F>

Yy € Ey et A € F1 x Fs, la coupe AY € Fy

Démonstration

Soit F la classe de tous les A € E; ® F5 et tels que A, € F5 pour tout =z € Fj.

Si A = A; X B; un rectangle mesurable, on a

Ax: Bl Sil’EAl
0 six ¢ A

Par suite tout rectangle mesurable appartient & F.

Comme F; est une algebre, alors
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1) E1 X E2 e F
2) SiAcF, alors A, = A, donc A € F
3) Si (Ai);eny € F et A=J A, alors A, =J(4;), donc Ae F

% A
Par conséquent F est une o-algebre.

De la méme fagon, on montre que

Vy € Ey et A € Fi x Fs, la coupe AY € Fy

Définition
Soient Fy, E5 et F' trois ensembles non vides et f une application définie par
f : E1 X E2 — F

(z,y) = f(z,y)

A tout x € E; nous associons une fonction f, définie sur Fy par

fo: By — F
y fo(y) = [f(z,9)

De méme si y € Es, fY est la fonction définie sur F; par

fy: BEiL—F
v fU(x) = f(2,9)

Théoréme

Soit f une fonction mesurable relativement & F; ® Fs sur Ey x Es, alors

1) Vz e Ej, f. est mesurable relativement & F»

2) Yy € Ey, fY est mesurable relativement a F;

Démonstration

Supposons que F' est muni de la tribu Fr. Pour tout B € Fp, notons par

Q:{<l’,y) EEl XE?Zf(x7y> GB}

Il est clair que ) € F; ® F; car f est mesurable.
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Par ailleurs, nous avons

Q.={ye€Ey: f,(y) € B} € F

donc f, est mesurable.

De la méme facon, on montre que f¥ est mesurable.

Théoréme

Soient p et v deux mesures o-finies. Il existe alors sur (E; X Fy, F; ® F3) une mesure 3

telle que, pour tout rectangle mesurable A x B, on a

B(Ax B)=p(A)v(B)

Démonstration

Pour tout A € F; ® F3, posons

ﬁ(A):/M(Ay)dV

E>
1) B0 =0
En effet

%:@aﬁ@):o:/ﬂ@)@:o
Es
2) Soit (A;);.y une suite d’ensembles deux a deux disjoints appartenant a F; ® F.

Notons

Il est clair que Yy € F5, AY est la réunion des ensembles (A4;)” qui sont deux a deux

disjoints. On a donc
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P = 3 n((4))
) = [ ulad
= > [utar)a

Par conséquent (3 est une mesure.

Par ailleurs, on a

A siye B

(AXB)y:{@ siy¢ B

1 ((Ax B)) = p(A) xp ()
et donc

6(A><B)ZM(A)/XBdVZM(A)V(B)

Es

Remarque

La mesure [ du théoréme précédent est notée pu ® v

Théoréme de FUBINI

T f (%,y) dv (y) et
E, Eq

Sont respectivement p-intégrable et ¥-intégrable et on a

[ ey = [ ([ reniw) e
- [ r@nd ) ave)

70

Soient (E1, Fi, 1) et (Eq, Fa,v) deux espaces mesurés, les mesures u et v étant o-finies, et

soit f une fonction de E; x F5 dans R ou C p ® v-intégrable; les fonctions

yr— [ f(x,y)du(z)
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Démonstration

Lemme
Soit A € F; ® F» un ensemble mesurable. La fonction y — pu(AY) est une fonction
mesurable sur (Esy, F3) et la fonction x +— v (A,) est une fonction mesurable sur (Ey, Fp).
Supposons que f = 14

Remarquons, tout d’abord, que si f = 14 alors f, = 14, et fY = 1.

[ #1du= [ Luda =)
E1 El

D’apres le lemme précédent, la fonction y — p (AY) est mesurable.

On alors

Par définition, nous avons

1@ v (A) :/ Lad (1 ® V)
E1><E2

M®V(A):/EQ (/EllAyd,u)dV
/E2 (/EllAydu)dV:/E2“(Ay)dV:“®V(A)

De la méme fagon, on trouve

[El ([EQlAde> d“:/El“(Aw)dMZMQ@V(A)

Par linéarité, cette assertion est vraie pour les fonctions mesurables étagées positives.
Toute fonction mesurable positive est limite simple d’une suite croissante de fonction

mesurable étagées positive. On conclut a I’aide du théoréme de la convergence monotone

Remarque 1

Pour appliquer le théoréeme de FUBINI, il faut vérifier que f est intégrable par rapport
a la mesure produit u ® v. A cet effet, il faut vérifier que f est mesurable, ce qui, dans
les applications, sera toujours le cas, et que |f| est intégrable. Pour vérifier cette derniére

propriété il suffira de constater qu’une des trois intégrales

[inawer  [aw [ifeolve  [aw [1f @l

est finie, car ces intégrales (finies ou infinies) sont toujours égales en vertu du théoréeme de

FUBINI appliquée a la fonction positive |f].
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Remarque 2
Si(x,y) — f(z,y) =g (z) h(y) est p ® v-intégrable on a
| tiwsv=| [a@aw | | [rwaw)
E1xEs F E>
Remarque 3
Si l'interversion de 'ordre des intégrations conduit a des résultats différents cela prouve, a

posteriori, que le théoréeme de FUBINI n’est pas applicable.

Exemple
f: [0,1] x[0,1] — R

22 g2
(.Z',y) = f (may) = (xz_i_yy2)2

n’est pas intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue.

2
> on trouve

— . . . . 2
En remarquant que x — ﬁ est une primitive de la fonction x +— (m+—)

Par ailleurs, on peut, facilement, vérifier

[l

x—y

o dx—+oo
$ ?J

Remarque 4
L’interversion de 1’ordre des intégrales peut conduire a des résultats identiques bien que le

théoreme de FUBINI ne soit pas applicable.

Exemple
f: R —R
(z,y) = f (2,y) = sin (2 + y?)
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+oo +oo +oo +oo
/dy/sin(x2+y2) dr = /dx/sin(x2—|—y2) dy:%
0 0 0 0
Indication:
+o0
. V2
/ e’ dy = ¥ (1+14)
4
0
Alors que
+oo +oo
/ dy / ‘sin (932 +y2)| dxr = 400
0 0
Indication.

liIJIrl //‘rsinr2|drd9: liIJqu n//rsinr2drd9:+oo
00 00

Remarque 5

Si les mesures i et v ne sont pas o-finie, le théoréme de FUBINI n’est pas applicable

Exemple

Soient 1 la mesure de Lebesgue, v la mesure de décompte et f une fonction définie par
f: [0,1]x[0,1] — R

(w,y)Hf(l’,y)z{

1 siz=y
0 six #y

f est mesurable

f(z,y)du(x) =0

[0,1]

f(zy)dv(y)=1
[0,1]
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On en déduit

/[0 o) [ fenwEs [ w@ [ ey

0,1] [0,1]

74 H. Zerouati



7

Espaces de Lebesgue

7.1 Fonctions convexes

Définition

Une fonction ¢ définie sur un intervalle ]a, b[ et & valeurs dans R est dite convexe si Vz,y €

la,b[,¥YA € [0,1], on a
eAr+ (1T =Ny) <Ap(x)+ (1 =N ep(y)

si —p est convexe, ¢ est dite concave.

Exercice

La relation (7.1.1) est équivalente a I'inégalité

p(t)—wls) v —p()
t—s - u—t

poura <s<t<u<b

Preuve

Montrons que si ¢ est convexe, alors I'inégalité (?7) est vraie
Procédons par ’absurde et supposons que

P —p(s)  p)—p()
t—s u—t

75
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Nous avons

Vit € ls,ul, 3N €]0,1] <)\: t—s> t=s+A(u—s)=du+(1—-X)s
u—s

donc

(1 =X (@) =¢(s) > Alp(u) —¢ (1))

et par conséquent
@ () > Ao (u) + (1= A)p(s)

ou encore

eAu+(1=X)s)>dp(u)+ (1 =X ¢(s)

ce qui contredit ’hypothese

Pour démontrer I'inverse, nous allons encore une fois procéder par ’absurde.. et sup-

posons que ¢ n’est pas convexe c’est dire
ds,u € Ja,b[,IN € [0,1] : o (Au+ (1 = A)s) > Ao (u) + (1 = X)p(s)

sans nuire a la généralité, supposons que s < u et posons t = Au + (1 — \) s, alors

) > () + (5
() > e () e (s)
L) () > () — (1)

ce qui contredit I’hypothése.

Proposition 1

Une fonction réelle et différentiable ¢ est convexe si et seulement si la dérivée ¢ est une

fonction monotone croissante.
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Démonstration

Soit a <11 <x9 <D
¢ étant convexe, d’apres (?7) et la transitivité de la relation inférieur ou égale, on a pour

a<ri<t<za<v<b

o (t) — (1) < 0 (v) — ¢ (72)

t— 11 - V— Ty
i £ —el@) o) — ¢ (22)
t—x t — T vV—T2 V— X2

I !
@ (1) < @ (22)

Inversement. Les inverses de toutes les implications précédentes sont vraies, ce qui
affirme 'assertion 1
Proposition 2
Si ¢ est une fonction convexe et i est une fonction convexe croissante, alors 1 o ¢ est une
fonction convexe.
Démonstration

Application directe de la définition de la convexité et de la croissance.
Exemple
Si f est convexe, il en est de méme de e/

Proposition 3

Tout fonction convexe est continue.

Démonstration.
Proposition 4

Si ¢ est une fonction convexe sur [a, b], alors

Vt € la,b],3A(t) : Vy € [a, 0], 0 (y) —p(t) > A(t) (y — 1)
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Démonstration.
Soit

A(t) = sup —u,a<u<t<b
u

1" cas : siy € |a,t]
donc

2°me cas @ siy € )¢, b

Comme ¢ est convexe, alors

pt)—p() _ply)—e®)

9

t—u - y—t
donc
t) — — t
sup e (t) — ¢ (u) < e (y) —p ()
u€la,t| t—u y_t

par conséquent

o) —plt) > Ay —1)

Proposition 5

Si ¢ est convexe et si ¢’

Démonstration

D’apres la proposition 1, on a

U

Exemples de fonctions convexes
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existe sur |a, b[, alors ¢” (x) > 0,Vx € |a,b].
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T e’ r€e€R

)

2) z+—— —logx r e Ry
) x+—— xlogzx z € RY
)

T — z? reR, ,a>1 a<0

7.2 Inégalités

1. Inégalité de Young.

Etant donné un nombre réel o appartenant a 'intervalle |0, 1[. Pour tous a et b appartenant

a l'intervalle [0, +00] , nous avons
a®b' ™ < aa+(1—a)b

Démonstration

L’inégalité est évidente si a ou b est nul ainsi que si a ou b est infini.

Par ailleurs, comme la fonction x — —log x est convexe, alors
—log(va+ (1 —a)b) < —aloga — (1 —a)logb

Donc
log a® +1log b~ < log (ava + (1 — ) b)

D’ou le résultat.

2. Inégalité de Jensen.

Soit (E, F1, P) un espace probabilisé. Si f est une fonction réelle P-intégrable de E dans

la,b] et ¢ est une fonction convexe sur |a, b[, alors

@ E/fdp SE/(QOOf)dp

Démonstration.

Comme ¢ est convexe, alors d’aprés la proposition 4

Vi e R, 3C (1) :Vy e R, (y) —p(t) = C (1) (y— 1)
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En posant

t= / fdp y=f(z)
E
et en intégrant par rapport a la mesure P, nous avons

/(Wof)dp—SD /fdp > C(t) /fdp—/fdp =0

E

Par conséquent

@ E/fdp SE/(sOOf)dp

3. Inégalité de Holder.

Exposants conjugués.

On dit que les nombres positifs p et ¢ sont des exposants conjugués si p + ¢ = pq, ce qui
est équivalent a % + % =1

Remarque.

Il est clair que 1 < p < 400 et 1 < ¢ < +00. Lorsque p tend vers 1, g tend vers +o00, on

convient de dire alors que (1, 400) est un couple d’exposants conjugués.

Théoréme.

Soit (E,F, ) un espace mesuré, fet g étant deux fonctions p-mesurables définies sur E et

a valeurs dans [0, +o0] . on a

foms () (f )

ou p et ¢ sont deux exposants conjugués.
Lorsque p = g = 2 cette inégalité porte le nom de Cauchy Schwarz.
Démonstration.

Soient

F = S ot G=—2 (7.2.1)

(f frdp)*” ( gedp) """

/deu:/quuzl
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Pour z vérifiant 0 < F (z) < +00 et 0 < G () < 400 il existe deux nombres réels t et

u tels que
F(z)=e"" ot G(x)=e"t

par exemple (t = plog F' (z) et u = qlog G (x)).

La fonction x — e* étant convexe et p et q étant des exposants conjugués, alors
elrtula < let + leu
on en déduit, pour tout x € £
(G (2))* (7.2.2)
par conséquent

1 1
/F@MH@W§5+521

En insérant (7.2.1) dans (7.2.2) on obtient le résultat.

4. Inégalité de Minkowski.

Soit (E, F, i) un espace mesuré, f et g étant deux fonctions p-mesurables définies sur F et

a valeurs dans [0, +00], on a

(Jivora) = (fr) " (7s)

oul < p<—+oo

Démonstration.

Nous avons
(f+9f =f(f+9)"  +g(f+9""

D’apres I'inégalité de Holder, nous avons pour tout ¢ tel que % + % =1

Jrioear s (o) (fu-omra)”
Josarans (foa) " (fusorra)

Par conséquent

Jursras[([rn) s (fon) | (fuora)”
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7.3. Espaces LP (1 < p < +00)

En divisant les deux termes de cette inégalité par

( [ty du) "

On obtient le résultat.

7.3 Espaces L' (1 < p < +00)

1. Notations

Soient (B, F, ) un espace mesuré, F un espace de Banach sur le corps K =R ou C et
M, (E,F) 'espace des applications p—mesurables de E dans F.
Pour toute fonction f de M, (E,F) et tout p € [1, +00], posons

N,: Mm,(E,F) — R,
(f\f]pd,u)l/p si p est fini
[ N(f)=
inf{M:M€ﬁ+,|f| §Mu—p.p} si p est infini

Remarque 1

Dans la définition des espaces LP, on doit supposer f mesurable. Le fait d’étre p intégrable
n’entraine pas 'intégrabilité simple, ni méme ma mesurabilié, par exemple, supposons une
fonction f égale & 1 sur un ensemble non mesurable A et —1 sur son complémentaire. f
n’est pas mesurable, cependant |f \2 égale partout a 1 est de carré intégrable pour toute

mesure bornée.

Propriétés
1) VAeK, N,(Af) =[N N, (f)

2) Npy(f)=0+=f=0pu—pp
3) vf>9€mu(E>F)§Np(f+g)SNp(f)‘i‘Np(g)

Remarque 2

L’application f +— N, (f) est une semi-norme et non pas une norme.
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<p < +40)

Remarque 3

Soit f € M, (E,F), Ny (f) peut étre définie par

Nuo (f) = jggﬁ/< sup {|f<x>|}>

z€E\N

Ou N est 'ensemble des parties yu—négligeables de E.

Démonstration
Définition

On appelle L, (E, F) I'espace vectoriel des fonctions mesurables f tel que N, (f)
n’y a pas d’ambiguité sur E et F et la mesure 1, 'espace L, (E,F) est noté tout
LP.

Appellation

Si p est fini, £P est appelé espace des fonctions de p™™¢ puissance p-intégrables

Si p = +o00, LP est appelé espace des fonctions pu-essentiellement bornées.
Proposition 1.

Si la mesure p est bornée, alors
LPCLYsip>q

Démonstration

Soit f € LP.

Considérons les deux ensembles mesurables suivants

1) A={o:[f(2)| <1}
2) B={z:|f(@)|>1)

Posons

1) fi=f1la
2) fo=flp
Il est clair que f; et fy sont mesurables, f1 + fo = f et fifo € LP
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7.3. Espaces LP (1 < p < +00)

Par ailleurs

f1 € L9 car elle est mesurable et bornée et p est bornée.

Ve e B, [fo (2)|" < |f2 (0)]" = fa € L1

Par conséquent

fitfo=feLlet LPC LY

Proposition 2.

Si p est la mesure de décompte, alors

LPD LYsip>q

Démonstration

Nous allons utiliser les mémes notations que celles de la proposition 1.

Soit f € L1,

Comme o est la mesure de décompte, alors

fer =Y If (@) < +oo

z€el

Z |f (2)]* < 400 => cardB < 400

z€E

Par conséquent

DI @) < 4o

reB

Par ailleurs
Ve e B\B,|f (z)| <1

D@ < Y @)+

2€E\B 2€E\B

SE@P=Y_1f@P+ Y If @) < +oo

z€R z€EDb z€E\B

et donc f € LP
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7.4. Espaces L* (1 < p < 400)

et par conséquent
LP D LY

Remarque

Sans conditions supplémentaires, il n’y a pas de relation d’inclusion entre deux espaces LP

d’indices p différents.
1

NAEE

est dans £? mais pas dans £!.

Ainsi, dans le cas ou p est la mesure de Lebesgue sur |0, +o0[, la fonction z +—

L' mais pas dans £2? tandis que la fonction z —

(1+x)
+o00 d
x o
/m:2arctan\/§}g =T
0
T 1
ua
— = (logz+ ———log(1+2)] |7 =400
+0o0
/ dz I S
(1+x)2 142 '°
0
+oo d
x oo
/1+x:10g(1—1—x)5r = +00

0

Autre exemple

La fonction = — \/117 € L? et non a L}

6—12/2

La fonction z — NG € L' et non a L£?
X

7.4 Espaces [F (1 < p < +o0)

On définit sur £P une relation d’équivalence R en posant
fRg<= N, (f—9)=0 ppp

Définition

On appelle espace L (E,F) I'espace quotient L%, (B, F) /R
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7.4. Espaces L* (1 < p < 400)

Remarque

L’espace LP est donc un espace de classes de fonctions

Ny=Ill,: I — R,
Fe N, () = I,

Théoréme de Reisz-Fischer

L’espace vectoriel normé L? est complet pour 1 < p < 40

Démonstration

On démontre que toute suite de Cauchy d’éléments de LP converge vers un élément de LP.

Soit (fn),ey une suite de Cauchy dans L? . Il existe une sous suite (fy,);cy 71 < 12 < ...

telle que
L.
NP (fni+1 - fm) = ani+1 - fan < ?al =12 ..

(7.4.1)

1) Montrons que la suite (f,, (7)),cy converge pour tout = vers une fonction f (z).

Soit
Ik (x) = fnl (l‘) + Z ‘fnz (x) - fni—l (:C)‘

Ainsi définie, la suite (g (2)),cy €st une suite croissante de nombres positifs.

Par ailleurs, I'inégalité de Minkowski donne

(/ gzdu)l/p - ( / (fm <x>+i§k;|fm @)~ <x>|>p>1/p

k
1
< Nl + Y 5 < Il +1
=1

D’aprés le théoréme de la convergence monotone dans L?, la suite (gi (7)),

a la fois p-presque partout et au sens de la norme N, vers un élément g de LP.

Il en résulte que la série

fnl ('T) + (fn2 (.7)) — fn1 ([L‘)) + ..

converge presque partout vers f (z).

Il est clair que la somme partielle de la série précédente est égale a f,,,

lim f,, (z)=f(x)  pp
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7.4. Espaces L* (1 < p < 400)

Or on sait que si une suite de Cauchy contient une sous suite convergeant vers une

certaine limite, elle méme converge vers cette limite. Donc

Appelons sa somme [ (x) quand elle converge et posons f (z) = 0 sur 'ensemble restant
qui est de mesure nulle.
Nous avons trouvé une fonction f qui est limite simple presque partout de (f,,), -

Il faut maintenant montrer que cette fonction est limite de (f,), oy au sens de LP
Ve >0,AN e NNVn,om e Non,m > N = ||f, — [l <¢

Pour ¢ = 2%

1
ﬂnkEN:n>nk:>||fn_fnkH<g_k

Sing > ny n > my, NOUs aurons

1 1

1
[ fon = frill <M fo = ful + 1 = full < ot o =53

c’est a dire

i

E

P 1
= (5)

dim fo = pp= e L= =S8 P

Nous savons

alors d’apres le lemme de Fatou

P I

E

ce qui veut dire que

et donc f — f,, € LP et par conséquent f € LP-
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7.4. Espaces L* (1 < p < 400)

Remarque

L? est I'unique espace de Hilbert de la famille des espaces de Banach, 1 < p < 400

[’x 2 — C
(f,9) <f79>=gfgdu

est un produit scalaire

1) (fig1+92) = ([, 1) + ([, 92)
2) (f,Ag) = XF.9)

3) (f.9)=1{9,/)

4) (f,f)=0&f=0

Nous savons qu’un espace normé E est préhilbertien si, et seulement si, sa norme satisfait

I'identité du parallélogramme.

1f +gll* + 11f = glI* = 21 FII* + 2 llgII*

L' n’est pas un hilbertien

v f(r)=1 r+— g(x)=sinz
2

1f+gll = /|1+sinx|dx:27r
0
2w

1f=gll = /|1—Sinx|dx:27r
0
2

£ = [ 2do=tx

0
2

lgll = /|sin:17|dx:4

0
If+gl*+ If — glI> =8> # 2| fI* + 2]|g||* = 8 + 16
Définition

Une suite convergente dans L”, 1 < p < +o00 est aussi dite convergente en moyenne d’ordre

p et en moyenne quadratique dans le cas p = 2.
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Théoréme de densité

Soit (B, F, 1) un espace mesuré, I’ensemble £ des fonctions étagées définies sur cet espace,

telles que
vie&, p({x:f(z)#0}) <+oo

est dense dans LP si 1 < p < 4oc.

Démonstration

Remarquons tout d’abord, que £ C L”.

Soit f € LP

f étant mesurable, il existe une suite de fonctions étagées (f est limite d’une suite de
fonctions étagées)

Pour tout n € N et pour tout x € E, posons

fa (2) si | fo(2)] <2|f (2)]
In (2)

0 sinon

Ainsi définie la suite (g,),,cy est étagée et g, € LP.

9] < 2]|f]

comme f € L g, aussi.
D’apres le TCD g, — f p.p
D’apres TCD
lim N, (f —gn) =0

n—-+o00

d’ou le résultat.

Fonction a support compact

On appelle support d’'une fonction f de E dans R, et on le note supp f, 'adhérence de
I'ensemble des = € E tels que f () # 0.

Corollaire 1.

L’espace vectoriel C? (R) des fonctions continues a support borné sur R est dense dans L?.

Remarque 7.4.1 Remarque 2.
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7.4. Espaces L* (1 < p < 400)

Les résultats précédents ne sont valable que pour 1 < p < +o00. Ainsi, par exemple, la

fonction constante x — 1 qui appartient & L> n’appartient pas a 'adhérence de C? (R).
Remarque 7.4.2 Remarque 2.

Si 1 < p < +o0 l'espace L? (R) est le complété de I'espace C? (R) pour la norme f +—

£, -
Pour p = 400 il n’en est pas ainsi. Le complété de C? (R) n’est pas L™ (R), mais CJ (R)
des fonctions continues qui s’annulent a I'infini.

(Une fonction f de E dans R ou C' s’annule a Uinfini si,
Ve > 0,3K (compact de R) : Vz € K, |f (z)| <e

Pour une meilleure compréhension de ce cours et approfondir les connaissances nous

conseillons les auteurs et ouvrages suivants:
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