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Avant-propos

Ce polycopié de cours du module d’Algebre linéaire est destiné essentiellement
aux étudiants de la premiere année licence en Mathématiques appliquées (systeme
LMD). Mais également, il s’adresse aussi & tous les étudiants de la premiere année
licence de domaine Mathématiques et Sciences Technologique.

Le document est composé principalement de cing chapitres dont une breve
description est donnée comme suit :

Le premier chapitre traite les espaces vectoriels a savoir la définition de la struc-
ture d’espace vectoriel, sous espace vectoriel ainsi que les combinaisons linéaire, fa-
milles libres et liées de vecteurs et plus particulierement 1’étude des espaces vectoriels
de dimension finie.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons étudié les applications linéaires, définitions
et propriétés et quelques résultats sur les applications linéaires injectives et surjec-
tives.

Le troisieme chapitre est consacré a la présentation de quelques matrices parti-
culieres suivie des différentes opérations sur les matrices notamment les matrices
carrées, puis nous avons donné la matrice associée a une application linéaire et
quelques opérations sur les applications linéaires et les matrices, ainsi que le calcul
des déterminants d’ordre 2, 3 et n et le calcul de I'inverse d’une matrice en utilisant
les déterminants.

Le quatrieme chapitre donne des méthodes de résolution des systemes d’équations
linéaires.

Dans le cinquieme chapitre quelques exercices et leurs corrigés ont été exhibés
pour permettre a ’étudiant d’assimiler les notions présentées précédemment, suivie
de quelques exercices sans solutions lui permettant de s’exercer et de s’entrainer.
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Chapitre 1

Espaces vectoriels

Sommaire
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1.3.1 Combinaisons linéaires . . . . . .. ... ... .. .....
1.3.2 Familles libres, familles liées de vecteurs . . . . . . . . ..
1.3.3 Sous espace engendré par une partie, familles génératrices
1.4 Bases d’un espace vectoriel . ... .............

© O U= w W

1.5 Somme et somme directe de sous espaces vectoriels. . .

1.1 Structure d’espace vectoriel

On désigne par (K, +,.) un corps commutatif, en général K =R ou K = C.

On note par Og I’élément neutre pour la loi (4) et 1x I’élément neutre pour la loi (.).

Définition 1.1.1. On appelle espace vectoriel sur le corps K (ou un K-espace vecto-
riel) tout ensemble £ muni d’une loi de composition interne notée par (+) et d'une

loi de composition externe notée (.), c’est a dire tout triplet (E,+,.) ou

1. (E,+) est un groupe commutatif,
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2. Laloi (.), c’est & dire I'application

Kx F — FE
(A z) — Az
vérifiant :
a. Ve e E: lx.x =z,
b. VAeK,V(z,y) € E*: A\(z+y) =z + \y,
c. V) eREVreE: (A+pu)r=A\x+ p.r,
d. V(\p) eKE Ve e E: (Ap).x = \(ux).

Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K sont appelés scalaires.

Exemple 1.1.1. 1. E=R? K=R ou

(+):R*x R* — R?
((z,9), (@",y) +— (2,y)+ (@)= (x+2",y+y)

():Rx R* — R?
(A (2,9) — A(zy) = Az, Ay)
(R?, +,.) est un espace vectoriel sur le corps R (ou un R-espace vectoriel).
2. E—=R2, K=R ol
(+):R*x R?* — R?
((z,y), (=" y) — (zy)+ @ y) =@+ y+y)

():Rx R* — R?
(A (@,9) — Alz,y) = (Ax,0)
(R2,+,.) n’est pas un espace vectoriel car la propriété a. de la définition 1.1.1

n’est pas vérifiée.
En effet, 1z.(z,y) = 1.(z,y) = (L.2,0) = (2,0) # (z,y).
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1.2 Sous espaces vectoriels

Définition 1.2.1. Soit F un K-espace vectoriel et F' une partie de F.

On dit que F' est un sous espace vectoriel et on note (s.e.v) de F si et seulement si
1. F#0,
2. V(x,y) € F2, x+y € F,
3.V AeK, Ve e F, \x e F.

Remarque 1.2.1. {0g} et E sont des sous espaces vectoriels de E.

Proposition 1.2.1. Une partie non vide F' est un sous espace vectoriel de E si et

seulement si
Y(z,y) € F2,V(\, n) € K* ANz + py € F.

Proposition 1.2.2. Soit £ un K-espace vectoriel, Fy et Fy deux sous espaces vec-
toriels de E, alors Fy N Fy est un sous espace vectoriel de E. L’intersection de sous

espaces vectoriels est un sous espace vectoriel.

Remarque 1.2.2. En général, 'union de deux sous espaces vectoriels n’est pas un

espace vectoriel.

Par exemple, soient F; = {(z,0), x € R}, F» = {(0,y), y € R} deux sous espaces
vectoriels de R?, Fy U F, n’est pas un s.e.v de R? car (1,0), (0,1) € F; U Fy, mais
(1,0)+ (0,1) = (1,1) & Fy U F>.

1.3 Combinaisons linéaires, familles libres, fa-
milles liées de vecteurs

1.3.1 Combinaisons linéaires

Définition 1.3.1. Soit £ un K-espace vectoriel et x1, o, ..., x,, des vecteurs de E.
On appelle combinaison linéaire (C.L) des vecteurs x4, x, ..., x,, tout vecteur z de E

tel que

2= M2+ Aoy + o Apy = D Ny ol Ap, g, Ay €K

i=1
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Théoréme 1.3.1. Soit {zy,...,x,} une famille de vecteurs de E. L’ensemble F des
combinaisons linéaires de cette famille est un sous espace vectoriel de E. C’est le

plus petit sous espace vectoriel de E contenant la famille donnée {xy,... ,x,}.

Preuve. Montrons que F = {z € E: z =) oz, oy € K, z; € E} est un sous
espace vectoriel de F.

Soient z,y € F et A\j,\s € Kalors x =)  oyx; et y=>1 | Bizi, oy, 0 € K.

MT A+ Xy = M D+ Ny Bir =D (Mo + Xofi)x = D0 vz, avec
Vi = A1y + Ao 3; € K. Ce qui implique que A\jz+ Aoy € F. Donc F' est un s.e.v de E.
Montrons que F' est le plus s.e.v contenant {z1,...,x,}.

Supposons que F” est un s.e.v contenant {z1,...,x,}, alors Z?:l a;r; € F.

Or >  a;z; € F, donc F C F'.

1.3.2 Familles libres, familles liées de vecteurs

Définition 1.3.2. Soit E un K-espace vectoriel et x, o, ..., x,, des vecteurs de F.

La famille {1, o, ..., 2, } est libre si et seulement si V\; €e K,i =1,n

Z)\lezoEZ>>\1:/\2::/\n:OK
=1

Autrement dit, les vecteurs z, xs, ..., T, sont linéairement indépendants (L.I).

Définition 1.3.3. Si la famille {1, x9, ..., x,, } de vecteurs de E n’est pas libre, alors
elle est dite liée (ou les vecteurs xy, xo, ..., z, sont dépendants L.D), c’est a dire il
existe au moins \; € K,i = 1,n avec \; # Ok et Z)\ixi = 0p.
i=1
Exemple 1.3.1. 1. E = R} K = R, 2, = (1,2,0), z» = (0,0,—1) et (2,0,0)
sont L.I.
En effet, soient A\, Ay et A3 € R : A\jx1 + Aoy + A\3x3 = Ops.
Montrons que A\ = Ay = A3 = 0.
M1+ Aoy + A3z = Ops = (A1 + 2X3, 2M\1, —A2) = Os.
)\1+2)\3:0:>)\3:ﬁ:9:0,
(M 205,20, —d) = 0ms = { 9y _ gy =g
A =0= X =0.



Espaces vectoriels 5

Donc )\1 = /\2 = )\3 =0.

2. E=TR?* K =R, les vecteurs z; = (1, —2) et (—2,4) sont L.D.

En effet, 221 + 2o = Ogz = (0,0), ou bien on écrit directement zo = —2x;.
Remarque 1.3.1. 1. Si une famille {zq, s, ...,2,} est liée, alors tout vecteur
x;, 1 = 1,n s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs.
2. Toute famille contenant Og est liée.

3. Toute famille formée d’un unique vecteur différent de O est libre.

Théoreme 1.3.2. Soit E un K-espace vectoriel et x1,xo, ..., x, des vecteurs de F,

les deux conditions suivantes sont équivalentes.
1. {z1, 29, ..., x,} famille liée.

2. L’un au moins des vecteurs x; est une C.L des autres vecteurs.

Preuve. 1. = 2.) Supposons que {z1,xs,...,x,} est une famille liée, alors il existe

un scalaire non nul telle que ayx; + aszs + ... + @, = 0. Soit «,, # 0. Alors
—Qg —Q —0p_1
Ty, = Ty + To + ... +

Qn Qp An
L1, X2y« Tp—1-

Tp_1, d’ou z, est une C.L des vecteurs

2. = 1.) Supposons que z, s’écrit comme C.L des vecteurs z;, i # n, alors
Ty = O01T1 + Qo+ ...+ Qe 1Tp_1 = 1 T1 + QaTo + ... + Qp_1Tp_1 — £, = 0g.

Donc la famille {xy, o, ..., z,, } est liée.

1.3.3 Sous espace engendré par une partie, familles
génératrices

Définition 1.3.4. Soit F un K-espace vectoriel et A une partie de E.
On appelle sous espace engendré par A 'intersection de tous les sous espaces de E
contenant A et on le note < A > ou vect(A). C’est le plus petit sous espace vectoriel

(au sens de 'inclusion) contenant A.

Définition 1.3.5. Soit £ un K-espace vectoriel et F' = {xy, 29, ...,2,} C E.
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On dit que F' est une famille génératrice de E (ou F' engendre E) si et seulement si

Ve € E, 3N, Ao, s \y EK 2 = Z/\ix,;
=1

1.4 Bases d’un espace vectoriel

Définition 1.4.1. Soit F un K- e.v., on dit que E est de dimension finie s’il existe

une famille génératrice finie de E.

Définition 1.4.2. Soit E un K-espace vectoriel et B C E.

On dit que B est une base de E si B est une famille libre et génératrice de E.

Théoréeme 1.4.1. Soit E un K- e.v., B = {x1,29,...,x,} est une base de E si et

seulement si

Vo € B, 31, day o M) €K 1= ) "\
=1

Les scalaires A1, Aa, ..., Ay, sont appelés les coordonnées (ou les composantes) du vec-

teur x dans la base B.

Preuve. Soit B = {x1, 23, ..., z,} une base de E, donc B est une famille génératrice
de E, alors pour tout z de E, ona © =Y  o;x;, T; € {T1,T2, ..., Tp}

a; €K, i=1,n.

Montrons 1'unicité.

Supposons que & = Y - ar; =y o By = o (o — Bi)x; = 0p.

Comme B est une famille libre, donc a; — 3; =0 = a; = 3;, Vi = 1, n.

Exemple 1.4.1. 1. E=R? B={e; = (1,0), eg = (0,1)} est la base canonique

de R?
2. E=R3 B = {e; = (1,0,0), es = (0,1,0),(0,0,1)} est la base canonique de
R3.

En général, si £ = R",
B ={e = (1,0,0,...,0),e3 = (0,1,0,...,0),....,e, = (0,0,0,...,1)} est la base

canonique de R".
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3. E=R? B'={v; = (1,-1), vy = (0,2)} est une base de R?.
Soit v = (3,—5) € R? les composantes de v dans la base canonique de R?
sont 3 et —b car v = (3, —5) = 3e; — bey et dans la base B’ sont 3 et —1 car

v=(3,-5) =3v; — va.

Définition 1.4.3. Soit F un K-espace vectoriel et B une base de E.
On appelle dimension de FE, le cardinal de B et on note

‘dimKE = cardB ‘

Exemple 1.4.2. 1. E=R? Bg: = {e; = (1,0), 2 = (0,1)}, dimR? = 2.
2. E=R" B ={ey,e,..,e,}, dimR™ = n.
3. E =R,[X] : polynome de degré inférieur ou égal a n engendré par un nombre

fini de polynomes {1, X, X2, ..., X"}, dimE =n + 1.

Théoreme 1.4.2. S’il existe une base de E de cardinal n < oo, toutes les bases de

E ont ce méme cardinal n, qu’on appelle alors la dimension de E.

Théoréeme 1.4.3. (Théoréme de la base incompléte). Soit E un K-espace
vectoriel de dimension finie égale a n, A = {vy, vy, ...,v,} une famille de vecteurs de
E. Soit L = {xy,xa,...,x,} avec p < n une famille libre de E. Alors pour compléter L,
il existe (n — p) vecteurs de A qui soient linéairement indépendants avec les vecteurs

de L pour obtenir une base de E.

Exemple 1.4.3. E = R} L = {z; = (0,-1,0),22 = (2,0,0)} une famille libre
de R3. On peut compléter L pour avoir une base de R?® en prenant par exemple, le

vecteur z3 = (0,0, 1).
Proposition 1.4.1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n. Alors
on a

1. Toute famille libre admet au plus n éléments.

2. Toute famille génératrice admet au moins n éléments.

3. Toute base de E admet exactement n éléments.
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Proposition 1.4.2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n.
Soit B = {x1,xa,...,x,} une famille de vecteurs de E. B est une base de E si ['une
des conditions suivantes est vérifiée

1. B est une famille libre de E.

2. B est une famille génératrice de E.

Exemple 1.4.4. B = {z; = (—1,0,1),25 = (0,2,0),23 = (1,—1,0)} est-elle une
base de R*? On a cardF = 3, il suffit de montrer que B est libre ou bien B est
génératrice. En effet, soient A\j, Ay et A3 € R: A2y + Aowo + A3x3 = Ops

A(—1,0,1) + XA2(0,2,0) + A3(1,—1,0) = (=A; + A3,2A2 — A3, A1) = (0,0,0), d’on
A =y = \3 = 0= F est libre, donc B est une base R3.

Proposition 1.4.3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n, alors

tout sous espace vectoriel F' de E est de dimension finie et on a dim F < dim F.

Proposition 1.4.4. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n et F
un sous espace vectoriel de I de dimension p. Alors F posséde un supplémentaires

dans E de dimension n — p.

Théoréeme 1.4.4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient F' et G

deuz sous espaces vectoriels de E. Alors (F + G) est de dimension finie et on a

dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G)

Corollaire 1.4.1. Si F' et G sont deux sous espace vectoriels de E& en somme directe.
Alors

FAG={0} ie dim(FNG)=0]

et on a

dim (F+G) = dim F+ dim G

Proposition 1.4.5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient F et
G deux sous espaces vectoriels de E. Alors F et G sont supplémentaires dans E si
et seulement si

1. dimE = dimF + dimG,
2. FNG ={0g} ou bien Bp U Bg est une famille libre.

Avec Br une base de F' et Bg une base de G.
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Définition 1.4.4. (Rang d’une famille finie de vecteurs)
Soit F un K-espace vectoriel et F' une famille de vecteurs de E.
On appelle rang d’une famille de vecteurs F', la dimension de I’espace vectoriel qu’il

engendre et on note

rangF' = dim < F' >

Autrement dit, le rang de F' est le nombre maximal de vecteurs de F' qui sont

linéairement indépendants.

1
Exemple 1.4.5. Soit E=R* K=R, F = {z; = (1,-2),29 = (—=, 1)

2
r3=(3,0),24 = (2,—4),25 = (0,—4)}. On a x; = —2x9, x4 = —4x9
et x5 = —4wy— 37 D’ou F =< {x9, 23} > qu’est une famille libre, donc rangF’ = 2.

1.5 Somme et somme directe de sous espaces vec-
toriels

Définition 1.5.1. Soit £ un K-espace vectoriel, F; et F5 deux sous espaces vectoriels
de E. La somme de F} et I35 notée par

Fi+F={xcE: 3(r1,19) € F} X Fy, x =1 + 23}

est un sous espace vectoriel de E appelé somme de F) et F5.

Proposition 1.5.1. Soient I, F5 deuz s.e.v d’un K e.v. E, alors Fy + Fy est le plus
s.e.v contenant Fy U Fy.

Définition 1.5.2. (Somme directe)
Soit F un K-espace vectoriel, F} et I3 deux sous espaces vectoriels de £. On dit que
la somme de F; et de F, notée F; + F5 est directe s’il existe un unique z; € F; et un

unique xy € Fy tel que pour tout x € E, on a x = x; + x5 et on note

FreFR={xcFE:3lxy € FletIlzy € Fy, x =x1 + 23}

Autrement dit, la somme Fy + Fy est directe si F1 N Fy = {0g}.
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Définition 1.5.3. (Sous espaces supplémentaires)
Soit E un K-espace vectoriel, F} et F, deux sous espaces vectoriels de E.
On dit que F} et F; sont supplémentaires dans F (ou bien E est une somme directe

de Fy et F3) si et seulement si

Flﬂng{OE}etF1+F2:E

F1 ﬁ F2 - {OE},

Autrement dit, F} & F, = F & { F,+F=E.

Théoreme 1.5.1. Dans un K e.v. E de dimension finie, tout s.e.v F admet au

moins un supplémentaire G dans E et E = F & G = dimE = dimF + dimG.

Remarque 1.5.1. La réciproque est fausse. Cependant :

. { dimFE = dimF + dimG, et alors E— F & G.

" FNG = {05}



Chapitre 2

Applications linéaires

Sommaire
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2.1 Définitions et propriétés générales

Définition 2.1.1. Soient E et F' deux K espaces vectoriels et f : £ — F' une
application. On dit que f est une application linéaire (ou un morphisme d’espaces

vectoriels E et F') si et seulement si

L Vo,y € B, f(x+y) = f(z)+ f(y),
2. VA€ K, Vz € E, f(A\x) = \.f(z).

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de F dans F.

Proposition 2.1.1. (Caractérisation usuelle des applications linéaires)
Soit f : E — F une application. On dit que [ est une application linéaire si et

seulement si

VA, ueK, Vo,y € E: f(Ar + py) = Af(x) + pf(y)

11
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Proposition 2.1.2. Soit f : E — F une application linéaire et x; € B, \; € K
i =1,n, alors on a

Remarque 2.1.1. Si f est une application linéaire alors f(0g) = Op.

Autrement dit, si f(0g) # O, alors f n’est pas une application linéaire.
Exemple 2.1.1. 1.
f:R® — R?
(x,y,2) — flx,y,2)=(r+y+2z2c+y—2)

f est linéaire. En effet, soient (z,y,2), (z/,9/, 2') € R3 et soient \, u € R.
PO, ) + e #)) = F((N -+ ', Ay + pyf, As + )

fA(z,y, 2)+py, 2

(

( (Ar+px'+ 2 y+py + A2+ 02 20 e+ 2px'+ Ay +py' — Az —pz')
FM @y, 2)+ule,y' 2

(

(

) =
) =

(Ma+y+2)+p(@' +y +2), \2r+y—2)+u(22"+y' —2'))

fN@,y,2) +p(a' Y, 2") = Mo +y+2,20+y —2) +p(@’ +y' + 2/, 20" +y' —2)
fMz,y,2) + @,y 2) = Af(@,y, 2) + nf (@Y, ).
De plus, on a f(0Ogs) = Oge.
2.
g:R* — R3
(,y) — gl@y)=(-r+yz—y2r-y+2)
g(Or2) # Ogrs = ¢ n’est pas linéaire.
3.

h:R* — R
(@,y) — hlz,y)=2"+y -2
h n’est pas linéaire car, pour (z,y) et (z/,y) € R?
h((z,y) + (2 y) = h(z + 2",y +¢) = (@ + 2 +y +9/ - 2
h((z,y) + (2',y) = a® + 2 + 222’ + y + ¢ — 2
h(a,y) + h(zy) =2 +y =2+ 2% +y =24 h((z,y) + (', ¢/)).
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Définition 2.1.2. 1. On appelle endomorphisme de E une application linéaire
de F dans FE.

2. On appelle automorphisme de E une application linéaire de F dans E qui est
bijective.
3. On appelle isomorphisme de E dans F' une application linéaire de E dans F

qui est bijective.

2.2 Image et noyau d’une application linéaire

Définition 2.2.1. Soit f : E — F une application linéaire.

1. On appelle image de f et on le note Imf I’ensemble de vecteurs de F' de la
forme f(x) avec x € E.

Imf={yeF,3vcE,y=f(x)} = f(E)

2. On appelle noyau de f et on le note Kerf ’ensemble défini par

Kerf ={z € E: f(x)=0r} = f ({0}

Exemple 2.2.1. Soit I'application linéaire f définie par
f:R® — R?
(I,y,Z) — f(x,y,z):(2x—y,y+z)

Déterminons Kerf et Imf.

1. Kerf ={(z,y,2) € R?: f(z,y,2) = Oge = (0,0)}
(2x —y,y+2) =(0,0) & { §x+—zy_200, & { ‘Z: 22,
Kerf = {(z,y,2) € ]R3 y =2z, 2= -2z} ={x(1,2,-2
Donc Kerf = ({(1, 2, —2)}).

2. Imf ={(y1,02) € R2 3(w,y,2) R, (yr,40) = f(z,9,2) = (22 —y,y + 2)}
2z —y,y+2) = (22,0) + (—y,y) + (0,2) = 22(1,0) + y(—1,1) + 2(0,1)
Imf = ({(1,0),(-1,1),(0, )}> Comme (—1,1) = —1(1,0) + (0, 1), donc
mf = ((1,0),(0,1)}) = B2
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2.3 Applications linéaires et sous espaces vecto-
riels

Proposition 2.3.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps K et
f+ E — F une application linéaire. Soient G un s.e.v de E et H un s.e.v de F.

Alors

1. f(G) est un sous espace vectoriel de F', en particulier Imf est un sous espace

vectoriel de F.

2. f7Y(H)={x e E/ f(x) € H} est un sous espace vectoriel de E, en particulier
Kerf est un sous espace vectoriel de E.

2.3.1 Applications linéaires injectives et surjectives

Proposition 2.3.2. Soit f : E — F une application linéaire. Alors
1. f est injective si et seulement si Kerf = {Og}.

2. f est surjective si et seulement si Imf = F.

Preuve. 1. =) Supposons que f est injective et montrons que Kerf = {0g}. Soit
r € Kerf = f(z) = 0p = f(0g), comme f est injective alors x = Og, donc
Kerf = {0g}.
<) Supposons que Kerf = {0g} et montrons que f est injective.

Soient x1,z9 € E @ f(x1) = f(x3), comme [ est linéaire, on a
f(z1) = f(22) = f(v1 — 22) = Op = 21 — 22 € Kerf, puisque Kerf = {0g},
alors r1 — x9 = 0p = 11 = x9. Donc f est injective.

2. fsurjective & Vy € F,dz € E: f(x) =y = f(z) € f(E) ie. F C f(E) et
on a aussi f(E) C F, dou f(E) = F donc Imf = F.

Exemple 2.3.1. Soit I'application linéaire f définie par

fR? — R?
(z,y) +— flr,y)=(v—y,v+vy)
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f est-elle injective ? surjective ?
Kerf = {(z,y) € R?, f(z,y) = (z —y, 2 +y) = (0,0)}

fla,y) =(0,0) & {i;gj&

r =Y,
r=—y.
&S r=y=0

< Kerf = {02} < [ est injective.

Imf = {f(z,y) €ER*: (z,y) € R}
= {(z—yz+y). (x.y) eR?}
= {x(1,1) +y(~1,1), (z,y) € R*}.
Donc Imf est engendré par les vecteurs z; = (1,1) et 2o = (—1,1) qui sont

linéairement indépendants, alors ils forment une base de Imf. Puisque Imf C R2?

et de plus dim(Im) f = 2, donc Imf = R?. Par conséquent, f est surjective.

Proposition 2.3.3. Soit f : FE — F une application linéaire et

G = ({z1, 29, ...,x,}) un sous espace vectoriel de E, alors

J(G) = [(({ar, 22, s a})) = (S (21), f(wa), o fn)})

Corollaire 2.3.1. Soit f : E — F une application linéaire.
Si dimE =n et B = {ey,ea,...,e,} une base de E. Alors f(B) engendre Imf.
Si de plus, f(B) est libre alors elle forme une base de Imf.

Exemple 2.3.2. Soit 'application linéaire f définie par
fiRP — R?
(2,y,2) — [(e,9,2) =(x—y+zr+y—2)
Soit B = {e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0, 1)} la base canonique de R?. D’aprés
le corollaire précedent, Imf = ({f(e1), f(ea), fes)}) = ({(1,1),(—1,1),(1,—=1)}).

Mais f(es) = —f(e). Done Imf = ({(1,1),(~1,1))}), puisque f(er) et f(es) sont
linéairement indépendants, donc ils forment une base de Imf.
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Proposition 2.3.4. Soit f : E — F une application linéaire. E et F de dimension
finies. Alors

1. finjective = dimF' > dimkFE.
2. [ surjective = dimE > dimF'.
3. f surjective et dimE = dimF = f est bijective.

Proposition 2.3.5. Soit f : E — F une application linéaire. E et F de dimension
finies et B une base de E. Alors

1. f est injective si et seulement si f(B) est une famille libre de F'.
2. f est surjective si et seulement si f(B) est une famille génératrice de F.

3. f est un isomorphisme si et seulement si f(B) est une base de F.

Preuve. 1. =) Supposons que f est injective et soit B = {uy, us, ..., u,} une base
de E. Montrons que f(B) = {f(u1), f(ug), ..., f(u,)} est libre.

Soit ay, s, ..., € K telle que Y1, a;f(u;) = Op. Comme f est une application
linéaire, alors on a

Sy if(u) = f(O qwu) = 0p = f(0p) = D 0 oqu; = 0p = a; = 0, Vi=1,n
car B est une base de E. D’ou la famille {f(uy), f(uz), ..., f(u,)} est libre.

<) Supposons que f(B) est libre et montrons que f est injective.

Soit z, 2’ € E: f(x) = f(2) = f(Oi, cuwi) = f(O_1, Biwi), ce qui implique que
Do aif(wi) =370 Bif(wi) = 37 (i — Bi) f(wi) = Op = a; — 3; = Op car f(B)
est libre. Donc " | ayu; = > Biu; = x =2/, d'ou f est injective.

2. =) Supposons que f est surjective et montrons que f(B) est une famille
génératrice de F.

Soit y € f(E) =3ex e E:y=flx)=>y= O qu) = > af(y), dou
{f(u1), f(ug), ..., f(u,)} est une famille génératrice de f(E) = F = f(B) est une
famille génératrice de F'.

<) Supposons que f(B) est une famille génératrice de F' et montrons que f est
surjective.

Soitye F=y=>" o;f(u) = f(O i, au;) car (f(B) est génératrice de F et f
linéaire), d'ou Vy € F, 3z + >, ayu; € E = y = f(z), donc f est surjective.

3. f est bijective si et seulement si f est injective et surjective, ceci est équivalent a
f(B) est libre et f(B) est génératrice donc f(B) est une base de F'.



Applications linéaires 17

2.3.2 Rang d’une application linéaire

Définition 2.3.1. Soit f : E — F' une application linéaire. ' et F' de dimension
finies. On appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de Imf, c’est a dire

rg(f) = dim Imf

Théoréme 2.3.1. (Théoréme du rang). Soit f : E — F une application

linéaire. E et ' de dimension finies. Alors

dimE = dim Kerf + rg(f) = dimKerf + dimImf

Théoreme 2.3.2. Soient E et F' deux K- e.v. tel que :
dimE = dimF et f: E — F linéaire. Alors

‘f mjective < f surjective < f bijective ‘

Remarque 2.3.1. Ce théoreme est applicable uniquement en dimension finie et dans

le cas particulier ou f est un endomorphisme de F.

Exemple 2.3.3. Reconsidérons 'application linéaire f de I'Exemple 2.3.2

f:R® — R?
(.T,y,Z) — f(I,y,Z) = (x—y+z,x—|—y—z)
On a dimImf = 2 = dimR? < f est surjective.
On sait que dimR? = dimKer f + dimImf = dimKerf = dimR? — dimIm f = 1.
Donc Kerf # {Ogs} = f n’est pas injective. Ou bien, dimImf = 2 # dimR3 = f

n’est pas injective.
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3.1 Généralités sur les matrices

On désigne par (K, +,.) le corps R ou C,n, m et p sont des entiers strictement

positifs.

Définition 3.1.1. Une matrice a n lignes et m colonnes est une application de

{1,..,n} x {1,...,m} a coefficients dans K de la forme

11 a2 ... A1 ... Q1m
Q21 Qg2 ... Agj ... Q2m
A= (aij> 1<i<n =
1<5<m Q1 A2 ..o Qi .. Qg
Qp1 Ap2 ... Apj ... Qpm

Les (ai;) 1<i<n sont appelés les éléments (coefficients) de la matrice A.
1<j<m
L’indice 7 désigne le numéro de la ligne et I'indice j le numéro de la colonne de la

matrice A. Par exemple, a;; est I’élément de la i"¢ ligne et de la 7™ colonne.
L’ensemble des matrices a n lignes et m colonnes ou matrices de type (n,m) a

coefficients dans K est noté par M, ) (K).

Exemple 3.1.1. 1. A= | V11 est une matrice de type (3, 2) a coefficients
6

dans R, c’est a dire A € M 39)(

2.32(59. —V2 2‘“)

C, cestadlreBE./\/l(gg(

% O > wi

est une matrice de type (2,3) a coefficients dans

3.2 Matrices particulieres

Définition 3.2.1. 1. Matrice nulle : une matrice A = (a;;) 1<i<n € Mnm)(K)
1<5<m
est nulle si a;; =0, V1 <i<netV1<j<m.

o

0
Parexemple,A:(O O),B: 0
0

0
0 0 0
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2. Matrice ligne : une matrice ligne contient une seule ligne (n = 1).
A= ( a1y a1 ... Qim )

Parexemple,A:( L2 9),B:(13, 0, V2, —7).

3

3. Matrice colonne : une matrice colonne contient une seule colonne (m = 1).

aii
A=| ™
an1
5 .
Par exemple, A= | V3 |, B= 1
—6 g

4. Matrice carrée : une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes
et le nombre de colonnes sont égaux c’est a dire [n = m], dans ce cas, on dit

que la matrice A est une matrice carrée d’ordre n.

a1 a12 a4 A1p
asq a2 . ag; QAony,
A ]
Qi1 ;2 . (077} Qin
L]
Anl an2 . An; Anpn

On note par M,,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coeflicients
dans K.

o Les coefficients a;;, 1 < 7 < n encadrés dans la matrice carrée A d’ordre n

sont appelés coefficients de la diagonale de A : ( a1 22 oo Qi .. Gpp )
—2
Par exemple, A = ( g 9 ) € M5 (R) et les éléments de la diagonale sont
8 13
-3 0 11
ayp = 5, axp = 13, B = 32 Z% V13 € M3(R) et les éléments de la
1 8

15
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diagonale sont ay;; = —3, as =4, azz3 = 8.
-1 0 25 7
1
9 13 -3 11 .
Par exemple, A = 4 et la diagonale de A est
22 -5 [42] 2
4 5 -3 [6]

13
-1, —, 42, 6 ).
( ) 4 ) Y )

5. Matrice triangulaire inférieure : une matrice triangulaire inférieure est une

matrice carrée dont tous les coefficients au dessus de la diagonale sont nuls.

A triangulaire inférieure < Vi, j € {1,...n}, i <j=a;; =0

a1 0 0 0 0 0

921 929 0 0 0 0

_ g 0 0 0

A= a1 Qo ... lagz] O 0

.. — O

an1 an2 Ani Ann
4 0 0 0

-2 0 0 1

Par exemple, A = 5 11 0 |,B= 2 -7 00
0 1 3 V3 13 8 0
2 -9 11 6

6. Matrice triangulaire supérieure : une matrice triangulaire supérieure est
une matrices carrée dont tous les coefficients au dessous de la diagonale sont

nuls.

A triangulaire supérieure < Vi, j € {l,...,n},i>j=a;; =0

aiil 12 Q14 A1n
0 22 A2 A2n
B 0 0
A= 0 0 0 Qi cee (077
0 0 0 0O — -
0 0 0 0 0 Qnn
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7 1 0 15 0 -6 14
5 0 2 23 -7

Par exemple, A= 0 3 6 , B = 0 0 34 18
0 0 11 0 0 0 -8

7. Matrice diagonale : une matrice diagonale est une matrice carrée a la fois
triangulaires supérieure et triangulaire inférieure. Les seuls coefficients non nuls

sont donc ceux de la diagonale.

A diagonale & Vi,je{l,..,n},a; =0,Vi#j

a1 0 0 0 0 0

0 929 0 0 0 0

A 0 0O = O 0 0

0 0 0 0O = O
0 0 0 0 0 [ann
SN

Par exemple, A= 0 3 0 |,B=

0 0 11 0000

0 00 -8

8. Matrice identité : une matrice identité est une matrice diagonale dont tous
les coefficients diagonaux a;; valent 1 . On note I, la matrice identité d’ordre
n.

o oo ool
o oo o[-]o
ooo@ o o
ooHooo
[Floococc o

OEOOOO

1 000

1 0 100 01 00

Par exemple, I, = 01 ) I3 = 010 |,L= 0010
0 0 1

0 001

9. Transposée d’une matrice : On appelle transposée de A € M, ,,(K) la
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matrice notée A" € M,,,,(K) définie par aj;.

ai; a21 ... Qi1 ... Apl
a2 a92 ... ;2 ... (Ap2
t (N —
A= (aﬂ)llggjiéz ayj Q25 ... Qi ... Qnpj
A1m A2m oo Ay oo Qpm
1ty
Parexemple,AZ(174 _39),/”:(3; ;)aB: 2 131 8 ’
-5 3 —6
1 2 =5
—4
B'=| — 11 3
3
0 8 -6

10. Matrice symétrique : une matrice carrée est dite symétrique si et seulement

siA' = 4]

4 L 15 3
Par exemple, A = 1 2 | =A,B=|52 6 |=B".
B 13 3 6 7
11. Matrice antisymétrique : une matrice carrée A € M, (K) est dite anti-

symétrique si et seulement si H

—1
0 1 0y
Par exemple, A= [ _4 2 |=-4,B=]| -3 0 2 = —B'.
— 0 1
- =2 0
2 2

3.3 Opérations sur les matrices

1. Egalité de deux matrices : Soient A = (a;;), B = (bij) € Mym(K).

2. Somme de deux matrices : Soient A = (a;5), B = (b;;) € M, ,»(K).
On appelle la somme de A et B et on note A + B la matrice C' donnée par
C = (Cij> = A+B S Mn,m(K)a avec Ci; = G4y +bij7 V1 S 1 S n, V1 S ] S m.
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3. Multiplication d’une matrice par un scalaire : Soit A = (a;;) € M, ., (K)
et A € K, alors A = A(a;;) = (May;), V1 <i<n, V1<j<m.
-1 0 2 =12

Par exemple, soient A = 4 13 |,B=10 1 , C = ( 291 _25 )
9 -7 8 5
et A= —4.
1 —12 -1 0 4 0
A+ B= 4 14 JANA = —4A = 4 13 | = —-16 —-52
17 =2 9 -7 —-36 28

Par contre, A+ C et B+ C n’existent pas car A, B € M35(R) et C' € M,y(R).
Propriété 3.3.1. Soient n,m € N*, o, € K et A, B,C € M,, ,,(K), on a les
propriétés suivantes :

(a) A+ B = B+ A (l'addition est commutative).

(b) (A+B)+C =A+ (B+C) (l'addition est associative).

(c) A+ Opm = Opm + A = A (O, la matrice nulle est I’élément neutre de

laddition).

(d) a.(A+ B) =a. A+ (3.B.

(e) (a+ PB)A =aA+ [A.

(f) (a.A)B = a.(AB).
Théoréme 3.3.1. L’espace (M, ,(K),+,.) est un K-espace vectoriel de di-

mension n X m dont la base est dite (base canonique) est constituée par la

famille de matrices élémentaires F; définies par

J1<i<n
1<5<m

4. Produit de deux matrices : Soient A = (a;;), B = (bjr) € M, ,n(K) (le
nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B). On définit alors
le produit de A et B dans cet ordre par la matrice C = AXB = (ci,) € M, »(K)
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tel que

m
Cik = E aijbik
j=1

Par exemple, soient A = ( a2 )

Q21 QA2
biy bz bz a1 12 bir bz bi3
et B = ,AX B = X
< ba1r baa o3 Q21 (22 bo1 baz  Do3
[ aubin +aigbyr  aribia + aigbye  ainbiz + aizbas
Ax B = )
a21b11 + a22ba1  ag1bi2 + agebs  a21biz + axbas
. 1 -2 -1 0 1
Soient A = 3 9 et B = 4 920 )

1 -2 -1 0 1 -9 —4 1
AXB‘(3 Q)X(4 20)_(5 4 3)
Remarque 3.3.1. (a) Le produit A x B de deux matrices A et B est possible

uniquement lorsque le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B.

(b) En général, et lorsque le produit est bien défini, on a A x B # B x A (le
produit matriciel n’est pas commutatif).

(c¢) Le produit des matrices carrées d’ordre n est toujours défini.

(d) L’égalité Ax B=0=% A=0 ouB = 0. Par exemple, A = ( } :i )

31 00
etB:(3 1),A><B:(O O),alorsqueA%OMQ(R) et
B#0M2(R)-
(e) L’égalité A x B = A x C n’implique pas B = C.

5. Matrices carrées inversibles : Soit A € M,,(K), on dit que A est inversible

si et seulement si il existe A’ telle que

(AN =AA=1,]

Si A est inversible alors A’ est unique et est appelée inverse de A (notée A™1).

Par exemple, A = ( (1) _32 ), on cherche A" € M5(R) telle que AA" = I,.
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= () (2 a)= (s

Par identification, on obtient

a—2c=1

b—2d=0

3c=10

3d=1

a=1
1 2
Finalement, A’ = A~! = %
"3

6. Matrices équivalentes : Soient A, B deux matrices de M,, ,,,(K).
On dit que A et B sont équivalentes s’il existe deux matrices carrées inversibles

P e M,(K) et Q € M,,(K) telle que

a=1+42c,
b= 2d,
c=0,
1
=3

2
b= —.

3

B=Q AP

7. Matrices semblables : Soient A, B deux matrices carrées de M, (K).
On dit que A et B sont semblables s’il existe une matrice carrée inversible

P € M, (K) telle que

B =P 'AP

3.4 Matrices et applications linéaires

3.4.1 DMatrice associée a une application linéaire

Définition 3.4.1. Soient E, F' deux K-e.v. tels que dimFE = n et dimF = m et
f € L(E,F). Soient B = {ey, ey, ...,e,} une base de E et C' = {uy,us, ..., Uy, } une
base de F. On appelle matrice associée a l'application linéaire f par rapport aux
bases B et C' la matrice M = Mg c)(f) = (ai;) € My, (K) dont la j-eme colonne

est constituée par les coordonnées du vecteur f(e;) dans la base C'.
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fler)  flea) == [leg) ---flen)

MeM Uy aip a2 -0 Qi ot Qg
- (B,C) (f) - Us (o1 Q1+ Gyt A2y
U, Am1 Am2 - Qmj - Qmp

Plus simplement, c’est la matrice dont les vecteurs colonnes sont les images par f

des vecteurs de la base de départ B, exprimée dans la base d’arrivée C.

Remarque 3.4.1. 1. La taille de la matrice M c)(f) dépend uniquement de la
dimension de E et de celle de F.
2. Les coefficients de la matrice dépendent du choix de la base B de E et de la

base C de F.

Exemple 3.4.1.

f:R* — R?
(131,1'2,ZL'3) — f(:L’l, Ta, 133) = (1'1 -+ To9 — X3,T1 — 21’2 -+ 31]3)
Soient B = {e; = (1,0,0), e3 = (0,1,0), (e3) = (0,0,1)} et
C = {uy = (1,0),us = (0,1)}. Cherchons la matrice M c)(f) associée a f par

rapport aux bases B et C.
f(el) = (17 1) = U1 + Usg, f(eg) = (1, —2) = U] — Uy et f(@g) = (—1,3> = —up + 3'LL2.

M(B,C)(f): " f(lel) f(1€2) f(_els)
U2 1 —2 3

3.4.2 Opérations sur les applications linéaires et les matrices

Proposition 3.4.1. Soient f,g : E — F deux applications linéaires et soient B

une base de E, C une base de F et D une base de G. Alors, on a

1. M(B7C)(f + g) = M(B,C)(f) + M(Bvc)(g>
2. | M,cy(Af) = AMp,cy(f)
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Proposition 3.4.2. Soient f : E — F et g : FF — G deux applications linéaires
et soient B une base de E, C une base de F' et D une base de G. Alors, on a

M.py(go f) = Mc,py(g9)Mpco(f)

Proposition 3.4.3. Soient E un K-espace vectoriel fini de dimensionn, f - E — FE
une application linéaire et B une base de E. M € M,(K) la matrice associée a f

relativement a la base B de E, alors

‘M est inversible < f est bz’jective‘

Définition 3.4.2. (Rang d’une matrice) Soit A € M,,,,,(K). On appelle rang
(rg) de A le nombre maximum de vecteurs colonnes de A qui sont linéairement

indépendants et on a

rg(A) < min(n, m)

Proposition 3.4.4. Soient E, F deux K-espaces vectoriels. B,C des bases de E, F
respectivement. Soit f € L(E,F) et A= Mpc(f). Alors

rg(A) = rg(f)

3.5 Matrice de passage, changement de bases

3.5.1 Matrice de passage d’une base a une autre base

Définition 3.5.1. Soient £ un K-e.v. de dimension finie égale a n, B, B’ deux bases
de E. On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice de M,,(K) dont les colonnes
sont formées des composantes des vecteurs de B’ exprimés dans la base B, on la note

Pip gy, c’est a dire, si B = {eq,ea,...,e,} et B’ = {€},¢€,,...,€,}, alors on a

/

ey = o161 + ag1€3 + ... + a1y

/

€y = (1267 + ag9eg + ... + o€y,
= i

/
€, = Qiu€1+ agues+ ...+ ayéy
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Donc
all al? .« . .« e . « e . aln
a21 a22 .« e . « e . « e a2n
P,y =
anl anQ .« . .« e . P ann

Exemple 3.5.1. Soit E = R?. On considere la base B = {e; = (1,0),e3 = (1,1)} et
la base de B’ = {e} = (1,2), ¢, = (5,4)} de R%
Cherchons la matrice de passage de la base B vers la base B’. Il faut exprimer les

vecteurs de la base B’ en fonction des vecteurs de la base B.

/
e; = —er+ 2ey,

/
ey = e +4ey,

La matrice de passage de B vers B’ est donc par

ey €
P=Pppy= ¢ [ -1 1
es| 2 4

La matrice de passage de B’ vers B est donc par

€1 €9
-2 1
P_1:P(B/B): 61 o a
B R
2
3 6

3.5.2 Changement de bases
3.5.2.1 Changement de bases pour un vecteur

Soit F un K-e.v. de dimension finie égale a n, B et B’ deux bases de E et
P = P py. Soit X un vecteur de E et considérons oy, ay, -+ , o, les composantes
de X dans la base B et (31, 32, , 3, les composantes de X dans la base B’. Alors
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on a
a7 51 51 aq
Qs B2 . B2 Qg
, =P _ ou bien _ = p! ,

Exemple 3.5.2. Reconsidérons I'exemple 3.5.1 et soit X un vecteur de R
Si (z,y) sont les composantes du vecteur X dans la base B, les composantes du
vecteur X dans la base B’ sont (2/,y’) telle que

, -2 1 2.1
)= G- T G-
3 6 3767

3.5.3 Changement de bases pour la matrice associée a une
application linéaire

Théoreme 3.5.1. Soient E, F deux K-e.v., f : E — F une application linéaire,
B,B" deuz bases de E, C,C" deux bases de F, M(pc)(f) la matrice associée a f
relativement aux base B de E et C de I, P = Pp g, Q = Q) et Q'= Qo)
Alors, on a la matrice associée a f relativement auz nouvelles bases B' et C est
donnée comme suit

Mpron(f) = Q '"Mpc)(f)P

Théoreme 3.5.2. Soit £ un K-e.v., F : E — E une application linéaire (f un
endomorphisme), B et B' deux bases de E, Mg p)(f) la matrice associée a f relati-
vement a la base B. Soit P = P(B,B/)(P_l = Pp ). Alors, on a la matrice associée

a [ relativement a la base B’ est donnée comme suit

M py(f) = PilM(B,B)(f)P

3.6 Calcul des déterminants

Le calcul du déterminant d’une matrice carrée est un outil important dans

I’algebre linéaire, on 1'utilise par exemple, pour vérifier si une matrice est inversible
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et pour calculer I'inverse d’une matrice, on peut ’appliquer aussi dans la résolution

des systemes d’équations linéaires.

3.6.1 Déterminant d’une matrice d’ordre 2

Définition 3.6.1. Soit A = ( ZH 212 ) une matrice carrée d’ordre 2.
21 @929

Le déterminant de A est le nombre réel ay; X ags — as; X ajo et on le note par

detA = a1 X Qoo — G917 X A12.

detA = @1 A = ay11 X Q92 — G917 X Q12
A21  A22
. -2 3 -2 3
Exemple 3.6.1. Soit A = - 1) detA = T —2x1—-7x3=-23.

3.6.2 Déterminant d’une matrice d’ordre 3

ailz aig ais 11 daiz2 A3
Définition 3.6.2. Soit A = 21 929 a23 ,detA = | Q91 Q922 923
az1 asz 33 a31 daszz G33

3.6.2.1 Meéthode 1 : Développement suivant une ligne

Par exemple, développement suivant la premiere ligne :

@i iz i a a a a a a
detA = | ag; a9 ass | = +agy 22 (23 — a1 21 23 T ags 21 22
a32 Aas3 az1 ass a31 Aa3z2
a3; Aazz2 ass
1 0 -1
Exemple 3.6.2. Soit A = 3 5 2 € M3(R)
-2 0 1
1 0 -1
detA=| 3 5 2 :1’8?’—0’_32?‘—1'_322‘:_5,
-2 0 1
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3.6.2.2 Meéthode 2 : Développement suivant une colonne

Par exemple, développement suivant la premiere colonne :

ail G2 013 a a a a
detA = | az am ags |=+ain| = Floay| P P lpay| 1?8
az2 G33 a3z asz3 Q22 (23
az1 a3z 0asg
1 0 -1
detA=| 3 5 2 :1‘52‘—3‘0 _1’+(—2)'0 _1‘:—5.
01 0 1 5 2
-2 0 1
3.6.2.3 Méthode 3 : Regle de Sarrus
ain\, a2 a3
apil a2 a3 as\, Gz ass
detA =| ax ag azs | =] as,/\ azx \as3
az1 a32 0433 ain,/  aiz \ai3
as /A \a23
detA = a11a922a33 + A21A32a13 + A31A12023 — A31A22013 — Q11032023 — (21012033
1 0 -1
1 0 —1 3 5 2
detA=| 3 5 2 |=|-2 0 1
-2 0 1 1 0 —1
3 5 2
detA =1x5x143x0x(—1)+—-2x0x2—(=2x5x(—1)+1x0x2+3x0x1) = —5.

3.6.3 Déterminant d’une matrice d’ordre n

Définition 3.6.3. Soit A une matrice de M,,(K). On note A;; la matrice d’ordre
(n — 1) déduite de A en supprimant la i ligne et la j™¢ colonne et A;; appelé
mineur est le déterminant de la matrice A;; .

On appelle déterminant de A développé suivant la “™¢ ligne le scalaire
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detA = (=1)agli+ (=124l + -+ (=) a, Ay

n

= Z(—l)i+kaikﬂik.

k=1

On appelle déterminant de A développé suivant la j*¢ colonne le scalaire

detd = (=1)"ay; A+ (1) agyDgj + -+ (1) ay; A,

n

= ) (-D)"ayny;

k=1

3.6.4 Quelques propriétés des déterminants

Soient A, B € M,,(K) et A € K.

10.

= W o

S S

detl, =1
det(AA) = A"det A.
det(AB) = detAdetB.

det(A™) = (detA)™, m € N*.
1
~ detA’

detA # 0 < A est inversible, de plus det(A™!)
det A" = detA.

detA = 0 si 'une de ses colonnes est nulle.
detA = 0 si ses colonnes (resp. ses lignes ) sont liées.

Si A est une matrice triangulaires inférieure ou supérieure ou diagonale, alors
detA = H?Zlaii.
Le déterminant ne change pas si on ajoute a une ligne ou a une colonne une

combinaison linéaires des autres lignes ou des autres colonnes.

Remarque 3.6.1. Cette derniere propriété est tres importante, elle facilite le calcul

du déterminant en faisant apparitre des zéros sur la ligne (ou la colonne) ciblée.
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3.7 Calcul de 'inverse d’une matrice en utilisant
le déterminant

Soit A = (a;;) € M, (K). On sait que A est inversible si et seulement si detA # 0.

Cherchons maintenant sa matrice inverse A~!.

Définition 3.7.1. On appelle comatrice de A la matrice carrée d’ordre n définie par

i1 Ci2 - Cij - Cip

Co1 C2 -+ C25 -+ Cop
comA =

Cil Ci2 Cij Cin

Cnl Cn2 Cnj Cnn

ou|cij = (—1)"+d detA;; |, avec A;; la matrice déduite de A en supprimant la 7" ligne

et la 7 colonne.

Définition 3.7.2. Soit A = (a;;) € M, (K). La matrice inverse de A notée par

(comA)!

Exemple 3.7.1. 1. Soit A = ( _12 ? ) e My(R).

detA:' L2 ’zlx1—(—2)><2:57é():>Aestinversible.

-2 1

(—1)*tdet(1) (—1)'*2det(—2) 12
comA = ( (—=1)2Hdet(2)  (—1)2*2det(1) ) B ( -2 1 )

1 -2
1 -2 1/1 =2 = r
t __ -1 _ = _
womar=(y ) =ar=1(y )= 1
5 5
1 0 2
2. Soit B=| —1 3 1 | € My(R).
2 0 4
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—_

detB=| —1

\V]
o Ww O

e all \V)

= 0, d’apres la Propriété 8.

detB = 0 = B n’est pas inversible.

-1 1 2
3.%itC=[ 3 0 1 |eMsR).
0 -2 5
-1 1 2
| P
0 -2 5
detC' # 0 = C est inversible.
0 1 31
_1)1+1 _1\1+42 _1\14+3
e I I S I
1 2 -1 2
_ 13\2+1 1)\2+2 1\243
comC = | (—1) 9 5 (—1) 0 5 (—1)
1 2 -1 2
_1\3+1 _1)3+2 _1)3+3
oo T e Y] e
2 —15 —6
comC=1| -9 -5 =2
1 7 -3
2 -9 1 . 2
(comC) = | —15 —5 7 :O—IZ—Q —15
-6 -2 -3 - —6

-9
-5
-2

-3
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Sommaire
4.1 Définitions et généralités . . . . . . .. ... ... .. ... 36
4.2 Résolution des systemes d’équations linéaires . ... .. 39
4.2.1 Systemes de Cramer . . . . . ... ... ... ... .... 39
422 Casgénéral . . . ... 40

4.1 Définitions et généralités

Définition 4.1.1. On appelle systéme linéaire de n équations & m inconnues (va-

riables) et a coefficients dans K tout systeme de la forme :

.
a1y + a2 + - - 4+ 1T + - 4+ ATy = by,

&21%1+a22$2+“‘+a2j1’j+"‘+&2ml'm:bg,
+.+..+.+_|_+_l’_..:,

CL“JJ1+0JZ'2232+"‘+(ll'j$j+"'+a1m$m:bi,
_|_.+..+.+_|_++..:7

anlxl+an21‘2+"'+anjxj+"'+anmxm:bn-

36
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Les (a;;) 1<i<n sont appelés les coefficients du systeme (.5).
1<5<m
La matrice A suivante est appelée matrice du systeme (5).

a1 Q12 ... Q15 ... Q1m
Q21 Q22 ... Qg5 ... Q2m
A=
Qi1 Qg2 ... A .o Qg
Ap1 QAp2 ... Qpj ... Gpm
b
ba
Le vecteur b = b est appelé le second membre du systeme (5).
i
bn
I
T2
Le vecteur x = x est appelée le vecteur des inconnus du systeme (5).
i
T

Alors le systeme (.S) s’écrit sous la forme matricielle suivante Az = b,

x b
a; Q2 ... Ay ... Qim E bl
X
21 Qg2 ... Agj ... Q2m 2 2
Ai1 Q2 .. Qg . Gy ZT; bz
an1 QAp2 ... Apj ... Qpm T bn

Définition 4.1.2. (Systéme homogeéne associé a (95))

On peut associé a un systeme (S) un systéme homogene noté par (S,) et ceci
en annulant les secondes membres des équations du systeme (S), c’est a dire
bi=0,Vi=1,n.
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p
111 + @122 + -+ + QT+ A+ ATy = 0,
(9121 + A9y + -+ - + Q24T + -+ Aoy = O,

.._|_...+...+...+..._|_...+...+...:(),
(Sn)§ , —

;171 + Qo + -+ A+ + ATy =0,

e =0,

L an1$1+an2x2+"'+anjxj+"'+anmxm = 0.

Donc la forme matricielle du systéeme homogene (S,) est donnée par Az = 0.

Exemple 4.1.1. Soit (S;) un systéme d’équations linéaire dans R
r+y =13, 1 1 x\ (13

(Sl){Qa:—y:Z @’(2 -1 )\y )"\ 2 )
r+y =0, 1 1 x\ (0

(Shl){zx—yzo. ‘:(2 —1)\y )" o)

Définition 4.1.3. On appelle rang du systeme linéaire (S) le rang de sa matrice

associée
rg(S)=rgA=r
Définition 4.1.4. On appelle solutions du systeme (S) tout élément (x3, x5, -+, 2%)
vérifiant (.9).
Remarque 4.1.1. 1. Un systeme homogene (S;,) possede au moins la solution

(0,0,---,0) dite solution triviale.

2. Un systeme d’équations linéaires peut avoir une seule solution, ou bien une

infinité de solutions ou aucune solution.

3. Un systeme d’équations linéaires est dit incompatible s’il n’admet aucune so-

lution.
Exemple 4.1.2. Résolvons le systeme (S7) du 'Exemple 4.1.1.
r+y = 13
-y = 2=y=2x-2
t4+y = ll=>2+20-2=13=3r=13+2=15= [z =5]

y = 2x5-2=8=[y=38]
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Donc la solution du systeme (S;) est le couple (z,y) = (5, 8).
La solution du systeme homogene (Sy, ) est le couple (z,y) = (0,0).

4.2 Résolution des systemes d’équations linéaires

4.2.1 Systemes de Cramer

Le systeme (S) est dit de Cramer si et seulement si A est une matrice carrée

inversible, c’est a dire

(n=m et detA # 0)

Dans ce cas, (S) admet une unique solution donnée par :

_ detA,,
YT T qetA

Vi=1,n, ot A,, est la matrice obtenue de A

en remplacant la colonne ¢ de A par le vecteurb.

Exemple 4.2.1. 1. Reconsidérons I'Exemple 4.1.1.

warmse (4 1) (2)-(3)

(S1) est systeme de Cramer car A € M3(R), detA = ’ ; 1 ' = -3 #0,

donc (S7) a une solution unique (z*, y*) avec

13 1

2 2’ —24
* = = =8 =|y" =8|
= =

Donc (z*,y*) = (5,8) est la solution unique du systéme (S).
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2. Résoudre le systeme linéaire suivant :

—X1 + o + 2513'3 = 1,
(SQ) 31’1 + T3 = 0,

—21]2+5173:—2.
-1 1 2 1 1
S)e| 3 0 1 z | = -2
0 -2 5 T3 0
-1 1 2 -1 1 2
A= 3 0 1 |etdetA=| 3 0 1 |=-29%#0<« (S2) admet une
0 -2 5 0 -2 5
1 1 2 -1 1 2
-2 0 1 3 =21
. o o =25 o 0 s
solution unique (z7, z3, 2%) avec ] = 59 , Ty = 59 ,
-1 1 1
3 0 =2
0 -2 0

—-29

4.2.2 Cas général

Considérons le systeme (S) a m équations et a n inconnues. (S) : AX = B.
On sait que rg(S) est le rang de la matrice A.
Supposons que rg(S) = r. C’est 'ordre maximum d’'un déterminant non nul extrait
de A Supposons que le déterminant non nul est donné par les premieres lignes et les

r premiere colonnes de la matrice A qu’on note A,

ai;y Q2 ... Qip

Qg1 Q22 ... QG2r
Ar = . .

Ar1 Gr2 ... Gpp

Les inconnues correspondantes aux colonnes de A, sont dites inconnues principales.

Les équations correspondantes aux lignes de A, sont dites équations principales.
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Définition 4.2.1. Les déterminants bordant A, = |A,|, sont appelés déterminants

caractéristiques. On les note par Ag. Ils sont donnés par

aiir a2 ... air b
91 Q22 ... Q24 bQ
S Vr4+1<s<m.
Gr1 Qpy ... Qpp by
Qg1 Qg2 ... Qg by

Théoréme 4.2.1. (Rouché-Fontené)
Un systeme a m équations linéaires, a n inconnues, de rang r admet au moins une

solution si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée
(i) m =r(<n),
(i) Vse{r+1,r+2, ..., m}, Ag=0.

Il y a m —r déterminant caractéristique).

Dans ce cas, la solution se rameéne a celle d’un systéme de Cramer (r équations prin-
cipales et v inconnues principales) aprés avoir supprimer les (m — r) équations non
principales, en donnant aux (n—r) inconnues non principales, des valeurs arbitraires

(elles sont considérées comme des paramétres).
Remarque 4.2.1. S’il existe un A, # 0 alors le systeme est impossible.
Cas n = m et detA = 0, le systeme (S) n’est pas de Cramer.
Exemple 4.2.2. 1. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :
2.1'1 — Xg = 2, 2 -1 T . 2
(I){ —4xy + 219 = —4. < < —4 2 ) <x2 -\ -4 )

2 -1 . 2 -1
OnaA:<_4 2)€M2(R),malsdetA: 4 2‘

(I) n’est pas de Cramer. En effet , les deux équations sont proportionnelles,

= 0, donc

donc équivalentes. On peut simplement exprimer z, en fonction de z; (ou le
contraire) : x5 = 21 — 2. Donc le systéme (/) admet une infinité de solutions
{(l’l,Q.fL'l — 2), x| € ]R}
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2. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

1+ 2%3 = 1, 1 0 2 T 1
(II) —$1+31’2+LL’3: —1, <~ -1 3 1 ) = -1
21]1+4173:2. 2 0 4 I3 2
1 0 2 1 0 2
OnaA=1| -1 3 1 | e My(R), maisdetA=| —1 3 1 |=0,donc (I])
2 0 4 2 0 4

n’est pas de Cramer, le rang de A (rgA =r < 3).

Remarque 4.2.2. Le rang d’une matrice A est l'ordre du déterminant non
nul, le plus élevé, extrait de A.

Parmi les matrices d’ordre 2 extraites de A, on trouve la matrice

M = ( 10 ) de déterminant égal a 3. Il résulte que rgM = 2.

-1 3
Le systeme associé a M est donné comme suit :

/ T = 1_23737
<II) { —X1 —|—3.T2 =—-1- xs3,

Les deux inconnues x1, x5 sont les inconnues principales et x3 est un parametre.

Le systeme (I7)" admet une solution (paramétrique) unique donnée par

1—275 0 1 1-2m,
B _1_373 3 _1 5 _ -1 —1—1’3 o —3I3 .
Ty = 3 = T3, Tg = 3 = 3 = —XI3.

Donc 21 = |1 — 223, 29 = -

On porte cette solution (z1,z3) = (1 — 2z3, —z3) dans la troisieme équation du
systeme (I7), on obtient

2r1 + 4wy = 2(1 — 223) + 4oz = 2 — dxz + dxg = 2.

La solution (1, xe) = (1—2x3, —x3) vérifie le systeme (I1) donc c’est la solution
paramétrique de (I7). On dit aussi que le systeme (I7) admet une infinité de

solutions {(1 — 2x3, —x3,x3), 3 € R}.

Cas ot m < n, le systeme () n’est pas de Cramer.
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Exemple 4.2.3. Soit le systeme d’équations linéaire suivant :

—2371 + 2£C2 = 5,
(I]I) —l’1+3l’2:—3,
I — 21‘2 =4.

-2 2
OnaA=| -1 3 | € Mj5(R), donc le systeme n’est pas de Cramer
1 -2
(n = 3,m = 2). Parmi les matrices d’ordre 2 extraites de la matrice A associée au

systeme (I11), on trouve M = ( :i 3) ) et :? g ‘ = —4 # 0, donc rgM = 2.
M est associée au systeme
’ —21’1 -+ 21’2 = 5,
(]]I) { -1 + 3.7)2 = -3.
—21 —11 —21 —11
qui admet une unique solution (z1,z2) = (T’ T) Mais la solution (T, T)
—21 —11 1
ne vérifie pas I'équation z; — 2z, = 4 (T - QT =12 # 4). Donc le systeme (I17)

n’admet pas de solution.
Cas ot m > n, le systéme (5) n’est pas de Cramer.

Exemple 4.2.4. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

T4 — To+ a3 =3,
(]V){ —2x1 4 319 — 23 = 1.

1 -1 1
On a A = ( 9 3 _1
(n = 2,m = 3). Parmi les matrices d’ordre 2 extraites de la matrice A associée au

systeme (IV) , on trouve M = ( _12 _31 ) et _12 _31 ‘ =1+#0, donc rgM =2
la matrice M est associée au systeme

(IV)/{ xl_x2:3_x37

€ My3(R), donc le systeme n’est pas de Cramer

—2x1 4+ 319 = 1 + x3.
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x1, To sont les inconnues principales et x3 est un parametre.

Le systeme (V)" a une solution unique donnée par le couple

‘3—1:3 —1’ ’ 1 3—ux4
14+ 3 -2 1+
(21, 12) = i , 1 & = (—2x35+ 10, —x5 + 7).

Donc le systeme (V) admet une infinité de solutions,

{(—21’3 -+ 10, —I3 + 7, 1'3), x3 € R}
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Dans ce chapitre, on va donné quelques exercices avec solutions sur les cing
chapitres traités dans ce document ainsi que quelques sujets d’examens des années
précédentes.

5.1 Exercices sur le Chapitre 1

Exercice 5.1.1. 1) Sur £ = R¥ xR, on définit une loi interne (+) et une loi externe
() par (+) : (z,9) + (z,y) = (z/,y + ) et () A(z,y) = (2 \y).

(E,+,.) est-il un R espace vectoriel 7

2) Vérifier si les parties suivantes de R? sont des sous espaces vectoriels du R espace

vectoriel R? usuel.
(a) A={(z,y,2) eR3/ z+y =0}
(b) B={(z,y,2) e R/ 2 +y* + 2> < 1}
(c) C={(r,y,2) eR3/x=2yetz=0}

45
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(d) D ={ (z,y) € R*/2* + zy > 0}.

Solution. 1. Vérifions si (' = R% X R, +,.) est un espace vectoriel.
(1) (E,+) est-il un groupe commutatif ?

Soient (z,y), (¢",y) € E: (z,y) + (¢, y) = (z',y +¢) = ("2, ¥ + y)
(x,y)+ (2,y) = («/,¢) + (x,y), d’ou (4) est commutative.
Soient (z,y), (¢/,y), (z",y") € E
[(z,y) + (& Y]+ @",y") = (z2',y + ') + (2", y") = (z2'2",y + ¥ +y")
(xx/x//7 y + y/ _|__ y//) — (x7 y> + ('Z,/a;,//7 y/ + y//) — (x7 y> + [(x/7y/> + (x//7y//):|7
d’ou (+) est associative.
Soit (z,y) € E, 37(e1,e2) € E: (x,y)+(e1,e3) = (e1,e0) + (x,y) = (z,y).
(2, y) + (e1,€2) = (wer,y + €2) = (2, y)

= xe=x=e¢ =1,
= y+e=y=e=0.
Donc (e, e3) = (1,0) € E est 'élément neutre de la loi (+).

Soit (z,y) € B, 3?2 y) € E: (z,y)+ (2',y) = (2, y) + (x,y) = (1,0).
(z,y) + (2',y) = (z2",y +¢') = (1,0)
= ' =1=2 =

y &L #Oa
_y.

| 81~

= y+y =0=9

D'ou (2/,y') = (%, —y) est le symétrique de (z,y) par rapport a la loi (4).

Donc on déduit que (E,+) est un groupe commutatif.

(2) Les propriétés de la loi externe (.) sont-elles vérifiées ?
a.V(z,y) € E:1.(z,y) = (2% 1y) = (z,9).
b.A€R, V(x,y),(z",y) € E: X\ ((z,y) + (2, y)) = \(zz',y + /)
(@) My + ) = (@22 Ay + M) = (2%, M) + (2™, M)
A () + (@, 41)) = M) + A ().
c.V(\ ) € RV (z,y) € E,(A + p).(2,y) = (&, (A + p)y)
A+ p)-(z,y) = (@ 2k, Ay + py) = Az, y) + p.(,y).
d.V(\pu) € RE Y (z,y) € E, (\p).(z,y) = (2™, Apy) = Iz, y).
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Les deux conditions (1) et (2) sont vérifiées, donc (F,+,.) est un espace vec-
toriel.

2. Vérifions si les parties suivantes de R? sont des sous espaces vectoriels du R

espace vectoriel R? usuel.

(a) A={(r,y,2) eR3/ x+y=0}.
On a Ogs € A. Soient (z,y,2), (2/,y,2) € A, (\, u) € R?
Mz, y, 2)+p(ay, 2") = Ao+ pd’, \y+ py's Az 4+ p2') - Ae+ pa’ + Ay + py'’
A+ px’ + Ay +py = ANz +y) +p@ +y)=04+0=0.
D’ou A(z,vy, z) + (2,9, 2') € A, donc A est un s.e.v de R3.

(b) B={(z,y,2) e R3/ 22 + y> + 2% < 1}.
Ozs € B. Soient (1,0,0),(0,1,0) € B, mais (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0)
n’est pas dans B, donc B n’est pas un s.e.v de R3.

(c) C={(z,y,2) ER3/ z=2yet 2z =0}.
Ors € C. Soient (x,vy, 2), (2',y/,2') € C, (\, u) € R?
M,y 2) + p(e'sy', 2') = (Ao + pa', Ay + py', Az + p')
Ax + px’ =22y + 2uy’ = 2(Ax + py) et Az + pz’ =0, d’out C est un s.e.v
de R3.

(d) D ={(z,y) € R*/2* + zy > 0}.
Ogs € D. Soient (1,1),(0,—4) € D, mais ((1,1) + (0, —4)) = (1,-3) ¢ D,
donc D n’est pas un s.e.v de R3.

Exercice 5.1.2. 1. Montrer que la famille {(x,22)} ot 21 = (1,2) et 25 = (1,1)
engendre R2. Est-elle une base ?
2. La famille {x1, 25, 23} € R* avec ; = (1,1, —1), 25 = (2,1,3) et z3 = (0,—1,5)
est-elle une base de R3?

Solution. 1. Montrons que la famille {(z,22)} ou x; = (1,2) et x5 = (1,1)
engendre R2.
Iy, 0 €R: V(z,y) €ER?*: (2,y) = a1(1,2) + az(1,1) = (a1 + ag, 201 + as).

= =01 +t0 =0 =—T+Y,

= y:2a1+a2:>a2:2x—y.
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Donc V(z,y) € R?: (z,y) = (—z+y)z1+(22—y) s = (—2+Y)(1,2)+(22—y)(1,1).

Soient g, a9 € R : ajxy + aowe = Opz = (g + az, 204 + an) = (0,0), ce qui
implique que a; = ay = 0, d’ott {(x1,22)} est libre, de plus elle engendre R?
donc elle forme une base de R2.

2. La famille {z1, 2o, 73} € R3 avec z; = (1,1, —1), 15 = (2,1,3) et 23 = (0, —1,5)
est-elle une base de R3?
11 suffit de vérifier si {1, x9,x3} est libre.

Soient aq, an, a3 € R 1 ayxy + asxy + azrs = Ops

a1+ 200 = 0= a1 = —2as,
(a1+2062, a1+0o—as, —Oél+3062+5063) = (O, O, O) = a1 + o — g = 0= as = —Qo,

—aq + 3as + a3 = 0= 0.
Pour par exemple, a; = —2,a9 = 1 et ag = —1, cette famille n’est pas libre.

Par conséquent elle ne peut pas étre une base de R3.

Exercice 5.1.3. Considérons deux s.e.v de R?, E = {(z,z,z) € R? /x € R}
et I'={(z,y,2) € R’ [z + 2y + 32 = 0}.

1. Déterminer une base de E et F'.

2. Montrer que R = E @ F.

Solution. 1. Cherchons une base de E et F.
E={(zv,z,z) e R®/z € R} = {x(1,1,1) /2 € R}, donc E est engendré par le
vecteur x1 = (1,1,1) # Ogs = x1 forme une base de E et on la note Bg.
F={(v,y,2) eR3/x+2y+32=0} ={(v,y,2) e R} Jx = -2y — 32}
F={(-2y—-3z,9,2)/y,z € R} = {y(—=2,0,1) + 2(=3,0,1)/y, 2 € R}, donc
F' est engendré par les vecteurs o = (—2,0,1) et 3 = (—3,0,1). Vérifions si
{xg, x5} est libre.
Soient ag, a3 € R : apxs + azrz = Ops = (—2a2 — 3a3,0, e + a3) = (0,0,0).

—209 —3a3=0= 203 —3a3 = —a3=0= a3 =0,

(—2a9—3as3, 0, as+asz) = (0,0,0) & { Gyt 03 = 0 = iy = —05 = 1y — 0.

D’out {9, x3} est libre, de plus elle engendre F,donc elle forme une base F' et

on la note Bp.
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2. Montrons que R* = E @ F.
1. dimR? = dimF + dimF’
3 )
R=tole { 2. ENF = {0g:} ou Bg U By est une famille libre.
On a dimFE + dimF =1+ 2 = 3 = dimR3.
Montrons la famille BgU Bp = {z; = (1,1,1), 25 = (-2,0,1),z3 = (—3,0,1)}.

Soient oy, e, g € R? : oy + aoxs + gy = Ops

a1 — 209 —3a3 =0= —2ay —3a3 =0= —a3 =0,
ale,

a1+ as+a3=0= ay = —as.

a1 = ag = ag = 0.

(o1 —2a5—3a3, a1, a1 +astaz) = Ogs

D’otlt {x1, 72, z3} est une famille libre. Donc R®* = E @ F.

Exercice 5.1.4. Dans le R espace vectoriel R?, on considere les sous espaces vecto-
riels suivants :
E={(r,y,2) eR® Jz+y+2=0}et F={(z,y,2) eR*/2x —y+ 2 =0}

1. Déterminer £ N I et sa base Brgar

2. Déterminer une base de E qu’on note par Bg

3. Compléter cette base pour avoir une base de R? notée B.

4. Soit v un vecteur de R3, exprimer les coordonnées de v dans la base B.

Solution. 1. ENF = {(z,y,2) € R?, (z,y,2) € E et (x,y,2) € F}
ENF={(z,y,2) ER*:x+y+2=0et 2z —y+2=0}
ENF = {(F2zF22),2 € R} = {2(3£,55,1), 2 € R}, dou ENF est
engendré par le vecteur z = (%2, %1, 1) # Ogs, donc il forme une base de £ N F'
qu’on note Bgnp.

2. E={(z,y,2) eR*:x+y+2=0}={(z,y,2) ER}: z = —y — 2}
E={(-y—2z7y,2) eR:y,2€ R} ={(—y,y,0) + (—2,0,2) e R3: y, 2 € R}
E={y(-1,1,0) + 2(—=1,0,1) : y,z € R}, d’ou E est engendré par la famille
{1 =(-1,1,0),29 = (—1,0,1)}.

Vérifions si {xq, 22} est libre. Soient a1, s € R : a1 + e = Ops
a1(—=1,1,0)+as(—1,0,1) = (—ag — g, 1, c0) = (0,0,0) = vy = g = 0, donc
{1 =(-1,1,0),29 = (—1,0,1)} est libre. Par conséquent, {z1,z2} forme une
base de E qu’on note Bp.
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3. On peut compléter la base Bp par un vecteur z3 = (a,b,c) € R3 qui soit L.I.
avec les vecteurs de By pour avoir une base de R3. C’est & dire, on cherche
r3 € R? pour que la famille {z; = (—1,1,0), 22 = (—1,0,1),z3 = (a,b,c)} soit
libre. Soient o, o, a3 € R : aqxq1 + g + a3z = Ops
171 + Qs + azry = (—ay — g + aas, ag + bas, as + cas) = (0,0,0).

—ap — g +aaz = 0,
(—on — g + aas, ag + baz, as + cag) = (0,0,0) < ¢ a; + baz =0,
as + caz = 0.
Pour b=c=0,onaa; =a; =0= aag =0 = Va # 0, a3 = 0. On peut
prendre par exemple, a = 1, d’ou z3 = (1,0, 0).

Donc B = {z; = (—1,1,0),25 = (=1,0,1), 23 = (1,0,0)} est une base de R3.

4. Soit v = (x,y,2) € R3. Les coordonnées de v dans la base B sont les scalaires
aq, (g, g vérifiant : v = T+ eretasrs = (2,9, 2) = (—ag —ae+ag, ag, as).
I=—0]—0Qg+a3=> Q3= +Y+2%,
y=a = o =1,

Z =09 = Oy = 2.

Donc Vv = (2,9,2) € R® v = yx; + 2209 + (z + y + 2)z3, d0o0 (y, 2,7 +y + 2)

sont les coordonnées de v dans la base B de R3.

5.2 Exercices sur le Chapitre 2

Exercice 5.2.1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

fl :RQ —>R7 (xay) '—>f1(l',y> :l’2+$y
f2:R2 —>R27 (flf,y) '—>f2<$,y) = (2$+y,ﬂf—y)
fs: R— R, z+—— f3(x) =cosx

f1: R — R (z,y) — falz,y) = (z+3,y,4z — y)
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Solution. Vérifions si les applications suivantes sont linéaires.
fl :R* — R? ($,y> — fl(x>y) = :U2 +ry.
Soient (z,y), (¢, y') € R*: fi ((z,y) + (2',y") = fi(z + 2",y +¥)

ha+d y+y)=(@+2")P+(@+2)y+y) = 2> +2"+ 222" 4oy +ay + 2y + 2’y
# ¥ +ay+a”?+3y = fi(z,y) + [ Y).

= f; n'est pas linéaire.

fo : R? — R? (z,y) — folz,y) = 2z +y,x —y).
On a f5(0Og2) = Ogz. Soient a, € R et (z,y), (2/,y') € R?:

foMa,y) + (@) = folhe+pal, Ay + py') = (20Ae + pa’) + Ay + py', Ax + pa'’ — Ay — py')
= (2 x +2ux" + Ay + py', Ao + pa’ — Ay — py')
= (2X\z + Ay, \x — \y) + 2ux’ + py', pr’ — py)
= A2z +y,x—y) +pR' +y, 2" —y) = Ma(z,y) + pha(2',y),

d’ou fy est linéaire.

f3:R— R, z+— f3(x) = cosz.

On sait que cos(x+y) = cosx cosy—sinzsiny # cosx+cosy = f3 n’est pas linéaire.
fi: R — R, (2,y) — fulz,y) = (z +3,y,42 —y).

On a f4(0g2) = (3,0,0) # Ogs = f4 n’est pas linéaire.

Exercice 5.2.2. Soit {ej, ex} et {uy,ug, us} les bases canoniques respectives des R

espaces vectoriels R? et R3.
1. Déterminer I'application linéaire f de R? dans R? vérifiant :
fler) = 2ug + uz, f(ea) = uz —us.

2. Déterminer Imf et préciser sa dimension.

Solution. On a {ej, ea} et {uy, us, uz} les bases canoniques respectives des R espaces
vectoriels R? et R3.

1. Déterminons I'application linéaire f de R? dans R? vérifiant

fler) = 2us +us, fe2) =uz — .
On a pour tout (z,y) € R?: (z,y) = ze; + yes
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f(z,y) = f(zer +yex) = xf(er) +yf(ez)
flz,y) = —yus + (2 + y)ug + 2zus.
Donc V (z,y) € R?*: f(z,y,2) = (—y,2x + y, 2x). i.e.
f: R? — R3
(z,y) — flx,y,2) = (—y, 2z +y,22)

2. Imf ={f(z,y,2) = (—y, 2z +y,22) € R®: (z,y) € R?*}.

= {(0,22,22) + (=y,y,0) : (z,y) € R*}.
= {2(0,2,2) +y(~1,1,0) : (z,y) € R*}.
Dot Imf est engendré par les vecteurs z; = (0,2,2) et zo = (—1,1,0).

Vérifions si la famille {z; = (0,2,2), 25 = (—1,1,0)} est libre.
Soient 01,0 € R:ajz; + gy = Ops = (—042, 2001 + Qo, 2@1) = (0, 0, 0)

—ay=0= ay = O,
(=2, 201 + ag,204) = (0,0,0) & ¢ 20y + ap = 0,
200 =0 = a; =0,

d'ou {z1 = (0,2,2), 29 = (—1,1,0)} est libre.
Donc {z; = (0,2,2), 22 = (—1,1,0)} forme une base de Imf.
D’ou dim Imf = 2.

Exercice 5.2.3. Soit

fR® — R
(fL’,y7Z) — ($+Z,y—$,l‘+y+22)
1. Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique {ey, €5, e3} de R3.
En déduire une base de Imf.
2. Déterminer une base de Kerf.

3. L’application f est-elle injective ? surjective ?
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Solution.
fR® — R
(l’,y72’) — ($+Z,y—l’,l’+y+22)

1. Calculons les images par f des vecteurs de la base canonique {e1, e, e3} de R3.
fler) =(1,-1,1), f(e2) = (0,1,1), f(e3) = (1,0,2).
On sait que Imf = ({f(e1), f(e2), f(e3)}). Mais on remarque que :
fles) = fler) + flea), dot Imf = ({f(e1), f(e2)}).
De plus, {f(e1), f(e2)} est libre. En effet, soient ay, ag € R : ayzq + gy = Ops.

04120,

—ay1 + 209 =0= ay =0,
(11—{—2042:0.

a1 = ay = 0.

(Oél, - + 20(2, a1 + 2@2) = (O, 0, 0) 4

Donc {f(ey1), f(e2)} est libre, par conséquent elle forme une base de Imf.

2. Kerf = {(z,9,2) € R®: f(x,y,2) = Ops} = {(z+2,y—x, 2+y+22) = (0,0,0)}.

= r2+2=0=z2=—=x,

y—r=0=y=u=x,

r+y+22=0=0=0.

Kerf = {z(1,1,-1), x € R}

= Kerf est engendré par le vecteur z; = (1,1,—1) # (0,0,0).

4l

Donc {z; = (1,1, —1)} est une base de Kerf.

3. L’application f n’est pas injective car Kerf # Ogs.

f n’est pas surjective car dim Imf = 2 # dimR3.

Exercice 5.2.4. Soit F = R,,[X] I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur

ou égal a n et f une application définie par

f:E — FE
P — f(P)=P+(1-X)P.

Montrer que f est une application linéaire et donner une base de Kerf et Imf.
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Solution. Soit F = R, [X] l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou

égal a n et f une application définie par

fF — FE
P — f(P)=P+(1-X)P.

1. Montrons que f est linéaire.
On a f(0g) =0g, avec Og est le polynome nul.
Soient A, u € R, P,Q € E: f(AP + uQ) = AP + pu@Q + (1 — X)(AP + pQ)’
JOAP +pQ) = AP +pQ + (1 = X)AP' + (1 — X)u@'
FOP +p@Q) = AP + A1 = X)P' + pQ + (1 = X)pQ" = Af(P) + nf(Q).
Donc f est linéaire.

2. Kerf={PeF: f(P)=0g}={Pe€E: P+(1-X)P' =0}
Kerf={PeFE: P=(X-1)PF}
Keef ={PeE: 2 =2 X#1}={P=kX-1), X #1} = Kerf est
engendré par P = k(X —1). Donc P = k(X — 1) forme une base de Kerf.
Ona F = ({1,X, X2 ..,X"}) = Imf = ({f(1), f(X), f(X?), ..., fF(XM)}).
Mais £(1) = £(X). Dot Imf = ({(X), F(X?), ., F(X")}).
De plus, cette famille est libre car les vecteurs sont des polynomes de degré

différents. Donc ({f(X), f(X?), ..., f(X™)} est une base de Imf.

5.3 Exercices sur le Chapitre 3

Exercice 5.3.1. On considere I'endomorphisme f de R?® défini dans la base cano-
nique B = {ey, e, e3} par
fR — R
(x,y,2) — (Qx+3y+2z,y,—x—y+2).
1. Déterminer la matrice A associée a f relativement a B.

2. Montrer que B’ = {u; = e; — e3, us = —e; + e, uz = 2e; — e3 } est une base
de R3.

3. Déterminer la matrice P de passage de B a B’ et son inverse P~
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4. Déterminer la matrice A" associée a f relativement a B’.

5. Calculer (A’)", V¥ n € N*. En déduire A", ¥ n € N*.

Solution. 1. La matrice A associée a f relativement a la base B
fler) = (4,0, —1) = 4e; + O0ey — €3, f(e2) = (3,1,—1) = 3e; + €3 — e3
et f(e3) = (2,0,1) = 2e; + Oey + e3.

A fler) flea) fles)
e 4 3 2
€9 0 1 0
es| —1 -1 1
2. Montrons que B" = {u; = e;—e3, uy = —ej+es, uz = 2e;—es3 } est une base de

R3. Soient aq, ag, az € R : aquy + asus + azus = Ogs = aq(e; —e3) +ao(—e; +
ex)+as(2e1—e3) = (0,0,0) = (a1 —as+2a3)e; +azes+(—a;—ag)es = (0,0,0).
Comme {ey, €9, €3} = B est une base de R3. Alors, on a

a1 —ag+ 203 = 0
as; = 0
—ap—ag = 0= a0 =—a3
a1 —as+203 = 0= —a3+0+2a3=0=a3=0=a; =0
ap =y =a3 = 0.
D'olt B' = {u; = e; —e3, uy = —e1 + €9, uz = 2e; — ez} est une base de R3.

3. P=Pppy= e 1 -1 2
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La matrice inverse P~' = P/ p). On a

uy = €1 — €3
Uy = —e1+ ey
us = 261—63
U — U3 = —e; =|ep = —ul—l—ug,\.
u, = 61—63:>€3:—U1+€1:—ul—U1+U3:>‘€3:—2U1+U3.
€y = U2—|—€1:—U1+UQ+U3:>‘€2:—U1+UQ+U3‘.

€1 €9 €3

P'=Ppp= u -1 -1 -2
(%) 0 1 0

us| 1 1 1

4. La matrice A’ associée a f relativement & B’. On a A’ = P~1AP.

-1 -1 =2 4 3 2 1 -1 2
A =P AP = 0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 -1 -1 1 -1 0 -1
2 —2 4 1 -1 2 2.0 0
A = 0 1 0 0 1 0 =010
3 3 3 -1 0 -1 00 3
2.0 0 2.0 0 200
5. (A=A xA.. . xA=[010 010 1o 10
n fois 00 3 00 3 00 3
0 0
(A= 0 1 0
0 0 3
A =P1AP = (A" = P71A"P = A" = P(A))"P~L.
1 -1 2 om0 0 -1 -1 =2
A" = 0 1 0 0 1" 0 0 1 0

-1 0 -1 o 0 3" 11 1
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Exercice 5.3.2. Soit B = (e}, 5, e3) la base canonique de R? et f I’endomorphisme

de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 4 4
A= -1 -3 -3
0 2 3

B ={e| =e; —ey+e3,¢h, =2e; —eg + e3,€5 = 2e; — 2ey + e3}.
Montrer que B’ est une base de R3.

Determiner la matrice de passage P de B & B’. Calculer P~
Determiner la matrice A’ de f dans la base B'.

Calculer P71 AP en fonction de A’.

Calculer A*. En déduire A*".

SANEE e

Solution. 1. Soient aq, s, ag € R : aje; + ases + azes = Ops
aj(e; — ey +e3) + an(2e1 — eg + e3) + az(2e; — 2e5 + e3) = (0,0,0)
(o + 209 + 20i3)e1 + (—a1 — ag — 2a)es + (a1 + az + ag)es = (0,0, 0).
Comme B = {ey, s, 3} est une base de R?, alors on a

ap + 209 +203 = 0
—Qp — Qg — 2063 =0
o)+ o a3 = 0

—0] — Qg — 203+ a1+ +a3=—a3 = O:>

—a1—as—0 = 0= 01 = —ay

—ag + 209+ 0 = 0:>‘062:0‘:>‘061:0‘.

Donc B’ est une base de R3.

2 P=FPeey= o1 2 32
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€1 €2 €3

/
e;
es| 0 -1 -1

x 1 4 4 T
3. Ona f(x,y,2)=Al vy | = -1 -3 =3 Yy
z 0o 2 3 z

Donc f(z,y, 2) ( +4y—|—4z —x — 3y — 3z, 2y+32).

fler) = f(1L,=11) = (1, -1,1) = e,
fley) = (2,-1,1) = (2, -2, 1) = e,
fley) = £(2,-2,1) = (=2,1,-1) = —e5.

Al = af 1 0 0
6? 0 0 —1
es 0 1 0
1 4 4 1 2 2
4, P71AP = -1 -3 -3 -1 -1 =2
0 2 3 1 1 1
1 2 =2 10 0
P lAP = -1 =2 1 =00 -1 |=4
1 1 -1 01 0
10 0 10 0 1 0 0
5. A= A2A% etona A?=| 0 0 —1 00 —-1]=10-10
01 0 01 0 0 0 -1
1 0 1 0 0 100
At=10 -1 0 0 —1 0 =010 |=1
0 0 -1 0 0 -1 00 1

At = PA'PIPA P IPAPIPA P = PAYP = PLP ' =], = AY =
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Exercice 5.3.3. Soit la matrice A € M3(R) :

sinf cos®
A_<(30849 —sin@)

1. Montrer que A est inversible et calculer A71.

2. Soit n € N*, déduire A" en fonction de n.

Solution. 1.

detA = = —sin?f — cos’f = —1 # 0 < A inversible.

sinf cosf
cosf@ —sinf

1 1 1 —sinf) —cos@ sinff cosf
-1 ¢ t_ L _
A7 = detA<ComA) N detAC .| ( —cosf siné ) - < cosf —siné ) '

2. Soit n € N*, on déduit A” en fonction de n.
On remarque que A= A1 = Ax A t=Ax A= A% =1,
Pour n = 2k, on a A?* = (A2)F = I} = I,.
Pour n = 2k + 1, on a A?**! = (A%)*A = [§A = [,A = A, on déduit que

A — I, sin =2k, ke N*,
1l A sin=2k+1, ke N

Exercice 5.3.4. Soit € My(R)

A:

e 2 &
oo o
O 0 o9
QLo o

a
1. Calculer detA le déterminant de A.

2. Determiner les valeurs de a, b, ¢ et d qui annule detA.

Solution. 1.
“‘;Z‘b’ b b b a b b a b b a b b
detA:ab =al|lb ¢c cl|—ala ¢ cl|+ala b c|—ala b c
¢ € c b ¢ d a ¢ d a ¢ d a b c
a b ¢ d

Donc detA = a(b — a)(c — b)(d — ¢).
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2. Les valeurs de a, b, ¢ et d pour que detA = 0.

a=0 ou,
detA =0 =0 o
b=c ou,
c=d
Exercice 5.3.5. Soit la matrice A € M3(R)

11 0

A=1 01 -1

1 0 -1

1. Calculer le déterminant de la matrice A.

2. La matrice A est-elle inversible si oui calculer son inverse A~!.

Solution. 1.
11 0
detA=|0 1 —1 :1‘(1) :H_1‘? :Hjuo‘(l) (1)‘:_2.
1 0 -1
2. detA = —2 # 0 & A est inversible et sa matrice inverse notée par
-1 _ 1
4 _detAC'
-1 -1 -1 -1 1 -1
C= 1 -1 1 =C'=| -1 -1 1
-1 1 1 -1 1 1
111
At — | -1 =1 1 =211 1 =1 |l=(2 1 _1
2\ 1o 2\1 -1 21 IR
B s 2 T2 T2

5.4 Exercices sur le Chapitre 4

Exercice 5.4.1. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

X1+ To— T3 = 2,
(S1) ¢ 21 — 29 — 323 = —1,
—T1 + 315 — 23 = 1.
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1. Ecrie le systéme (S;) sous la forme AX = b en précisant A et b.
2. Le systeme (57) est-il de Cramer ?
3. Résoudre le systeme (5).
4. Déterminer le systeme homogene (.S;);, du systeme (S).
5. Résoudre le systeme (S)p.
Solution. 1. On a
1 1 -1 x 2
Sye| 1 -1 -3 y | = -1
-1 3 -1 z 1
1 1 -1 x
Donc (S;) = AX = b, avec A = 1 -1 -3 |,X = Yy et
-1 3 -1 z
2
b=| -1
1
2. detA = 12 # 0, donc (S7) est un systeme de Cramer et admet une solution
unique.
3. La solution du systeme (S7) est donnée par
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
-1 -1 -3 1 -1 -3 1 -1 -1
_13—1_3_—11—1_1_—131
e 12 Ty T 12 s 12
. . . 3 .1
Donc la solution unique du systeme (S) est (1, x2, x3) = (5, 1, 5)
4. Le systeme (Sj) est donné par
1 1 -1 x 0
AX =0ps = [ 1 -1 -3 y | =10

-1 3 -1 z 0



Exercices avec et sans solutions 62

Puisque detA = 12 # 0, donc le systeme (S;,) admet une solution unique donnée

par
0 1 -1 1 0 —1 1 1 0
0 -1 -3 1 0 -3 1 -1 0
B T O P (e S B AN e S SN B
= 12 =% 2= 12 =% ta= 12 -

Donc la solution du systeme (Sy) est (21, x2,23) = (0,0,0).

Exercice 5.4.2. Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

2%1 + 3%’2 = 7,
(Sg) 3131 — Ty = 5,
Ty — 5[L’2 = —11.

Le systeme (.S3) admet-il une solution ?

Solution. On a A = € M;32(R), donc le systeme (S3) n’est pas de
Cramer (n = 3, m = 2). Parml les matrices d’ordre 2 extraites de la matrice A
associée au systeme (Ss), on trouve M = ( ?) _31 ) : ‘ g _31 ‘ =—11#0.

Donc rgM = 2.

211 + 31’2 = 7,
3(]31 — T9 = 5,
qui admet une unique solution (z1,xs) = (2,1). Mais la solution (2, 1) ne vérifie pas

M est associé au systeme

I’équation x1 — by = —11.

Donc le systéeme (S3) n’admet pas de solution.

Exercice 5.4.3. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

T, — 5%2 + 7%3 + 4.’134 — 8&75 = 11,
(Sg) 5ZL’1 + o — 3133 + 2.T4 + 6[L’5 = —7,
31‘1 - 21‘2 + 21‘3 + 3£L‘4 — X5 = 4.

1 -5 7 4 =8
Solution. OnaA=| 5 1 -3 2 6 € M;35(R) donc le systeme (S3) n’est
3 =2 2 3 -1

pas de Cramer (n = 3, m = 5). Tous les déterminants d’ordre 3 extraits de la matrice
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A associée au systeme (S3) sont nuls. Parmi les matrices d’ordre 2 extraites de la

1 =5
51 ),detM—ZGet

matrice A associée au systeme (S3), on trouve M = (
rgM = 2.

ry — 51’2 == —71'3 - 45(34 + 8.175 + ]_1,
51‘1 +ZL‘2 == 31‘3 — 2[1)4 — 61’5 — 7,

M .z \ /
est associée au systeme (S3) 32, — 2wy = — 205 — 314 + 15 + A,

—Tr3 —4xys +8xs5+ 11  —5
—2x3 — 314 + x5+ 4 —2 —24x3 — Txy + 21z5 — 2

= 26 B 26 ’
1 —71’3 — 41’4 + 8565 + 11
. 5 —21’3 — 31’4 + x5 + 4 - 33563 -+ 17!174 — 39%5 —51
2= 26 - 26 ‘

Cette solution ne vérifie pas la troisieme équation du systéme (S3)’.
Donc le systeme (S3) n’admet pas de solution.
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5.5 Exercices sans solutions

Exercice 5.5.1. On considere dans R*, les vecteurs suivants :
v =(1,2,3,4), vo = (1,1,1,3), v3 = (2,1,1,1), vy = (—1,0,—1,2) et v5 = (2, 3,0, 1).

Soient E l’espace vectoriel engendré par vy, vy et vz et F' celui engendré par vy et

vs. Calculer les dimensions respectives de FE, F' et E + F.
Exercice 5.5.2. Soit f un endomorphisme de R3 défini par :
f:R® — R?
(x,y,2) — (=22 —4z,3y,2x +4z2)
1. Déterminer une base de Kerf. f est-il injectif ? Peut-il étre surjectif? Pour-
quoi ?
2. Déterminer une base de Imf. Quel est le rang de f 7
3. Montrer que R? = Kerf @ Imf.

Exercice 5.5.3. Soient B = {e1, es,e3} et C' = {uy,us} les bases canoniques respec-

tives de R? et R? et f une application linéaire de R? dans R? définie par :

fler) = w +ug, f(e2) =2uy et f(ez) = ur — ua.
1. Trouver la matrice M associée a f relativement aux bases B et C.
2. Montrer que B’ = {¢| = e1 +ea,¢}, = e +e3,€5 = €1 + 2 + e3} est une base de
R3 et C" = {u} = uy + ug, uly = —uy + uy} est une base de R2.
3. Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B’ et la matrice de

passage @) de la base C' a la base C’. En déduire la matrice M’ associée a f

par rapport aux bases B’ et C".

Exercice 5.5.4. Etant donné a un réel, on consideére les quatre vecteurs de R*
suivants :

v1 = (a,1,0,a), v3 = (2a,0,1,0), v3 =(2,1,a,0) et vy = (a,0,0,1).

Déterminer suivant les valeurs de a la dimension du sous espace vectoriel E de R*

engendré par ces quatre vecteurs.
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Exercice 5.5.5. Dans 'espace vectoriel des polynoémes R[X], on considere le sous
espace vectoriel F' engendré par les polynomes 1 + X et (1 + X)? et le sous espace
vectoriel H engendré par les polynomes 1 — X, (1 — X)? et X(1 — X).

1. Déterminer les dimensions de F' et H.

2. Déterminer F'N H et trouver une base de F'N H.
Exercice 5.5.6. Soit f une application linéaire de R?® dans R? définie par :
f:R® — R?
(r,y,2) +— flz,y,2)=(x—2, 20 +y— 32z, —y+ 2z2)

et soit {e;, es, e3} la base canonique de R3.

1. Calculer f(ey), f(e2) et f(es), puis déterminer les coordonnées de f(e;), f(e2)

et f(e3) dans la base canonique.

2. Déterminer une base de Kerf et une base de I'mf.

3. f est - elle injective ? surjective ? justifier votre réponse.
Exercice 5.5.7. Soit R3 un espace vectoriel sur R, F et G des sous ensembles de
R? définis par :
F={(z,y,2) eR3:x -2y +2=0} et G={(z,y,2) ER®: 2z —y + 22 = 0}.

1. Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R?.

2. Donner une base de F' et une base de G.

3. Donner une base de FFNG.

4. Les espaces F' et G sont-ils supplémentaires ?

Exercice 5.5.8. Soit {ej, e} la base canonique de R espace vectoriel R

1. Déterminer I'application linéaire f de R? dans R? vérifiant :
fler) = 2e1 +ea, fle2) =1 —ea.

2. f est-elle injective ? Pourquoi ?
Exercice 5.5.9. Soit f une application définie de R*® dans R? par :
f:R® — R?
(x,y,2) — (20 +4y+4z,—x+ 2z, -2z + 4y +4z2)
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1. Montrer que f est linéaire.

2. Déterminer une base de Kerf et une base de Imf.

3. A-t-on Kerf ® Imf =R3?
Exercice 5.5.10. Soient u = (2, —1,1), v = (3,2,0) deux vecteurs de R>.
F est un sous espace vectoriel de R?® engendré par u et v
et G={(z,y,2) ER® /x =y, 2=0}

1. Montrer que G est un sous espace vectoriel de R3.

2. Déterminer une base de F' de G et de FFNG.

3. R3 est-il une somme directe de F' et G ? Justifier votre réponse.
Exercice 5.5.11. Soit f un endomorphisme de R? défini par :
f:R® — R?
(x,y,2) — (—2x —4z,3y,2x + 42)
1. Déterminer une base de Kerf. f est-il injectif ? Peut-il étre surjectif? Pour-
quoi ?
2. Déterminer une base de Imf. Quel est le rang de f?

3. Montrer que R?® = Kerf @ Imf.

Exercice 5.5.12. Soient B = (e, €e9,€3) et C = (uy,uz) les bases canoniques res-

pectives de R3 et R? et f une application linéaire de R® dans R? définie par :

fler) = u +ug, f(e2) = 2uy et f(ez) = ur — ua.
1. Trouver la matrice M associée a f relativement aux bases B et C.
2. Montrer que B = {¢| = e1 +e3,¢5, = €1 +e3,€5 = €1 + €2+ €3} est une base de
R3 et C" = {u) = uy + ug, uh = —uy + uz} est une base de R%
3. Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B’ et la matrice de
passage @@ de la base C' a la base €. En déduire la matrice M’ associée a f

par rapport aux bases B’ et C".
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Exercice 5.5.13. Soit R? un espace vectoriel sur R, F et G des sous ensembles de
R3 définis par :
F={(z,y,2) eR3:2—2y+2=0} et G={(r,y,2) €ER®: 2z —y + 22 = 0}.

1. Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R3.

2. Donner une base de F' et une base de G, puis une base de F' N G.

3. Les espaces F' et GG sont-ils supplémentaires 7

Exercice 5.5.14. Soit f une application linéaire de R3 définie par :

f:R® — R?
(x,y,2) — (=22 —4z2,3y,2x + 4z2)

1. Déterminer une base de Kerf et une base de Imf. Quel est le rang de f 7

2. Montrer que R® = Kerf @ Imf.

Exercice 5.5.15. Soit B = (ey, €5) la base canonique de R espace vectoriel R?.

1. Déterminer I'application linéaire f de R? dans R? vérifiant :
fle1) = 2e1 + eq, f(e2) = e1 —ea.
2. f est-elle injective 7 Surjective 7 Justifier votre réponse.

3. Trouver la matrice M associée a f relativement a la base B. M est-elle inver-

sible 7 Justifier votre réponse.
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