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Considérez un point 𝑀 dans l'espace, défini par ses coordonnées cartésiennes (𝑥, 𝑦, 𝑧) et sphériques (𝑟, 𝜃, 𝜑), où 

𝑟 est la distance radiale, 𝜃 est l'angle polaire (mesuré à partir de l'axe 𝑍 positif), et 𝜑 est l'angle azimutal (mesuré 

dans le plan 𝑋𝑌 à partir de l'axe 𝑋 positif) (Fig.3).  

1. Exprimez les coordonnées cartésiennes (𝑥, 𝑦, 𝑧) de ce point 𝑀 en fonction de (𝑟, 𝜃, 𝜑) et vice-versa : 

{
𝑥 = 𝑟 sin𝜃 cos𝜑
𝑦 = 𝑟 sin𝜃 sin𝜑
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

→

{
 
 

 
 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

tan𝜑 =
𝑦

𝑥

cos𝜃 =
𝑧

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

 

2. Calculez les vecteurs de base unitaires (𝑒 𝑟 , 𝑒 𝜃 , 𝑒 𝜑) du système de coordonnées sphériques en ce point 𝑀, en 

fonction des vecteurs unitaires cartésiens (𝑖 , 𝑗 , �⃗� ). Quelle est la différence entre ces deux systèmes de 

vecteurs ?  

{

𝑒 𝑟 = sin𝜃 cos𝜑 𝑖 + sin𝜃 sin𝜑 𝑗 + cos𝜃 �⃗� 

𝑒 𝜃 = cos𝜃 cos𝜑 𝑖 + cos𝜃 sin𝜑 𝑗 − sin𝜃 �⃗� 

𝑒 𝜑 = −sin𝜑 𝑖 + cos𝜑 𝑗 

 

La différence principale entre ces deux systèmes de vecteurs est que les vecteurs cartésiens (𝑖 , 𝑗 , �⃗� ) sont constants 

dans tout l'espace, tandis que les vecteurs sphériques (𝑒 𝑟 , 𝑒 𝜃 , 𝑒 𝜑) varient en fonction de la position du point 𝑀 (base 

locale . 

3. Calculer 𝑑𝑒 𝑟 𝑑𝜃⁄ , 𝑑𝑒 𝑟 𝑑𝜑⁄ ,  𝑑𝑒 𝜃 𝑑𝜃⁄ , 𝑑𝑒 𝜃 𝑑𝜑⁄  et 𝑑𝑒 𝜑 𝑑𝜑⁄  ;  

𝑑𝑒 𝑟
𝑑𝜃

= 𝑒 𝜃 ;  
𝑑𝑒 𝑟
𝑑𝜑

= sin𝜃 𝑒 𝜑 

𝑑𝑒 𝜃
𝑑𝜃

= −𝑒 𝑟 ;  
𝑑𝑒 𝜃
𝑑𝜑

= cos 𝜃 𝑒 𝜑 

𝑑𝑒 𝜑

𝑑𝜑
= −cos𝜑 𝑖 − sin𝜑 𝑗 = −sin𝜃 𝑒 𝑟 − cos 𝜃 𝑒 𝜃 

4. Soit le vecteur 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 + 𝑧(𝑡)�⃗� . Dans la base des coordonnées sphériques (𝑒 𝑟 , 𝑒 𝜃 , 𝑒 𝜑), 

déterminer les expressions de 𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  (𝑡) et 𝑑𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝑑𝑡⁄  ainsi que leurs modules.  

𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 + 𝑧(𝑡)�⃗� = 𝑟[sin𝜃 cos𝜑 𝑖 + sin 𝜃 sin𝜑 𝑗 + cos 𝜃 �⃗� ] = 𝑟𝑒 𝑟(𝑡) 

‖𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝑡)‖ = 𝑟 

𝑑𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑑𝑡
=
𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑒 𝑟 + 𝑟

𝑑𝑒 𝑟
𝑑𝑡

=
𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑒 𝑟 + 𝑟 [

𝑑𝑒 𝑟
𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
+
𝑑𝑒 𝑟
𝑑𝜑

𝑑𝜑

𝑑𝑡
] =

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑒 𝑟 + 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑒 𝜃 + 𝑟

𝑑𝜑

𝑑𝑡
sin 𝜃 𝑒 𝜑 

‖
𝑑𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑑𝑡
‖ = √(

𝑑𝑟

𝑑𝑡
)
2

+ 𝑟2 (
𝑑𝜃

𝑑𝑡
)
2

+ 𝑟2 sin2 𝜃 (
𝑑𝜑

𝑑𝑡
)
2

 


