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Introduction

Nous avons rédigé ce polycopié pour le cours "Théorie des espaces d’Orlicz", destinés aux étu-
diants de deuxieme année master option Analyse et Probabilité a 1'Université Abderrahmane Mira
de Bejaia durant les années, 2011 — 2012, 2012 — 2013 et 2013 — 2014. Le polycopié nécessite des
connaissances de bases en théorie de la mesure et d’analyse fonctionnelle pour étre abordé, ce qui
justifie I'introduction du premier chapitre "Rappels de la théorie de la mesure et d’analyse fonction-
nelle".

Le présent ouvrage sert de support pour le cours associé, a savoir le module "Théorie des espaces
d’Orlicz", 'objectif du cours est de présenter une nouvelle classe d’espaces fonctionnels qui consti-
tuent une extension naturelle des espaces de Lebesgue LP. Ils sont générés par des fonctions dites
fonctions d’Orlicz ou N-fonctions généralisant les fonctions polyndmiales ¢, () = |z|” génératrices
des espaces de Lebesgue. Le cours en lui-méme n’aborde qu’une petite portion des notions sur les
espaces d’Orlicz.

Le polycopié est avant tout tourné vers le coté théorique de ces espaces mais il contient des exemples
ainsi que de nombreux exercices corrigés et non corrigés.

Nous avons souhaité que le présent ouvrage soit aussi structuré que possible. Par ailleurs, nous avons
fait en sorte que le polycopié soit aussi complet que possible tout en gardant une taille raisonnable
(moins de 100 pages).

Nous avons tout d’abord présenté, dans ce polycopié, les principaux outils qui sont utiles a la construc-
tion de ces espaces a savoir quelques notions de la théorie de la mesure et d’intégration et des fonctions
convexes qui sont a la base de la définition de ces derniers. En fait les deux premiers chapitres per-
mettent un rafraichissement des notions de base déja étudiées et qui sont indispensables pour aborder
la théorie des espaces d’Orlicz.

Les propriétés topologiques et métriques de ces espaces dépendent étroitement de la nature de la
croissance de la fonction d’Orlicz qui les définis, ainsi une étude de ces fonctions, leurs conjuguées et
leurs propriétés de croissance sont présentées dans le chapitre 3.

Dans le chapitre 4, on a défini les espaces d’Orlicz Ly et Ey, dits "grand et petit espaces d’Orlicz res-
pectivement', ainsi que leurs propriétés topologiques, particulierement les conditions de séparabilité,
de réflexivité, les questions de dualité et les injections continues.

Pour terminer nous présentons les différentes sources qui nous ont servi pour la rédaction du présent
ouvrage.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Quelques rappels de la théorie de la mesure

Définition 1.1. Soit E un ensemble quelconque. Une tribu (ou o-algébre) sur E est une famille A
de parties de E telles que

1. E€ A,

2. Ac A=A € A (Stabilité par passage au complémentaire) .

3. 8Si A, € A pour tout n € N, on a aussi UNA” e A (Stabilité par union dénombrable) .

ne

Les éléments de A sont appelés les parties mesurables, ou parfois A-mesurables s’il y a ambiguité.

(E,A) est appelé espace mesurable.
Définition 1.2. Une mesure positive, ou simplement une mesure, sur un ensemble mesurable
(E, A) est une application p: A — [0, 4+00] vérifiant :

1. w(@)=0

2. Pour toute famille (A,,),en de parties mesurables deux a deux disjointes on a,

B Y An) = 5 plAn)

neN

Le triplet (E, A, 1) est appelé espace mesuré.

1.1.1 Mesure : o-finie, non atomique, complete

Définition 1.3. On dit que la mesure p est o—finie lorsqu’il existe un recouvrement dénombrable
de E par des sous-ensembles de mesures finies, c’est-a-dire il existe (Ey,)neny C A tels que

wE,) < +oo et E = LGJNEn.

Définition 1.4. Un ensemble A € A est dit atome si, ;1(A) > 0 et pour tout sous-ensemble
mesurable B de A avec p(B) < u(A) on a u(B) =0.

Une mesure est dite non atomique si pour tout ensemble mesurable A avec p(A) > 0, il existe
un sous-ensemble mesurable B de A tel que

0<u(B)<p(A).
Cest-a-dire, A n’est pas un atome.

Définition 1.5. On dit que la mesure pu est compléte si tout ensemble u—négligeable est mesurable.
C’est-a-dire,
A est négligeable <= 1 (A) =0



1.1.2 Fonctions mesurables

Définition 1.6. Soit (E, A) et (F,B) deuz espaces mesurables. On dit que lapplication f: (E,A) —
(F,B) est mesurable pour les tribus A et B (ot f est(A, B) — mesurable) si
VBeB, ona f'(B)e A

Autrement dit, l'image réciproque de toute partie mesurable est mesurable.

1.1.3 Mesure a densité

A partir d’'une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre mesure de
la maniére suivante :

Définition 1.7. Soient (E, A, ) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive sur E alors
VA € A la fonction B
’}/ N ./4 — R+

A = /fXAdM
E

est une mesure sur A dite mesure de densité f par rapport a p et on écrit v = fpu.

1.1.4 Mesure absolument continue

Définition 1.8. Soient u et v deuz mesures sur un espace mesurable (E, A). On dit que v est
absolument continue par rapport a p, et on note v << pu st

VA€ A, i(A)=0=~(A) =0.

Exemple 1.1. 57 f est une fonction mesurable positive, alors la mesure v de densité f par rapport

a p définie par v (A) = /fXAdu est absolument continue par rapport a p et on l'appelle dérivée

E
de Radon Nikodym, en référence au théoréme de Radon Nikodym qui établit la réciproque de cet
exemple.

Définition 1.9. On dit que deux mesures piet ps sur (E,A) sont étrangéres, ou disjointes, et
Uon écrit pn L pa, s'il existe un ensemble A € A tel que ps (A) = iy (A°) = 0.

Autrement dit, s’il existe des parties mesurables disjointes Ay, Ag telles que py soit portée par
Aqet puo soit portée par As.

1.1.5 Théoreme de Radon-Nikodym

Théoréme 1.1. (La décomposition de Lebesgue)
Soient p et vy deux mesures o—finies sur un espace mesurable (E, A). Alors il existe un unique
couple de mesures (1, j12) telles que :

po= 1t 2
p <<y et pp Ly
Théoréme 1.2. (Radon-Nikodym)
Sotent v et v deux mesures o— finies sur un espace mesurable (E, A) telle que v << p. Alors il

existe une fonction mesurable f : (E, A) — (@+,B (EQ) unique a un ensemble négligeable pres,
telle que pour tout A € A on a

V(A)ZAfduszfodM-



1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Espaces de Banach

Définition 1.10. Soit E un R-espace vectoriel. On appelle norme sur E et on la note ||.||, toute
application définie sur E a valeurs dans R vérifiant :

1. La séparation
||| =0 2 =0,

2. L’homogénéité
Azl = [Alllz]l, VAeRVzeE

3. L’inégalité triangulaire
le+yll <zl +llyll,  Vo,yek

Le couple (E, ||.||) est appelé espace vectoriel normé

Exemple 1.2. Soit © = (x1, 22, ..., ;) € R™ alors,

1 1
n

n n 3 »
ol =3l el = (3502)  llell = o bl et Jel, = (352 el (1)
i=1 i=1 == i=1
sont des normes sur R™.

Remarque 1.1. .

1. R" muni de la norme ||.[|, est noté I}, 1 <p < +o0.

2. R” muni de la norme ||.|| _ est noté [2 .,

Exemple 1.3. Soit E = C ([a,b], R) l'ensemble des fonctions continues sur [a,b],

1flle = sup [f (@)l

z€[a,b)
est une norme sur E, dite norme de la convergence uniforme.
Définition 1.11. Normes équivalentes

Deux normes ||.||, et ||.||, définies sur £ sont dites équivalentes s'il existe deux constantes réelles
o, telles que

allfly <[l < 81 -
Propriété 1.1. Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Remarque 1.2. 1. Les propriétés topologiques d’un espace de Banach sont des propriétés qui se
conservent par passage a une norme équivalente, exemple la complétude.
2. Les propriétés géométriques ou métriques d’un espace de Banach sont des propriétés qui ne se
conservent pas par passage d une norme équivalente, exemple l’'uniforme convezité.

Remarque 1.3. .

Définition 1.12. 1. Un espace normé (E,||.||) est complet si toute suite de Cauchy de points de
E converge vers un point de E.



2. On appelle espace de Banach tout espace normé complet.

Exemple 1.4.

1. R™ muni de l'une des normes données dans (1.1) est un espace de Banach.

2. L’espace C ([a,b]) muni de la norme de la convergence uniforme est un espace de Banach.

3. Soit (X, |.|lx) et (Y,|.lly) deuzx sous espaces de Banach d’un espace de Hausdroff (séparé)Z.
Alors,

(a) X NY muni de la norme

1/l xry = max (£l x , [1/1ly)
est un espace de Banach.
(b)) X+Y ={f+g : feX etgeY} munidela norme

||h||X+Y =inf{[|fllx +lglly : f€X geY eth=[f+g}

est un espace de Banach.

1.2.2 Espaces de Hilbert

Produit scalaire

On donne la définition d’un produit scalaire dans le cas d’un espace vectoriel réel.

Définition 1.13. Soit H un R—espace vectoriel. On appelle produit scalaire toute application
(.,.) : Hx H — R définie positive, bilinéaire et symétrique.

Autrement dit, (.,.) vérifie

1. (x,z) >0, Ve € H et (x,2) =0 2 =0,

(a1 + aoma, y) = a1 (x1,y) + ao(z2,y), Vai,22,y € E et Voy, a0 €R
2. et
(z, Bivn + Bay2) = Bz, 11) + Pa(, ya), Yy, ye, 2 € B et Vp, 2 € R

3. (x,y) = (y,z).
Exemple 1.5. .
1. Soient v = (x1,x2,...,x,) € R, et y = (y1, Y2, ..., ) € R™. Alors,

1=1

est un produit scalaire sur R".
2. L’application (.,.) : C ([a,b]) x C ([a,b]) = R définie par

b

(frgy=[f(t)g(t)dt

a

est un produit scalaire sur C ([a,b)]).

Définition 1.14. Un espace de Hilbert H est un espace de Banach pour la norme induite par le

produit scalaire
|z|| = v<x,xa> Vee H



Remarque 1.4. .

1. Deuz éléments x, y de H sont orthogonaux si (x,y) =0 et on écrit xLly

2. La morme induite par le produit scalaire vérifie l’identité du parallélogramme suivante

2 2 2 2
lz + yll* + Iz = yl* = 2 (ll* + [ly]*) -

1.2.3 Propriétés des espaces de Banach
Les injections continues

Définition 1.15. Soient (X, ||.||y) et (Y,|.|ly) deuz espaces de Banach, on dit que X s’injecte
continiment dans Y et on écrit X — Y si

XCY
et
il existe une constante ¢ > 0 tel que || flly < c|fllxy YfeX.

La compacité

Le terme de compacité évoque une idée de petitesse. Ainsi dans un espace topologique compact, il
n’est pas possible de mettre une infinité de points sans qu’ils s’accumulent quelque part. Du fait de
petitesse, les compacts sont définis par une propriété de finitude topologique. La définition repose sur
les notions de recouvrement ouvert et de sous-recouvrement. Plus précisément, un espace topologique
séparé est compact, ou il vérifie la propriété de Borel-Lebesque si, chaque fois qu’il est recouvert par
des ouverts, il est recouvert par un nombre fini d’entre eux. En fait la notion de compacité est une
abstraction de la propriété vérifiée par les intervalles fermés bornés de R et que l'on peut énoncer
comme Suit :

Si la,b] C iglﬁi ot les 0; sont les ouverts dans R, alors il existe une suite finie 0;, ..., 0;, parmsi

les 0; telle que :
[a,b] C 0;, UB;, U.....U b,

Ainsi, plusieurs propriétés des segments de la droite réelle R se généralisent auz espaces compacts,
ce qui confére a ces derniers un role privilégié dans divers domaines des mathématiques, c’est le
cas notamment, dans les problemes d’existence d’extrema et de points fixes pour des applications
continues.

Définition 1.16. .

1. Soit (E,7) un espace topologique. On dit que la famille d’ouverts (0;),.; de E constitue un
recouvrement ouvert de E si E = .LEJI(%.

2. Un espace topologique est dit compact s’il est séparé et si de tout recouvrement de E par des
ouverts, on peut extraire un sous recouvrement fini.

3. Une partie A d’un espace topologique séparé X est dite relativement compacte dans X si
son adhérence A dans X est compacte.



La séparabilité

Définition 1.17.

1. Une partie D d’un espace normé E est dite dense dans E si sa fermeture D coincide avec
E (D=E).

2. Un espace normé E est dit séparable s’il existe un sous ensemble F' C E dénombrable et dense
dans E.

Exemple 1.6. Tout espace normé de dimension finie est séparable.

Le dual d’un espace de Banach

Définition 1.18. On appelle le dual topologique d’un espace de Banach E et on noté E* [’ensemble
des formes linéaires continues sur E. C’est-a-dire

E*={f: E — R linéaire continue}
E*est un espace de Banach muni de la norme définie par

1.f1

g = sup |f (2)]
Théoréme 1.3. (Le théoréme de représentation de Riesz)

Soit H* le dual topologique d’un espace de Hilbert H. Soit a € H, on note

O,: H — R
T = <x,Tx>

Alors, ¢ : a € H— ¢, € H* est bien définie, et c’est un isomorphisme de H sur H*.

La stricte convexité

Définition 1.19. Soit E un espace vectoriel normé. E est dit strictement convexe si,
Vo, y e S(E) tels quex £y on a: Hx;LyH < 1.

ou S(E) désigne la sphére unité de E.

Définition 1.20. On dit que x € S (X) est un point extréme de la boule unité fermé B (X) si,

1
vy,ZES(X)ZI:§<y+Z):>I:y:Z.

Proposition 1.1. Un espace vectoriel normé E est strictement convexe si tout point de S (E) est
un point extréme de B (E), c’est-a-dire,

Extr (B (E))=S(E)



L’uniforme convexité

Définition 1.21. On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si Ve > 0, 36>0
tel queVr,y € E |lz|| <1, |ly|| < 1 alors

||x—y||>6:>Hx;—yH<1—5.

Proposition 1.2. Un espace uniformément convexe est strictement convexe.

Exemple 1.7. .
1. (R?,].]l,) est uniformément conveze.
2. (R%||.|I,) n'est pas uniformément conveze.

3. Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes. Ceci découle de l’identité du parallélo-
gramme.

Les points extrémes de la boule unité deR* pour |. ||, et|. | ..

La réflexivité

Définition 1.22. Un espace de Banach E est réflexif lorsque l'injection canonique 7 est surjective
c.-a-d. w(F) = E** ou 7 est définie comme suit

T E — E
r +— 7(x)

avec w(x) (f) = f(z), Yo € E. Dans ce cas on écrit E = E**.

Exemple 1.8. Les espaces uniformément convexes sont réflexifs.
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1.3 Les espaces de Lebesgue [/ 1<p < o0

Définition 1.23. Pourp € [1,00[ l’espace de Lebesque LP (E, A, i) , noté LP, est [’'ensemble de toutes
les fonctions Lebesque mesurables sur E a valeurs réelles telles que | f|"soit p-intégrable. C’est a dire

Lp:{f:M(E) LR, /|f|pdu<oo},
E

il est muni de la semi norme

1l = (fLﬂpdu>p-

E

Définition 1.24. Lorsque p = oo, on définit ’espace des fonctions essentiellement bornées
comme suit :

L% ={f: E — R, mesurable telle que 3¢ >0 : |f (x)| < ¢ p—p.p sur E},

dont la semi norme est
|1l = supess f = inf {e > 0, | (2)] < c i — pp sur B},
zeN

ou supess f désigne le sup essentiel de f sur ()

Remarque 1.5. .

Pour 1 < p < oo, l'espace LP quotienté par la relation d’équivalence ” = p — p.p” est noté
LP (E, A, 1) ou simplement LP.

Si f € LP, on pourra noté f sa classe d’équivalence, qui est donc un élément de LP, mais il est
fréquent de continuer d la noter f. Les semi normes |||z et ||.|| « deviennent des normes sur LP et
L™ respectivement et on les notes ||.||;, et ||.|| .« respectivement.

1.3.1 Propriétés élémentaires
1

1
Pour tout 1 < p < oo, on note q l’exposant conjugué de p, c’est-a-dire — + — = 1.
p q

Inégalité de Holder

Soit 1 <p<oo, sifelPetgel? alors,

f.ge L
etg |f.g9ldu < ||f||Lp . HgHLq

Proposition 1.3. .
1. Si la mesure de E est finie, alors LP C L",Np > .
2. Pour tout 1 < p < oo, LP est un espace de Banach.

3. L? est un espace de Hilbert, les propriétés de cet espace ont énormément d’applications en
analyse.

4. L’espace des fonctions continues a support compact C.(E) est dense dans l’espace LP pour
1 <p<oo.

11



5. L’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Q d support compact D (QQ) est dense dans
l’espace LP pour 1 < p < 0.

6. LP est réflexif pour 1 < p < oo. L' et L™ ne sont pas réflexifs.
7. LP est séparable pour 1 < p < oo et L™ n’est pas séparable.

8. Si1<p<oo l’espace LP est uniformément conveze.

Théoréme de représentation de Riesz dans les LP

Théoréme 1.4. Pour tout 1 < p < 00, le dual topologique de LP s’identifie a L? de la facon suivante :
A toute forme linéaire continue f sur LP il existe un et un seul g € LY tel que

(f,v) = [gudp, Vv e P,
E

de plus,
”f“(LP)* = [lgll -

1.3.2 Les résultats de convergence

Les résultats de convergence dans les espaces de Lebesgue, nous permettent d’intervertir les opé-
rations d’intégration et de limite sous des conditions trés faibles (exemple la convergence presque
partout). Ce qui n’est pas vrai pour la théorie de Riemann.

Lemme de Fatou

Lemme 1.1. Soit (f,,), une suite de fonctions mesurables positives, alors

n—aoo

/ lim fody < lim / Fudp
n—-+00
E E

Théoréme de la convergence monotone ou Beppo-Levi

Soit (fn),eny une suite croissante de fonctions mesurables positives telles que n@w fn=1r
Alors,
feM et lim [f.du= [fdp.

Théoreme de la convergence dominée

Soient 1< p < 00 et (fy),en une suite de fonctions de LP telles que

fn converge p — p.p vers une fonction mesurable f
et
il existe g € LP tel que pour toutn € N, |fu,| < g u—p.p
Alors,
fellet nhinoo“fn_f“m =0 c.-a-d. n@wgm—ﬂdu:o

Ce qui donne
lim pdp = [ lim f,du = [fdpu.
n S fndp fn Jodp = [ fdp

12



1.3.3 La compacité
Théoréme de Riesz-Fréchet-Kolmogorov

Théoréme 1.5. (voir [7])
Soient  un ouvert de RN et A C Q.
Soit F un sous ensemble borné de LP (2) ot 1 < p < 0o. On suppose que :

Ve >0, 30 > 0, tel que § < d(A,Q°)
de sort que
7S = fllocay <& pour tout h € RY ot ||h|lgy <6 et f € F.

Alors, Fa est relativement compact dans LP (A).
Ici d (A, Q°) désigne la distance entre A et le complémentaire de §.
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Chapitre 2

Les fonctions convexes

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1. Soient E un espace vectoriel réel et f une application définie sur E a valeurs dans
R. f est dite

1. conveze siVx,y € E,YA € [0,1],0n a

fOz+(1=Ny) <Af(@) + (1 =N f(y),
2. strictement convexe siVr,y € E,x # y,YA €1[0,1] on a

fAz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1 =) f(y)
3. concave siVz,y € E, YA €[0,1] on a

fOz+ (1= Ny) > Af(2) + (1= A)f(y)

Graphiquement, la convexité de f veut dire que la courbe représentative de f est au dessous de
ses cordes (une corde est un segment joignant deuzx points de la courbe de f)

&

N A+ (1 DA
) |t N N ‘

£ | i
‘ fox+ (1 —A))f/)

1
Py i .

X Ax+ (1 -2y Y

FIGURE 2.1 — Fonction convexe
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Remarque 2.1. .
1. Si f est convexe alors (—f) est concave.
2. Si f est strictement convexe alors f est convexe.

3. L’ensemble des fonctions convexes sur E n’est pas un espace vectoriel, car si A < 0 alors \f
est concave.

4. Un ensemble A est convexe si et seulement si x4 (la fonction indicatrice de A) est conveze.

Définition 2.2. Le domaine d’une fonction f : E — R noté Dom(f) est I’ensemble des points ot
elle ne prend pas la valeur +oo ( elle peut prendre la valeur —oo )

Dom(f) ={x € E tel que f(x) < +o0}.
Remarque 2.2. .

1. [ est dite propre si son domaine est non vide et [ est finie. Autrement dit, les fonctions
propres ne prennent jamais la valeur —oo et ne sont pas identiques a +0o.

2. Le domaine d’une fonction convexe est conveze.

Définition 2.3. L’épigraphe d’une fonction f : E — R noté epi(f) est la partie de l'espace E x R
qui est au dessus de son graphe.

epi(f) = {(z,u) € E xR tel que f(z) < u}

_ epi(f)

FIGURE 2.2 — Epigraphe d’une fonction convexe

Proposition 2.1. .

1. f: FE — R est une fonction convexe si et seulement si son épigraphe est un ensemble convexe
de E2 x R.

2. Toute composition d’une fonction convexe f et d’une fonction convexe croissante ¢ est conveze.
La composée de deux fonctions convexes n’est pas nécessairement convezxe,

on peut prendre comme exemple f(z) = —x et g(x) = 22, alors (f o g)(x) = —x* qui nest pas
conveze.

15



Toute combinaison linéaire a coefficients positifs d’une famille de fonctions convexes est convexe.
4. Le produit de deuz fonctions converes n’est pas toujours convexe, on prend x +— x et x — x°
deux fonctions convexes, mais T — x> n’est pas conveze.
5. Soit J un ensemble et (f;)jes une famille de fonctions convexes sur E telles que pour tout
x € E, supf;(z) < 400 alors l'enveloppe supérieure g définie par
jeJ

g(z) = j,lelgfj(x)

est convexe sur E.

FIGURE 2.3 — Envelope supérieure

Remarque 2.3. L’enveloppe inférieure g = igﬁ(fj) d’une famille de fonctions convexes n’est pas en
j

général convexre, comme on peut le voir sur la figure suivante.

FIGURE 2.4 — Envelope inférieure

16



2.2 Régularité des fonctions convexes

Nous allons maintenant nous intéresser aux liens entre la convexité, la continuité et la dérivabilité
d’une fonction. On dispose d’un résultat assez fort qui nous dit que la convexité implique la continuité.
En revanche une fonction convexe n’est pas nécessairement dérivable, mais si elle [’est, on peut en
déduire certaines propriétés.

2.2.1 La continuité
Théoréme 2.1. Si f est une fonction convexe sur [a,b] alors f est continue sur |a, b].

Démonstration. Soit xy €]a,b[, on désigne par M la borne supérieure de f sur un intervalle Iy =
[e,d] C [a,b] de centre x.

Soit (z,,)nen une suite de Iy qui converge vers zp, le segment qui joint xy & z, est tout entier
inclus dans I,.

Pour démontrer la continuité a droite en xg, on suppose que x, > xg et on considere d’abord z,,
comme barycentre a coefficients positifs du couple (xg, d), a savoir

Ty = tpxo + (1 —t,)d, avec t, = (z, —d)/(xo—d) € [0,1]
En utilisant la convexité de f et le fait que ¢, € [0, 1], on obtient

f(@n) = f(tamo + (1 = tn)d) < tnf(w0) + (1 —1,) f(d) < flxo) + (1 = tn) f(d),
ce qui entralne que
f(n) = fo) < (1 —t,)M. (2.1)
On considére maintenant z, comme barycentre a coefficients positifs du couple (¢, x,,), alors
o = My + (1 = Ap)c .
Ce qui implique que
A = (0 — ¢)/(xn — ).
D’ou
To = ATy + C— Ape,

ou encore
ATy — ) =209 — C.

Avec les mémes arguments que précédemment, on obtient
f(@o) = flan) < (1= A)(f(0) = flzn)) < M(1 = An). (2:2)
Les deux inégalités (2.1) et (2.2) donnent
—(1 —1t,)2M < f(xg) — f(xy) < M(1 = A\y,).

Comme t, — 1 et A\, — 1 lorsque z,, — xo , on en déduit la continuité a droite.
Un raisonnement analogue, échangeant les roles de c et d, permet d’obtenir la continuité a gauche.
m

Remarque 2.4. Une fonction convexe sur [a, b] n’est pas nécessairement continue sur tout l'intervalle
de [a,b] comme le montre l'exemple suivant :

fi01 - {01}
roe {0N%%

17



2.2.2 La dérivabilité

Théoréme 2.2. Soit f: I — R une fonction convexe sur l'intervalle I, alors

1. f admet une dérivée a droite f(a) et une dérivée a gauche f;(a) en tout point a de I.

2. Les fonctions dérivées a droite et a gauche sont croissantes sur I et pour a < b dans I, on a

fb) = f(a)

S < ey < )

fola) < fola) <

Démonstration. 1) Commengons par montrer 1'existence des deux dérivées a droite et a gauche.
Soit hi, ho € R tels que 0 < hy < hy et x € I, alors

r—hy<z—h <zx<z+h <x+ hs.

D’apres l'inégalité des trois cordes (voir I'exercice 2.4), on obtient

f(x) = f(x — hy) <f($)—f(x—h1) <f($+h1)—f($) <f($+h2)_f($)_

2.
ha - ha - hy - ha (2:3)
Gréce a 'inégalité (2.3), on aura
g fE R = f@) L f@) = fle—h)
h—0~— h h—0+ h

Donc f est dérivable a gauche de z, et on note le nombre dérivé a gauche de z par f;(x).
Toujours grace a (2.3) on obtient
fla+h) = f(z)

lim < +00.
h—0+ h

Donc f est dérivable & droite et on note le nombre dérivé & droite de  par f,(r) et on a
fo(@) < fal@).

2) Montrons que f et f; sont croissantes sur I

Soit a,b € I avec a < b, alors il existe x,y € I tels que z < a<y<bcar I est un ouvert dans

D’apres I'inégalité des trois cordes appliquée a z < a < y puis a a < y < b, on obtient

fla)~ f(z) _ )~ fa) _ ()~ S
a—xr ~—  y—a — y—0b
oo fla) — (@ F0) ~ F0)
) a)— f(x / —
zli)l?_ a—z = Jola) = yy—b
Ce qui donne
/ . fly)— f(b ,
o) < i ZO=S0 _ pg
Donc f; est croissante sur 1.
Un raisonnement analogue donne que f; est croissante. O]

Remarque 2.5. Une fonction convere n’est pas nécessairement dérivable en tout point comme le
montre 'ezemple de la valeur absolue sur [—1,1].
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2.3 Exercices

2.3.1 Exercices avec solutions

Exercice 2.1. Soit f wune fonction continue sur un intervalle I. Montrer que f est convexe sur I

st et seulement si N
x y) <

V) e P f(CEY) < ]

(f (@) + f(y)). (2.4)

Solution 2.1. .

La nécessité

Si f est conveze alors on a certainement l'inégalité (2.4)

La suffisance

Pour montrer que (2.4) est suffisante pour la convexité de f on commence par montrer par
récurrence sur n que

kx + (2" = k)y k 2" —k "
A (Qn : ) < gofl@) + (5= fy)s VR =0,.,2% (2.5)
Pourn =0, on a k € {0,1}.
Si k=0, on trouve
f(0) = f(0)
Si k=1 on aura
f(x) = f(z)
Supposons que l'inégalité (2.5) est vraie pour n et on démontre qu’elle est vraie pour (n+ 1).
kx4 (2" — k)y 1k 1 k
= fl== (1+]1-— 2
_ (L4 (1—£)y) +y
2
1 1, kx+ (2" —k)y
< Z -
< 2f(y) + 2f( ™ )
1 1.k k
<z —fl= 1——)y).
< Sf)+ oG+ (1= 50)y)

Par l’hypothese de récurrence on obtient

kr+ (2" —k)y, 1 1|k k

T < p) 4 )+ (- o))
k
< ST) + e f(@) + (1= 217 )
k el _
< oo f@) + o D ).
Do k 2" — k k 2" — k
I X e+ B ), w0
On suppose maintenant que Y (z,y) € I* on a
PR < S0 + )

19



et montrons que Yo € [0,1], on a

flax+ (1 —a)y) <af(z)+(1-a)f(y)

Soit o € [0, 1] alors il existe une suite (2%) . qui converge vers o, k=20, ..

d’apreés l'inégalité (2.5) on a

lim PP =Ry

n—-+00 on — n—+oo

@)+ (

[k’ 2" —k

Par la convergence de (%) oy VeTs a et la continuité de f on obtient
n

flaz+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —-a) f(y)
Exercice 2.2. Soit v < z < y trois réels, alors il existe X €]0, 1] tel que

z=Mx+ (1—-N)y.

Solution 2.2. Ce résultat s’obtient facilement, en posant X = z:;

Exercice 2.3. Soit I un intervalle de R.

Montrer que la fonction f : I — R est convere sur I si et seulement si pour tout a € I,
Uapplication 1, : I\{a} — R définie par

est croissante sur I\{a}.
La fonction T, représente le taux d’accroissement de f au voisinage de a

Solution 2.3. .
La mécessité
Supposons que la fonction f est convexe sur I el montrons que 7, est croissante sur I\{a}.

Soit x,y € I\{a} avec x < y. Trois cas peuvent se présenter : a < v <y, = < a <y ou
r<y<a.

Sia < x <y, on pose

A=2"" 50
y—a
On aura,
r—a
r=Xa+(1—=Nyetl—\= > 0.
y—a

Puisque f est une fonction convexe sur I, on en déduit que

f@) = fa+ (1 =A)y) <Af(a) + (1 =A)f(y).

Ce qui est équivalent a

f(x) = f(a)

IN

(1 =N (y) = f(a))

o) = fla).

IN
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En divisant par (x — a), on obtient,

Donc 1, est bien croissante.

Les deux autres cas se traitent de la méme fagon que le premier cas.

La suffisance

Supposons que pour tout a € I, 7, est une fonction croissante sur I\{a} et montrons que f est
une fonction convexe sur I.

Soit (z,y) € I?, sans perte de généralité on suppose que v < a < y. Alors, d’aprés l'exercice
précédent il existe A €]0, 1] tel que

a=Ar+(1—-N)y.

Par hypothese 1, est croissante alors

2(a) < 7(y).
C’est a dire
fla) = flz) _ fly) = f(@)
a—xr ~ y—x
Comme v < a <y, ona)\:ﬁ etl—)\:Z:—i on obtient,

f(a) = f(@) < (L= N () - f(@))
Ce qui est équivalent a

f(a) < (1= Nf(y) + M(@) avec a = e + (1 Ny.
Donc f est une fonction convexe sur I.

Exercice 2.4. Soient I un intervalle, f : I — R une fonction convexe, et a,b,c trois éléments de I
avec a < ¢ < b . Montrer l'inégalité suivante dite inégalité des trois cordes.

fle) = fla) _ f0) = fla) _ f(b) = flo)

c—a - b—a b—c

Solution 2.4. Ces inégalités sont une conséquence de l’exercice 2.5.

Exercice 2.5. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction continue et croissante. Montrer que la fonction ¢
définie sur [a,b] par

est convexe sur [a, b].

Solution 2.5. Soient x,y € [a,b] et A €]0, 1], sans perdre de généralité on peut supposer que x < y.
On doit montrer que

oAz + (1 =Ny < Ap(x) + (1 — AN)o(y).
On pose,
A=¢dx+ (1 =Nyl —Ap(z) — (1= N)od(y),

21



FIGURE 2.5 — Trois cordes

alors

A= Myt — [ twar— =) [*otyir

a

D’apres la relation de Chasles sur les intégrales, on aura

A=—(-n [

T

Az+(1-N)y
o(t)dt + / o(1)dt.

:—(1—)\)/Oyxgo(a:+t)dt+(1—)\)/0y ol + (1— A dt.
=0=N [ e+ (1= 00 = gl + 1),

En utilisant [’hypothése que o est croissante, on obtient
y—x
(1- A)/O (@(z + (1 — \)t) — ol +£))dt < 0.
Exercice 2.6. Soit f : I — R une fonction dérivable sur I. Montrer que si f est croissante sur I

alors f est conveze.

Solution 2.6. Raisonnons par l’absurde.
Si f n'est pas convexe sur I alors il va exister a et b dans I tels que a < b et X €]0, 1] avec

fa+ (1 —=X)b) > Af(a)+ (1 —=N)f(b).
Posons ¢ = Aa+ (1 — A\)b alors,
a<c<betf(c)>Af(a)+ (1 —N)f(b).

Ceci est équivalent a
A(f(e) = fla)) > (1 = A)(f(b) = f(o).

Or,)\zé’%; et 1 — A= =2, donc

b—c c—a




Ce qui donne,

F0) ~ fla) _ )~ £10)
c—a b—c

D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe a €]a, c[ et 5 €]c, b[ tels que

’

f(e) = fla) = f(a)(c—a) et f(b) = f(c) = [ (B)(b—c)

On déduit de ce qui précede que f' (o) > f(B) et o < 3, ce qui est contradictoire avec la croissance
de f', donc f est nécessairement convexe sur I.

Remarque 2.6. .
En utilisant le résultat de cet exercice on obtient le critere suivant pour caractériser la convexité
des fonctions deux fois dérivables :

Si f est deux fois dérivable sur un intervalle I, alors f est conveze sur I si seulement si f"(x) > 0,
Ve e 1.

Exercice 2.7. Montrer que toute fonction convere ¢ sur |a,b] vérifie la condition de Lipchitz sur
la,b]. Autrement dit, il existe M > 0 tel que Vx,y € [a,b] on a

9(y) — o(x)] < M |y — x|

Démonstration. Soit x,y € [a,b] tels que a < x <y < b. Par les inégalités des trois cordes on a :

6(z) — 6(a) _ o) — 0lx) _ o) — 6(»)
r—a ~— y—-xz —  b-y
En faisant tendre z vers a on trouve;
/ ¢ - ¢ /
o) < =D < g,
Donc il existe M > 0 tel que Vz,y € [a,b] on a W < M. ]

2.3.2 Exercices sans solutions

Exercice 2.8. Le nombre de points de non dérivabilité d’une fonction convexre sur un intervalle I
est au plus dénombrable.

Exercice 2.9. Soit ¢ : R — R une fonction continue. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes

1. ¢ est conveze,

2. 11 existe une fonction affine L,(u) = a,x + b, telle que ¢(u) = sup Ly (u).
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Chapitre 3

Les fonctions d’Orlicz et les N—fonctions

3.1 Définitions et exemples

Définition 3.1. On appelle fonction d’Orlicz une fonction ¢ : R — [0, 00| telle que

1. ¢ est paire, convezxe et continue a gauche sur [0, oo
2. ¢(0) =0 et ¢ nest pas identiquement nulle.
Si de plus,
3. ¢ (x) >0 pour tout = > 0,
4. ¢ (x) < +o0 pour tout x € R c’est a dire ¢ est d valeurs dans [0, 00|,
¢(z)

5. lm 22 =0 ef lim 22 = oo,
z—0 T T—00

la fonction ¢ est dite N—fonction.

Remarque 3.1. Le wvocabulaire pour ces fonctions change d’un auteur a un autre. Parfois une
N—fonction est appelée fonction d’Orlicz et les fonctions d’Orlicz sont dites ¢—fonctions. Donc
a chaque fois qu’on regarde un document sur les espaces d’Orlicz, il faut vérifier les conditions impo-

/////

étudiées dans le cas d’une N—fonction (voir [?]).

Exemple 3.1. Les fonctions suivantes,

2"

¥(a) = exp (Jaf) = Ly(x) = 1< p< o0 et duc () = { 0 siael-1

|| —1 sinon.

sont des fonctions d’Orlicz. De plus, ¢, est une N—fonction.

3.2 Fonction complémentaire d’une fonction d’Orlicz
Définition 3.2. Soit ¢ une fonction d’Orlicz. La fonction ¢* : R — [0, 00|, définie par :

¢*(y) = iglg{x lyl — d(x)} Vy €R, (3.1)

s’appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de ¢.
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p
Exemple 3.2. 1. La fonction complémentaire de ¢,(x) = ﬁ, 1<p<+o0 est
p

1 1 1
&5 (y) = —ly|? avec —+ — = 1.
oY) . ] i
En effet,
¢p(y) = sup{z |y| — ¢p(x)} = sup{z [y| — —},y € R,
x>0 x>0 p

xp
posons f(z) =z |y| — —, alors,
p

fx)>0siz< |y|ﬁ
et

f(z)<0siz> |y|p%1

1
Donc f atteint son maximum au point x = |y|?—T .

2. La fonction complémentaire de,

|0 si v el-1,1]
Goo () = { lz] =1  sinon,

est,

+00  stnon.

Pron (U) = 1,00 (y) = { lyl st ye[-1,1]

Autre définition d’une N—fonction (Représentation intégrale)

Définition 3.3. Soit ¢ une fonction.
¢ est une N—fonction si elle admet la représentation intégrale suivante

|z

ola) = [ p(t)dt,

ot la fonction p définie sur [0, +oo[ d valeurs dans R vérifie les conditions suivantes :

1. p(0)=0
2. p(t)>0sit>0
3. lim p(t) = +oo.

t—+o0

4. p est continue a droite pourt >0, c.-a-d. sit >0 limp(s) =p(¢).

s—tt
5. p est non décroissante c.-a-d. sit; >ty alors p(t1) > p(t2) .
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La fonction p est appelée la fonction densité de ¢.

Exemple 3.3. 1. ¢ (z) = % avec 1 < p < 00 alors py (t) = ¢, (t) = P71,
2. ¢y (x) = € — 1 alors py (t) = ¢y () = 2te’”.

Remarque 3.2. La valeur de ¢ (x) est la surface délimitée par la courbe de p , 'axe des abscisses
et les deux droitest =0 et t = x. Ce qui donne que la fonction ¢ est strictement croissante.

e
: d(x)

FIGURE 3.1 — N —fonction

Proposition 3.1. La définition 5.1 et la définition 5.5 sont équivalentes.

Démonstration. Soit ¢ une N — fonction. Puisque ¢ est convexe continue avec ¢ (0) = 0 alors ¢ est
||

Lipchitzienne donc absolument continue donc elle admet la représentation intégrale [ p(t)dt avec
0

p fonction non décroissante et continue a droite. Comme ¢ est dérivable presque partout on peut

prendre p = ¢ = ¢,
Inversement, on suppose que
||

o(@) = [ pt)dt,

avec p qui vérifie les cinq conditions de la définition 3.3 alors par définition ¢ est paire et continue,
¢ (0) =0, ¢ est croissante pour x > 0 et ¢ (x) > 0 si z > 0.
Pour montrer la convexité il suffit de montrer que

¢(x;ry> = ;W)(“'Hd)(y)] Y,y > 0.

On peut supposer que x < y alors

¢($J2ry> = ?p(t)dtzfp(t)dt+ f?p(t)dt
0 0 T
< Jp(t)dt+ ;719(1#) dt = [p (1) dt+; [7}9(1?) dt — [p(t) dt
0 T 0 0 0
<[ roa] =S o




x
Montrons maintenant que lim L) =0et lim M = 4o00.
z—0 rz—+oo o

(x
x
Six > 0, alors
1= 1
(bf:):xofp(t)dtg —p(@)z=p(x).

D’autre part,

o) 1z 1z 1 fa\Nz _ 1 [z
=z froaz 0 (3) 3250 (3):

Par conséquent,
L (x) < o) p(z). (3.2)
¢(x)

En faisant tendre x — 0, on obtient lim ——= = 0 car p(0) = 0 et quand x — +o0 on obtient

z—0
lim @ = 400 O

r—+o0o

Représentation intégrale de la fonction complémentaire

Nous allons a présent définir une relation plus pratique que celle définie en (3.1) entre une

N —fonction et sa complémentaire ¢* plus précisement entre leur densités respectives.
||

Soit ¢ une N—fonction telle que ¢p(x) = [ p(t)dt, avec p sa densité alors ¢* est détérminée par
0

o

s)= supt= inf ¢
dls) = s b=,

q est appelée "inverse généralisée de p', elle posséde les mémes propriétés que p.
Quand la fonction p est continue et croit strictement, alors la fonction q est la fonction inverse
de p, c’est pour cela qu’on utilise parfois la notation p~' pour désigner q.

Exemple 3.4. ¢, (z) = @a avec 1 < a < 00 alors

/ 1 1
Palt) =60 ()=t et qs(s) =" 52 0 avee ~ 4+ 5 =1,
(@)

et

¢*(y) = /Sﬁ‘lds =

Remarque 3.3. Parfois, il est impossible de trouver la formule explicite de q. On peut prendre la
fonction ¢ (z) = e® — 1 alors p (t) = 2tet” et on ne peut pas avoir la formule de q.
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$ix)

FI1GURE 3.2 — La fonction conjuguée d’'une N —fonction

Inégalité de Young
Proposition 3.2. Le couple (¢, ¢*) satisfait a 'inégalité suivante dite inégalité de Young,
ry < ¢(x) +¢"(y) Y,y eR (3.3)
On a ’égalité dans l’inégalité de Young si et seulement si x = q(y) ouy = p(x) c’est-a-dire

zp (x) = ¢(x) + ¢"(p(x)) (3.4)
et

q(y)y = o(q(y)) + ¢ (v)

P(”.SJL

D C

= il
e ||l | 1 -1! ;
==IHRHII Bl TesHH |tk

L E _

) ® £.q(s)

FIGURE 3.3 — Interprétation géométrique de 'inégalité de Young
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Démonstration. Soit la figure ci dessus
Géométriquement, il est clair que

ry < ¢o(x)+0" (y) Va,yeRy

puisque ¢ et ¢* sont paires alors cette inégalité est vraie Va,y € R
Montrons I’inégalité de Young analytiquement
Soit yop = p (), sans perte de généralité on suppose que y > .

Donc
= /q(s)ds: /q(s)ds—l-/(J(S)dS

Quand s > yo = p (z) alors par définition de g on obtient ¢ (s) > z.

Par conséquent,
Yo Y Yo

') = [a()ds+ [ads = [a(s)ds+a(y - ).
0 Yo 0
Donc .
o(x / dt—l—/ (s)ds + xy — xyo
0

Donc pour montrer 'inégalité de Young il suffit de montrer que

Yo

o(@) + [ als)ds =y,

0

zyp est la surface du rectangle de sommet A (0,0), B (z,0),C (z,p(x)) et D (0,y) . Donc
zyo = ¢(x) + [[dudv,
e

avec
G ={(u,v) tel que 0 <u<zetp(u) <v<yo}.

Donc

O%H

[fdudv = [ (ﬂlf dv) du = [ (yo — p(u))du
G 0 \p(u)

= g’yodu— g’p(u)du =zyo— ¢ (x).
D’autre part, on peut aussi exprimer G comme suit
G ={(u,v) telque 0 <v<ypet 0 <u<gq(v)}.

Par suite,
yo [ a(v) 0 .
éfdudvzof J du dvz[{q(v)dvzcb (%o) -

Finalement on a obtenu que

zyo — ¢ (x) = ¢" (o) -
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3.3 Propriétés des N —fonctions

Soit ¢ une N—fonction et p sa densité. Alors

1. d’aprés (3.2) on a
%p(g) < ¢(x) < zp(x),Yx > 0.
2. ¢(ax) < ap(z) , Va €]0,1[,z # 0,
En effet, Par la convexité de ¢ on a

o(ar) < ag(x) Vael0,1].

Pour une N—fonction l’égalité a lieu seulement quand o =0 ou x = 0.
Supposons le contraire c.-a-d. il existe oy €]0,1], x* # 0 et ¢p(apx) = app(x), alors on a
nécessairement
Vae0,1], ¢laz) =ag(x)
En effet, soit la fonction
a— f(a) = ¢(ax) — ad(z)
alors f est continue et f est conveze.
On a par hypotheése f (ap) = 0. Soit ay € ]0, 1] tel que p(aqx) < anp(x) alors f(ay) < 0. Sans
perte de généralité, on prend ay < ag on peut écrire

1-0[0 g — (g
Qg = 07
0 1-0[1 ! 1-0&1
Alors,

1—a Qo —

< 1
Flo) € T2 f (o) + =20 ()
1—0(0
<0.

< 1_a1f(041)

Ceci constitue une contradiction avec le fait que f (ag) = 0.

Par conséquent,
Va € 10,1] on a ¢(ax) = ap(z) Vo #0.

Donc

ar) _ 0@ _ o vy 20,

o
Par passage a la limite quand o — 0 on obtient lir%(b( )
o—r ox

# 0, ce qui est en contradiction avec

le fait que ¢ est une N—fonction.

¢(x)

3. La fonction x — ——= est strictement croissante pour les valeurs positives.
x
En effet, soit 11,5 tels que 0 < 1y < x5 alors d’aprés la 1°7¢ propriété
T T
6(@1) =0 (Da) < Lo (2)

T2

Ce qui donne
(1) _ o (22)

Ty T2
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4. ¢lax) > ap(x) Vo > 1.
En effet,

¢ (1) - ¢ (22)
T )
On choisit xo = axy alors T9 > x1 car a > 1 alors
¢ (1) - ¢ (ax)

I AT

V0<ZE1<ZL’2,

ce qui donne

¢ (ary) > ag (r1)

3.4 Comparaison des N —fonctions

Les relations d’ordre partielles et la relation d’équivalence qu’on wva introduire, jouent un role
fondamental, sur les injections continues et compactes entre les espaces d’Orlicz.

Définition 3.4. Soient ¢1 et ¢po deuxr N—fonctions. On dit que :

1. ¢1 domine ¢5 a l'infini et on note ¢y < ¢1 ou 1 > @9 si et seulement s’il existe k > 0 et
xo > 0 tel que

¢2(7) < ¢1(kx), Vo > xp;

2. ¢y est équivalente a ¢5 a l'infini et on note ¢p1 ~ ¢o si et seulement si ¢po < P1 a l'infini et
¢1 < ¢2 a Z’mﬁm
Autrement dit,

¢1 et ¢y sont équivalentes si et seulement s’il existe a,b € RT tels que 0 < a < b < oo et il existe
xo > 0 tels que

p1(az) < do(w) < ¢1(bx), Vo > xo.
Proposition 3.3. Soit (¢;, ¢f)12 deux paires de N—fonctions complémentaires avec
O1(z) < ¢a(x), Vo > xo > 0.
Alors
$5(y) < o1y),  Vy=yo =0,
ot yo = Py(xo) et py est la dérivée a droite de ¢o.

Démonstration. Soit go I'inverse généralisée de py. Par I’égalité dans I'inégalité de Young (3.4) on a
()Y = ¢2(¢2(y)) + 65(y), (3.5)

ce qui implique que

d3(y) = ©(v)y — ¢2(¢(y)).
L’inégalité de Young (3.3) pour (¢q, ¢}) donne,

(Y)Y < ¢1(a(y)) + ¢1(y). (3.6)
Les deux inégalités (3.5) et (3.6) donnent,

d5(y) < d1(q2(y)) + d1(y) — d2(q2(y)),
< 91(y) + d1(a(y) — P2(a2(y))
Comme ¢1(z) < ¢2(z) alors ¢1(g2(y)) — ¢2(q2(y)) < 0 Vy > yo.

Par conséquent,
P5(y) < ¢1(y).
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3.5 La condition—A\,

La condition—/\y est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz. Elle joue un réle trés
important dans l’étude de la géométrie des espaces d’Orlicz.

Définition 3.5. Une fonction d’Orlicz ¢ satisfait :
1) La condition—/\y globalement (¢ € /\,), s’il existe k > 2 tel que,

¢ (2z) < k¢ (x) Vx> 0.
2) La condition—/\s @ Uinfini (¢ € Ny (00)), s'il existe k > 2 et xog > 0 tel que,
¢ (2z) < k¢ (x) Yo > xy.
3) La condition—/\s au voisinage de zéro (¢ € Ny (0)), s’il existe k > 2 et xg > 0 tel que,
¢ (2x) < ko (x) Vo < xy.
Evidemment, ¢ € /\y si et seulement si :
p € Dy(00) et p e Ny(0).
Exemple 3.5. La fonction d’Orlicz suivante,

|0 si xve[-1,1]
Goo1 () = { lz] =1  sinon,

satisfait la condition—Ag d U'infini (¢oo1 € Do (00)), car il existe k = 3 et xy = 2 tel que,

Poo1(22) < 3doo1(z), Vo > 2.

Proposition 3.4. Si¢ ¢ A\, (00), alors il existe une suite (x,,),,o de nombres réels positifs croissante
vers linfini telle que :

¢ (2z,) > 2"¢ (x,) Vn € N.
Démonstration. Voir exemple 1.9 dans [1] O
Remarque 3.4. La condition-/A\y a l'infini est conservée par équivalence a l'infini des N — fonctions.

Proposition 3.5. Soit ¢ une N—fonction, et p sa dérivée a droite. Alors, ¢ vérifie la condition /Ny
a l'infini si et seulement s’il existe o > 0 et tog > 0 tels que

tp(t
PO s .
¢(t)
Démonstration. La fui?sance. .
On suppose que p(t) < «, alors & < g. En intégrant sur [u, 2ul, on obtient,
(1) o) — 1

¢(2u) < 2% ¢(u).

Donc ¢ € As.
La nécessité.
On suppose que ¢ € A,. Alors,

k() > 6(2t) = [p(w)du > [p(w)du > p(t)t, Ve > t,
0 t
Ainsi,

Mgh Vit >t

(1)
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Exemple 3.6. Soit la fonction

d(x) = |z|* (In|z| + 1), a > 1.

Alors ¢ € AN\,.
En effet,
p(r) = ¢'(z) = a|z* (In |z + 1) + |=*7",
alors,
zp(2) =a+—F<a+1, Vr>1.
o(z) In|z|+1
Donc il existe c = a+ 1 > 0 et il existe o = 1 tels que $¢]?(($)) <c, Vr > x9.
x

Pour avoir le résultat il suffit d’appliquer la proposition précédente.
Lemme 3.1. Une N—fonction ¢ vérifiant la condition-/N\y est a croissance au plus polynomiale.
Démonstration. Puisque ¢ € Ay, en utilisant le résultat de la proposition précédante, on a
(t)
(t)
En intégrant les deux membres de I'inégalité sur [z, zo], on obtient,

925(%0).

6

]

|2

<% wi>t (3.7)

<

o(z) < kx® avec k =

Proposition 3.6. Soit ¢ une N—fonction et ¢* sa complémentaire.
¢ € Ny si et seulement s’il existe | > 1 et vy > 0 tels que

o*(v) < 21lgz5*(lv),Vv > . (3.8)

Démonstration. La suffisance.
On suppose que (3.8) est vérifiée et on pose

6i(0) = 50" (1),
Alors, la fonction complémentaire de ¢ est la fonction ¢; définie par
b1(u) = - (2u).
21
L’inégalité (3.8) peut alors s’écrire ¢*(v) < ¢7(v). Alors
61(e) < (u) i o 6(2u) < D)

D’ou
¢(2u) < 21¢(u)

La nécessité.
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On suppose que ¢ € A, alors il existe k > 2 tel que

o(2u) < 2lp(u), Yu > up.

On pose
¢(2u) = ¢1(u) et kd(u) = ¢2(u).
Alors, ; .,
Gi(0) = 6" () et 63(0) = k6" (3,
alors, ; .
k‘f(g) < ¢*(§)-
On pose t = %, et on obtient, ¢*(t) < ligb*(l;t) O

Proposition 3.7. On suppose que p et q sont continues, alors

up(u) < a,Yu > ug si et seulement si vij(v) > a , Yo > vy.
¢(u) (v) ~ a—1
) . up(u) a1 s
Démonstration. On suppose que o) < a, Yu > ug. D’apres 'égalité dans 1'inégalité de Young on
u
a:
up(u) = ¢(u) + ¢* (p(u)).

D’ou

¢(u) = up(u) — ¢*(p(u)),

En remplacant ¢ (u) par sa valeur, on obtient,

up(u) > a , Yu > ug

¢*(p(u)) ~ a—1

On pose p(u) = v, donc u = ¢(v) et on aura,

vq(v) > a Yu > vyg.

o*(v) - a—1’

]

Définition 3.6. Soit ¢ une N—fonction, un intervalle [a,b] de R est dit intervalle de structure
affine de ¢ si ¢ est affine sur [a,b] et elle ne lest pas sur tout intervalle [a — €,b] ou [a, b+ €] pour
tout € > 0.

On appelle Sy = R\ {%J [ak,bk]} lensemble des points de stricte convezité de ¢ ot {|ak, bi|}, est la

famille de tous les intervalles de structure affine de ¢
c’est-d-dire si u,v € R tel que u # v et o € 0,1 de telle sorte que [au+ (1 —a)v] € S,
alors ¢ (au+ (1 —a)v) < ag (u) + (1 —a) ¢ (v)

Lemme 3.2. Pour toute N—fonction ¢ et € > 0, il existe une N—fonction ¢; strictement convexe
telle que

p(x)<¢1(z) < (1+e)p(x) VreR. (3.9)
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Démonstration. Posons {[ay, by]}, tous les intervalles de structure affine de ¢. Il est clair que p (la
dérivé a droite de ¢) est une constante sur chaque [ay, b/ .
e Maintenant, on définit une fonction p; :

p(x) <pi(r) < (I+e)p(z). (1)

de sorte que p; soit la dérivée a droite d'une N—fonction ¢;.
e Sur l'intervalle [ay, b1], on observe deux cas :
- si p n’est pas continue en by, c’est & dire que p (by) > p(ay), alors on pose by = b;.
- si p est continue en by, c’est & dire que p (a1) = p(by), alors on pose b; > b; de sorte que

pi(b) < (1+e)p(a).
e Sur l'intervalle {al, b, {, on définit p; () qui soit affine et

(@) =pla), lim p () = min {p(b;), (1+¢) p(ar)},
t—b

ensuite, nous choisissons le premier intervalle [ak(l), bk(l)] dans {[ax, b}, tel que

|y, b | \ ar,by) # 0,
et on définit p; (t) sur {%(1), b;m)[ de la méme maniere, mais
bk(l) S b;(l) S aq si b;c S aq.

e Ainsi de suite, par induction p; (t) est défini sur Y [ak, by, [, et nous posons p;(t) = p(t) ailleurs (voir
les figures -1- et -2-) :
p(t) sit¢ . [ak,b;[

t) = ,
n(0) affine siteg{ak,bk[
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| 21D

— (1)

L il e

2a)

Figure-1-

e Comme : p1(0) =0, p1(t) >0sit >0 tlgrn p1 (t) = 400, et p; est continue a droite pour ¢ > 0.

Donc p; est une dérivée a droite d’une N —fonction

o1(z) = /Olmlpl (t)dt

e De plus ¢, est strictement convexe car p; est strictement croissante c’est a dire que ¢; ne peut pas
étre affine sur chaque intervalles dans R.
Finalement en intégrant 4.8 de 0 a |z| on obtient le résultat recherché

¢(x) <1 (z) <(1+e)p(x).

Remarque 3.5. Les inégalités (3.9) sont aussi valables pour les normes (voir [/])

LIS < Wf1G, < (X +e) [If115 (3.10)

3.6 La partie principale d’une N—fonction
Le résultat qui suit, permet de construire a partir d’une N-fonction donnée ¢, une N-fonction
équivalente a ¢ et qui soit suffisamment réguliére.

Proposition 3.8. Soit ¢ une N-fonction. On note gz~5 la fonction définie par

()

~ x—du our t >0
P(x) = of u b
0 st t=0

Alors ¢ est une N—fonction de classe C*, a dérivée strictement croissante et équivalente a ¢.
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LR

£
—— A 1)

(1+&)e(a) |
) R - =
2a)) = p(by) —

-
Démonstration. On a
3@) = [ g < X0 = g2, (3.11)
et
megt)du > gb(xx)x = ¢(x)
Donc '
b(x) < ?S‘)du < fo(;)du — 3(22). (3.12)

Les inégalités (3.11) et (3.12) donnent ¢(z) < ¢(z) < ¢(2x), Yz > 0. Ainsi ¢ et ¢ sont équivalentes.

De la définition de ¢ on voit qu’elle est de classe C!, sa dérivée est strictement croissante sur
R*. O

Remarque 3.6. En reprenant le processus de construction de gg, on peut augmenter autant de fois
que 'on veut la réqularité d’une N—fonction donnée.

Lo(u)
QNS(t): ({Tdu pour t >0
0 st t=0

& est une N—fonction de classe C2.

3.7 Exercices

3.7.1 Exercices avec solutions

Exercice 3.1. Montrer que toute fonction d’Orlicz ¢ est croissante sur [0, 400 .
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Solution 3.1. Si on prend 0 < x1 < x5 alors,

To_T1

gb(ml):gb( xO—i—ilxg)

2
<TEEO(0) + 6 ()

2

< ¢ (x2) .

X2

Exercice 3.2. Trouver la fonction complémentaire de ¢ (x) = el*l — |z| — 1 en utilisant ’écriture
intégrale.

Solution 3.2. Sit >0, p(t) ="' — 1 donc

q(s)=supt= sup t=1In(s+1).

p(t)<s et—1<s
Par conséquent,

|y] |yl

5'(y) = [ als)ds = &"(y) = [ In(s + 1)ds

=1+ [y)In(1+y]) — |yl

Exercice 3.3. Soit (¢, ¢*) un couple de N —fonctions complémentaires, et a,b € R*.. Soit la N—fonction
¢1 définie par
¢1(x) = ag(bx)

Exprimer la fonction complémentaire de ¢, en fonction de celle de ¢.

Solution 3.3. Soient p la dérivée a droite de ¢ et py celle de ¢1,alors p1(t) = abp(bt).
Soit q linverse généralisée de p et q1 celle de py, alors par définition, on a

q1(s) = sup t= sup t,
p1(t)<s p(bt)< %

en effectuant le changement de variable u = bt, on obtient,

( ) U 1 1 ( S )
qi(s) = sup — = - sup u= —q(—).
pwss b bpw<s b ab
D’autre part,
vl lyl
1) = [ = [a()as
1Y J q1 b J CLb )

S
en posant u = — on obtient,
ab

61 = 3 [ aba(w)du = a [ glu)du = ag"(2).

Finalement, on trouve



Exercice 3.4. Soit la fonction définie par
¢(x) =1+ |z])In(1+ |z)

1. Est ce que ¢ est une N—fonction ¢

2. Donner la fonction complémentaire de ¢.

Solution 3.4. La fonction définie par

¢(x) =1+ |z)In(1+ |z|)
n’est pas une N—fonction car 1%@ #0.

La fonction complémentaire de ¢ est donnée par :
Posons

flz)=zly/—(Q+z)n(1+2),
alors
fl@) =y =1—In(1+2)
et on obtient,

’

fa)>0siz<eVMt—1et f(z)<0siz>el™t—1.

Par conséquent,
0 si |yl <1
exp (lyl —1) —[y| si |yl =1

w(y)Z{

Exercice 3.5. Montrer que pour toute N— fonction ¢ et € > 0, il existe une N—fonction ¢, telle
que

¢(x) < ¢r(x) < (1+¢)¢(x)

et que la dérivée a droite py de ¢1 est continue. De plus, si ¢ est strictement convexe, ¢y [’est aussi .

Solution 3.5. Prenons e, > 0 tel que >0, &, < &, et soit (by)nen les points de discontinuité de p.
on note {[ax, by]}, la famille de tous les intervalles de structure affine de ¢

e On pose by = b’l, et on choisit ay; € }O, b’l[ tel que

’

(b, — a1)p(by) < e16(b,). (voir la figure -3-)

e Définissons py sur [al, bll] qui soit affine et

!

pi(a) =pla)  p(by) = p(by).

Trouvons le premier point by € {by,} \}al, b/l} et on choisit as € }0, b;[\ [&1, bll] tel que

(by — a2)p(by) < £26 (b))

On définit ensuite py sur {ag, b;] qui soit affine et

/ ’

p1(az) = plaz) p1(by) = p(by).

e Lt ainsi de suite, nous avons définit p; sur Uy, [ak, b;ﬁ} , et nous mettons py(t) = p(t) ailleurs. (voir
la figure —4—) :
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D)4

F=C=291

(b; = 2:)p(b,)

a)

a3 by, = b,
¢{(&1)
Figure-3-
| o1(0)
= ¢
B =t - --—----
pi(ay) = pXa)p — - - !
a b, = b,
Figure-4-
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= | PO sitE U A
! affine  site Uy {ak, b;}
e [l est clair que, py est continue et si ¢ est strictement conveze (p est strictement croissante) alors, ¢,

est strictement conveze (py est strictement croissante). De plus, p(t) < pi(t) implique ¢ (x) < ¢1 (x).
Alors,

||

0<61(@) = (@)= [ (mt) —p(t)dt = ,Z/a

<Y (e —amb) < Y exd (by) <o)
by <] by, <

0<¢1(z) = () <ed(x).
Ce qui implique,

¢(x) <1 (z) < (1+¢e)o(x).

Exercice 3.6. Soit (¢, ¢*) un couple complémentaire de N —fonctions, et ¢~ inverse de ¢. Montrer
que

1. d(a) + ()§(+)VabeR+
2. ¢ Ha+b) <o Ha)+ ¢ (D), Va,b € RT
3. a< o Ha)+ (") ()<2a ,a>0

Solution 3.6. .
1- Soit p la dérivée a droite de la N—fonction ¢.

a+b

/p dt—l—/p dt</p dt+/ / (t)dt

P(a) + ¢(b) < ¢la+b).

2- En posant dans l'inégalité précédente o = ¢(a) et f = ¢(b), On aura o+ < ¢(a + b), comme
¢~ est croissante, alors

Par conséquent,

¢ (a+p)<a+d
Sachant que ¢~ (o) = a et ¢~ (B) = b alors,

¢~ e+ ) <o (a) + o7 (B).

3- On a ¢(a) = [p(t)dt et p est continue sur [0,a]. Alors par le théoréme de la moyenne il existe
0

c €10, a[ tel que
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Par définition,

é(a)
(D) = [ gayar
0
Donc dc* € |0, qbia)[ tel que
5 (P = X gy = peggter)
Onal<c < qﬁ(aa) =p(c) < p(a). D’ou
o1 (M) < A9 ) = A
Alors
(D) < oa) (3.13)
On pose o = ¢(a) alors, I'négalté (3.13) devient gb*(g) < a, en appliquant (¢*)~' des deux cotés
de cette inégalité on obtient N ¢
P (") ().
Ce qui donne,
a < (¢")"Ha)o (a). (3.14)

D’autre part, si on prend o = ¢(a) et B = ¢*(b) alors ¢~ (a) =a et (¢*)71(B) =b.
d’apres l'inégalité de Young, on obtient,

¢ Ha)(¢") M (B)=a+p (3.15)
On prend a = 3 dans (3.15), on aura
¢~ (@) + (¢")H(a) < 2a (3.16)
Les inégalités (3.14) et (3.16) donnent
a <o @)+ (¢") ) < 20

3.7.2 Exercices sans solutions

Exercice 3.7. Soit ¢ une fonction d’Orlicz. Montrer que Yu,v € R on a :

6utv) SO@) + 100+ M), VA

Exercice 3.8. FEst ce que les fonctions suivantes sont des fonctions d’Orlicz ? Si oui donner dans
chaque cas la fonction complémetaire.

@ ={ N5 e

2| —1 s |Jz| >1 7 2 si |z > 1
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Exercice 3.9. Trouver la fonction complémentaire de,

] si x€[-1,1]
doc () = { lz| — 1  sinon,

Exercice 3.10. Soient ¢ et ¢1 deux fonctions d’Orlicz, on note v et 1y leurs fonctions complémen-
taires respéctivement. On suppose que

dx) <1 (z) <(1+¢e)p(x) Vel

Donner les inégalités entre ¢n (y) et 1 (y) .

Exercice 3.11. On suppose que ¢1et ¢ sont deur N—fonctions. Montrer que la fonction
P { AR sia £ 0
0 stx =0

est une N—fonction.
Exercice 3.12. Montrer si ¢ est une N—fonction alors ¢* est aussi une N-fonction et (¢*)" = ¢.
Exercice 3.13. Soient ¢1 et ¢y deuxr N—fonctions. Alors,

1. ¢ < 91 <= @7 = 3,

2. 91~ Qg = ¢] ~ 3.
Exercice 3.14. Est ce que les fonctions suivantes vérifient la condition-A,.

¢ () = (1 + [z])In (1 +[z]) = 2|, &1 (y) =exp(Jyl) —[y] -1
et

2 () = exp (|z]) — 1

Exercice 3.15. Est-ce que la fonction ¢ définie par ¢p(z) = |z|* (In|x|+1), o > 1 vérifie la condition-
AVY

Exercice 3.16. Soit la fonction ¢ : R — RT définie par

%2

¢ (@) = In (e + |x])

1. Montrer que la fonction ¢ est une N—fonction.
2. Est ce que ¢ € Ay?
Exercice 3.17. Soit la fonction

p: R — [0, 400

_f 0sifz| <1
v gb(x)—{ |z| — 1 sinon

1. Est ce que ¢ est une N—fonction ¢

2. Donner la fonction complémentaire de ¢.
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Exercice 3.18. Soient ¢ une N—fonction dont la dérivée P est donnée par

(1) = t site|0,1]
POZY ksite[(k—DLE] k=23, ..

1. Déssiner le graphe de P .
2. Donner la fonction inverse généralisée q de P.

8. On note ¢* la fonction complémentaire de ¢. Soit (un),cy la suite de terme général u, = n!.
Montrer que

¢ (2up) > né (uy) etd™ (2uy,) > ne™ (uy,) .

Conclure.

Exercice 3.19. Soit la fonction définie par

gb(x):{ 1—VI—22 silz|<1

+o0 st Jz]>1

1. Donner la fonction complémentaire ¢* de ¢ en utilisant [’écriture intégrale.

2. On prend x = 1, existe t-il un y wvérifiant [’égalité de Young ?

Exercice 3.20. Soit la fonction définie sur R a valeur dans Ry par

gb(:}c):{ |x]eiﬁ six#0

0six=o0

1. Est ce que ¢ est une N—fonction?
2. Est ce que ¢ € Ay (0) et ¢ € Ag (400) ¢

3. Calculer tL1r+n o* (qﬁ' (t)) , ou ¢* est la fonction complémentaire de ¢.
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Chapitre 4

Les espaces d’Orlicz L (£))

Soit (E, A,u) un espace mesuré. Les espaces de Lebesgue LP (E, A, i) sont définis en considérant
la fonction puissance |z|” avec 1 < p < oo. Ces espaces sont des espaces de Banach et 'essentiel de
leurs propriétés topologiques et métriques reposent sur la nature de la fonction puissance x — |x|
qui apparait dans leurs définitions.

Les espaces d’Orlicz Ly, extension naturelle des espaces de Lebesque LP, sont générés par une
fonction ¢ dite fonction d’Orlicz ou N—fonction généralisant les fonctions puissances.

La théorie des espaces d’Orlicz est apparue en 1930 dans les travauxr d’Orlicz, elle connait ac-
tuellement un développement considérable du fait de ses applications imposées dans de différents
domaines de l’analyse mathématiques notamment ['analyse non linéaire.

L objectif de ce chapitre est de présenter ces espaces et leurs propriétés fondamentales.

Dans tout ce chapitre Q désignera un ouvert borné de RN muni de la mesure de Lebesque i et
M (Q) l’ensemble des fonctions p-mesurables sur Q da valeurs dans R modulo la relation d’équivalence

= W —p.p.

4.1 Espaces modulaires

Soit X un espace vectoriel réel ou complexe. Une fonctionnelle p : X — R" est dite modulaire
lorsque pour tout x,y € X on a

1. p(z) =0 2=0

2. p(—x)=p(z)

5. plax+By) <p(x)+py), sia,3>20,a+5=1

Lorsque la fonctionnelle p est conveze, c’est-a-dire :

plax+By) <ap(x)+Bp(y), a,6>0, a+p=1,

elle est dite modulaire conveze .
Le couple (X, p) est appelé espace modulaire.
A la modulaire p convexe, on associe [’espace modulaire suivant :

X, = {:L‘ € X, }\IE}I(l)p()\iL') = O}

={r e X, p(\x) < oo pour un certain A > 0}
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4.1.1 Normes sur les espaces modulaires
Norme de Luxemburg

Théoréme 4.1. Soit p une modulaire convexe sur X. Alors la fonction définie par

Hfupzinf{A >0, p@ < 1}

est une norme sur X, appelée norme de Lurzemburg.

Démonstration. Si f = 0 alors p(f) =0 donc | f[|, = 0.
Si[[fll, =0 alors p(af) <1,Va > 0. Soit 0 < u <1, alors

p(f)=p (Zf) < up (if) <u

En faisant tendre u — 0% on obtient, p (f) = 0. Ceci implique que f = 0.
Soit o €lR et f € X,, alors

laf]l, = inf{)\ >0, p (O‘;t) < 1}
A
— |a|inf{|a| >0, p (f) < 1} = ladlI£1],
o

Soit f, g € X, et soit u,v € R tels que u > Hpr et v > Hng. Alors

p<f> §letp<f> <1
u v
Par la convexité de p on obtient

J+g\ u f vog
P =p =+ -
uU—+v U—+vu U+vv

< p<f>+ . p(g)sl.
u-+v u uU—+v v

Drou [[f+gll, <u+wv

Finalement,
If+all, < 71, + gl
O
Remarque 4.1. Si p n’est pas conveze, ||||p n’est pas une norme.
Exemple 4.1. .
1. Soit (X, ||.||) un espace normé alors la fonction p(.) = ||.| est une modulaire convexe sur X et
X, = X. De plus,
: f
||f\|p:1nf{u>0, ‘u <1;=|fll,VfeX
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2. Les espaces de Lebesque LP, p > 1, sont des espaces modulaires avec

p(F) = [ 1P dy, W1 € L7 (@)

La norme usuelle de LP () coincide avec la norme ||.|| .

En effet,
f p
11, =inf Sk >0, [l0) dp <
o)
Donc )
p<f> -/ T <
1,7 4 AL,
Par conséquent,
R = T PR T (4.1
9)
D’autre part, on a
f ) /‘ I 1 »
p = dp = /\fl dp =1
Qump ST = T

Alors || f|,» appartient a U'ensemble {k’ > 0, /‘%‘p < 1} donc
)

11, < W f 1l (4.2)

D’apres (4.1) et (4.2) on obtient || f|| ., = |If],-

Norme d’Amemiya

Théoréme 4.2. Soit p une modulaire convexe sur X. Alors la fonction définie par

1712 =g 1o ()]

est une norme sur X, appelée norme d’Amemiya.

Démonstration. Si f = 0 alors ||f||;‘ =0
. A . f o IS o
Si || £ = 0 alors ir;%A[l%—p(X)} =0 don f =0.
Soient ER} et feX,
A af V| A I\ _ A
|Mﬂu—ggAF+p<A>]—agiab+w<3ﬂ—4ﬂvm

Soient f,g € X,, et u,v € R7. En utilisant la définition de la borne inférieure on obtient pour

tout € > 0 F
a(1eo (D)) <nmee
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ce qui donne

A
(1) My

u u

De méme

A
+¢€
p<g><Hng_1
v v

Par la convexité de p on a
f+ag\ u f vog
P =P ~+ -
U+ v u+ovu  u+vv

u / v g>
< < Z
- u~|—v'0<u>+u+vp<v

A A
I +llglly +2=
U+ v

Par conséquent,

1 + g1l < (u+0) <1+p<f+9>>

U+ v
A A
< AU + llglly + 2.

En faisant tendre e vers zéro on obtient,

A A A
1f+gll, <71, + llgll,

4.1.2 Topologie et convergence dans les espaces modulaires

On peut munir l'espace modulaire X, de la topologie induite par la norme en considérant, comme
ouverts élémentaires, les ensembles

B (z0,6) = {z € X, |o — wol, < £}, 70 € X,, £> 0.

i La convergence dans les espaces modulaires peut étre introduite de la maniére suivante :

Une suite {x,}, ~, C (X,p) sera dite modulaire convergente vers un élément x € X, lorsqu’il
existe un nombre réel k > 0 tel que

lim p (k(z, —z)) =0.

n—-+4o0o

ii Le lien entre la convergence modulaire et la convergence au sens de la norme |||, est donné par :

| — x|, — 0 si et seulement si p (k (v, —z)) — 0, Vk > 0.

4.2 Espaces d’Orlicz

Soient ) un ouvert borné de R™ et ¢ une N—fonction.
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4.2.1 Modulaire d’Orlicz

Définition 4.1. La fonctionnelle,

pos M(Q) = 0, oc]
I )= [of @) du

est une modulaire conveze sur M () dite modulaire d’Orlicz

4.2.2 Classe d’Orlicz

On appelle classe dOrlicz l'ensemble des fonctions f € M(Q) vérifiant

g{cb(f(l’))du < 0.

On note LY(Q) la classe d’Orlicz. c’est-d-dire :

Lg(Q) = {f € M(Q) telle que{{gb(f(x))du < oo}.

Remarque 4.2. Lg(Q) n’est pas un espace vectoriel. Voir [’exercice /.1

4.2.3 Espace d’Orlicz
Définition 4.2. On définit lespace d’Orlicz Ls(2) par :
Ly(Q) = {f € M(Q) telle que 31 > 0: Af € LY(Q)}

= {f € M(Q) telle que [¢p(Nf(z))dp < oo pour un certain A > 0} :
0

Remarque 4.3. L} (Q) C Ly (Q) et L= (Q) C Ly (Q).
Proposition 4.1. L,(2) est un espace vectoriel réel.

Démonstration. 1) Soient fi1, fo € Ly(2). Alors il existe A;, A2 > 0 tels que py(A1f1) < oo et

Po(A2fa) < oco.
Soit A = min(A1, A2). En utilisant la convexité et la croissance de ¢ on obtient,

J6C5 R+ Fa)du < [3(6N) + 6T
<

N~ N~

(@A f1) + o(Aaf2))dp < oo.

Donc fi + fo € Ls(Q).

2) Soit f € R et f € Ly(2), montrons que Sf € Ly(2). D’apres ce qui précede on a nf €
Comme R est archimédien alors V5 € R, 3n € N* tel que 5 < n et ainsi on obtient Sf € Ly(2).
Par conséquent, L,(2) est un espace vectoriel réel. ]
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Définition 4.3. On définit l'espace d’Orlicz E4(§2) comme suit :
Ey(Q) ={f € M(Q) : py (A\f) < 00 pour chaque X\ > 0} .

1. Comme pour les espaces LP (1) les espaces Ly(S2) et Ey(S) correspondent aux espaces Ly(S2)
et £5(2) quand les fonctions égales p—presque partout sont identifiées.

2. Dans la définition des espaces d’Orlicz on a considéré une N -fonction, en fait on peut prendre
une fonction d’Orlicz. On s’est restreint aux N -fonctions pour l’'étude des propriétés de ces
espaces.

3. L’espace E4(Q) est un sous espace de Ly(Q2) il est parfois appelé "petit espace d’Orlicz" et
Ly(2).le "grand espace d’Orlicz.

Proposition 4.2. On a E,(2) = Ls(2) si et seulement si ¢ € Ng (00).

Démonstration. Si ¢ ¢ /Ay, alors il existe une suite (o), croissante vers l'infini telle que ¢ (o) > )

et

o ((1 + i) ak) > 2%¢ (ap,),Vk € N

avec e >0, F e X et u(F) > 0.
Soit ([}), une suite de sous-ensembles disjoints de F' tel que ¢ (o) pt (Fy) = 5%

o0
Soit f, = > aipxr,, alors
k=n+1

P (fn):/g¢< % CkaFk) dp

k=n+1

= % dlap)u(F)

k=n+1

€
:27—>Oquandn—>oo

Donc f, € Ly ().
D’autre part, VI > 1, pour ng € N tel que I > 1 + 7710 on a pour tout n > ng,

00 1 ) 00
polit)> & o((14 1) o) n(F)> £ Fo(auF) = £ c=o
k=n+1 k=n+1 k=n-+1
D'ou f, ¢ E,(2),Vn € N. O

4.2.4 Inégalité de Jensen
Soit f € Ly(S2). Alors,

1 1
m)({f(t)dﬂ) < de)(Q)-

Démonstration. ¢ est une N-fonction, donc convexe alors elle peut s’écrire comme enveloppe supé-
rieure de fonctions affines

((

¢(x) = sup(a,z + by)

n>0
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Ce qui donne

1 a 1
—[f(t)du|) = = t)dp + by, | = —[a, f(t)d Q)b,
qﬁh(msj)’f() u]) Sup lu(Q)hff() pt ] sup [M(Q)f{a f@)dp + p()
1 1
= 2f(t)d bpdp| = 2J(t)d bnld
sup lﬂ(Q)ffla f(t) M+S{ u] ii%u(ﬁ)g{[a f(@E)dp + by )dp
1 1
< Wf O)dp + byldp = — t))d
< u(@)gi‘é%[@ f@)dp + by]dp M(@)gfz’do(f( ))dp
1
= ——py(2).
o )P¢>( )
O
4.2.5 Comparaison des espaces d’Orlicz L(2)
Proposition 4.3. Soient ¢1 et ¢y deux N-fonctions.
Ly, () C Ly, (2) si et seulement s’il existe ug > 0 et o > 0 tels que
Pa(u) < d1(au),Yu > uo.
Démonstration. La suffisance.
On suppose que
do(u) < apy(u), Yu > uy. (4.3)

Soit f € Ly, (). alors il existe A > 0 tel que [¢1(Af(x))du < oo.
0

En utilisant I'inégalité 4.3 on obtient,

[ f@dn= [ @)t el
@ o {2, 21@)<uo} @ {2, 2f(@)>u0}

< 02(u0)pl(82) + [ (f (@) dps < o0

Donc f € Ly, (£2).Par conséquent Ly, (2) C Ly, (£2).
La nécessité.
Par I’absurde, on suppose que

Vug > 0 et Voo > 0 on a ¢ga(u) > api(u), Vu > uy.
Alors,d’apres la proposition 3.4 on peut trouver une suite (u,)nen croissante telle que

G2 (up) > ¢1(2"nuy,).

b(z)

T

est croissante alors

¢1(nuy,) < b1 (2"nuy,)
nu, —  2"nu,)

On sait que la fonction = —

Ce qui donne
&1(2"nuy,) > 2" ¢ (nuy,)
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On subdivise €2 en sous intervalles disjoints €2,,, tels que :

1 (u) 1(€2)
Q,) = ——"7"—-+.
On pose
nu, si x €,
o ={ 0" e
On a
por (f) = Jor(f(x))dp = 3 [ ¢1(f(2))dp = ¥ [ dr(nun)dp
Q n>1Q, n>1Q,
1
= 3 o1(nun) 1) = p(Q)dr(ur) 2 oo
n>1 n>1
La série 22711 Nest convergente donc sa somme est finie alors py, (f) < oo
ne

D’ou f € Ly, ().
D’autre part,
pos () = 62\ (@) = 52 (v (€2,

Si A >1 alors

G1(u)p(2)
2n¢y (nuy,)

Si A <1 alors % > 1 soit m un entier tel que m > % ce qui donne % <\
Pz (Nf) = ({ $2(Af(2))dp = & ¢o(Ann)pi(S2n)
n
> —Un Qn
= E¢2(mu ) (€2)

per (M) 2 S 0a(mu () = S 2'0a(nun)

n>1
> n§m¢2<un)ﬂ(9n) > n;n?n(bl (tn ) 11(€2)
2 X ¢1(ur) (2 = o0

Donc VA > 0 pg, (Af) = 0o. Ce qui donne que f ¢ Ly, ()

4.3 Normes sur les espaces d’Orlicz

Dans la théorie des espaces d’Orlicz, trois normes sont apparues. Dans les années trente Orlicz
a introduit la norme,

171 = s { £17 )0 (0] s 0 € Lo (), g ) < 1

dite norme d’Orlicz, puis Nakano (1950), Morse-Transue (1950) et Luzemburg (1955) ont considéré
une autre norme, qui est parfois appelée la norme de Luxemburg-Nakano mais généralement
dans la littérature, elle est appelée la mnorme de Luxemburg. Cette norme est la fonction de

Minkowski (la jauge) de la boule unité pour la modulaire d’Orlicz p,. C’est-da-dire,

I, = nt(3 02, (1) <10
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Approximativement a la méme époque, 1. Amemiya a considéré la norme,

1
17115 = inf 21+ po (k)]

dite norme d’Amemiya.

Norme d’Orlicz

Proposition 4.4. Soit f € L, (Q2) alors,

1115 = sup {g F (09Ol g€ Lo (), pon (9)) < 1} | (4.4

est une norme sur l'espace Ly () dite norme d’Orlicz.

Démonstration. voir I'exercice 4.2 OJ

Norme de Luxemburg

Proposition 4.5. Soit f € L, (Q2) alors,

Il = mttr > 0: s () <11, (45)

est une norme sur lespace Ly () dite norme de Luxemburg.

Démonstration. Voir 'exercice 4.3 O

Norme d’Amemiya
Soit f € Ly () alors
1
A_ ool
11l = inf -+ [1+ po (kf)]

est une norme sur l'espace Ly () dite norme d’Amemiya [/]

4.3.1 Inégalités auxiliaires entre la modulaire d’Orlicz et les normes sur
Ly ()
Proposition 4.6. Soient f € L, () et g € Ly (2), alors
LIfllg < po(F)+1,
2. ||f||25 < 1= py (p(|f])) <1 ot p est la fonction densité de ¢,
3 If NG < 1= ps (f) < II£II5-

Démonstration. 1) Par I'inégalité de Young on a |fg| < ¢ (f) + ¢* (g), en intégrant on aura
J1fgld < po (f) + po- (9).

Par conséquent,
I£II5 = sup [1fgldu < ps () +1.

pe+(9)<1
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2) Montrons que Hng) <1=ps (p(If])) <1
Par définition de la norme d’Orlicz on a :

17115 stoper (9) <1
po (9) I flly st P (9) > 1

?

J1fgldp < {
Q

C’est-a-dire,
J1fgldp < max (1, p- (9)) I1£1g- (4.6)

Pour chaque n € N* on pose,
Qp ={teQ:|fO)]<n} et fo=I[f[xa.

Alors la suite (fy),>; est croissante et lim f,(¢) = [f(t)|, ainsi la suite (H ang)nZl est croissante

et d’apres le théoreme de la convergence monotone on obtient

lim || £l = [I£II5 -

n—a~oo

Montrer que pg+ (p (|f])) < 1 revient a montrer que Hm pye (p(|fal)) < 1.
Pour cela on suppose le contraire, ¢’est-a-dire

Vn = ng onal < pg (p(|fal)) < +o0,
D’apres 1'égalité dans I'inégalité de Young , on a Vn > ny
[fulp ([fal) = @ (1fal) + ¢ (0 (Ifa]) > ¢" (p(1fa]))

En intégrant les deux membres de I'inégalité et en utilisant 4.6 et le fait que pg+ (p (|fn])) > 1 on
obtient,

por 0 (1fal)) < [ 1l p(1fal) dit < ULl po (0 (LF])

Donc H]‘}LHE5 > 1. Ce qui implique que ||f||2) > 1. Contradiction avec le fait que ||f||g <1.

Alors pg- (p(|f])) < 1.
3) Montrons que

1£1l5 < 1= ps () < I/ 13-

Par I’égalité dans l'inégalité de Young on a

F@O1pfO]) = o (f) +¢" (p(lf (D)),

d’ou

TP FODd = pos (£) + po- (P (1F))) 2 po (£).

Comme Hng <1 alors d’apres la propriété précédente py (p (|f(2)])) <1

po (f) < IIF1

Proposition 4.7. Soient f € Ly () et g € Ly (€2).
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1. Si||flly >0 alors py (HJ{H> <1,
@

2. Iflly £ 1= ps(f) <1,
3 Mfll, 1= ps (f) < flly; <1

Démonstration. 1) Si [[f|l, > 0 alors py (HJ{H) < 1 c’est a dire le minimum est atteint dans
¢

la définition de la norme de Luxemburg. Ceci est une conséquence du théoreme de la convergence
monotone appliqué a une suite (k),cy- C R croissante convergent vers || f|| ;-
3) Montrons || f[|, <1 <= py (f) < 1;

Si py (f) < 1 alors par définition || f||, < 1.donc > 1, ce qui donne

HfH¢

0o (1) < o <WJC||<;5> <1

4) Montrons que | f||, < 1= py (f) < |Ifll,; <

Soit f € Ly () , f #0, alors p, <f> < 1. Comme ||f|, <1 c-a-d. 7 > 1 alors
1£1l HfH¢
f 1
o(h) = e
1flls) — Il
En intégrant sur 2 on obtient,
1 f
Tnen(l) <
171,77 = P2\
D'ott py (f) < || fll, < 1. O
Proposition 4.8. Inégalité de Holder
Soient f € L, () et g € Ly (2). Alors
T @®g®)] < (4.7)
) , _ [ 9 :
Démonstration. On pose x = 7l et y= ol D’apres 'inégalité de Young, on obtient,
¢ ¢~
) gt t gt
IS @] 19(t)] §¢(f())+¢(g() )
. 11
En intégrant sur F, on obtient,
t t
f&g()dﬂ< ( >+p¢<g>§2
e 1£1l pe
Ce qui donne
J1f(@)]1g(t)
Q
m
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4.3.2 Equivalence des deux normes

Proposition 4.9. La norme dOrlicz est équivalente a la norme de Luzemburg. Plus précisément,

11l < 1N < 201, -

Démonstration. Montrons que ||f||2) <2 fll,-
Soit f € Ly (2) et g € Ly (). D’apres I'inégalité de Holder 4.7 on a

g{f(t)g(t)du <2 fllzllgll 4 -

Alors

sup [ f(t)g(t)dp < 2] f|,
gELs+(Q),

Py (9))<1

0
Done || f]l, < 21l -
Pour montrer que ||f|, < ||f\|g, il suffit de montrer que pour tout f € Ly (), f # 0 on a

A
& (nfuz) =

D’apres 'égalité dans I'inégalité de Young, on a :

N I 7
du = . .
éufuzp(r\fug) g ”¢(Hf||;1)+p¢ (p(nfuz))

D’autre part, par 'inégalité (4.6)

i (nﬂi) = (1’%* (p (HL{I:))) |
" (H%) o (p (HL{\:S,)) - (1”"’“ (p (H%L))) |

On distingue deux cas :

Si py- (p (H|J{H|O>) > 1 alors
¢

Donc

. | f]
Si pg« < 1 alors
i (p(HfHZ)) =
IV D ) <y
& (wn;) s (p(ufr@)) -

56

par suite,

f

po | o | <
115

f
—— ] =0<1
po (ufnz) -

1.




Finalement, on a
f
po| 5 | <1
1£1l

Remarque 4.4. Les deux normes sont équivalentes alors (L¢ (Q), Hf|\¢> et (L¢ (Q), HfHZ)) ont les
meémes propriétés topologiques mais pas nécessairement les mémes propriétés géométriques.

]

4.3.3 Egalité de la norme d’Orlicz et la norme d’Amemiya

Les inégalités suivantes ||.||, < ||||;1 < 2|l|, et I’équivalence de la norme de Luzemburg et la
norme d’Orlicz ||.||, < |l < 2.l ont suggéré que peut-étre la norme Orlicz et la norme d’Amemiya
sont égales. Effectivement [’égalité ||f||£ = ||fll; a liew pour tout f € Ly () quand ¢ est une N-
fonction. Mais le probleme d’égalité de ces deux normes dans le cas général d’une fonction d’Orlicz
est resté longtemps ouvert jusqu’a ’an 2000. Cette égalité est tres importante, car il est plus facile
de manipuler la formule d’Amemiya qui utilise seulement la fonction d’Orlicz, que la norme d’Orlicz
qui fait appel a la fonction d’Orlicz ¢ et a sa complémentaire ¢*.

Avant d’énoncer et de démontrer le résultat sur l’égalité des deux mormes on va commencer par
le résultat suivant

Théoreme 4.3. Soit f € Ly (Q), sl existe k > 0 tel que py (p (k|f|)) =1 alors

0 1
1 fllg = gf)’ [f @OlpkIf@OD) du =1 [1+ py (k)]
Démonstration. Par définition de la norme d’Orlicz

I7l= sup_ FIF (g (Oldn > [1f (6 (kf ()] du (48)
GELA(@)

D’apres I'égalité dans I'inégalité de Young
JRIF @ p(kf @E)Idp = po (KF) + po- (P(KF)) = po (k) (4.9)

Les inégalités(4.8) et (4.9) donnent

1715 2 7 11+ po (1)

D’autre part, on a
1
Hngs:% sup [k |f(t)g ()] dp

Pex(9)<1Q
geL; ()

Soit g € Ly () tel que pg- (9) < 1 alors par I'inégalité de Young, on obtient,
JR1F ) g @) dn < po (kF) + por (9)) < po (KF) +1.

Ce qui donne
sup [k |f () g ()] du < py (kf) + 1

py*(9)<1Q
geL} ()
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C’est a dire ]
1710 < £ 10+ po (kP
Par conséquent,

115 = [1 + 1o (K]

Montrons maintenant que || f||5 = s{ |f (¢ )|p (k1f@)])du

On a
1£1ly < [1 +po (KN = [I£1l5 < ,1 [pg+ (P (K[f1)) + po (Kf)]
< B @Op (f ()] du= [ 1F (619 (kS (©)] do
En combinant cette inégalité et Vinégalité (48) on obtient /5 = 17 (O] p (k|f (O du O

Théoréeme 4.4. Soit f € L, (Q2) alors

1715 = inf (14 o (1) (4.10)

Démonstration. D’apres la démonstration précédente on a Vk > 0 ||f||g < +[1+py (kS

Par conséquent, ||f||(; < infysg % 1+ py (Kf)]-
Inversement, soit ¢ > 0 comme ¢ est une N—fonction alors d’apres le lemme 3.2 il existe une
N-fonction ¢; tel que

¢(x) <1 (x) < (1+e)o(x)
et

LI < 1LF11G, < (L+e) [1FI15

avec ¢ et @] sont strictement convexes
¢, est strictement convexe alors sa fonction densité p; est continue
Pour chaque n € N* on pose,

Q,={teQ:|f)|<n} et f.=Ifxan,

Alors la suite (fy),>, est croissante et lim fu(t) = |f(@)].

Soit
F:R, — R

k = pg (1 (k1 fal))

Comme p; est continue alors F' est continue et croissante et nli_r)noo F (k) = +o00. Donc il existe k;
tel que pg- (p1 (k| fa])) =1
ainsi la suite (H ang)nN est croissante et d’apres le théoreme de la convergence monotone on
obtient
L fallg = 1115 -

Montrer que pg+ (p (] f])) < 1 revient a montrer que Hm pye (p(Ifa) < 1. O
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Proposition 4.10. Vf € L, (Q2)\ {0} on a l'inf est atteint dans (4.10), plus précisément,

1
ke K(f)=[k Kk sietseulement si || f]|° = E[l + po (kf)]
ou

K =inf {k > 0, po- (p(k]f1)) > 1}
K = sup {k > 0, po- (p(k] 1)) < 1}

p est la dérivée a droite de ¢
Evidemment, on a k* < k™ Vf e L3 (Q)\{0}.

Remarque 4.5. Si ¢ est une N—fonction l'inf dans (77?) est toujours atteint c’est-a-dire : est-ce
que K(f) est toujours non vide, mais dans le cas d’une fonction d’Orlicz, ce n’est pas toujours vrai.
4.4 Exemples d’espaces d’Orlicz

Dans cette section, on s’intéresse a des exemples d’espaces d’Orlicz munis de la norme d’Or-
licz. Des résultats du méme type sont obtenus dans le cas de la norme de Luzemburg voir [5].

Exemple 4.2.
Les espaces LP (1 < p < 00) sont les espaces d’Orlicz Ly, avec,
O () = ||”.
De plus,
1-p .
1Flle = { wp | fllz»  avec wp:p(p—l)( P >, sil<p<oo
o Ifllpe sip=1
En effet,

Montrons que Lg, (2) = LP (Q).

Ly, () = { f€ M) : 3\ >0, /gzﬁp(/\f(t))du< oo}

:{feM(Q):H)\>O, )\p/|f(t)|pdy<oo}

feﬂam:/uawwﬂ<m}
Q

= L7 (Q).
Calculons maintenant la norme d’Orlicz de f,

1715, = inf + [+ po (k£

o1
= nf -

1
p 3 - p
1+—£ka<w|<u4 = inf = [1+ 8 [ flZ0(q) -
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Soit 1 < p < 00, considérons la fonction g de variable k > 0 définie par,

1
g(k) = [1+# )] -

La fonction g est dérivable sur]0,00[ et sa dérivée est de la forme,

-1
S8 = T+ (0 D
de plUS,
k) <0 si k< —1——
g9'(k) (=D? I fllp (o)
gk)=0 si k= 1

(=17 £l
g(k)>0 si k> 1

-
(p=DPfllLr (o)

1 1

Cela signifie que, g est décroissante sur |0,

Alors,

—[, et croissante sur | —————,
(r=D)P[IfllLp ) (P=DPIfllr (o)

Sl

115, = int g (k)

k>0

(5 i)
0= e

—pp-lF >|rf||Lp(m

Considérons maintenant le cas p = 1

115, = ]icggli 1+/¢1 (kf (t))cm]
L Q
=,i€1;£,i 1+/|kf(t)ldu] =,i€gg; 1+k9/|f(t)|d,u}

116125% + 1 flle =1 £l

Exemple 4.3. L’espace L™ est l'espace d’Orlicz Ly, avec, ¢oo : R — R définie par :

o0 si x€[-1,1]
Gool) = { +oo  sinon,

De plus,

11150 = I1f 1o -
En effet,
On sait que,
L2(Q)={feM®):Ja>0,|ft)] <ap—pp te}

1l est muni de la norme,

1f 1l = inffa >0 |f(B)] < o p—pp. t € Q) =supess [[(t)]
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Par définition,

Lo (Q) = {fe M(Q): 3\ >0, /gboo()\f(t))du<oo}

{feM(Q):H)\>O, / boo (N (£)) dp + / <boo()\f(t))du<oo}.

{te:|Af(t)|<1} {teQ:| A f(t)|>1}

Comme,

N0 [ W@t [ (W) dp <o,
{teu|Af(H)I<1} {te:|Af()1>1}
alors, on a nécessairement

p({t€Q:Af ()] >1}) =0.
Ce qui donne,
Lo () ={f € M(Q):3A>0, M ()| <1p—ppteQ)
:{fEM(Q):EI)\>0, )l Siu—p.p.tEQ}
_ 12 (Q).

Montrons 1’égalité HfH;Oo = Ifll ;-
On sait que,

1715, = nf 111+ po (1))

k>
Comme,
kf®)] <1p—pp teQ,
alors,
1 1 1
fOI< - n—ppteQ = |fle < =0<k< =0(f).
k k 11 e
Ou
6(f) = sup{A > 0: py (\f) < o}
Par suite,
0 . 1
1Al = inf ot [ G (R (1) du
O<k<TrI = e Nf (1) <1
{tex|Af(1)|<1}
1
= inf1 —
0<k< 77 k
= || fll g -

Exemple 4.4. Les espaces LP N L™ (1 < p < 00) sont les espaces d’Orlicz Ly, ., avec,

lz|” si oz e[-1, 1]
400  stnon.

Ppoo(T) = {
De plus,

p—1 N . <
112 = 1l = { Al + Wl 500 <

()7 (@) I £l si B(f)
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ou,
1 1
= 171z Vf#0 et —+—-=1.
HfHLoo P q

B(f)

En particulier, sip =1
116y . = 1N rnzee = IF I+ 1Ll e -

En effet,
Premierement, montrons que LP (§2) N L™ (2) = Ly, . ().

Ly, . (Q) = {f e M(Q): 3\ >0, /qspm ONf) dp < oo} .
Comme,
N0, (o WA= [ onf @+ [ oM (0)dp < o0,
Q

{te:NF()]<1} {teQ:INF(1)[>1}

alors, on a nécessairement
p({teQ: A ()] > 1)) =0,
Ce qui donne,

feM(Q):3IN>0, )\p/]f(t)]pdu<ooet ])\f(t)\glu—p.p.tEQ}
Q

|
|

= LP(Q) N L®(Q).

fEM(Q):EI/\>0,/|f(t)|pd,u<ooet |f(t)\§/1\u—p.p.t€§2}
0

Deuziémement, montrons maintenant U'égalité || fI5 = || fll orpoe-
° =i f1 1 k d
1, . = b |1+ [ @poe (6F (1)) di
Q
, 1 P
— mf 1+kp/|f(t)| dy
O<k< 17T Q

i 1
= b R AI

0<k<T7T e

Considérons maintenant la fonction g de variable k > 0 définie par,

1
g(k) = % [1+ ak?] avec a > 0.

La fonction g est dérivable sur |0, ool et sa dérivée est de la forme,

g(k) = o5 +alp— DI,
de plus,
g(k) <0 si k<(
g(k)=0 si k=
g(k) >0 si k>(

Sk fkik
N~—
RSl S A e S

~—

62



Ceci signifie que g(k) est décroissante sur |0, (ai)%[ et croissante sur ](ai)%, oo
En prenant a = || f||,, on obtient :

Si,
1 1 g1 g1 /1
< (=)r = B(f) <(5)» avec B(f) = :
1fllze = [1fll P p [paiyee
alors le seul nombre pour lequel l'inf est atteint est :
1
ko = =0(f),
I e
et,
g (ko) = BV N llpo + 1l e -
Si,
1 1

a: 0
e~ ) = A =>0)

alors le seul nombre pour lequel 'inf est atteint est

1 q.1
]{] = ( )P}
T

et,

g (ko) = )7 (@)7 £l -

Par conséquent,

TR w_{&@%wmm+wmmwMﬂs@ﬁ
o I ) @ 1 si B(f) > ()7,

4.5 La convergence modulaire dans L, (2)

Définition 4.4. Soit (f,),cy une suite d’éléments dans Ly (£2) .

On dit que (fn),cy €St pg convergente (ou modulaire convergente) vers f € Ly (S2), si et seulement
s’il existe X > 0 tel que
fn — f
P ( \ 0

La proposition suivante présente une comparaison entre la convergence modulaire et la convergence

et on note f, LN I

en norme sur un espace d’Orlicz.

Proposition 4.11. Soit (f,), oy une suite d’éléments de Ly () et f € Ly (). Alors
1. La convergence en norme implique la convergence modulaire.
2. La convergence en norme et la convergence modulaire sont équivalentes si et seulement si ¢
€ Ns.
Démonstration. Les deux normes (Orlicz et Luxemburg) sont équivalentes il suffit de montrer la
proposition pour I'une d’elles
1) Montrons que la convergence en norme implique la convergence modulaire.
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Soit (fn),en une suite dans Lg (€2) telle que f, M f, alors pour tout ¢ > 0, il existe n > 0, tel
que Vn >mnona | f, — flj <e.
D’apres la proposition 4.6 on obtient,

po (o= 1)) < lfu = flI5 <e

Ce qui donne la convergence modulaire de (f,,) vers f.
2-1) La suffisance
Supposons que ¢ € Ay et f, Loy f, alors il existe A > 0,Ve > 0,dn € N tel que Vn > n. on a

p¢(>‘(fn_f))<57

puisque ¢ € /Ay alors on a

P 2N (fu = 1)) S kps (A (fo — f)) < ke, Vn>n.

D’autre part,
1222 (fa = Ol < ps (28 A (fa = ) +1 < KPe+1,
1
pour £ = -— on a

k
27 (A (fa = IS < 2.

Do,

= E&.

. 1
lim_||fo = flls < 55

n—aoo

Y Il-11g
Clest-a-dire f, —3 f.
2-2) La nécessité.

Supposons que ¢ ¢ Ay, alors il existe une suite (a,) de nombres réels, positive, croissante, telle

que

neN

¢ ((1 + i) an) > 2" (a,),Vn > 1.

Alors il est possible de construire une suite (fy),cny C Lg () telle que pg (f5) — OetV
[>1,onaps(lf,) > occ.

Ce qui donnera ||I fn||; > 1 et par conséquent (f,), .y ne convergera pas au sens de la norme.

4.6 Quelques propriétés des espaces d’Orlicz

4.6.1 La complétude

Théoréme 4.5. L’espace d’Orlicz Ls(2) muni de l'une de ces normes est un espace de Banach.

Démonstration. On va donné la démonstration dans le cas de la norme d’Orlicz (voir [?])
Soit (fy)n>1 une suite de Cauchy dans Ly (2) . Donc,

Ve >0,3ng € N,Vn,m >ngona [|f, — fuly, <e (4.11)
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Ceci signifie que pour toute fonction g € Ly« (£2) avec pg+(g) < 1, on a

Ve > 0,3dng € N,Vn,m >ng [ |fn () — fiu (2)]|g ()| dp < €,
Q

Il en résulte que la suite (f,(x)),en converge en mesure. Donc elle contient une sous suite
(fne (2))ken qui converge presque partout vers une limite notée f(x).
Soit € > 0, en vertu de (4.11) on peut trouvé un k. telle que pour tout k, k + p > k., on a

[ (@) = e @) 19 (@) dpe < e, (4.12)

pour toute fonction g € Ly« (2) qui satisfait pg-(g) < 1.
Par passage a la limite quand p — oo dans (4.12), on obtient

J f (@) = foi (@) g ()] dp < e, (4.13)

Il résulte de 'inégalité(4.13) que fo — fn, € Ly (), f € Ly () et Hf — fu ||, < e Clest-a-dire

¢
la sous suite, ( fnk)k converge en norme vers f. Alors, la suite de Cauchy (f,),>1 posséde une sous

suite convergente donc elle converge aussi vers la méme limite f.
D’ou Ly (€2) est complet. Par conséquent L, (€2) est un Banach O

4.6.2 La dualité dans les espaces d’Orlicz
Soit (¢,¢*) un couple complémentaire de N -fonctions.
Lemme 4.1. Soit g € Ly (2), la fonction
T,: Ly(Q

) —R
P =[S dn )

est linéaire continue (T, € (Ly (2))%) et

lgllg- < Tl < 2lg

¢*

Démonstration. La linéairité de T, découle de la linéarité de 'intégrale.
Pour montrer que Tj est continue il suffit de montrer qu’elle est bornée
On ad’apres l'inégalité de Holder,

() = | |10 (0
< [1F @) g @] dy

<2[|llsllg

(z)*

Par conséquent,
1T, < 2[lg

¢*
Donc T}, est bornée et donc continue.
Montrons que ||gl| ;. < [|7]|. Pour cela Il suffit de montrer que

g
Po <1
¢ (nnu)

65




Posons
F,={tcQtel que |g(t)] <n} et g, = gx,,

D’apres 'égalité dans I'inégalité de young on a :

In In o[ _In 4.15
q(um)wu ¢< <|\Tgu>>+¢<uTgu> (4.15)
En intégrant on obtient,
du = d d
/q<|T H) 1T, ™ /d)(q(HTgH)) n+ [ (HTgH> /
. 9n ) gn
— <q<u T, H))W (H T, H)

9n
1T |l

) < 1 alors on aura

Gn Gn
o) ez Lo () o on
iz, 7) % L\ 1) T

Par 1’égalité (4.15) et la proposition 4.6 on aura,

gn 9n gn
||q( )||°2p ()+1+p*( )—
17, 11) "= \IT, | A
gTL o gTL
> AL -
—”q<|| I, ||> s +2o (n I, ||>

In
A

La suite (g,),, est croissante et liJrrn Jgn = ¢, par passage a la limite quand n — 400 on obtient :
n—-—+0o0

g
P <1
¢ (nm)

<1

Comme py- (

D’ou

Ainsi,

|
1T, |

D’ou
|

]

Théoréme 4.6. Théoréme de Riesz Fréchet
Le dual de <E¢ (Q) ,H||Z)) est isométriquement isomorphe d (L () ,]].

VT € (E¢ (Q) ,||||;>* il existe un unique g € (Lg» (2),].

o), dans le sens que

o) tel que

N=[F®gWdn v feB,Q
De plus l'application

)

H: (By(@)ll3)" = (e ().
T — g

est une isométrie.
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Démonstration. D’apres le lemme précédent on sait que tout élément g de Ly (€2) détermine une
fonctionnelle linéaire 7, donnée dans la formule 4.14 sur Ly (£2) donc aussi sur Ey (€2) .

Soit T" un élément donné de (E¢ (Q) ,H||g)* Alors,

i) I'application v définie sur les parties mesurables E de €2 de mesure finies par

V(E) =T (xe)
est une mesure.absolument continue par rapport a pu.Ou yg désigne la fonction indicatrice de
E
En effet,

Ona~y(0)=T(xo) =0
Soit Ey, Ey C & avec Ey N Ey = () alors,
Y(ELU Ey) =T (XEwr,) =T (X, + XE,)
=T (X)) + T (XB,) =7 (E1) + 7 (E»)
Donc v est additive, par les mémes arguments on peut en déduire la oc—additivité de ~.

ii) Montrons la continuité absolue de 7 par rapport a u c.-a-d.

Ve>0,30>0,u(E)<d=y(F)<e¢

On a
[y (B)] = [T (xp)]
<IT I xe 3
<cll xe I5< cu (B) (¢7) " (1/p(E))
Posons c
0 < — )
c(o*) " (1/p(E))
Alors on aura -
n(E) <

c(¢7) " (1/pn(E))’

cu(B) (¢7) 7 (1/p(E)) <e.
Donc v (F) < g, d’ou la continuité absolue de v par rapport a pu.

ce qui donne

D’apres le théoreme de Randon-Nicodym, il existe une fonction mesurable positive unique g # 0
telle que

V(E)Z/Qg(t)du
Ainsi,
T (xe) = |9t dp= [ xwg(t)du
Donc pour chaque fonction étagée f on a :
T(f) = [ f®)g()dn
D’apres la densité des fonctions étagées dans Ey (€2) on obtient :
T(f) = [ 09t du, Vf € By(Q)

D’ou le résultat.
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iii) Pour montrons que 'application :

(B ()" — Ly ()
T — g

est une isométrie il suffit d’utiliser I'inégalité de Holder et le lemme précédent

4.6.3 La réflexivité des espaces d’Orlicz

Théoréme 4.7. Les espaces Ly () sont réflexifs si et seulement si ¢ et ¢* vérifient la condition de
croissance Ns.

Démonstration. Elle découle directement du théoreme précédent. O]

4.6.4 Les injections dans les espaces d’Orlicz
Proposition 4.12. Ly, (2) < Ly, (2) si et seulement si po < ¢1 a linfini,

Démonstration. La suffisance
Supposons que ¢ < ¢ & U'infini.alors Ly, (2) C Ly, (€2), il reste & montrer qu’il existe ¢ > 0 tel
que

1fllg, < clfll,, VS € Lo ().
On a pour f € Ly, ()

£, = sup {g FOg(®)] du s pon (9) < 1} |

Par hypothese on a ¢} (Z) < ¢4 (y) . Par conséquent,

1715, < s {10000 ds s (£) <1

< ksup {g OO die - py; (0) <1

< kIfI° .

Donc il existe £ > 0 tel que HfH(;Q <k HfHZ Nf e Ly, ().
La nécessité.
On suppose qu’il existe & > 0 tel que ||f||252 <k ||f]|2>1 Nf € Ly, (), donc,

sup {g}‘ (9Ol du: pon- (g) < 1} < ksup {g{ o) da: ps () < 1}

<swp {00014 (2) <1},

Par conséquent, pg: (Z) < pg; (9) < 1. Alors, ¢} (‘Z) < ¢5(9).
Finalement, ¢o(z) < ¢y (kx), c.a .d ¢o < ¢ a Uinfini. O
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4.6.5 La séparabilité
Théoreme 4.8.
1. E4 () est séparable.

2. Ly () est un espace séparable si et seulement si ¢ vérifie la condition N,.

4.7 Exercices

4.7.1 Exercices avec solutions

Exercice 4.1. Montrer que la classe d’Orlicz L%(Q) n’est pas un espace vectoriel.

Solution 4.1. Il suffit de montrer que si f € LY(Q) alors 2f ¢ Ly(€2).
On prend par exemple Q2 = [0, 1],

¢(x) =€ =1 et f(x) { 9 o == gam
0 sinon
On a
polf) = JOf(@))du = [/ —dp= [ (e5 1) x 1 1 1dn
Q 0 Q 2M o on—1
n 1 1
=% (¢ _1)“<[2n’2n—1]

1
On a la série Y, on converge et % <1 donc Y (% est aussi convergente.
n>1 n>1

Done, py(f) < oo alors f € Ly(Q).
D’autre part,

po(2f) = [6(2f (x))d = [e @ _1]dy = S =1 X
-5 -vn(fpp DE<>2()Z

e , . A\ .
On a 3 > 1 donc la semengl (5) diverge.
Dou 2f ¢ Lg(ﬂ).

Exercice 4.2. Soit f € L, (2). Montrer que lapplication

7l =sup{ [ 1F g @ldug € Lo (@), pon (9) <1},

est une norme sur Ly (€2)

Solution 4.2.
Montrons que ||f||2) < 0.
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Pour f € Lg(Q) et g € Ly(Q) on a [|fgldp = f)\l)\ﬂ lg| dp, ot X\ est tel que p¢(i\0) < o0
0 0

(Ce X\ eziste toujours car f € Ly(2)).
En appliquant l’inégalité de Young on obtient,

1179l die < A16(2) + 5l

A
< A[O(%)dp + A0 (g)dp
Q Q

<o)+ 200 (o).

Par conséquent Hf”g < 0.
Montrons que
”fHZ =0 si et seulement st f = 0.

Si f =0 alors on a évidemment que HfH(; = 0.
Pour montrer que si Hng) =0 alors f = 0 nous supposons que [ n’est pas nulle. On pose

A={r e [f(x)] >0},

alors 1 (A) > 0.
Comme p posséde la propriété du sous-espace fini, alors il existe FF C A tel que 0 < u(F) < oo.

1
Soit k > 0 tel que ¢* (k) < ———.
W= @)
On pose g = kxp, alors

per (9) = ({Qﬁ* (kxr)dp = ﬁ* (k)dp < ——p(F) = 1.

D’autre part,

£ = sup ([|fgldu) > [|fgldp= [|fkxp|du=k[|f|dp.
9EByn ) 0 0 F

Alors [ |f|du = 0. Contradiction avec le fait que f est supposée non nulle.
F

Pour I’homogénéité on a Va € R,

laflly = sup (f|ef(t)g(t)] dp)

Ppx(9))<1 Q

=la| sup (J1f(Hg(t)] du) = lal |1}

p¢>*(g))§1 Q

L’inégalité triangulaire. Pour f,h € Ly(S2) on a

If+ 05 = sup ([I(f+h)gldu)= sup (f|fg+ hgldp)

pd)*(g))Sl Q p¢*(g))gl Q
< sup (f(|fg|l+ |hg)dp) < sup [(|fgldu+ sup [|hg|du
Ppx(9))<1 Q Pex(9))<1Q Pox(9))<1Q
0 0
< Iflls + llgll -

Alors H||2) est une norme sur Ly (€2).
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Exercice 4.3. Soit f € L, (€2), montrer que l’application

P Il =iutx > 00, (£) < 1, (417

est une norme sur l'espace Ly (€2) .

Solution 4.3. .
1) On a par définition que | f[, < oo.
2) Montrons que ||f||, =0« f =0
Si f =0 alors | f[|, = 0.
Inversement, on suppose que |f| > 0 sur un ensemble de mesure positive, c’est-a-dire il existe
0 >0 tel que
A={x e Q,|f(x)] >} avec u(A) > 0.

Par hypothése on a | f||, = 0, alors p¢(£) < 1VEk > 0. Donc py(nf) <1 Vn e N*, alors,
12 puln) 2 [onl 7)) di = [6 (0] f0))
2£¢(n5)du:¢(n5)u(A)-

Par passage a la limite quand n — oo on obtient, ¢ (nd) u(A) — oo. Contradiction.
3)VaeR etVfe Ly(Q) ona

: af
ol =t {05 %] <1}
o)k f
= |ainf m>0:p¢(T)§1
|

= |a|inf{6 >0 p¢(£) < 1}
= lal[lfll,-
f+h

D ¥Ene L@ N+, =it {00 <1

On pose k = A + Ay avec Ay > || f]|, et Ay > ||R|[, et on obtient,
frg,_ f R

o f A R
Mo f Ao h

< 2L (L 220 (L

< o)+ o)
Al Ao

< —4+—==1

=% %

, f+h ,
Par suite, p¢(T) <1, alors ||[f + hlly <k = A+ Xo. En faisant tendre \y — || f[|, et Ay —

[hly, on obtient
Lf +Allg < AN+ (1A, -
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Exercice 4.4. Le but de cet exercice est de calculer la norme d’Orlicz d’une fonction caractéristique

Soit A C Q, A mesurable et x4 la fonction caractéristique de A. Montrer que

1
bl =0 @ (o 15)-
Solution 4.4. Soit g € Ly (2) et py (9) < 1, par l'inégalité de Jensen on obtient

L1 1 . 1 § 1
0 (u(A)ff‘gdH) Sm{?ﬁ (g)dﬂgmgﬁb (9)dﬂﬁm7

En appliquant ((ﬁ*)_1 on obtient,
1
d A) () —= .
ot < w0 ()

Par définition de la norme d’Orlicz on a ,

Ixallyg = sup ([ Ixag(t)|dp) (4.18)
gELY (), ©

_ UM@M@SMQQ@34<:1>- (4.19)
gpi!ig )()QS){ !

D’autre part,

par conséquent,

Ixally = sup (f[xagldp) > J

_ 1
XA (Cb*) ! (A) ‘ dp
pox(9))<1

x)—1 1 — Y
ZAf(Qb) <M>dM—M(A)(¢) < A))’ (4.20)

En combinant les inégalités (4.18) et (4.20) on obtient

=

=

Mﬂﬂzuwﬂwﬂl<u&)-

4.7.2 Exercices sans solutions

Exercice 4.5. Montrer que
Ly (2) = Ly, (2) si et seulement si o ~ ¢y
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Exercice 4.6. Montrer que l'espace d’interpolation L' + L est l’espace d’Orlicz Lg | avec,

0 si xve[-1,1]
lz| —1 sinon.

s () = {

De plus,
1AG, = 1A = E{llgll s + 12l s g +h = f, g€ L', h e L*}.
Exercice 4.7. Soit (fn),en C Lg (). On suppose que ¢ € Ay. Montrer que si l_1>rJ£1 fn = +00 alors
lim || full, = +o0.

n—-+oo
Exercice 4.8. Soit
¢ (y) = e -1
1. Montrer que la fonction t — 1 (t) = e — 4e! + 3 est positive sur [0, +o0o].
2. En utilisant la question précédente, montrer que la fonction complémentaire ¢ de ¢* vérifie la
condition As.
Exercice 4.9. 1. Montrer que la fonction ¢ définie par ¢ (z) = e’ —1 est une fonction d’Orlicz.
2. Soit la fonction définie par

| 1=v1—-2? si0<z<1

¢ (@) = 400 st x>1

(a) Donner la fonction complémentaire de ¢.

(b) On prend x =1, existe t-il un y vérifiant I’égalité de Young ?

Exercice 4.10. Soient ¢ et ¢y deux fonctions d’Orlicz, on note i et iy leurs fonctions complémen-
taires respectivement. On suppose que

¢(x) <d(r) <(1+e)o(x) VreR

1. Donner les inégalités entre i (y) et ¥ (y) .
2. Montrer que || fll;, < (1+e)[If]l5

Exercice 4.11. Soit ¢ une N—fonction

1. Soit f un élément de la sphére unité de (L¢ ([0,1]), ||||‘;) . On suppose qu’il existek , 1 < A <k
< B tel que

1A = 7 [1+ po (KS)]

| =

Soit
E={tec0,1] : |f({#)]>uo} avecuy=—o¢ [=(1— )]
Montrer que
by > L (1= 1)
pPBe \FIXE) =5 1
2. Soit g un autre élément de la sphére unité de (L¢, ([0,1]), HH;) Calculer || fI|, + llgll5, , puis
en déduire || f + g||; -
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Exercice 4.12. Soit (f,),cy une suite de Ly (2) muni de la norme de Luvemburg. Montrer que
(fn)nen converge en norme vers zéro si et seulement si

lim py (Afn) =0 VA >0

n——+oo

Exercice 4.13. Soient (¢, ¢*) un couple complémentaire de N—fonctions et 0 # f € L4 (), 0 #
g € Ly (). Montrer que

o
d)*

[1£91du =111, lg
Q

st et seulement st

[o (o) n =1

0
et
' * LY (Eal ) — o (UL « [ kgl
Il existe 0 < k* < oo tel que (II ¢> (”9;*) =0 ( ”4)) +¢ (IIQIIZ*)

o

Indication : Calculer

- .
lallge || 4

Exercice 4.14. Soit la fonction définie sur R a valeur dans Ry par
¢ (z) = |z| — arctan (|z|)

Est ce que ¢ est une N—fonction?
Montrer que ¢ € Ag (0) et ¢ € Ay (+00).

Calculer t£+m o* <¢’ (t)) , ot @* est la fonction complémentaire de ¢.

e v o~

Soit ¢ un nombre réel positif et E un ensemble mesurable de R tel que pu(F) <
[ =cxe.

Montrer que py- (gzﬁ/ (k;f)) < 1 pour tout k > 0. pg est la modulaire d’Orlicz définie sur
M (R™).

2
=. On pose

Exercice 4.15. Soient ¢ une N—fonction et Q un borné de R™.
Soient fi1, fo € S(Ly(2)) et ky € K (f1), ka2 € K (f2). Montrer que

kiks
ki 4+ ko

2= I+ A0 = L1+ o0 6+ )] o b=
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