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Corrigé de la sériede T.D. n" 3

Exercicen’ 1. 1) (a) Soite > 0.On a
|(Tx+2)—9|=T7|z—1].
Si on choisit § = ;,on aura
-1 <d=|(Tx +2)—9| <e

Ce qui revient a dire que lim, _,;(7z +2) = 9.
(b) 11 s’agit de montrer que lim,_,3(2x — 6) = 0. Soite > 0. On a

|22 —6) — 0| = 2|z — 3].
Si on choisit 6 = %, on aura
|t —3| <d =22 —-6) — 0] <e.

Ce qui revient a dire que lim,_,3(2x — 6) = 0.
IT) Calcul des limites suivantes :

) rsinr | . .. 0
(a) lim,_,g ——; c’est une forme indéterminée —. On a
1—cosx 0
xsinx zsinz (1 + cosx)
1—cosz 12 —cos?x
xsinx (1 + cosx)
sin®
x (14 cosz)
sinx '
. . rsinx . T .
Finalement, lim, ,o ——— = 2 car lim, _,o —— = 1l et lim, ¢ (1 + cosx) = 2.
1—cosx sin x
Deuxieme méthode : On a
. . T
sin x = 2sin — cos —,
2 2
x o T x o T
1—cosz = cos?= +sin® = — (cos? = —sin® 2)
2 " 2 2 2
= 2sin’®=.
2
Donc
9 g x x
T sin o x sin 5 cos 5
e =
1 —cosx 92sin? =
x COS —
_ 2
— —
sin —
x 2 x
2 <—> cos —
_ 2 2
= "’
sin —



Par suite,

T

x
car lim,_, Lx = 1letlim,_,o2cos 5= 2.

sin —
t 2 i
. anx — sinx
(b) lim, g ———
T
tanx —sinx
3
Or
1 —cosz
22
Finalement,

tanx —sinx

lim ————— = lim ) 5 )
=0 I 2($) cosxr 2

z—0 :p3

. ) 0
; ¢’est une forme indéterminée o On a

sinx .
—sinz

COS T
a3 .
SINX — COSTSINT

) 3cosw
sinz(1 — cos x)

.22 cos x

2 sin? z
2

2
S
Sim” —

. 2
sSinx 2

2

(c) limy 4o (\/ 2 +2x—1— x) ; ¢’est une forme indéterminée +o0o — co. On a

Va2+2r—1—az =

(\/$2+2x—1—x)><

Vi +2r—1+=x
Vit4+2x—-1+=x

24+ 2r—1— a2

Vit 4+ 2z —-1+zx
1

r|2——

D’ou

lim
T—+400

sin 2. sin (a: — %)

(d) hm:c—)% .
SINX — COST

sin (x — %)

= lim

(m_g@)

sinxcos% — COSs ¥ sin 1

T—400 2 1

. ) 0
, ¢’est une forme indéterminée o Ona

s

‘/75 (sinx — cosx).



D’ou

. sin2z.sin (z — %) . 2 V2
lim - = lim —sin2x = —.
z—%  sinx —cosx =T 2 2
. o1
(e) lim,_,g+ v/ sin —; on a

VT

1 <si 1 < +1 Ve >0
—1 <smmn—=< x ,
V'

x
donc
—\/Egsmi < 4++/x Vo >0,
/T
d’ou

1
lim zsin— =0, car lim (—v/z) = lim /z =0.

z—0t \/5 z—0t z—0t

IIT) Soient o, 5 € R. Considérons la fonction suivante :

a+ B2? siwe]-1,1],
= 1
f(x) ER six € ]—o0,—1] U1, 4o0].
x
1) Continuité de f sur R :
a) f est continue sur R — {—1, 1} car la fonction x — « + 3z est continue sur R, donc en
particulier sur |—1, 1] et la fonction x — W est continue sur R*, donc en particulier sur
x
|—o0, —1[U]1, +00].
b) continuité de f en —1 :
1

1ir>n f(x) = hIgl (a+B2*) =a+p

r——1 rz——1

et

Donc f est continue en —1 si et seulement si

liw f () = lim f(z) =/ (~1).

r——1 r——1

c’est a dire, si et seulement si o + 5 = 1.

c) continuité de fen 1 :
1
Onaf(l)=—=1
1 )
lim f (z) = lim — =1
. 2 fal
z—1 z—1

et
lim f (z) = lim (o + B2%) = a + 6.
< <
z—1 z—1

Donc f est continue en 1 si et seulement si

lim f (2) = lim f (2) = / (1),

r—1 r—1

c’est a dire, si et seulement si o + 5 = 1.



Conclusion : f est continue sur R si et seulement si o + 5 = 1.
2) Dérivabilité de f sur R :
a) f est dérivable sur R — {—1, 1} car la fonction z — « + 2 est dérivable sur R, donc en
particulier sur |—1, 1] et la fonction x — ﬂ est dérivable sur R*, donc en particulier sur
x
|—o0, —1[U]1, +00].
b) Dérivabilité de f en —1 : On impose la condition o + 3 = 1 car si non f n’est pas continue en
—1, donc f n’est pas dérivable en —1.

Onaf(—l):|_—11|:1.

Donc f est dérivable en —1 si et seulement si

at+pf=1
_25 = ]-7
c’est a dire, si et seulement si o« = % et = —%.
c¢) Dérivabilité de f en 1 : On impose la condition o 4+ 3 = 1 car si non f n’est pas continue en 1,
donc f n’est pas dérivable en 1.
1
Onaf(l):ﬂzl.

1
— f(1 1
N IC) Y 10 R T
rx—1 37—1 rx—1 [L’—]_
I 1 — |z
= lim
251 |q(x_1)
) -z
= lim -
s>l (x—1)
= lim - — =-1
x——1
— (-1 2_1
lm - f@) - f=) ) o+ fr
r—1 1’—1 rz—1 xr —
. pa? — B
= lim -
x—1 x2—11
. xr~ —
- ﬁhmle :L‘—l



Donc f est dérivable en 1 si et seulement si

a+pf=1
28 = —1,
1

c’est a dire, si et seulement si v = 2 et f = —1.

Conclusion : f est dérivable sur R si et seulement si o« = % et f = —%. Donc la fonction

$(3—2?%),si |z| <1

— 1
f (@) —, sijz| >1
||

est dérivable sur R.

Exercice n° 2. 1) a. Montrons que tan z + £ = 0 admet une unique solution sur | 2% 7.
Posons ' (z) = tanx + 5. On a F est continue sur [3%, ﬂ car c’est la somme de deux fonctions
continues sur [%, 7r] .
37
F(2) =tan?f + + =-1+2 <0, F(r) =tanm + 5 = > 0.
Le T.V.I. implique
3T
3$0€]I,T|:ZF($O):O,
c’est a dire 5
T
Ela:oe]f,w[:tanazo—i-?o:().
Unicité : I (x) = COSIQ_,E + % > 0,Vr € }?jf, 7r[, donc F est strictement croissante sur ] %, 7T[.
Par suite la solution est unique.
b. Montrons que Inz — < = 0 admet une unique solution sur |1, 2.
Posons F'(z) = Inz — +. On a F est continue sur [1, 2] car ¢’est la somme de deux fonctions
continues sur [1,2].
F(1)=In1-1=-1<0, F(2)=In2-1=0,19>0.
Le T.V.I. implique

3.770 6]1,2[ : F(x0> :O,
c’est a dire )
Jzo€]l,2[:Inzg — — =0.
Zo

Unicité : F”' (z) =1 + = > 0,Vz €]1,2[, donc F est strictement croissante. Par suite la
solution est unique.
c. Montrons que f (z) = x admet au moins une solution sur [a, b] . Ici, f : [a,b] — [a, b] est une
fonction continue.
Posons g () = f (x) — x, x € [a,b]. On a g est continue sur [a, b] car c’est la somme de deux
fonctions continues sur [a, b] .
gla)=f(a)—a>0,g0b)=f0)—b<0cara < f(x) <b, Vx € [a,}].
Le T.V.I. implique

Jxo € [a,b] : g(x9) =0,

c’est a dire
g € [a,b] : f(z0) = xo.
Il) Soit z € R, E(x) : est le plus grand entier inférieur ou égal a . Donc, sur [0, 1], on a

0, sizel0,1],
1, six=1.

E(x):{



Par suite 1
1 _57 Sil‘E[O,l[?

5, six = 1.
f n’est pas continue sur [0, 1] car

1

lin f () = —3 # f(1) = 5.

r—1

Donc le théoreme des valeurs intermédiaires ne s’ applique pas.

Exercice n° 3.
Di)f (z) =12 2 €R".Ona

. 9 &
) 1 —cosx ) 2sin 9
hmm—>0 - 5 = hmx—>0 2
v T
.2
sin® — 1
- hmx—)O 22 - 5
2(3)
2
. T
sin —
car lim,_, TQ = 1. Donc la fonction f est prolongeable par continuité en 0. On définit ce
2
prolongement par N
fR — R
1—
I (RS T P
v fl)=q91 7
5, siz=0

1
i) g(x) =%, x € R*.Onalim, g — = £oo, donc la fonction g n’est pas prolongeable par
x

continuité en 0.
II) Soit f la fonction définie par :

f(x):{ In(l1+z) siz >0

sinz sixz < 0.

OnaD; =R.

1) a) Continuité de f sur R

i) f est continue sur R* car les fonctions x — In (1 4 ) et x — sin x sont continues
respectivement sur |0, +oo] et |—o0, 0].

ii) Continuité de f en 0 :

Onaf(0)=In(1+0)=0,

lim f(z)= lim In(1+2)=0=f(0)

z——0 z——0
et
lim f(z)= lim sinz =0= f(0).
x%i(] :cﬁ\iO
Donc

hI>Il f(x)= lir<n f(x)=f(0).

z——0 z——0
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Par suite, f est continue en 0.

Finalement, f est continue sur R.

b) Dérivabilité de f sur R

i) f est dérivable sur R* car les fonctions © — In (1 + x) et x — sin z sont dérivables
respectivement sur |0, +oo] et |—o0, 0].

ii) Dérivabilité de f en O :

Onaf(0)=In(1+0) =0,

— f(0 In (1 T2
i L SO mAED) T )
> —0 > T >
z—0 z—0 z—0
et . ‘
lim 7 (%) f():hmsmx:1:f;(o)
< — <
z—0 z—0
Donc
fa(0) = f3(0) =1.
Par suite, f est dérivableen O etona f'(0) = 1.
Finalement, f est dérivable sur R et on a
ff"R — R
T2 siz >0
x
v = )= cosz, siz <0,
1, siz =0.

¢) Continuité de /' sur R

i) f" est continue sur R* car les fonctions z — et x —> cos z sont continues

respectivement sur |0, +oo] et |—oo, 0].
ii) Continuité de f' en O :

Ona f'(0) =1,
1
lim ' (z) = lim =1=f(0
x—>>—0f<) I f(0)
et
lim f'(z) = lim cosz =1= f'(0).
:s—><—0 :v—><—0
Donc

lim f'(x)= lim f'(z)= f"(0).
a:—>>—0 :v—><—0
Par suite, f’ est continue en 0
Finalement, f’ est continue sur R.
2) f estde classe O sur R car f est dérivable sur R et f’ est continue sur R.

Exercicen’4d. 1)Ona f (z) = (z° + 1)sinx
a) f est dérivable sur R et on a

f(x) = (2" 4+ 1) cosz + 2z sin .

b) - Premiere méthode :

i) 1a fonction f est continue sur [0, 7] comme produit de fonctions continues sur R, donc en
particulier sur [0, 7].

ii) 1a fonction f est dérivable sur |0, 7| comme produit de fonctions dérivables sur R, donc en
particulier sur |0, 7|.



iii) f (0) = f (m) = 0.
Donc d’apres le théoreme de Rolle, 3¢ € |0, 7| : f' (¢) =0,
c’est a dire
Jc €10, 7 : (¢* + 1) cosc+ 2csine = 0.

D’ou le résultat.
- Deuxieme méthode :
Soit

g(z) = (2" +1)cosz+ 2zsinz, z € [0, 7.

i) la fonction g est continue sur [0, 7] comme produit et somme de fonctions continues sur [0, 7] .
i) g (0) =1,g(m) = — (7? + 1) ; donc g (0) g (7) < 0.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, 3¢ € |0, 7[ : g (¢) =0,
c’est a dire
Jc €10, 7 : (¢* +1) cosc+ 2csine = 0.
D’ou le résultat.
2) Soient a, b, ¢ € R. En utilisant le théoréme de Rolle, démontrons qu’il existe z € |0, 1] tel que

dax® + 3bx® +2cx =a+b+c.

Posons
hiy) =ay' +by* +cy> — (a+b+c)y, y€[0,1].

i) la fonction h est continue sur [0, 1] car c’est une fonction polynomiale.
ii) la fonction h est dérivable sur |0, 1] car ¢’est une fonction polynomiale.
iii) 2 (0) = h (1) = 0.
Donc d’apres le théoreme de Rolle, 3z € 10, 1] : f' (z) =0,
c’est a dire

Jz €10,1] : 4az® + 3bx* + 2cx — (a + b+ ¢) =0,
ou encore

Jr €10,1[ : 4az® + 3bx* + 2cx = (a +b+c).

3) En appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction z — In z, démontrons que
T
Ve >0, —— <In(l+2) < z.
z+1

Soit x > 0, on applique le théoréme des acroissements finis a la fonction £ : y — Iny sur
Pintervalle [1,1 + z].

On a,

i) la fonction % est continue sur [1, 1 + ],

ii) 1a fonction & est dérivable sur |1, 1 + x].

Donc, d’apres le théoreme des acroissements finis,

1
306]1,1+x[:ln(1+x)—ln1:(1+x—1)z,

ou encore .
dee]l,14+z[:In(l1+z)=—.
c
Ona ]
c>1 = —-<1
c
T
— — <z carx > 0.
C

DoncIn (14 2z) < x ......... (1)



On a aussi

1
c<l+r = -
C 1—5595
— — > car x > 0.
c 1+2x

Donc In (1 + ) > xT ......... ).
x
Finalement, de (1) et (2) on a

V:U>0,x—<ln(1—|—x)<x
1+

Exercice n° 5.  On considere la fonction définie par : f (z) = sinz, x € R.
1) Soit z € R, montrons que

VneN, f™(z)=sin (ZB + n%) :
On raisonne par récurrence, on a pour n = (

fO(z) = f(z) =sinz = sin (:c + O%) :
Pourn =1 - - -
fY () = cosz = sinz cos 5 + cosxsin§ = sin <x + 15) :
On suppose que

f® (z) = sin <a: + ng) ,

montrons que
Y (z) = sin (m +(n+1) g) :

On a T
fo+) (x) = (f(n)), (x) = cos (x + n§) )

Or cos § = sin (0 + g) . Donc

fOFY (1) = sin <x + ng + g) = sin (x +(n+1) g) :

Finalement,
vneN, f®(z)=sin <x + ng) , Vz eR.

2) Calcul de [(z? + 1) sin 1‘](20). Posons g () = 2* + 1, on a g et f sont de classe C* sur R.

(9.5)*( ZCQ“ 9" (@) fBP (), Ve eR.

Onapourxr € R
g0 (2) = g (2) = 2>+ 1; g (2) = 205 ¢ () = 2et ¥ () =0 Vk >3,

f20) (z) = sin (z + 20%) = sin (z + 107) = sin x;
fO9) (2) = sn(x+19§):sin(x—l—lOW—g):sin(x—E = — COS I;
fU® () = sin (z + 18%7) =sin (z + 97) = sin (z + 7) = —sinz.

On a aussi
Cyy = 1,03 = 20 et Cyy = 190.

9



Par suite

(@ + Dsina] ™ = CRog® (2) 1O (1) + Chog () F) () + Chog® () £ ()
= (22 +1)sinz + 20 x 2z (—cosz) — 190 X 2 X sinx
= (22 +1)sinz — 40z cos z — 380 sin z.

Finalement 2
[(x2 + 1) sin x]( ) = (x2 — 379) sinx — 40z cos x.
. : sinx —x | o .. 0 .
Exercicen’ 6. (a)lim, ,q S cestune forme indéterminée o Au voisinage de 0, on a
x
3
) T
sma::x—€+o(x3),
donc
sinz — x 1+0<£L‘3)
x3 6 x3
Par suite,
. sinx—x 1
lim —— = ——.
x—0 1‘3 6

[

x

. e~ 2 —CcosT . ., 0 ..
(b) lim,,_, , ¢’est une forme indéterminée o Au voisinage de 0, on a

x3sinx
22
x
e’ _14—1'4—54—0( )
On déduit que
2 2’
i _% 2 4 x? : 4
ez =1+ T + o +0(x)—1—3+—+0(x)
On a aussi au voisinage de 0
sinz =z +o(x)
2 4 A
-1 4
cos T 2+24+0(a:)
On déduit que
CEQ ZE4 ZEQ x4
e % — cosz B (1_?+§+0(I4))_(1_7+ﬂ+0(x4)>
r3sinz B 23 (x+o0(z))
zt 4
_ &5 +o(x?)
zt + o (z4)
Finalement,
0"E4
e A (1_12+ (4))
e 2 —CoST ) v 1
lim = lim = —

Exercice n° 7. 1) Au voisinage de 0, on a :

3

ln(1+x):x—%+%+o(x3)
r 2’

Vitr=1+=—-=+o0(z?

2 8
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3

sinx =z — $—+0(x3).

En remplacant dans I’écriture de g, on obtient :
g@)=(a+b+1)z+ (—3a+3ib)2*+ (a—tb—3)2* +o(a?).
2)Pour x # 0,on a:

g(x) 1 1
p :(a—i-b—i-l)P—i-(—%a—i-%b);—i—(%a—%b—%)—i—o(l).

Pour que 9(z) admette une limite finie lorsque x — 0, il faut que

3
a+b+1=
{ e
ouencore a = b = —1.
Dans ce cas lim,_.q % =ia—tb—1t=-2
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