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Exercice 1. Soient f : E — F une application; A, B C F et C, D C F. Montrons que

1. AC B= f(A) C f(B).
On suppose que A C B et on montre que f(A) C f(B). Soity € f (A)

yef(Ad) = JrecA:y=f(x)
— dreB:y=f(zx)car ACB
= ye€f(D).

Dot f(A) C f(B).

2. FHCAD) = 1HC) N (D).
Soitz € f~'(C'N D)
re f1(CnND) f(z)e(CnD)
fx)yeCet f(x)e D
re fHCO) etz e f71(D)
ze[f71(C) n (D).

reny

Dou f~1(CND)=fYC)n f~YD).
Exercice 2. Soit

f:R —R
r — flz)=2>+z—2.

a. La définition de f~1({4}) est :

{4} = {2 eR/f(z) € {4}}
= {zeR/P’+r-2=4}
— {xeR/x2+x—6:O}.

On calcule f~1({4}) :

714} = {zeR/2®+2-6=0} (A= 25)
= {zreR/x=-3ouzx=2}
= {-3,2}.

Drou f({4}) = {-3,2}.



b. La bijectivité de f :
f est bijective<=> f est injective et f est surjective
i) f estinjective ?
Méthode 1 :
f(—=3) = f(2) = 4 mais —3 # 2. Donc
dry = -3 €R, Jzs =2 € R/ f(z1) = f(x) mais x1 # z5.
Par suite, f n’est pas injective.
Méthode 2 :

Vxl,a:Q c ]R/f(l‘l) = f(l’g):>l’1 = IQ?

Soient x1,zo € R: f(x1) = f(x2)

8
)

flx) = flay) = 22421 —2=a2+2,—2
= i —a3+11—29=0
= (v1 —x2)(r1 +22) + (21 —22) =0
— (x1 — @) [(z1+22)+1]=0
Ty = T2
— ou
1= —1— 29.

Donc f n’est pas injective.
i1) f est surjective ?

Vy e R, 3%z € R/y = f(x).
Ona

y=[fx) = y=1"+z-2 (1)
= 2+ (2+y) =0, (A=9+4y). ()

9
Sian<0:y¢€ } —00, 1 [, I’ équation (1) n ’admet pas de solutions. Donc f n’est pas

surjective sur R.
Finalement, f n’est pas bijective sur R.

c. La définition de f([—1,1]) :

(=11 = {f(2)/z € [-1,1]}.
On calcule f([—1,1]):
ona f(r) =2>+x—2et f'(z) =22+ 1.

flay=0=sz=—.

1
Six e |1, —5], la fonction f est décroissante. Alors

1 1 9

=L =5D = [f(=5), f(=1] = [=7. ~2]



1
Siz € [—5, 1], la fonction f est croissante. Alors

1 1 9

F1=53: 1) = [/ (=5) J(D] = [-3. 0]
Donc 9 9
F=11) =[5, -2 U =5, 0 = [-5,0]

d. La définition de f~1([—2,4]) :

FH=2.4) = {zeR/f(z) € [-2,4]}
= {zeR/P®+z—-2€[-24]}

On calcule f~1([—2,4]) :

-2 € [-24+= 2<2*4+r-2<4

4+ r—2<4..(1)
— et

4+ r—2>-2..(2)

(1) — 2*+z-2<4
— 2’+72-6<0
— (z-2)(z+3)<0
<~ z€([-3,2]).

— 224 r—2>-2

— 224+2>0

— z(r+1)>0

< z €] —o00,—1]U][0,400].

Exercice 3. On considere 1’application f définie par :
f:R={-2} —R

RN f(x)::r—l—l

x4+ 2

1. On calcule f~*({1}) :
) = {oe R—{-2}/f(x) e {1}}
_ {:(:E ) —1}

T+2
= {re R—{-2}/z+1=2x+2}
{re R—{-2}/1=2}
- @




2. On étudie I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.
i) Iinjectivité de f.

VIfl,IQ € R-— {—2} /f([L‘l) = f(ZEQ):>ZL‘1 = 257
Soient x1,19 € R—{=2}: f(x1) = f(z2). Ona
T+ 1 . X9 + 1

f(z1) = fz2) = T+2 2y t2
= (r1+1)(z2+2)=(x2+1) (21 +2)
= 2r1 — 21+ 229 —29=0
== x1_29 =10
= 1 = 9.

D’ou f est injective.

i1) La surjectivité de f.

onay = 1 n’apas d’antécédent, alors f n’est pas surjective.

i11) La bijectivité de f.

f estinjective et f n’est pas surjective donc f n’est pas bijective.

3. On donne I’ensemble .J pour lequel la fonction f : R — {—2} — .J soit bijective.

f estbijective <= Vy € J dz! € R — {2} Jy = f(2)

rz+1
g > —
y=f(x) y=

— s+ 1=y(r+2)

2y —1
> I = y
-y
2y —1
dr = 1y € R —{—2} uniquesiy € R —{1}.

Donc
f i R—={=2} — R —{1} estbijective.

4. On détermine 1’ application récéproque f !

1 R-{1} —R-{-2}

2y — 1
— y) = .
y ) -
Exercice 4. Soient les applications
f: R —R g: R —R
r— f(x)=x+2 r— g(z)=2—x
1. Oncalcule fog
R &% R R
—

fog



fog: R — R
z — (fog)(z) = flg(x))

(fog)(w) = f(2—1z)=—5z+ 12.

On calcule g o f

2. Bijectivité de g o f :

Méthode 1 :

i) g o f estinjective V1,29 € R, (go f)(z1) = (go f)(z9)=—=x1 = 227?
Soient x1, 22 € R: (go f)(x1) = (g0 f)(z2). On a

(go f)(z1) = (g0 f)(za) = —bx1 = by
— I1 = Is.

Donc (g o f) est injective.
i1) g o f est surjective :

Soity € R

Donc,

Vye R, 37z € R:y=(go f)(z)

y= (9o f)(r) = y=-bx

1
Vy € R, Elx:—gye R:y=(gof)(z).

D’ou, g o f est surjective.

Finalement,

g o f est surjective et injective donc elle est bijective.

Méthode 2 :

go festbijective <= Vy e R, Alx € R:y=(go f)(x)



Soity € R. On a

1
y = (gofllo)=y=-Sr=uz=—y
1
Donc, Vy € R, dz = —zY € R solution unique de y = (g o f)(x).

Finalement, g o f est bijective.



