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Exercice 1.

a) Donner les négations des assertions suivantes ou P, () et R sont des propositions.

1. PV (QAR).

2. P=(QNAR).

3. (136 multiple de 17) A (2 divise 167).
4. (PANQ) = R.

5. VreR:22—-1>0

b) Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Donner leurs négations.
l.VreR: 22 +22+1<0.
2.VneN: (n<2)= (n*=n).
3.VreR,yeR: 2 <y.
4. v eR,Vy e R: 2% < y.
5. (11 est premier) et (3 est diviseur de 10).

Exercice 2.

a) Montrer par contraposition que :
1. Soitn € N*: si n? — 1 n’est pas divisible par 8, alors n est pair.
2.Vr,yeR:(ay—D(x—y) 0= 22 +y+1) #yla®+x+1).
3. Vr,y e R: (x # 1lety # —10) = zy + 10z — 11y — 10 # 100.
b) Montrer par I’absurde que :
l.Vey,yeR:o#y=(z+1)(y—1)# (z—1)(y+1).
2.Vz eRY, O+ ad £3+2.

3. Va,bzo,ﬁbszaéa:b.

Exercice 3.
Montrer par récurrence que :

1. Yn € N, (14 z)” > 1 4 nx, ol X est un réel.
2. Vn € N* 3 x 52n~1 4 23772 egt divisible par 17.
3. ¥n e N, Y 2k = onl ]
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Exercice 1.

a) Donnons les négations des assertions suivantes ou P, () et R sont des propositions.

1. P\/(Q/\R)<:>P/\(Q/\R)
< PA(QVR).
2. P= (QAR) <= PV (QAR).(car (P= (QAR)) < (PV(QAR))
= PAQAR).
< PA(QVR).
3. (136 multiple de 17) A (2 divise 167) <= (136 multiple de 17) Vv (2 divise 167).
<= (136 n’est pas multiple de 17) V (2 ne divise pas 167).
4. (PNQ)& R<=[(PANQ)= RIAN[R= (PAQ)]
<= [(PAQ) = R]V[R= (PAQ)]
= [([PAQ)VR|VI[RV(PAQ)
= [(PAQ)AR|VIRA(PAQ)]
<= [(PAQ)AR|VI[RA(PVQ)

5.VeeR:22—-1>0«VzeR:z2—-1>0.
«— JrecR:22—-1<0.

V[RV
VIRA

b) Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Donner leurs négations.

l.VzeR:22+2r+1<0”Fausse”.Onax?+2z+1=(z+1)2>0,Vr € R.
Négation Iz € R: 22 +22+1>0

2.V¥neN:(n<2)= (n*=mn)"Vraie”.Si (n < 2)doncn=0oun=1etona:
02=0et1?=1.
Négation In € N: (n < 2) A (n? # n)

3. Vx € R,y € R: 2% < y " Vraie”.
Jy=2+1ona:2?—y=a?>-22-1=-1<0,Vz € R.
Donc 22 —y < Oou z? < y,Vz € R.
VeeR,y=a*+1eR:a*<y.

Négation 3z c R,Vy c R: 22 > y

4, 3z € R,Vy € R : 22 < y. "Fausse”
Prenons n’importe quel = dans R, on a toujours 22 > 0, et par concéquent,
’assertion : 22 < 3, Vy € R est fausse car il suffit de considérer un y qui est négatif.
donc Az € R, ¥y € R : 22 < 1. Négation
Ve e R, Iy eR: 2% >y.



5. (11 est premier) et (3 est diviseur de 10) ”Fausse”. Parce que : (3 est diviseur de 10)
est fausse.
Négation (11 n’est pas premier) ou (3 n’est pas diviseur de 10).

Exercice 2.

a) Montrons par contraposition que :

1. Soit n € N* : si n? — 1 n’est pas divisible par 8, alors n est pair.
Il s’agit de montrer que :

n estimpair == (n?—1) estdivisible par 8

On suppose que 7 est impair et on montre que (n? — 1) est divisible par 8.
Soit n € N*,

n estimpair = dk € Nyn =2k +1

— Sikestpairalors: k =2letn=4l+1;1 e N
Donc n? — 1 = 161% + 8] = 8(2I? + 1) et on déduit que n? — 1 est divisible par 8.
— Sikestimpairalors: k =2+ 1letn=4l+3;l €N
Donc n? — 1 = 161? + 241 + 8 = 8(21% + 31 + 1) et on déduit que n? — 1 est
divisible par 8.
Fianlement, par le principe de contraposition, on a démontré la proposition

n € N*: sin® — 1 n’est pas divisible par8, alors n est pair

2.Vz,yeR:(zy—1)(z—y) #0=>2(  +y—1) #yla®> +x —1).
Il s’agit de montrer que :

Ve,yeR:z(y’+y—1) =y@®+z—-1) = (a2y—1)(z—y) =0

On suppose que z(y? +y — 1) = y(2? + = — 1) et on montre que

(zy —1)(z —y) = 0.

Soient z,y € R,on a:

v +y+1)=y@+r+1) =y +ay+z—2’y—ay—y=0
= zyly—z)—(y—2) =0
= (zy —1)(y—2) =0
= (zy —)(z—y)=0

3. Vo,y e R: (z # 1lety # 10) = xy + 10x — 11y — 10 # 100.
Il s’agit de montrer que :

Ve,y € R:axy+ 10z — 11y — 10 = 100 = (z = 1louy = —10)

On suppose que zy + 10z — 11y — 10 = 100 et on montre que (z = 11 ou
y = —10).



Soient z,y € R,on a:
2y + 102 — 11y — 10 = 100 = zy + 10z — 11y — 110 =0
— z(y+10) — 11(y+10) =0
— (y+10)(z —11) =0
— (y+10=0)ou(z—11)=0
— (y = —10) ou (z) =11
b) Montrons par 1’absurde que :

LVe,yeRiz#y=(x+1)(y—1)#(@-1)(y+1)
La proposition est sous forme d’une implication P = () avec,
P:x#y
Q:(w+D)y—D#@-Dy+1)
Comme la négationde P = @ est P A @),
donc lanégationde Ve, y e R:z #y=(x+1)(y—1) # (xr — 1)(y+ 1) est:
Jr,yeR:z#yAN(z+1D)(y—1)=(x—1)(y+1).
Démontrons cette nouvelle proposition.
Ona:
(+l)y—-1)=@-1)y+)=ay—2+y—l=ay+az—y—1
szy—r+y—1l—azy—ax+y+1=0
= 22+2y=0
= 2y =2z
>r=y
Contradiction, du fait qu’on a supposé que x # y.
Conclusion :
La proposition Vz,y e Rz #y = (v +1)(y — 1) # (x — 1)(y + 1) est vraie.

5
2. Ve e R*, vO+ 2543+ % On suppose que

5

JreRY, VItad =3+ .

6
5 25
\/9—|—x5:3+% — 9+x5:9+§—6+x5
.T25
— —:0
36

= 1« = 0 (ce qui est une contradiction, car = € R*).

3
Finalement,onaVaz € R*, 4+ 23 # 2+ %

a b
GO= Ty T 11 .
a
L Soati tt iti t:da,b< 0, —— = A\ b
a négation cette proposition est : Ja, T35 1+a a #
Ona:
ﬁ:ﬁéax(ljwz):bx(l—irb)

=a+a®>=0b+b
=a+a*h—b=0
=a—b+a*—0*=0



=a—b+(a—>b)(a+b)=0
= (a—b)(1+a+0b)=0

N a—b=0
l+a+b=0

] a=b (1
a=—-b—1 (2).
L’égalité (1) : contradiction car on a supposé que a # b.
L’égalité (2) :

— Sib > 0alors a < 0 car a=-b-1
— Sib < 0alors a > 0 car a=-b-1
contradiction car on a supposé a,bj 0.

Finalement, on a montré par 1’absurde que : Va, b > 0, =17 =a=0".

Exercice 3.
Montrons par récurrence que :

1. Vn € N, (1 4+ 2)" > 1+ nzx, ou x est un réel.
Pour n € N*, notons par P(n) la propriété : (1 + z)" > 1 + nx.
L’initialisation :
Pour n=0:Ona P(0): (14+ ) =1et1+ 0 x x = 1donc P(1) est vraie.
L’hérédité :
Suppposon P(n) est vraie pour n fixé est montrque que P(n + 1) est vraie.
montrons que

Py :VneN (1+2)" >1+(n+1)z

Ona:

VneN,1+z)">1+nr= (14+z2)(1+2)" > (1+2)(1+nx)
=1+ >1+nr+r+n* >1+nr+x
= 1+z)" >1+(n+ 1)z

Donc P(n + 1)est vraie.

Finalement, on a montré par récurrence que : Vn € N, (1 +z)" > 1 + nz

2. Vn € N* : 3 x 52071 4 23772 egt divisible par 17.
Soit n € N*, notons par P(n) la propriété : 3 x 52"~ 42372 = 17k, k€N
L’initialisation :
Pour n=1:0ona3 x 521-1 4 23x1-2 _ 3 x5l ;1 91 — 17 =17x 1,donc Ik =1 € N.
3 x 5714 93x172 = 3 % 51 4+ 21 = 17k. C’est & dire P(1) est vraie.
L’hérédité :
Suppposon P(n) est vraie pour n fixé est montrer que P(n + 1) est vraie.

Poy1:3x 52 4 22 =17k K eN

Ona:

3 % 52n+1 + 23n+1 — 3 X 52n—1+2 + 23n—2+3
= 3 x 5% x 521 4 23 x 2302
=3 x 25 x 527l 4 8 x 2302
=3x (174 8) x 5?71 4 8 x 23n~2

4



=3 x (17 +8) x 5271 4+ 8 x 23072

=3 x 17 x 521 43 x 8 x 5271 48 x 232

=3 x 17 x 52771 4 8 x (3 x 521 4 23n72)

=3 x 17 x5 1 4+ 8 x 17k

—17x (3x 521 4+ 8xk)=17kaveck =3 x 52" 1 + 8 x k.
On a montré par récurrence que : Vn € N*, notons par P(n) la propriété :
3 x 5=l 4 93n=2 17k keN

. VneN, YT 2k =l ]

Pour n € N, notons par P(n) la propriété : >, 2% =21 — 1.

L’initialisation :

Pour n=0:Ona P(0): >} _,2* =2 =1et2°*' —1=2—1=1pourn =0d ot
P(0) est vraie.

L’hérédité :

Suppposon P(n) est vraie pour n fixé est montrer que P(n + 1) est vraie.

montrons que

n+1

Po1:VneN, S, = ZQ’“ o2 _

Ona:
P2k =204 ol 4. on qont
S,
— 2n+1 _ 1+2n+1
=2 x 2" 1
:2n+1+1_1
=2nt2 ]

Donc P(n + 1)est vraie.
Finalement, on a montré par récurrence que :

Vn €N, sz ontl _
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