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Corrigé de I'examen de Maths1
Exercice r* 1. DansR, on consi@re la relatiorR suivante :
Vr,y €R, 2Ry & (2 +2)(y° +1) = (v +2)(«* + 1).

1. Montrons queR est une relation &quivalence :
a) Reflexivite : Soitr € R, on a(z® + 2)(z* + 1) = (23 + 2)(2? + 1),
doncvVz € R, xRz, d'ou la Reflexivité deR.

b) Synétrie : Soientr, y € R tels querRy, on a

Ry = (@B+2)W*+1)=w+2)(22+1)
= @P+2)(@*+1) = (2 +2)(y* + 1)
= yRx.

DoncVz,y € R, 2Ry = yRx, d'ou la synetrie deR.

c) Transitivié : Soientz, y, z € R tels querRy etyRz, on a

(22 +2) 1+ 1) = (* + 2)(z* + 1)........ (1)
TRy et yRz = { et
(P +2)(22+1) = (2®+2) (¥ + 1)........ (2)
En multipliant lesegaliés (1) et (2) membres membres, on obtient
(@ +2)" + D" +2)(Z" +1) = (" + 2@ + D(° + 2)(y° + 1)
et apes simplification pafy® + 1)(y® + 2) on obtient
(@® +2)(2* +1) = (2 + 1)(2* + 2),

c’esta dire querR z.
DoncVz,y,z € R, 2Ry etyRz= 2Rz, d’'ou la transitivie deR.

Finalement, de a), b) et & est une relation &quivalence.
2. La classe cequivalence deé :

0 = {xreR:2RO}
{zeR: (x®*+2)(02+1) = (0*+2)(z*+ 1)}
{reR:2°+2=2(z*+1)}
= {reR:2’—-22? =0}
= {0,2}.



Exercice rf 2. Soita € R. On munitR — {a} d’une loi de composition&finie par
Ve,y e R—{a}, zxy=a—(a—1x)(la—1y).
1. Résolution dan® — {a} de I'équation =« (¢« — 1) =a—1:0na
zx(a—1)=a—-1 = a—(a—z)ja—(a—-1)]=a-1
= a—(a—z)=a-—-1
= r=a—1.

2. Montrons quegR — {a}, x) est un groupe adien.

a)x estune L.C.I.? : Soient,y € R — {«}, montrons que
rxy=a—(a—2x)(a—y) € R—{a}.

Il est clair quer x y € R. Montrons quer x y # «. On raisonne par I'absurde, supposons
querxy =a.0na

rxy=a = a—(a—z)(la—y) =«
= (a—z)(a—y)=0
= = =aouy = q,contradiction car r,y € R — {a}.

Dol estune L.C.I dan® — {a}.

b) x est commutative : En effet, soienty € R — {«a}, on a

zxy = a—(a—z)(a—y)
= a—(a—y)la—2)
= y*x.
Donc
Ve,y e R—{a}, xxy=yxuz,

d’ou la commutativié dex.
C) * est associative : En effet, soienty, z € R — {a},0na
(xxy)xz = [a—(a—z)(a—y)]*z

a—(a—[o—(a-z)(a-y))(a-2)
= a—(a—z)(a—y)(la-—2).

rx(y*xz) = xxla—(a—y)(a—2)]
a—(a—z)(a—la—(a—-y)(a-2)])
= a—(a—x)(a—y)(la—=2).

Donc
Ve,y e R—{a}, (r*xy)xz=xx*(y*z),

d’ou I'associativié dex.



d) Existence de élement neutre37e e R — {a} : Vx e R — {a},zxe =exx = x.

Soitz € R — {a}, compte tenu de la commutati&itlex, on esoud léquation
r*xe=2.

Ona

a—(a—z)(a—e)==x
a—(a?—ae—ar+er)=ux
a—a’+aetar—er=ux
ela—x)=2—ar—a+a?
ela—z)=(a—z)(a—1)
e=a—1,carx # a.

r*e=2T

A A

Donce = a — 1 est I'element neutre.

d) Toutélement deR — {«} est synétrisable :
VeeR—{a},37 e R—{a}:zxd'=2'xx=e=a—1.

Soitz € R — {«a}, compte tenu de la commutati&itlex, on esoud léquation

rxx =a—1.

Ona
zxr'=a—-1 = a—(a—z)(a—2)=a—-1
= a—(a?—ar' —ar+2z)=a—1
= a—d?’4+ar’+ar—rr=a-1
= 2(a—1z)=—-1—ar+a?
2
= .73/ — —1—ao¢_a:x+o¢ ]

On az’ # «. En effet, on raisonne par I'absurde, supposonsague «

_1_ 2
iL',:Oé = 1—azxta =«
oa—T
= —l—ar+a®=—azxr+a?

= —1=0,tmpossible.

DoncVz € R — {a}, 3o/ = =1=e2+a® ¢ R — {n} : 2/ est le symétrique dex.

oa—T

Conclusion : a), b), ), d), e} (R — {a}, %) est un groupe adien.
. Consicerons I'application

f: (R*7X) - (R_{a}7*)

r — f(x):a—%-

Montrons quef est un isomorphisme de groupes.

a)f est un homomorphisme de groupes : En effet, satentc R*, on a

flay) = o — x—ly



et

Donc

Vo,y e R—{a}, flzy) = f(x)* f(y).

b)f est une application injective : En effet, soieny € R* tels quef(z) = f(y). Ona

= X —

< |=

c)f est une application surjective : En effet, spik R — {«}, 37z € R*tels quey = f(x).
Ona

@ 8=

a_
a_
1
a—y’
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On azx # 0 : En effet, supposons = 0 doncfy = 0, ce qui est impossible. Donc
Yy € R —{a}, 3v = 1, € R'tels quey = f(z).

Finalement, de a), b) et ¢)est un isomorphisme de groupes.
Exercicer? 3. 1) Onaz = (cosf — 1) +isin#, 6 €]0, 27|.
a) |22 = (cosf — 1)2 +sin?# = cos?f — 2cosf + 1 + sin? 6.
Commecos? § + sin® 6 = 1 et1 — cos§ = 2sin*(%), on obtient
2% = 2(1 — cos§) = 4sin?*(%).
Ainsi |z| = 2|sin &| = 2sin £ puisque? €]0, 7[.

b) Pouré €]0, 2x[,on a

- 2sinQ(C0S0_1 _sind

1 )
-9 .9
251115 281115

En utilisantcos § — 1 = —2sin?(£) etsind = 2sin § cos ¢, on a

6
z = 2sin 5(— siné + icos 5)

Or — sing = cos(g +7) etcosg = sin(g +2),



donc
2sin 2fcos(2 + Z) + isin(2 + 2
Z = S1n — [COS( — - 781N — —
2 2 2 2 2
ou encore sous forme exponentielle

z = 2sin gei(g+g).

2) Pourf = T, onaz = v/2¢'7.

Soitd = re' € C tel qued? = z.

On arei® = /2¢iF .

D'ou:
2 =42
=3+ krke{0,1}.

. . . , - 37
Ainsi les racines ca@es de: = v/2¢'7 sont

3 3 3
o = V26! = V2[cos % +isin g]
o 11 11
8§ = V265 = V/2[cos % + isin ?W]
Deuxiéme méthode pour le calcul des racines cages dez = v/2¢!% = —1 +i.

Soitéd = x + iy € C tel qued? = 2.

Onaz? — 4% + 2xyi = —1 + 1.

D'ou :
1.2 _ y2 =1
2zy =1
2 + y2 — 2.
L'ensemble des solutions de ce gysie déquations est
—1+2 1 —1+2 1

S =

2 T/ ar22) 2 /a1

Ainsi les racines ca@es dez = —1 + ¢ sont

—14+v2 1
(50: +1
2 V—=24+2V2
et
—-14+v2 1
5, = —

—1 .
2 V=2+2V2



Exercice rt 4. .

1. Al'aide du critére d’encadrementgdnontrons que la suite de termengral
=30 \/m’ n > 1 est convergente et calculons sa limite.
SO|tn > 1,0na

S W SR S S S
Vn24+n T Vn2+k T Vn2+1
par suite
n n
,Vn > 1,
\/n2+n Z\/nz—l—k vn?2+1
c’'esta dire
<y <Lv 1
Vrltn T T 2+ 1 ’
ou encore
Vn > 1.

1
n S ———,
,/H— N

On alim,,_,oc — \/_ = lim,,_, ql— = 1. En utilisant le criére des trois suites, oreduit

n2

que la suitgu,,) est convergente et quien,, . u, = 1.

2. Soit(v,) une suite qui converge vefg/¢ # 0). La suite de termeé@yeéral

1
W, = U,
cos Tg—”

n’est pas convergente. En effet, on coesélles suites extrait¢s,,) et(y,) ou

1
Tp = Wion = | — 71077 | -V1ion = Vion
cos —mg”

et
1
Yn = Wion+5 = | —qongs)r | V10045 = ~Vi0n+5-
COS ~——F——

Ona
lim z, =0+# —( = hmyn,

n—oo

d’ou (w,) est une suite divergente.
3. On consi@re deux suitefl,,) et (V;,) définies par :

n

1 1
=S a>letV, = > 1
U, ;(k—1)2k2n> e Unt 550 1>

Montrons queU,,) et(V,,) sont deux suites adjacentes.
Apres calcul et simplification des termes identiques, on obtient 1

1

U1 — Up = ——
“ n2(n +1)?2

>0,



ce qui implique que la suit@’,,) est croissante.
On aaussin > 1

Vn+1_vn = Un+1+3(n%)2_Un_#

1 1
Unt1 = Un & 35502 — 302
I Sl
n?(n+1)2 3(n+1)2 3n?2
3+n2—(n+1)2
3n2(n+1)2
3+n2-—n?2-2n—1
3n2(n+1)2

—2n+2
3n2(n+1)2 <0,

donc
Viir — Vi, <0,Vn > 1,

ce qui implique que la suitg/,,) est cecroissante.
Onavn > 1,V, — U, = =+, donc

T 3n2»

1
lim (V,, — U,) = lim — = 0.
A (Vo= Un) = lim 5
Finalement, on &U,,) est croissantd,V,,) est cecroissante dim,, ...(V,, — U,,) = 0, d’ou
(U,) et(V,) sont deux suites adjacentes.
Conclusion :(U,,) et(V},) sont convergentes et admettent lanme limite.



