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Corrigé de Uexamen de Maths 1
Exercice n° 1. Montrons par récurrence que
Vn € N*, 3 x 5201 4 23772 et divisible par 17.
Il s’agit de montrer que
VneN* 3k e N:3 x 52" L4232 — 17k,

Pourn =1,0na
3x 527142372 =17=17x1,
Donc
Jk=1eN:3x5>1 4252 =17k
On suppose que
Jk € N:3x 521 4232 — 171
et montrons que

k' € N : 3 x 52ntl 4 93+l — 171/,

Ona
3 x h2ntl 4 9dntl  — 35 95 x 52—l 4 93n-2 ' Q

= 17k avec k' = (8k + k")
Finalement, Vn € N*, 3 x 527~ 4 23n=2 et divisible par 17.

Exercice n° 2. Considérons I’application f définie par :

f: R — R

2z
1. Etudions I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.
(a) Injectivité de f : On a
2x2 4
2 = = -
1) 1+22 5
1
p 1\ 2 x 7
2) . 1\2 5
2

— 22—zx4+1=0

2

et I’équation z° — x + 1 = 0 n’admet pas de solutions réelles.
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8 (3 x 521 4 23n2) 4 17 x 3 x 521
8 X 17k 4+ 17 x k" avec k" = 3 x 527!

(c) Bijectivité de f : f n’est pas bijective car elle n’est pas injective (ou bien car elle n’est pas

surjective).



2. Montrons que f (R) = [-1,1].

Exercice n’ 3.

fR) = {yeR/FzeR:y=f(2)}
= {yER/HmER:yzlixx2
= {yE]R/EIxER:yacQ—ZT—i—y:O}
= {yeR:A=4—4y*>0}
= {yeR:4(1-y)(1+y) >0}
= {yeR:ye[-1,1]}
= [-1,1].

1. On définit sur R la relation binaire R par :

Va,y € RY, TRy < Jk e N:y = zF.

(a) Montrons que R est une relation d’ordre

I

il.

iii.

Réflexivité de R1 : Soitz € R . On a
x =z
— Jk=1e€N:z=2F
— zRix.
Donc Vz € R, xRiz. D’ou la réflexivité de R;.

Antisymétrie de R : Soient z,y € R} : 2Ry et yRiz.Ona

TR1y Jk; € N:y=2h
et — et
yRiz Jky € N: gz = ¢k

— Sk, ky €Ny = (yh2)"
= dk1,koeN:y= ykle.

Donc k1ks = 1 ce qui implique que k1 = ky = 1 car kq, ko € N et par suite x = y.

Finalement,
Vz,y e RL, zRiyetyRiz =z =1y.

D’ou I’antisymétrie de R ;.

Transitivité de R : Soient x,y,z € R : 2Ry et yR1z.Ona

TR1y Jky eN:y =2k
et =4 et
yRiz Jky € N: z = yk2

= dk1,koeN:z= (:Ukl)k2 = ghik2
- E|k3 =KkikoeN:z= Z‘k3 — 2R12.

Finalement,
Vo,y,z € RY, sRiyetyRiz = xR12.

D’ou la transitivité de R;.

De i), ii) et iii), on a R est une relation d’ordre.

(b) L’ordre R; n’est pas total : En effet, prenons x = 2 ety = 3. On a

et

Pk eN:3=2"— 2R3

Pk e N:2=3F—= 3R,2.



2. On définit sur R? la relation binaire R, par :
V(a,b),(c,d) € R%, (a,b)Ra(c,d) < a®+b* = + d>.
(a) Montrons que R est une relation d’équivalence.
i. Réflexivité de Ry : Soit (a,b) € R%. On a

a? +b* = a® + b?
= (CL, b) RQ (a7 b) :
Donc V (a,b) € R?, (a,b) Ra (a,b) . Dot la réflexivité de Ro.
ii. Symétrie de Ry : Soient (a,b), (c,d) € R?: (a,b) Rz (¢,d).Ona
(a,b)Ra(c,d) = a?+b?>=c*+d?
— 24+ =02+
= (¢,d)Rz2(a,b).
Donc
v ((I, b) ) (Ca d) € RQ? (a> b) Ra (Ca d) = (Cv d) Ra (aa b) :
D’ou la symétrie de Ro.
iii. Transitivité de Ry : Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R?: (a,b) Ra (c,d) et (¢,d) Ra (e, f) .

On a
(a,b) R (¢, d) a2+ b =c?+ d?
et — et
(¢,d)Rs (e, f) A +d?=e?+ f?
= a?+b?=e2+ f?
= (CL?b)RQ(eaf)'
Finalement,

V(a,b),(c,d), (e, f) € R? (a,b) Ra (c,d) et (c,d)Ra (e, f) = (a,b) Ra (e, f).

D’ou la transitivité de Ro.
De i), ii) et iii), on a Ro est une relation d’équivalence.

(b) La classe d’équivalence de (0, 1) :

0,1) = b) € R?: (a,b) R2(0,1)}
6R2a+W—W+P}

b) e RZ:a?+ b2 =1}.

I
i

Donc la classe d’équivalence de (0, 1) est le cercle de centre (0, 0) et de rayon 1.

Exercice n’ 4.

1. Déterminer les limites suivantes :

(a) Ona
_ VZF3+ e
Vi+3—yo = (Vo+ —ﬁ)—\/m+\/5
_ r+3—=x
\/a:+g+\/5
T Vat3+va
Donc 3

L (S ) = I e e



(b) On a
2

sin“ x _ 1—cos?x
l+cosz  1l+cosx
(I —cosz)(1+cosx)
a 1+ cosx
= 1—cosx.
Donc .2
lim T iy (1 —cosz) =2.
z—m 1l +cosx z—om
(c) Ona
1 Inz—Inl 1
lim o limu = (ln)'(x)’ == =1.
x—1xr — r—1 x—1 z=1 X =1

2. Soient a et b deux nombres réels. On définit la fonction f par :

ax +b, siz <0,
f@)= —, sixz > 0.
142z

(a) Continuité de f sur R : Sur R*, f est continue car x — ax + b est continue sur R donc en

particulier sur |—o0, 0] et 2 — .
10, +o0[.

Continuité de f en 0 :
Onaf(0)=ax0+b=0.

est continue sur R — {—1} donc en particulier sur

3
0= 1 5 =5

lim f (z) = lim az +b=0.
< >

x—0 =0

f est continue en 0 <= lim f (z) = lim f () = f (0) <= b= 3.
30 S50

Finalement f est continue sur R si et seulement si b = 3.

(b) Dérivabilité de f sur R : Sur R*, f est dérivable car x —— ax + b est dérivable sur R donc en

particulier sur |—o0, 0] et z — 1
10, +o0[.

Dérivabilité de fen O :

Si b # 3, f n’est pas dérivable en O car elle n’est pas continue en 0.
Donc Posons b = 3, donc f (0) = 3.

est dérivable sur R — {—1} donc en particulier sur
x

3
J— _3 — J -
hmwfhmw:hmmzlimi:—i’):ﬂi(o)v
=y =0 220 @ w20 T(+@)  zpl4a
TG B ) L S S
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f est dérivable en 0 <= b = 3 et f; (0) = f, (0) <= b=3eta = —3.

Finalement f est dérivable sur R si et seulement si b = 3 et a = —3.



