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Exercice 1. (05 pts)

1. Montrons par récurrence que :
VneN, 3">1+4 2n.

Pour n € N, notons par P(n) la proposition 3" > 1+ 2n.
-Pourn=0,0na3=1+20=12>1 donc P(0) est vraie.
- Soit n € N, supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie (i.e
3 >142(n+1)).
On a:

3">14+2n 3".3>3+6n
3"t >34 2n+4n
3t >3+ 2n
3 >142+42n
371 > 1 +2(1 +n)

P(n+1) est vraie.

RNy

donc Vn € N, 3" > 1 + 2n est vraze.
2. Montrons par la contraposition que : Vx € R, (2°+ 1 <2= x < 1).
La contraposée de la proposition est :

r>1=2"+2>2
On a
(1) x>1
et
(2) r>l=2*>1l=2a'>1=2">1
M+Q2)=2"+r>1+1=2"+2>2.
Par le principe de contraposition, on a montré que : ¥° + 1 <2 =z < 1.

Exercice 2. (10 pts)
L. On définit sur R la relation binaire R par :

Ve,y e R: 2Ry <z <y.
1. Montrons que R est une relation d’ordre sur R.
a) Réflezivité de R.
Soit x € R. Comme x < x, donc xRz, d’ou R est réflevive.
b) antisymétrie de R
Soient x,y € R tels que xRy et yRx. On a

xRy <y
et — et = x =1y d’ou R est antisymétrique.
yRz y<zx

¢) Transitivité de R
Soient x,y,z € R tels que xRy et yRz. On a
Ry r <y
et = et = x < z = xRz d’ou R est transitive.
yRz y<z



Conclusion: de a), b) et c), R est une relation d’ordre.

2. Cette relation est relation d’ordre totale puisque pour tout x € R et pour tout y € R,
soit x <y, soity < x.
2z

II. Soit lapplication f: R — R définie par f(x) = =
x

1. Calculons f (%) , f(2) et f(0).

f (%) = g,f@) = %,f(O) =0.

2. Calculons f~1({-2}).

{2} = {zeR/f(z) e{-2}}

= {z¢€ R/f(x2) = -2}

- {$€R/1+x2
= {reR/2x=-2-22%}
= {zeR/2(1+z+2?) =0}
= {zeR/1+z+2?=0}
= .
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3. f nlest pas injective car f <§> = f(2) mais ) =+ 2.

f n’est pas surjective car, car fx € R/ f(x) = —2.

4. g: (L] — [-1,4+1] /g(e) = f(a).
Montrons que : g est injective:
23}1 . 2I2

1+a27  1+a3
221 (1 + 23) = 2x5(1 + 22)
T+ 3311'% = T2+ 3321'%
T — Ty = To? — 1173
T1 — T2 = $1LL’2(JI1 — Ig)
(l’l — .Z'Q)(l - Il.fg) =0
(1’1 - IL‘Q) =0V (leg = 1)
(a:lzxg)\/(x1:$2:1\/x1 ZI’Q:—]_)

g(x1) = g(x2)
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donc g est injective.
Montrons que g est surjective.

s, e - 2'1.
Résolvons I’équation y = o2 on a :
2x 9
Y= T — yx- —2x+y=0.

A=4—49y*=4(1—-y*) >0, cary € [-1,1].
donc l’équation y = g(x) admet deuz solutions (y #0):

siy=0=2x=0
d’ou g est surjective.



comme g est injective et surjective, alors g est bijective, et

gt [-1, 4] — [~1,41]

et
3 1—/1—192
r=g () = L
Yy
Exercice 3. (5 pts)
1. Calculons les limites suivantes :
In(1 + 2?%)
a) lim ———=
z—0 ST

Ono In(1 2 0

lim M = — (Forme indéterminée)

z—0  sinx 0
En appliquant la régle de [’Hopital, on a :

2z
In(1 + 22 In(1+ z?)) 2 0
lim M: lim M: lim 1+ — 2 —0.
z—0 sinx z—0  (sinx)’ z—0 COST 1
b) lim u ,a>0. Ona
r—at
lim vi—ya = — (Forme indéterminée)

z—at T — Q

On a

lim M— lim VT e = lim L :
z—at T — Q z—at (\/_—\/_)<\/_+ \/_) r—at \/_—f—\/_ 2\/6

2. La continuité de f en xqg = 1.
On a

T f(1) =4
*lim f(z)= lim vz +3+2=4

T— 1" T—1"

2420 — 2422 —3) 2 2
lm f(e)= lm SIS gy WA, 2H2_
o1+ e—1t  r—1 e—1t  (x—1) z—1+ 1

Comme lim f(z) = lin%+ f(z) = f(1), alors f est continue en xq = 1.
T—r

r— 1~



