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Y4— Série numéro 1 : Logique et Raisonnement Mathématiques—X

Exercice 1 :
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Donner leurs négations

1) (3 divise 12) A (Va2 = |a|); 2) (26 < 32 4 (—1)*) v (22 = 9);
1

) Ve e R*, — < 1; 4) dx e R*, Iy e R*;2y = 1
T

SYVeeR,IyeRz+1=y+2; 6) Jxr € Z,Vy € Z;x +y > 0.

Exercice 2 :
Soient P, @ et R trois propositions.

1. En utilisant la table de vérité, montrer que :
(P= Q) = (Q = P).

2. Donner la négation des propositions suivantes :
a. P= Q.
b. PV (Q A R).

Exercice 3 :

1. Soient z,y € R% . En utilisant le raisonnement direct, montrer que :
(22 — 2y —2y° = 0) = (z = 29).

2. Soit n € N. Montrer par ’absurde que :
6n + 3

<1
(n+2)2

3. Montrer par contraposition les deux propositions suivantes :

1
a. Solent x,y € R*, montrer que :(x # -3 et y # 7) = (Bzy — 21z +y + 3 #10).

b. Soient a, b deux réels tel que a # —3b. Montrer que : (a # 1;‘4b> = <2a++3lb) # 5>.
a

4. On consideére la proposition
R: (V$6R1$2€Q:>Ji€@).

a. Donner la négation de R.
b. Déduire, par le raisonnement par un contre exemple, que R est fausse.

Exercice 4 : En utilisant le raisonnement par récurrence, montrer que :
n

1 VneN*, > (2k—1) =n’,
k=1
2. ¥n € N*, 3 x 52n=1 4 237=2 divisible par 17.



Université A.MIRA—Bejaia
» o Faculté de Technologie
Mat hemat lqueS I Département de Technologie
Premiere année Licence LMD
Année universitaire 2024-2025

— Série numéro 2 : Ensembles, Relations et Applications—X

Exercice 5 :

1. Soient A, B et C trois paries d’'un ensemble E. Montrer que :
a. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
c. (AUB)xC =(AxC)U(Bx?C).
2. On considere les ensembles F = {1,2,3,4}, A = {(i,j) € E?/i < j}, B=1{(i,j) € E*/i = j} et
C = {(i,j) € B/ > j}.
a. Représenter A, B et C par un dessin.
b. Montrer que A, B et C forment une partition de EZ.

Exercice 6 : Soit R une relation définie sur 'ensemble F = {0,1,2,3,4} comme suit :
Vz,y € E, ¥Ry < x + y est divisible par 3.

1. Dessiner le graphe représentant R.

2. R est-elle reflexive ?

3. R est-elle Symétrique ? antisymétrique ?

4. Montrer que R n’est pas transitive.

Exercice 7 : Soit 7 une relation définie sur I’ensemble des entiers relatifs comme suit :
Ve,y € Z; 2Ty < 3k € Z : x + 4y = bk.

1. Montrer que 7 est une relation d’équivalence sur Z.

2. Soit a € Z. Déterminer la classe d’équivalence de a. En déduire ’ensemble quotient Z/7T .

Exercice 8 : On définit sur R} la relation binaire S par :
Vo,y e R, 28y < Ik e N: y = aF.

1. Montrer que S est une relation d’ordre.

2. S est-elle d’ordre total ?

Exercice 9 : Soit f: R — R définie par : f(z) =
1. Calculer f(2) et f(3). f est-elle injective ?

2. Résoudre dans R I’équation f(z) — 2 = 0. f est-elle surjective ?
3. Déterminer f(R). (Indication : utiliser (x +1)% >0 et (x — 1) >0).

=
241"

Exercice 10 : Soit f : R — R définie par : f(x) = 22 + 22 — 3.
1. Calculer f=1(—6) et f=1(0).

2. Etudier I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f.

3. Donner des intervalles I et J tels que f : I — J soit bijective
4. Déterminer 'application réciproque f=!:.J — I.
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«— Série numéro 3 : Fonctions Réelles a une Variable Réelle—X

Exercice 125 :  Calculer les limites s2uivantes :
-6 4x —5
1) lim et 2) lim oo 3) lim z—+vz?2-1.

z—r+oo 2 —2 z—>1 x—1 z—>+00

Exercice 12 : Soit les deux fonction suivantes : 41
i x
I - R ) L) == siz<i1
st T = —z+2 si v >1
1. Déterminer A\ pour que f soit continue sur R
2. Montrer que I'équation f(z) = 0 admet au moins une racine réelle sur [7, 7]
3. Etudier la dérivabilité de g sur son domaine de définition.

Exercice 13 : Soit g une fonction définie sur R* par g(z) = sin(z) sin(1)
1- Montrer qu’il existe une fonction § prolongeant g par continuité sur R ?
2- Ecrire la nouvelle fonction g.

Exercice 14 :
1. Peut-on appliquer le théoréme de Rolle & la fonction suivante : f(x) = /1 — 22 sur [-1,1]?

2. A Tl'aide du théoréeme des accroissements finis, montrer que

1 1
v P — +1)— —.
n >0 Ton <lIn(n+1)—In(n) < -

Exercice 15 : En utilisant la regle de ’hopital, calculer les limites suivantes :

3 2 l
TS+ 2) lim L2 3) lim In{z) +z

1) lim
z—r+oo e 4+ 1 z—>+00 2

z—>—1 3+ 1

Exercice 16 : Soit la fonction f définit par :

1
f(x) = arctan (1 + x) — arctan .

1. Donner le domaine de définition de f.
2. Simplifier la formule de f.
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*I— Corrigé de la série n"1—K

Corrigé 1 :
1. Vraie. Sa négation est :

(3 ne divise pas 12) V (Va2 # |a|).

2. Fausse. Sa négation est :
(26 > 32+ (1)) A (22 #9).

3. Fausse. Sa négation est :
1
Jzr e R*, — > 1.
x
4. Vraie. Sa négation est :
Ve € R*,Vy € R*;zy # 1.

5. Vraie. Sa négation est :
JreR,VyeRz+1#£y+2.

6. Fausse. Sa négation est :
Ve e Z,yeZ;x+y <0.

Corrigé 2 : Soient P, Q et R trois propositions.

1. En utilisant la table de vérité, montrons que (P = Q) < (Q = P).
PlQ|P|Q|P = Q|Q = P
1{1]0(0 1 1
1001 0 0
011110 1 1
0j]0f1]1 1 1

On remarque que P => @Q et Q = P ont les mémes valeurs de vérité, donc elles sont équivalentes.
2. Donnons la négation des propositions suivantes :

a. (P = @).Ona (P = Q) < (PVQ). Donc

P—= Q « PVQ «— (PAQ) — (PAQ).

b. PV(QAR).OnaPV(QAR) — PA(QAR) < PA(QVR)

Corrigé 3 :
1. Soit =,y € R% . Montrons, en utilisant le raisonnement direct, que :

(22 — 2y — 2y° = 0) = (v =2y).
On suppose que 22 — xy — 2y? = 0 est vraie. Est-ce également vrai pour = = 2y ? Développons :
22—y — 2y =2 +ay —xy —ay —2y* =0,
=22+ zy — 2zy — 2% = 0,
=z(r —2y) +y(z—2y) =0,
=(z—2y)(z+y)=0.
Cela implique x — 2y = 0 ou z +y = 0. Mais z,y € R, donc z = 2y est vrai.



2. Raisonnement par ’absurde : Supposons que

6n + 3 -1
(n+2)2 "
Développons :
6n + 3 -n?+2n-1
— —1>0 &<~ ——5— > 0.
(n+2)? (n+2)?
Cela implique (—n? 4+ 2n — 1 = —(n — 1)?) > 0, ce qui est une contradiction. Donc :
vneN, 23 oy
(n+2)?

a. En raisonnant par contraposition, montrons que, pour tout z,y € R,
1
(x;é -3 et y#?) = (Bay — 21z +y+ 3 # 10).
Cela revient a montrer que :
1
Bzy—2lz+y+3=10) = r=—gouy=T).

Supposons que 3zy — 21z + y + 3 = 10. Développons :
3zy —2lz+y+3=10 = 3zy—2lz+y—7=0,
= 3a(y-7)+(y—-7) =0,
= (y—7)Bx+1)=0,
= yz?oua::—l.

3

Ainsi, le résultat est démontré.
b. En raisonnant par contraposition, montrons que, pour tout a,b € R tel que a # —3b,

(oo ) = (520 05)

2a+b_5 == a——l;ﬂ)
a+3b 3 )

Cela revient a montrer que :

Supposons que :

2a+b
a+3b
Développons :
2a+b=>5(a+3b) = 2a+ b= 5a+ 15b,
14b

a. Considérons la proposition :
R:Vz R, (22 €cQ = z€Q).

Donnons la négation de R : -
R:3zcR, (22 cQetz ¢ Q).

b. Prenons z = v/2. On a (\/5)2 =2 € Q, mais V2 ¢ Q. Ainsi, la proposition R est fausse.

Corrigé 4 :
1. Montrons, par récurrence, que : (P,):Vn € N, >°)_ (2k — 1) = n%
Etape 1 (Initialisation) : Pour (n =1), >, _,(2k —1) =2(1) —1=1=12
Etape 2 (Hérédité) : Supposons que (P,) est vraie, c’est-a-dire : S°1_, (2k — 1) = n2. Montrons que (P, 1) est
vraie : S0 (26— 1) =72k - 1)+ 2(n+1)—1) =n2+2n+1=(n+1)2
Etape 3 (Conclusion) : La propriété est vraie au rang (n = 1) et héréditaire, donc elle est vraie pour tout
(n eN).



P(n):Vn €N, 3-52""1 4+ 2.3"72 est divisible par 17.

Il s’agit de montrer que :
vneN, JkeN, 3.5 +2.3""2 =17k,

Etape 1 (Initialisation) : Pour n = 1, calculons :
3.520-149.31"2 -3.542.1=15+2=17.

On a donc 17 = 17 - 1. Ainsi, il existe k = 1 € N tel que 3 - 52(0~1 1-2.31-2 = 17k. Donc P(1) est vraie.

Etape 2 (Hérédité) : Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire :
JkeN, 3521 4+2.3"% = 17k.
Mountrons que P(n 4 1) est vraie, c’est-a-dire :
k' €N, 3.52 D1 4 9. g2 = q7g,
Calculons 3 - 52(*+D—1 4 9. 3(n+1)-2 .
3.52 D1 4 9. 3(n+1)=2 _ 3. 52 . 52n—1 4 9.3. 372

=3.25.52""1 1 6.3"72

Développons :
=3-(8417) -5 +6-3"2

=8(3-52""1 2.3 117 (3. 5271,
En utilisant ’hypotheése de récurrence P(n), on sait que :

3.5 4 2.372 = 17k,

Substituons cela :

8(17k) +17-(3-52"71).
Factorisons par 17 :

=17 (8k+3-5*"71).
Posons k' = 8k + 3 - 52"~ !, qui est un entier naturel. Ainsi :

3.52( =1 4 9. gntD)=2 — 173/,

ce qui prouve que P(n + 1) est vraie.

Etape 3 (Conclusion) : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. Ainsi, pour tout n € N,
35271 4 2.372 est divisible par 17.
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"I— Corrigé de la série n"2—K

Corrigé 5 :
1. Soient A, B et C trois paries d’'un ensemble E.

a. Montrons que AN (BUC) = (ANB)U(ANC).
Soitz€e AN(BUC) < (zr€A) et (xre(BUC) e (xcA)et(xeB) ou (xe€l)et(xel)s
(xe ANB) ou (reANC)exe(ANB)U(ANC).
CommeVzxe AN(BUC) < xze AN(BUC), alors
[AN(BUC) = (ANB)U(ANC)]
On peut utiliser la deuxieme méthode suivante :

1. Montrons que AN(BUC) C (ANB)U(ANC).
Soitz € AN(BUC) = (z€ A) et (xe(BUCQ)).
Casl:si reB=x€(ANB)=2c(ANB)U(ANC) avec (ANC) un sous-ensemble quelconque dans E.
Cas2:si z€C=ze€(ANC)=2c(ANB)U(ANC) avec (AN B) un sous-ensemble quelconque dans E.
Donc dans les deux cas on a ’ AN(BUC)C (ANB)U(ANC) ‘

2. Montrons que (ANB)U(ANC) C An(BUC)
Soit x €e (ANB)U(ANC) = (x€ ANB) ou (x € (ANC)).
Casl:si t€ ANB=(x€A) et (xr€B)=2z€(BUC) avec C' un sous-ensemble quelconque dans FE.
Donc z € (AN (BUCQ).
Cas2:si € ANC = (r€A) et (x€B)=xze(BUC) avec B un sous-ensemble quelconque dans E.

Donc z € (AN (BUCQC). Danslesdeuxcasona’(AﬂB)U(AﬁC’) C Aﬂ(BUC’)‘.
’1 et 2 montrent que AN(BUC) = (ANB)U(ANC) ‘

b. Montrons que Cg(AU B) = Cg(A) N Cg(B).
Soit t € Cr(AUB) a2 €FE et ¢ A et t¢B< (xe€Cr(A) et (xe€Cgr(B)) < xeCr(A)NCgr(B).
Comme Vz € Cr(AUB) & z € Cg(A) N Cg(B), alors ’ Cr(AUB) = Cg(A)NCEg(B) ‘

c. Montrons que (AUB) x C = (Ax C)U (B x C).
Soit (z,y) € (AUB)xC & (r€(AUB))et (yeC)e (x€AouzxzeB) et (yel) <
(xeA) et (yel) ou (x€B) et (yel) & (x,y) € (AxC)U(B x (). Comme V(z,y) € (AUB) x C <
(2,y) € (Ax C)U(B x C), alors | (AUB) x C = (Ax C)U(B x ()|

2. On considere les ensembles £ = {1,2,3,4}, A={(i,j) € E?/i < j}, B={(i,j) € E*/i = j} et
C ={(i,j) € B*/i > j}.




a. Les ensembles A, B et C sont illustrés par la figure ci-dessous :

(1.1)

(22) 33

(44)

21 6 1E,

(4,1) (4,2)

2)

(1,2) (1,3)(1,4)

(4,3)

(2,3)(2,4)

(3.4)

ExE

FIGURE 1 — Représentation des ensembles A, B et C par un dessin

a. Montrons que A, B et C forment une partition de E2.
OnaAd#0,B#0,C#0, ANB=ANC=BnNC=0et (AUBUC) = E?, alors A, B et C forment une
partition de E?

Corrigé 6 : Soit R une relation définie sur ensemble E = {0, 1,2, 3,4} comme suit :
Vx,y € E, Ry < = + y est divisible par 3.
1. Le graphe de R est donné par la figure ci-dessous :

&

G={(0, 0),(0, 3),(1, 2),(2, 1),(2, 4),(3, 0),(3, 3),(4, 2)}

FIGURE 2 — Graphe de la relation R

2. Reflexivité : Comme Vk € Z on a 2+ 2 # 3k, alors 2 n’est pas en relation avec lui méme. Donc R n’est pas reflexive.

3. Symétrie et antisymétrie : Comme V(z,y) € E?, on a 2Ry = yRuz, alors R est une relation symétrique. Par
contre elle ne peut pas étre antisymétrique car on a OR3 et 3R0, mais 0 # 3.

4. Tansitivité : R n’est pas transitive car 1R2 et 2R4, mais 1 /R4 (1 n’est pas en relation avec 4 car 1+4 = 5 n’est
pas un multiple de 3).

Corrigé 7 : Soit 7 une relation définie sur ’ensemble des entiers relatifs comme suit :
Ve,y € Z; 2Ty < Jk € Z : x + 4y = 5k.
1. Montrons que 7 est une relation d’équivalence sur Z.
e Reflexivité : Soit = un entier relatif, il est clair que x + 4z = 5z, alors pour (k = z € Z), on obtient x + 4x = 5k,
donc T est reflexive.
e Symétrie : Soient x, y deux entiers relatifs tels que 7y = Ik € Z : x + 4y = bk = x = bk — 4y = 4x = 20k — 16y
= y + 4z = 20k — 15y = 5(4k — 3y). Pour (k' = 4k — 3y) € Z on obtient y + 4z = 5k’, donc T est symétrique.
e Transitivité : Soient x, y et z trois entiers relatifs tels que 7Ty et y7T z, alors :
dk1 € Z, x4+ 4y =>5k;
ko € Z, y+ 4z =5k

+ = (x+4y)+ y+42) =5(k1 + ko) = v+ 42+ 5y =5(k1 + k2) = =+ 42 = 5(k1 + k2 — y). Si on prend
((ks = (k1 + ko —y)) € Z on obtient x + 42 = 5k3 avec k € Z, donc T est transitive.



Comme T est reflexive, symétrique et transitive, alors T est une relation d’équivalence.

2. Classe d’équivalence d’un element a dans Z
Soit a un entier relatif, la classe d’équivalence de a, notée Cly(a), ou a ou a, est donnée par a={x € Z: aTx} =
{re€eZ:a+4dx=5kkcZ}={xcZ Ja—zx+dx=50kkecZ}={zcZ Ja—x=5k—x)kecZ}
={z€Z Ja—xz=5k[k=(k-2)]€Z}={xe€Z /a==z[5]}. Donc 'ensemble quotient est donné par Z/T
={0, 1, 2, 3, 4 }. On peut aussi déterminer la classe d’équivalence d’un élément a dans Z comme suit :
a={r€Z:2Ta}={r€Z:x+4a=5kkeZ} =
{reZ Jr—a+ba=5kkecZ}={xeZ [x—a=5k—-a)keZ}={x€Z [x—a=5k K =(k-a)]eZ}

={x€Z /x=al[5]}. Donc I'ensemble quotient est donné par Z/T ={0, 1, 2, 3,4 }.

., —25,-20,—15,—10, —5,0, 5, 10, 15, 20, 25, . .
., —24,-19,—14, —9,—4,1,6,
.,—23,-18,-13, —8,-3,2,
., —22,-17,-12, —7,-2,3,
., —21,-16,—11, —6,—1,4,9,

NN NI e
|
ey e e e
~
[\)

\.[\')

[\)
~

Corrigé 8 : On définit sur R? la relation binaire .S par :

Vo,y € RY, 28y < Fk e N:y =zt

1. Montrons que S est une relation d’ordre.
e Reflexivité : Soir z € R%. Onaz =z'= 3(k =1) € N: z = 2= 2Sz. Donc Vz € R%, 2S5z, d’ou la reflixivité
de S

— kl
e Symétrie : Soient z,y € R} : 2S5y et ySz. On a { Sk EN, Yy =w

Jky €N, 2z =yh

dki, ke € N : Y= yk1k2 = kiko = 1. Comme ki, ko € N, alors k1ko =1 = ky = ks = 1 et par suite z = Y.

Donc Vz,y € R, zSy et ySx= x = y. D’ou l'antisymétrie de S.

Jk; €N, y=ak;

dke €N, z= ka
Iy, ke €N 2z =ghb2 = Jpg = (k1ks) eN: z = % = xSz. Donc Vz,y,z € R%, 28y et ySz= xSz. D’ou la
transitivité de S.Comme S est reflexive, antisymétrique et transitive, alors S est une relation d’ordre.

2. L’ordre de S n’est pas total car si on prend x=3 et y=5. OnaVk € N:5# 3" et 3 # 5~

= Jk1,ky €Ny = (yF2)kr =

e Transitivité : Soient z,yetz € RY : xSy et ySz= { = ki, ky EN: 2z = (zF1)k2 =

Exercice 17 : Soit f: R — R définie par : f(z) = 555.
1. f(2)= 2%“ = %, f3) = 2;;_1: = 2 . Comme 2 # % et f(2) = f(%, alors f nest pas injective.
2. f(m)—2:0:>m%+1—2:0$m—2x —2:O:>—2:£ +2-2=0=222-2+2=0.0na A =
(—1)2 — 4(2)(2) = —15 < 0, alors ’équation 222 — 2 + 2 = 0 n’a pas de solution dans R. Donc pour y = 2,
Vo € R, f(x) # 2 = f n’est pas surjective.
3 Comme{(x+1)2>0, {x2+1+2x>0, {x2+1>—2x ............... 1;
: (x—1)2>0. 2 +1-—2z > 0. 241> 2T e 2.
a. Siz > 0, alors 1 et 2 entrainent que 2+1> 2z, donc m%ﬂ < % = 2+1 < X 5 ==
le produit des deux termes par un positif ne change pas le Sens del’ inegahte <).
b. Si x < 0, alors 1 et 2 entrainent que 22 + 1 > —2z, donc 2+1 < —% = fH > —i :>w2+1 > —= (car x est négatif
donc le produit des deux termes par un négatif change le sens de l'inégalité < en >. Puis pour le cas oux =0il est
clair que f(0) = 023_1 = 0 qui est dans l'intervalle [—3, 1].

-

MU\‘M\»—A

; < % (car x est positif donc

Donc les deux cas montrent que f(R) = [—1,1].

On peut aussi procéder comme suit :

Comme { (z+1)° 20, { 2 +1+22 20, { P42 =20 e L Si on divise les deux termes par
(x—1)2>0. 22 +1-22>0. x2+1> P 2.

2 ; ) 241 -2 1 2 -1 _ 1
z® + 1 on obtient : %5 < zzil et g < ;L, donc 2+1 <let 535 <1 alors 3 < (&% = f(x)) < 5.

Corrigé 9 : Soit f: R — R définie par : f(z) = 2% + 2z — 3.
1.
o f[71(—6)={reR/z?+20 —-3=—6}={z€R/2?>+22x+3 =0} On a A =22 —4(1)(3) = —8 < 0, alors I'équation
22 4 2z +3 = 0 n’a pas de solution dans R. Donc f~!(—6) =0.
o f10)={z eR/2?>+22 -3 =0} Ona A =22 — 4(1)(-3) = 16 > 0, alors 'équation z? + 2z + 3 = 0 admet deux
solutions distinctes z; = =231 = —3 et x5 = =31 = 1. Donc f~1(0) = {-3,1}.
e L’injectivité de f: Comme f(—3) = f(1) =0 et —3 # 1, alors f n’est pas injective (au fait on peut utiliser cette
négation dx, 2’ € R,z # et f(x) = f(a'))
e La surjectivité de f : comme il exist (y = —6 € R)/ Vax € R, y # f(x), alors f n’est pas surjective.



1.

Pour déterminer I et J, il faut donner Uintervalle J tel que Vy € J, 3z € R/y = f(x) et donner l'intervalle I tel que
Vay,x9 € I, 1 # 19 = f(x1) # f'22). Donc pour Uintervalle J il faut résoudre 1’équation
f)=ye 2> +2r—3+y)=0.0Ona A =16+4y =4(4 +y).
Si A >0, alors 3z € R/ f(z) = y. Donc f est surjective pour J = [—4 4+ ool. Il est clair que dans J I’équation
22 + 27 — (y + 3) admet deux racines distinctes z; = % =—1+A+yetay= ’bga‘/g =—1—+/4+y. Dans ce

cas il faut choisir un intervalle I qui ne contient pas a la fois x; et 3. Comme pour y = —4 I’équation
22 + 27 — (y + 3)= 22 + 27 + 1 contient une solution double z = —1 et f'(z) =2z + 2, f(—1) = —4 alors f est
croissante sur | — oo — 1[ et est décroissante sur | — 1 + oo[. Donc pour l'injectivité il faut prendre soit
I=]—o00 —1],s0it I'=[-1, +ool.

o fl:J—1T

= —-1—Vi+y

o fl:JT

z——-1+4+y

10
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*I— Corrigé de la série n"3—K

Corrigé 10 : Calcul des limites

1) limg s 4 o0 wi‘;fgfs = limy s 4 oo f—z =1 alors
2 -6
I
x—+oo 2 — 2
2) limg_,; “2‘;%””1_5 = % F.I Puisque nous avons une forme indéterminée en x = 1, on factorise le numérateur :
22 +4x — 5= (z —1)(x + 5) Donc,
2
x 4x — 5
lim 20 lim (z +5) =6
z—1 x—1 x—1
3) limyyoo(x — Va2 — 1) = +00 — oo F.I On utilise la méthode du conjugué pour calculer cette limite :

. . (z—=Va2 1) (z+ Va2 1)
lim (:v — Va2 - 1) = lim
T—+o00 T—+00 4+ V-1

2?2 — (22 - 1) } 1

Dong, limg 4 o0 (;v —Vx? — 1) =0.

Corrigé 11 :
1. Déterminer A\ pour que f soit continue sur R.

sin(2x)

On a f est continue sur R — {0} (car la fonction 1— est somme et rapport des fonctions continues)

en point 0
Pour que f soit continue en & = 0, il faut que la limite de f en 0 soit égale & f(0). On a f(0) = A

. . sin(2z)
1 = lim 1- ——— (F.I
Jm, f) = Jim, 1 === (B0
9 .
= lim 1— QM =1-2(1)=-1 (lim sin(y) = 1) Donc, f est continuité ssi :
z—0 2x y—s0 Y

limof(x) =—-1=f(0)=Xalors A\=—1
rT—r
2. Montrons que f(x) = 0 admet au moins une racine.

T
On a f est continue sur [Z’ 5] et on a

sin(% 4 i
f(g)=1—4ﬂz1——<0 CfEy =12t
™
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € } %7 g [ tel que f(c) =0 c’est a dire, f(x) =0 admet au
moins une racine réelle sur [%, g]

1
3. La fonction g est continue sur R et dérivable sur R — {1} (car ’ et —z + 2 sont dérivable )

Dérivabilité de g en x =1 :
g(xz) —g(1) i % +2-1

gd:}clg% r—1 x>1 %’71 =1
, —g(1 4l 1
9 <1 rz—1 z<l x—1 2

donc, g;i #* g/g, d’olt g n’est pas dérivable en x = 1; alors g est dérivable sur R — {1}

Corrigé 12 : La fonction g est-elle prolongeable par continuité en 0 . Calculons limO g(x) :
r—
on a:

sin(%) |sin(x)| < |sin(z)] .

sin(m)sin(;)‘ -

Car [sin(1)| <1, d’on 0 < |sin(z) sin(2)| < [sin(z)|. Donc

x

0 < lim g(z) < lim [sin(x)] =0
z—0 z—0
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D’apres théoreme d’encadrement : lim0 g(x) = 0; donc la fonction g est prolongeable par continuité en 0
Tr—r

2) fonction prolongée est

six=0.

i) = {(S)IH(LI}) sin(+) siz#0,

Corrigé 13 :

1. On a f est continue sur [—1,1] et dérivable sur | — 1,1[ et on a f(1) = f(—1) = 0. Nous pouvons appliquer la
théoréme de Rolle. Donc d’apres théoréme de Rolle Je €] — 1, 1] tel que f/'(¢) =0

2. La fonction f(z) = In(z) est une fonction continue sur [n;n + 1] et dérivable sur Jn;n + 1], donc d’apres théoreme des
accroissement finis appliqué & cette fonction, il existe ¢ €]n;n + 1] tel que :(f(n+1) — f(n) = (n+1—n)f'(c) c’est
a dire :

In(n+1) —lIn(n) = %

Comme n > 1 on aura :n < ¢ < n + 1 alors

1 1 1 1 1
-<—-= l 1) -1 —
n—|—1<c<n n+1<n(n—|—) n(n)<n

Donc

1 1
Vn € N* m<ln(n—|—l)—ln(n)<ﬁ

Corrigé 14 :
2% +52+6 0

1. xl_ir)rl_l —Bi1 —o0 (C.I) d’apres I’hépital on a
. 23 +52+6 . 3z?+5 8
lim ————— = lim —— ==
r——1 3+ 1 z——1 3x2 3
2
5
2. lim 2 to_ Fx (C.I) d’apres I’hopital on a
z—too e +1 400
22 +5 . 2z . 2
m ——= lim —= lim —=0
z—+o0 T + 1 z—+oo e¥ z—>+oo e¥
l
3. lim n(:z:)2+x _ I (C.I) d’apres I'hopital on a
r—>+00 x +o0
. In(x) +x ) % +1
lim — 5 = lim - =
z—>+00 €T r—+oo  2x

Corrigé 15 :
1. Dy =R —{1}.
2. On a

1—-2z
l-z+1+x (1—x)2 1
o (1-2)2 (1-22+(1+2)2 1422
2
= =0
21+ 22) 1422
d’ol f(x) = ¢, ¢ est une constante.
pour xg —> 1, on a :
1+ T T W
Jim f(z) lim (arctan <1x> arc anx) 5 1= 1
1 3
xliIng f(z) = mirfh (arctan (1i_z) - arctanx) = —g - % = _Zﬁ
%&x<1,
fz) =
—3m o1
— six
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