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Préface

Dans ce petit cours consacré a quelques comportements qualitatifs des
équations différentielles ordinaires du plan, destiné aux étudiants ayant fait
dans leur cursus le module : équations différentielles 2, on propose un point
de vue complémentaire a celui-ci.

Dans la pratique, la plus grande majorité des systemes physiques, biologiques,
... étudiés conduit a des équations différentielles ordinaires non linéaires dont
le comportement qualitatif constitue 'objet principal du présent cours.

Il n’existe pas de méthodes analytiques systématiques pour résoudre les
équations différentielles non linéaires. Cependant, la résolution de ces équations
passe par I'application de méthodes numériques (approchées).

On présente dans ce qui suit une introduction élémentaire a la théorie
qualitative des équations différentielles ordinaire.

Avant d’aborder cette analyse qualitative, on rappelle les théoremes essentiels
sur lesquels se basent la théorie des équations différentielles ordinaires : Le
théoreme de 'existence et de I'unicité d’une solution d’une EDO, le théoreme
de dépendance, d'une solution d’'une EDO, des conditions initiales et du pa-
rametre lorsqu’elle en dépend, et le théoreme du prolongement d’une solution
d’une EDO.

On rappelle aussi quelques notions de bases : champ de vecteur, point sta-
tionnaire, portrait de phase,... On présente ainsi la classification de Poincaré
des points stationnaires des systémes différentiels linéaires homogenes de R2.
On donne dans le quatrieme chapitre une description d'un cycle limite d'un
systeme différentiel du plan, qu’on complete par une version du théoreme de
Poincaré-Bendixson accompagné d’'une démonstration géométrique.

Dans le cinquieme chapitre, on présente quelques bifurcations importantes
dans le plan, en illustrant géométriquement dans chaque situation, la conti-
nuité des solutions par rapport aux parametres.

Dans la derniere partie, on traite le cas des singularités dégénérées en utilisant
la théorie des éclatements, via le polygone de Newton, suivie d'un exemple
d’application.

Plusieurs exemples illustratifs sont traités dans ce cours. Des exercices sont
proposés a la fin des chapitres dont on estime que des applications sont
nécessaires (dans le premiers chapitre, des solutions des exercices sont pro-
posées).
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Chapitre 1

Théoreme d’existence et d’unicité

1.1 Existence et unicité de la solution

Onnote E =R", n>1et D =1xwoul est un ouvert de R, 2 un
ouvert de F et f : D — E une fonction continue. Pour tout (¢,z) € D, on
notera f(t,x) = (fi(t,x), ..., fn(t,x)) ou chaque fonction f; est continue de D
dans R. Dans ce cours, on s’intéresse aux équations différentielles ordinaires
du premier ordre

z(t) = f(t,x(t)) (1.1)
#(t) = é—f(t).

Commencons par préciser la notion de solution pour ce type d’équation.

Définition 1.1. Une solution de (1.1) est un couple (¢, J) ot J est un
intervalle de R et o = (1, ..., p2) est une fonction dérivable sur J d valeurs
dans E telle que (t,¢(t)) € D pour tout t de J et

oi(t) = filt, o), Vi=1,...,n et Vt € J..

Par composition, On remarque rapidement que puisque f et ¢ sont deux
fonctions continues, alors ¢’ est également continue sur J et ¢ est de classe

Cl sur J.

Définition 1.2. Soit (ty,z0) € D. Résoudre le probléme de Cauchy

.T(t()) = 2o
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consiste a déterminer un couple (v, J) ou J est un intervalle de R contenant
to et @ une fonction dérivable de J dans E telle que (t, p(t)) € D pour tout

ted, o(t) = ft.o)) et p(to) = zo.

En intégrant 1’équation différentielle ordinaire du probleme de Cauchy
(1.2) entre ty et t et en tenant compte de la condition x(ty) = g, on obtient

o(t) = 7o + / £(s,0(3))ds (13)

/t:f(s,‘ﬂ(S))ds — (/t: fi(s, @(s))ds, ...,/t: fn(S,SO(S))dS) .

Réciproquement, toute fonction vérifiant (1.3) est bien une solution de classe

C! de (1.2).

ou

Théoréme 1.3. [3] (Cauchy-Peano-Arzela) Soit (to, o) € D et soient a > 0
et b > 0 tels que le cylindre C' = {(t,z) € D; |t —ty| < a, |z — x|l < b}
soit inclus dans D. On note

b
M= sup [[f(t,z)]p et a < min (a, —)
(t,x)eC M

alors il existe une solution ¢ au probléme de Cauchy (1.2) sur lintervalle
[to — a, to + a], vérifiant (ty) = xp.

On peut énoncer le théoreme précédent sous la forme simplifiée suivante :

Corollaire 1.4. Soit f € C(D) (la fonction f est continue sur D). Alors pour
tout (to,zo) € D, il existe un voisinage de ty dans R sur lequel le probléme
de Cauchy (1.2) admet une solution.

On a besoin des deux définitions suivantes :

Définition 1.5. On dira que f est lipschitzienne en x et on notera f €
Lip(D), s’il existe k > 0 tel que

[f(t,21) = f(t22)|lp < kllvn — 22|, V(E 21), (8, 22) € D

Définition 1.6. On dit que f est localement lipschitzienne sur D si pour tout
(t,x) € D il existe un cylindre B = {(t',2') € D, |z —2'||p < e, [t —t] <
g9} C D et une constante k > 0 telles que f soit lipschitzienne sur B . On
note f € Lipoe(D).



Le théoreme suivant assure, en plus de ’existence locale de la solution du
probleme de Cauchy, 'unicité de celle-ci des que la condition de Lipschitz est
satisfaite.

Théoréme 1.7. [3] (Cauchy-Lipschitz) Soit f € C(D) N Lip,e(D), il existe
une unique solution au probléme de Cauchy (1.2) sur Uintervalle [to — o, to +
al.

Remarque 1.8. Soit f : I x J — E wune fonction continue, ou I et J
sont des ensembles bornés de R x E. Une condition plus parlante que la
condition de Lipschitz et qui implique ["inégalité de Lipschitz, est que les

3 * pouri allant de 1 an, existent et soient continues (les
Z;

x;, 1 =1,...,n, sont les composantes de ). En effet, les fonctions continues
sur des ensembles bornés sont bornées. En appliquant ensuite le théoréme
des accroissements finis, on a pour tout (t,xy1), (t,xs) € I x J,

1f (s 2) = (& 2] = M [y — 2],

dérivées partielles

ou M est tel que

‘ Of;

(t,x)‘ <M, VxeJ,Vi=1,...,n,Vj=1,...n
j

La condition de Lipschitz résulte alors du fait que les dérivées partielles
afi
aSL’j

(i=1,..,n, 7=1,...,n) sont bornées.

Le théoreme suivant assure que lorsque la fonction f € Lip;,.(D), 'unicité
de la solution du probleme de Cauchy (1.2) est en fait globale; ce qui peut
se traduire par le fait que les graphes des deux solutions distinctes de (1.1)
ne peuvent pas se croiser.

Théoréeme 1.9. [3] (Unicité globale) Soit f € C(D) N Lipy.(D) et soient
(p1,J1) et (@2, J2) deux solutions de (1.1) telles que Jy N Jy # ¢. Sil existe
un point ty de J1 N Jo tel que @1(tg) = pa(to) alors o1 = @y sur Jy N Js.

1.2 Solutions maximales et prolongement des
solutions locales

On a les trois définitions suivantes :

Définition 1.10. Soit (@1, J1) et (g2, J2) deuz solutions de (1.1). On dit que
(2, J2) prolonge (v1,J1) si Jy C Jy et o1 = o sur Ji.
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Définition 1.11. Une solution (¢, J) de (1.1) est dite mazimale si elle n’ad-
met aucun prolongement.

Définition 1.12. Une solution (p,J) de (1.1) est dite globale si elle est
définie sur I tout entier (i.e : si J =1).

Le théoreme suivant assure l’existence d’une solution maximale du probleme
de Cauchy :

Théoréme 1.13. [3] (Ezistence d’une solution mazimale) Soit f € C(D) N
Lipioe(D). Alors par tout point (to,xo) de D, il passe une unique solution
mazximale au probléme de Cauchy (1.2).

L’existence d'une solution globale est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 1.14. [8] (Existence d’une solution globale) S’il existe une fonc-
tion continue k : I — RT telle que pour tout t fixé dans J, l'application
y — f(t,y) soit lipschitzienne de rapport k(t), alors toute solution mazimale
de l’équation x = f(t,x(t)) est globale.

Les deux théoremes qui suivent donnent des conditions suffisantes pour
qu’une solution d'une équation différentielle ordinaire soit continue par rap-
port aux conditions initiales, et pour qu’une solution d’une équation différentielle
ordinaire dépendant d'un parametre soit continue par rapport a celui-ci.

Théoréme 1.15. [8] (Continuité des solutions par rapport aux conditions
initiales) Si la fonction f est continue en (t,x) et localement lipschitzienne
en x, la solution de (1.1) exprimée en fonction des conditions initiales

x:Q—R"
(t7 Lo, "L‘O) = l’(t, lo, "L‘O)
est continue, ou 2 = J(tg, o) X D avec J(to,zo) lintervalle sur lequel est

définie la solution mazimale de conditions initiales (to, xo).

Théoréme 1.16. /8] (Continuité des solutions par rapport a un parametre)
Considérons ’équation différentielle

&= f(t,z,\)

ot \ est un paramétre de RE. Si f est localement lipschitzienne en (z,\) et
continue, alors la solution

x:Q - R"
(tu tOv Ty, )\) = .’,U(t, th Lo, )\)
est continue, ot ) = J'(to, w0, \) x D x R¥ avec J'(ty, 0, \) lintervalle sur

lequel est définie la solution maximale de conditions initiales (to, xo) pour la
valeur A du paramétre.



1.3 Exercices corrigés

Exercice 1.1. Donner un exemple d’équation différentielle ordinaire dont
lunicité de la solution n’est pas satisfaite.

Solution 1.1. Considérons le probleme de Cauchy suivant :

S ,1/3
{ 5(0)10 (1.4)

La fonction y — y'/3 est continue. Sa dérivée n'est pas définie en zéro. Les
conditions suffisantes du théoreme de Cauchy-Lipschitz ne sont donc pas
remplies. On vérifie que y = 0 el y = £+/8/27t3? sont des solutions du
probléme (1.4).

Exercice 1.2. Considérons l'application f : R> — R donnée par

43 '
flt,x)=4{ A2 (t,z) # (0,0)
0, si (t,z) = (0,0)

et l’équation différentielle

w(t) = f(t,x(t)). (1.5)

1. L’application f est-elle continue ¢ est-elle localement lipschitzienne par rap-
port a sa seconde variable ?

Que peut-on en déduire pour l’équation (1.5) %

2. Soit ¢ une solution de 'équation (1.5) qui est définie sur un intervalle I ne
contenant pas 0. On définit une nouvelle application | par ¢(t) = t*(t), t €
I. // Déterminer une équation différentielle satisfaite par 1, puis résoudre
cette nouvelle équation.

3. Que peut-on en déduire pour lexistence et ['unicité de la solution de
léquation différentielle (1.5) vérifiant la condition initiale (to, xo) = (0,0).

4t°
Solution 1.2. 1. Pour (t,z) # (0,0), la fonction M% est de classe C*°.
x
D’autre part,
22|z
£t 0)] = 20—l < o
(t?)" 4+«

Par passage a la limite, on obtient

lim )f(t,:p) =0= £(0,0).

(t,2)—(0,0

8



D’ou, f est continue en (0,0).
Supposons que la fonction f est localement lipschitzienne au voisinage de

(0,0). Alors
da, B, ke R, Vt €| —a,al, Vx €] — 3,0], | f(t,z) — f(t,0)]| < k|z — 0|

Ceci signifie que

437
! = Hle
C’est-a-dire,
4¢3
<
4 a2

En particulier, pour un certain ki > k

4

Ceci est absurde.

Le théoreme de 'unicité des solutions des équations différentielles n’est donc
pas appliquable pour I’équation différentielle (1.5).

2. Ona
1

Y(t) = ) (t)
En dériwant les deur membres, on obtient

W(t) = 50'(t) — w6(1).

En remplagant ¢'(t) par sa valeur (puisque ¢ est une solution de l’équation
différentielle (1.5)), on aura

g A ot 2
Y(t) = EITEn ;@/)(t)-

En exprimant le tout en fonction de 1, on obtient la nouvelle équation

différentielle
V() (L+v()?) 2

() (1 —y(t)?) ¢

La décomposition des fractions rationnelles en éléments simples donne

A 1 1) 2
w@(ww+1—ww‘1+¢@)‘t



En intégrant par rapport a t on obtient

Y(t) >
In|——2—| =1Int
n _ @Z)(t)Z nt-+c
ot ¢ est une constante de R. D’ou
ORI
1= (1)

La résolution de l’équation du deuxieme degré

ct*P(t)? +ah(t) —ct* =0

aboutit a
ot = —1 4+ /14 4c2
N 2ct? '
D’ou
o(t) = —1£+V1+4c2t4
- 2c '

Ainsi, par la condition initiale (to, zo) = (0,0), il passe une infinité de solu-
tions de ’équation différentielle (1.5).

Exercice 1.3. On considére [’équation différentielle
j=aty (1.6)

Soit y une solution maximale définie sur un intervalle ouvert I.
1. Montrer que I est majorée.
2. On pose b=sup .

- Montrer que y est croissante.

- Trouver la limite de y en b.

Solution 1.3. 1. Supposons que I n’est pas majoré. Pour x > 1, onay >
1 +y2. En integrant entre 1 et x, on obtient que

arctan(y(z)) — arctan(y(1)) > = — 1.

Ceci est absurde puisque la fonction arctan est bornée.
2. Soient x1, xo € I tels que x9 > x1. En integrant (1.6) entre x1 et xo on
obtient

y(x2) = y(z1) + /12 y(s)ds.

1
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C’est-a-dire,

$2 _ .1'2 T2
y(22) — y(ar) = =2 5 - Jr/ y(s)’ds.

Il est clair que y(x2) — y(x1) > 0, ce qui implique que y est croissante.
3. La fonction y est croissante au voisinage de b. Ceci signifie que y(x) est
positif au voisinage de b. Comme

ou a € I, et la solution y est maximale, on en déduit que

lim y(z) = +o00.

r—b~

car sinon, on peut prolonger y en b, ce qui implique que la solution y n’est
pas mazximale.

11



Chapitre

Champ de vecteurs et portrait de
phase

2.1 Introduction

On s’occupe d’un systeme différentiel autonome de dimension deux, donc

de la forme _ i )
& = f(z,y
{ y =g(z,y) (2.1)

ol f et g sont des fonctions de R? dans R.

Rappelons qu’'un systeme différentiel est dit autonome si les équations in-
tervenant dans ce systeme ne font pas intervenir la variable par rapport a
laquelle sont calculées les dérivées.

Nous supposons que les fonctions f et g sont continument dérivables, pour
assurer le fait que par tout point M du plan passe une solution et une seule.
Pour alléger les écritures, nous supposons de plus, que toutes les solutions
sont définies sur R tout entier.

2.2 Tracé du portrait de phase
Pour mieux tracer le champ de vecteurs (2.1), on va présenter ici des

techniques permettant d’en prévoir assez simplement quelques propriétés es-
sentielles.
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2.2.1 Trajectoires

Définition 2.1. On appelle trajectoire (ou orbite) du systéme (2.1), len-
semble parcouru dans le plan (x,y) par le point de coordonnées (x(t),y(t))
lorsque t parcourt R.

En d’autres termes, une trajectoire du systéme (2.1) est 'ensemble des points
du plan {(z(t),y(t)); t € R}.

Nous allons voir dans la proposition suivante que plusieurs solutions
peuvent avoir pour image la méme trajectoire.

Proposition 2.2. Soit S(t) = (x(t),y(t)) une solution du systéme (2.1).
Pour tout réel a, S,(t) = S(t — a) est aussi une solution de (2.1), dont la
trajectoire coincide avec celle de S(t).

Preuve

Il est facile de voir que, puisque le systeme (2.1) est autonome, si S(t) est
une solution de (2.1), S,(t) en est aussi une. De plus, si ¢ parcourt R, alors
(t—a) également. Par concéquent, ces deux solutions S(t) et S,(t) parcourent
toutes les deux 'image S(R).

Si la solution S passe par le point M a l'instant tg, la solution S, passe par
le méme point M a linstant ty + a. Autrement dit, la solution S, parcourt
la méme trajectoire que la solution S avec un retard constant égal a a.

Remarque 2.3. D’apres la proposition ci-dessus, la trajectoire parcourue ne
dépend que du point M, et pas de ty. Le point M détermine donc une unique
trajectoire. Rappelons cependant qu’une méme trajectoire est parcourue, a des
instants différents, par une infinité de solutions.

2.2.2 Champ de vecteurs
Définition 2.4. L’application
h:R? — R?
(@,y) = (f(z,y),9(z,y))

définit un champ de vecteurs.

A chaque point M = (z,y) du plan, on associe le vecteur V(M) =
(f(x,y),9(z,y)). Un champ de vecteurs (2.1) est donné par la propriété sui-
vante :

En tout point M du plan ou V(M) # 0, la trajectoire passant par M est
tangente a V(M).

13



Pratiquement, pour représenter le champ associé au systeme (2.1), on se
donne un quadrillage de la partie du plan choisie; en chaque point de ce
quadrillage, on trace un petit vecteur égal, ou colinéaire a V (M).

En observant le champ de vecteurs, on a déja une idée du comportement
des trajectoires. On verra une illustration d’'un champ de vecteurs dans un
exemple un peu plus loin.

2.2.3 Isoclines

On définit les ensembles de R? sur lesquels s’annullent les composantes &
et y du systeme (2.1).

Définition 2.5. (Isoclines horizontale) On appelle isocline horizontale l’en-
semble I des points (z,y) tels que g(z,y) = 0.

Soit M = (z,y) un point de I. Si f(x,y) # 0, alors la trajectoire passant
par M a une tangente horizontale. Elle est parcourue de gauche a droite si
f(x,y) >0, de la droite vers la gauche si f(z,y) <0.

L’ensemble I est constitué en général d'une ou de plusieurs courbes, qui
partagent le plan en régions dans lesquelles le signe de g(x,y) reste constant.

Définition 2.6. (Isocline verticale) On appelle isocline verticale l’ensemble
J des points (x,y) tels que f(z,y) = 0.

Soit M = (z,y) un point de J tel que g(z,y) # 0. La trajectoire passant
par M a une tangente verticale. Elle est parcourue de bas en haut si g(z,y) >
0, de haut en bas si g(x,y) < 0.

L’ensembe J est constitué en général d’une ou de plusieurs courbes, qui
partagent le plan en régions dans lesquelles le signe de f(z,y) reste constant.

Quand on trace a la fois I et J, on partage le plan en des régions sur
lesquelles le champ de vecteurs a les propriétés suivantes :

- Régions ou f et g sont positives : dans ces régions les trajectoires du
systeme (2.1) se dirigent, pour ¢ croissant, vers le haut et a droite.

- Régions ou f est positive et g est négative : les trajectoires du systeme
(2.1) se dirigent vers le bas et a droite.

- Régions ou f est négative et g est positive : les trajectoires de (2.1) se
dirigent vers la gauche et le haut.

- Régions ou f et g sont négatives : les trajectoires de (2.1) se dirigent
vers le bas et a gauche.

14



2.2.4 Points stationnaires

Considérons le systeme différentiel non linéaire en dimension deux (2.1),
vérifiant les hypotheses du théoreme d’existence et d’unicité des solutions.

Définition 2.7. On appelle point stationnaire (ou point d’équilibre ou point
singulier) un point M (zo,yo) tel que f(xo,y0) = 0 et g(xo,yo) = 0 : la solution
du systéeme (2.1) passant par un tel point est la solution constante x(t) = xg
et y(t) = yo.

Les points stationnaires se situent a l'intersection de l'isocline horizontale
et de l'isocline verticale.

Le comportement des trajectoires au voisinage des points stationnaires
est particulierement intéressant. Il sera étudié par la suite.

Exemple 2.8. Les points stationnaires du systéme

{ Lo ome (2.2)
y =siny

sont les points de coordonnées x = km et y = mm, ou k et m sont des entiers
relatifs.

Remarque 2.9. La fonction constante S(t) = (zo,v0) dont la dérivée est
identiquement nulle, est une solution du systéme (2.1). Autrement dit, le
point M = (xg,yo) est une trajectoire du systéme (2.1). Puisque par chaque
point du plan passe une trajectoire de (2.1) et une seule, les autres trajectoires
ne passent pas par le point M. D’ou l’appellation du point stationnaire du
systeme (2.1), puisque la solution qui passe par ce point y reste, y stationne.

On distingue deux types de points stationnaires :

Définition 2.10. ( [10], [11]) Un point stationnaire (xg,yo) du systéme
(2.1) est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de la matrice Jaco-
bienne Dg(zo,v0), ot F' = (f,g), ont la partie réelle non-nulle. Dans le cas
contraire, il est dit non-hyperbolique.

- Si au moins une des deuzx valeurs propres de la matrice Jacobienne D (o, yo)
est nulle, on parle d’un point stationnaire dégénéré.

- Si une seule valeur propre de la matrice Jacobienne Dg(xg,yo) est nulle,
on dit dans ce cas que le point stationnaire est semi-hyperbolique.

- Si les deuz valeurs propres de la matrice Jacobienne Dp(xg,yo) sont nulles,
la singularité est dite non élémentaire.

A ce stade, on peut déja avoir une idée de ce qu’on appelle portrait de
phase du systeme (2.1), qu'on définit ci-dessous, en tragant des trajectoires
compatibles avec tous les renseignements donnés ci-dessus.
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2.2.5 Portrait de phase

Nous allons étudier la fagon dont les trajectoires du systeme (2.1) s’or-
ganisent dans le plan et notamment comment elles se comportent pres des
points ou z(t) et y(t) s’annulent simultanément, c¢’est-a dire pres des points
stationnaires.

Définition 2.11. On appelle portrait de phase d’un systeme différentiel I’en-
semble de ses trajectoires.

Dans la pratique, tracer le portrait de phase d’un systeme de dimension
deux, c’est tracer dans le plan (z,y), suffisamment de trajectoires pour que
I'on puisse les imaginer toutes.

Exemple 2.12. Considérons le systeme différentiel de R?
xr =y—x—2
: 2.3
{9705 23)
Les points stationnaires, les isoclines, le champ de vecteurs et les trajectoires

du systeme (2.8) sont illustrés sur le portrait de phase représenté sur la figure
2.1.

FIGURE 2.1 — Portrait de phase du systeme (2.3).

On peut voir qu’on peut deviner le comportement de certaines trajectoires
du systeme (2.3), mais pas forcément celui de toutes les trajectoires : en
se basant sur le sens du champ de vecteurs, on peut attribuer a certaines
conditions initiales sur le plan, plusieurs comportements de trajectoires.
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Nous allons d’abord étudier les portraits de phases des systemes différentiels
linéaires homogenes a coefficients constants dans le plan, et ensuite celui des
systemes différentiels non linéaires.

2.3 Systemes linéaires homogenes

2.3.1 Position du probleme

Considérons le systeme différentiel linéaire homogene du plan
X = AX (2.4)

ou A est une matrice carré d’ordre deux, a coefficients constants dans R.

Si l'on pose A = ( CCL Z ), I'équation (2.4) s’écrit
r =ar+ by
{ y =cr+dy (2.5)

On sait que la forme des solutions du systeme (2.5) dépend du type des
valeurs propres de la matrice A.

Chaque solution (¢, x(t),y(t)) de (2.5) est I’équation paramétrée d’une
courbe du plan (x,y). Cette courbe est la trajectoire de la solution (¢, z(t), y(t)).

Le point (0, 0) est toujours un point stationnaire des systemes différentiels
linéaires homogene du plan. C’est la trajectoire de la solution nulle (z(t) =
0,y(t) = 0). Si la matrice A est inversible (c’est a dire si zéro n’est pas une
valeur propre de A), c’est méme le seul point stationnaire de (2.5). Les autres
trajectoires sont des courbes qui ne passent pas par 1’origine.

Nous allons étudier, selon une classification due a Henri Poincaré, le type
des portraits de phase du systeme linéaire (2.5) en fonction du type des
valeurs propres de la matrice A correspondantes.

2.3.2 La matrice A admet deux valeurs propres réelles
Nous nous intéressons dans cette partie aux trajectoires du systeme différentiel

du plan (2.5), ou la matrice A admet deux valeurs propres réelles A et .

Les valeurs propres de A sont positives

On suppose que 0 < A < p.
Les vecteurs propres U et V relatifs respectivement a A et p forment une

17



base de R2.
La solution générale du systeme (2.5) s’écrit,

X(t) = Cexp(A)U + D exp(ut)V

ou X(t) = (z(t),y(t)) et C et D sont des constantes réelles. Il s’agit alors
d’étudier ces courbes paramétrées selon les valeurs de C' et D. L’étude se fait
facilement en raisonnant dans la base (U, V). En effet :

-Si C' = D =0, la trajectoire du systeme (2.5) se réduit au point (0,0).

-SiD=0etC # 0, les trajectoires du systeme (2.5) sont les demi-
droites issues de l'origne, de direction U si C' > 0, et de direction —U si
C < 0. Lorsque t parcourt R de —oo a 400, ces trajectoires sont parcourues
de l'origine vers l'infini.

-SiC =0et D # 0, les trajectoires du systeme (2.5) sont les demi-droites
issues de l'origine, de direction V' si D > 0, et de direction —V si D < 0.
Lorsque t va de —o0 a 400, ces trajectoires sont parcourues de l'origine vers
I'infini.

-SiC #0et D#0, les trajectoires du systeme (2.5) partent de 1'origine
(pour t tendant vers —oo) tangentiellement & U ou —U, et admettent une
branche infinie parabolique de direction V' ou —V' (pour ¢ tendant vers +00).

Selon les signes de C' et D, la trajectoire de (2.5) reste dans un des quarts
du plan déterminé par les droites de directions U et V.

On dit dans ce cas que 'origine est un noeud répulsif ou un noeud instable
(répulsif car les trajectoires sont parcourues depuis I'origine) (voir figure 2.2).

Exemple 2.13. Soit le systeme
r =2x+y
: 1 (2.6)
y =3Y

L’origine est un point singulier du systeme (2.6). Les valeurs propres de la
matrice associée 4 (2.6) sont 2 et (1/2). L origine est donc un noeud répulsif

(figure 2.2).

Les valeurs propres de A sont négatives

On suppose que u < A < 0.
Les trajectoires du systeme (2.5) sont du méme type que précédemment, mais
leur sens de parcours est inversé : elles sont parcourues depuis 'infini (pour
t tendant vers —oo) vers l'origine (pour ¢ tendant vers +00).
On dit que l'origine est un noeud attractif ou un noeud stable (car les tra-
jectoires sont parcourues vers 'origine) (voir figure 2.3).
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FIGURE 2.2 — Portrait de phase du systeme (2.6).

Exemple 2.14. Considérons le systeme
| 4
(5o o
Yy =-vy

Les wvaleurs propres de la matrice associée au systeme (2.7) sont (—1) et
(—=1/3). L’origine est donc un noeud attractif (figure 2.3).

FIGURE 2.3 — Portrait de phase du systeme (2.7).
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Les valeurs propres de A sont de signes opposés

On suppose que A < 0 < p.

Notons U et V' les vecteurs propres associés aux valeurs propres A et p
respectivement.

La solution générale du systeme (2.4) s’écrit

X(t) = Cexp(A)U + D exp(ut)V

ou X(t) = (x(t),y(t)) et C et D sont des constantes réelles. Dans la base
(U, V), les trajectoires du systeme (2.4) s’écrivent

u(t) = C'exp(At) et v(t) = D exp(ut)

Il s’agit d’étudier ces courbes paramétrées selon les valeurs de C' et de D :
-Si C = D =0, la trajectoire du systeme (2.4) se réduit a 'origine.

-Si D =0et C #0, la trajectoire de (2.4) est la demi-droite dirigée vers
I’origine, de direction U si C' > 0, et —U si C' < 0 : lorsque t va de —oo & +00,
les trajectoires du systeme (2.4) sont parcourues de U'infini vers l'origine.

-SiC =0et D #0, la trajectoire du systeme (2.4) est la demi-droite
issue de l'origine, de direction V' si D > 0, et —V si D < 0. Lorsque ¢ va de
—00 a +00, cette trajectoire est parcourue de 'origine vers l'infini.

-SiC #0et D # 0, les trajectoires du systeme (2.4) correspondantes
partent pour ¢t tendant vers —oo, asymptotiquement a la droite passant par
l'origine de direction U, et finit (pour ¢ tendant vers +00) asymptotique a la
droite passant par l'origine de direction V. Selon les signes de C' et de D, la
trajectoire du systeme (2.4) reste dans un des quarts du plan déterminés par
les droites de directions U et V.

On dit dans ce cas que l'origine est un col ou un point selle (figure 2.4).
Exemple 2.15. Considérons le systeme
i ! +4
T =—=
{ i (2.8)
Yy =y

Les valeurs propres de la matrice associée au systeme (2.8) sont (1) et (—1/3).
L’origine est donc un col (figure 2.4).
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FIGURE 2.4 — Portrait de phase du systeme (2.8).

La valeur propre de A est double

Supposons que la matrice A possede une valeur propre double A. Une
étude élémentaire des applications linéaires du plan fait que deux cas seule-
ment sont possibles :

- ou bien la matrice A est diagonale, donc s’écrit sous la forme A/, ou [
est la matrice unité.

- ou bien la matrice A n’est pas diagonalisable. Dans ce cas il n’existe
qu’une seule direction de vecteurs propres. Si on prend U le vecteur propre as-
socié a la valeur propre A, on peut choisir un deuxieme vecteur V' linéairement
indépendant de U, tel que dans la nouvelle base (U, V) le systeme (2.5) s’écrit

{u =lu+v

b= . (2.9)

Examinons les solutions et le portrait de phase du systeme (2.5) dans chaque
situation :

- Si A = A, le systeme (2.5) s’écrit

T = A\r
{ i — g (2.10)

Les solutions de (2.10) sont de la forme
T = ceM
{ ) — de (2.11)

ouc, deR.
Le rapport de x sur y est constant, ainsi que le signe de x et de y. Il en
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résulte que chaque trajectoire est contenue dans une demi-droite passant par
I'origine.

On voit facilement que, sauf si ¢ = d = 0, les trajectoires du systéeme (2.10)
parcourent entierement ces demi-droites, depuis 'origine vers l'infini si A est
positive, et dans le sens inverse si A est négative (en prenant en consdération
I'unicité de la solution et que 'origine est elle-méme une solution de (2.10)).

- Si A n’est pas diagonalisable, les solutions du systeme (2.9) sécrivent

u = (cit +dp)eM
{ v = d;e (2.12)
ou C1, d1 e R.

Supposons par exemple que A > 0 (le cas A < 0 se traite de la méme maniere).
Les trajectoires du systeme (2.9) se comportent comme suit :

- Si ¢ =dy =0, la trajectoire de (2.9) est réduite au point stationnaire,
I'origine.

-Sicp =0et dy #0, la trajectoire du systeme (2.9) est une demi-droite
colinéaire a (ou).

- Si ¢ # 0, la trajectoire du systeme (2.9) part de 'origine tangentielle-
ment & (ou) pour ¢ tendant vers —oo, pour finir en une branche parabolique,
de direction asymptotique parallele & (ou), mais opposée a la direction de
départ.

L’origine est donc un noeud répulsif.
Dans le cas ou A < 0, 'origine est un nceud attractif.

Exemple 2.16. On peut considérer le systeme

: 1

r =-x+vy

O (2.13)
Y :gy

dont le portrait de phases est représenté sur la figure 2.5.

2.3.3 La matrice A admet deux valeurs propres com-
plexes

La partie réelle des deux valeurs propres de A est non nulle

Il s’agit ici d’étudier les trajectoires du systeme (2.5), ou la matrice as-
sociée A admet deux valeurs propres complexes conjuguées A\ = « + i3 et

22



FIGURE 2.5 — Portrait de phase du systeme (2.13).

= a —if. Alors le systeme (2.5) peut se mettre sous la forme

r =ar— Py
{ = Br+ay (2.14)

La solution générale du systeme (2.14) s’écrit

x(t) = e*(C cos ft — D sin ft)
y(t) = e*(C'sin St + D cos f5t)

ou C et D sont des constantes réelles.

(2.15)

- Si a > 0, les trajectoires du systeme (2.14) partent de l'origine pour ¢
tendant vers —oo, puis spiralent et tendent en module vers l'infini quand ¢
tend vers +o0.

- Si a < 0, les trajectoires tendent vers l'origine pour ¢ tendant vers +oo
en spiralant.

On en déduit que les trajectoires du systeme (2.14) sont des spirales.
On dit que lorigine est un foyer répulsif ou wun foyer instable si o > 0
et un foyer attractif ou un foyer stable si o < 0 (figure 2.6).

Exemple 2.17. Les valeurs propres de la matrice associée au systéme

{ To=—r—2y (2.16)
y =r—y

sont (—141iv/2) et (=1 —iv/2). L origine est donc un foyer attractif pour le
systéme (2.16) (figure 2.6).

23



FIGURE 2.6 — Portrait de phase du systeme (2.16).

Les deux valeurs propres de la matrice A sont imaginaires pures

On suppose dans cette partie que la matrice A admet deux valeurs propres
imaginaires pures +if3. Alors le systeme (2.5) peut se mettre sous la forme

v =—Py
: 217
{ y =pz (2.17)
Les solutions du systeme (2.17) s’écrivent
x(t) = ¢1 cos Bt — ¢y sin [t
y(t) = ¢y sin 5t + o cos Gt

ou c; et ¢y sont des constantes réelles dépendantes des conditions initiales.
Les solutions du systéme (2.17) sont des fonctions périodiques de R dans R?
de période 27 /S. On peut remarquer aussi que z(t)* + y(t)? = ¢ + 3.

Les trajectoires non nulles de (2.17) sont donc des courbes fermées : ce sont
les cercles centrés a 'origine, de rayons \/c? + c3.

On dit que origine est un centre pour le systeme (2.17) (figure 2.7 ).

Exemple 2.18. L’origine est un centre pour le systéme différentiel

{ T =y (2.18)

y ==

2.4 Classification des points stationnaires se-
lon la trace et le déterminant de la mtrice

A

Nous allons voir ici que la nature des points stationnaires (col, foyer, ...)
d’un systeme linéaire homogene a coefficients constants de dimension deux ne
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FIGURE 2.7 — Portrait de phase du systeme (2.18).

dépend que de la trace et du déterminant de la matrice associée a ce systeme.

On a étudié dans la section précédente la nature du point stationnaire
du systeme (2.5) suivant les valeurs propres de la matrice A associée. Les
conditions sur ces valeurs propres peuvent en fait s’exprimer en fonction de
la trace

tr(A) =a+d

et du déterminant
det(A) = ad — be.

Les valeurs propres A\; et Ay sont les racines du polynome caractéristique de
la matrice A

A2 —tr(A)X + det(A),

Notons

A = tr(A)? — 4det(A)
le discriminant de ce polynome.
La classification des points stationnaires de (2.5) s’exprime alors comme suit :
1) Si A > 0 (c’est a dire si les valeurs propres A\; et Ay sont réelles), alors :

- si det(A) > 0, Dorigine est un noeud, attractif si tr(A) < 0 et répulsif si
tr(A) > 0.

- si det(A) < 0, l'origine est un col.

2) Si A < 0 (c’est a dire que les valeurs propres A; et Ay sont complexes
conjuguées), alors :

- si tr(A) < 0, origine est un foyer attractif.
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-sitr(A) = 0 (c’est a dire que les valeurs propres A; et Ay sont imaginaires
pures), l'origine est un centre.

- si tr(A) > 0, 'origine est un foyer répulsif.

On peut visualiser les résultats ci-dessus dans le plan (tr(A),det(A)),
comme dans la figure 2.8, ou les axes et la parabole d’équation det(A) =
tr(A)?/4 donnée par A = 0 délimitent les régions correspondantes aux
différentes situations.

det(A)
g
g det(A) = 4(tr(A))’
Neeud © Neeud
table instable
Foyer Foyer
stable instable
tr(A)
Col Col

FIGURE 2.8 — Classification de Poincaré.

2.5 Linéarisation

Nous nous intéressons ici a l'allure des trajectoires d'un systeme auto-
nome de dimension deux non linéaire, au voisinage de I'un de ses points
stationnaires.

Nous verrons que 'on peut presque toujours approcher le systéme non
linéaire, au voisinage d’un de ses points stationnaires, par un systeme linéaire,
et constaterons a quel point les trajectoires de ces deux systemes se res-
semblent, lorsqu’on ne s’éloigne pas trop du point stationnaire.

Supposons que les fonctions f et g sont de classe C2. Soit P = (¢, y) un
point stationnaire du systeme (2.5).

On sait que le point P est une trajectoire en elle méme. Nous nous
intéressons plutot aux trajectoires du systeme (2.5) qui passent pres du point

P.
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Posons

) 0 0 0
a= 8—£(xo,yo), b= 8_5(%’%)’ ¢= 8_53(%"%) et d= a—i(ffo,yo)

Le développement limité des fonctions f et g a 'ordre un au voisinage de

P s’écrit
flzo+ h,yo + k) = ah + bk + Ry(h, k)
{ g(xo + h,yo + k) = ch + dk + Ra(h, k)

ou les fonctions R; et Ry sont de l'ordre de o(v/h? + k2).

Au voisinage de P, les termes R (h, k) et Rao(h, k) sont négligeables devant
les parties linéaires ah + bk et ch + dk, si ces parties linéaires ne sont pas
nulles.

Ainsi, le systéme (2.1) est approché au voisinage du point stationnaire P par
le systeme linéaire

(2.19)

{ h = ah + bk (220

k =ch+dk

Le point stationnaire P est ramené a l'origine par le changement de variables
h=x—xpet k=1y—1yp.

Le systeme (2.20) est de la forme H' = JH, ou H = (h, k) et

a b
=(0 )
est la matrice Jacobienne associée au systeme (2.1) au point P.

Le systeme (2.20) est dit le linéarisé du systeme (2.1) au voisinage du point
stationnaire P.

2.5.1 Principe de la linéarisation

On va voir dans la partie suivante que lorsque les valeurs propres de la

matrice Jacobienne d'un systeme différentiel en un point stationnaire P ne
sont ni nulles, ni imaginaires pures, les trajectoires de ce systeme au voisinage
de P se comportent comme les trajectoires de son linéarisé au voisinage de
’origine.
Ainsi, on va voir par exemple que si le linéarisé est un foyer attractif (valeurs
propres complexes de partie réelle négative), les trajectoires du systeme initial
au voisinage de P tendent vers A en spiralant. On dit encore que P est un
foyer attractif.
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On parlera de méme de col ou de nceud (attractif ou répulsif), méme pour
un systeme non linéaire, si le linéarisé correspondant présente a 1’origine un
col ou un neeud.

En revanche, si le linéarisé présente un centre a l'origine, ce qui se produit
quand les valeurs propres sont imaginaires pures, les trajectoires du systeme
non linéaire ne se comportent pas forcément comme celles du linéarisé. Par-
fois, des considérations de symétrie permettent de montrer qu’au voisinage
d’un tel point stationnaire, les trajectoires sont des courbes fermées qui en-
tourent ce point.

2.5.2 Théoréeme de Hartman-Grobman

Considérons le systeme différentiel autonome de R?
X = f(X) (2.21)

oll f est une fonction de classe C! sur R?. On suppose que X est un point
stationnaire de (2.21).
Considérons aussi le systeme différentiel autonome

X = AX (2.22)

ouA=Df (X). Sans perte de généralité, on suppose que le point stationnaire
X est a l'origine. On a donc A = D f(0).

Définition 2.19. ([5], [10]) Deux systémes différentiels autonomes sont dits
topologiquement équivalents dans un voisinage de l'origine (point singulier de
deuz systemes) s’il existe un homéomorphisme H d’un ouwvert U contenant
l'origine dans un ouvert V- contenant aussi [’origine, envoyant les trajectoires
du premier systeme issues de U dans celles du deuxiéme systeme dans V' en
préservant leurs orientation dans le temps (si une trajectoire est dirigée de
Xj vers Xy dans U, alors son image par H est dirigée de H(X;) vers H(X5)
dans V).

Si de plus, I’homéomorphisme H préserve la paramétrisation des trajectoires
par le temps, alors on dit que les deux systémes différentiels sont topologi-
quement conjugués.

Dans la pratique, deux champs de vecteurs sont topologiquement conjugués
si, lorsqu’on trace ces deux champs sur deux feuilles élastiques, alors on peut
tirer une feuille et la mettre sur la deuxieme, de sorte que les trajectoires
des deux systemes différentiels coincident en respectant la paramétrisation
de ces trajectoires par le temps.
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Exemple 2.20. Considérons les deuz systemes linéaires

X —=AX etY = BY

-1 -3 2 0
A_<_3 _1) etB—(O _4)
On a B= PAP7!, ou
1 1 -1
- n( )

Posons H(X) = PX. Il est facile de vérifier que Y = H(X) satisfait le
systemeY = BY. En effet, Y = H(X) = PX donne X = P7'Y. Il s’ensuit
que

tels que

Y = PX = PAX = PAP'Y = BY.

Ainsi, puisque X(t) = exp(At) X, est la solution de Uéquation X = AX
passant par Xo, alors

Y(t) = H(X(t)) = PX(t) = Pexp(At) Xy = exp(Bt)PX,

est la solution du systéme Y =BY passant par PXj.

L’application H(X) = PX est tout simplement la rotation d’un angle w/4,
qui est un homéomorphisme de R? dans R%. Les portraits de phases de ces
deuz systemes différentiels sont illustrés sur la figure 2.9.

L’application H enwvoie les trajectoires du systeme X = AX dans celles du
systeme Y =BY en préservant ’orientation des trajectoires.

Avant d’énoncer le théoréme important de cette partie (théoreme de
Hartman-Grobman), on donne la définition du flot :

Définition 2.21. Soit Xy € E et soit o(t,Xy) la solution de l’équation
différentielle (2.21) issue de la condition initiale Xy, définie dans lintervalle
mazximal 1(Xy). Alors, pourt € I1(Xy), l’ensemble des applications p; définies
par

wi(zo) = @(t, o)
est appelé flot de I’équation différentielle (2.21), ou le flot définie par I’équation
différentielle (2.21).

Théoréme 2.22. [10] (Théoréme de Hartman-Grobman) Soit ¢, le flot du
systéme différentiel non linéaire (2.21). Supposons que f(0) = 0 et que la
matrice A n’a aucune valeur propre de partie réelle nulle. Alors il existe un
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FIGURE 2.9 — Portrait de phase des systemes : i) X = AX, i) Y = BY.

homéomorphisme H d’un ouvert U dans un ouvertV, ou U etV contiennent
tous les deux lorigine et un intervalle ouvert Iy de R contenant zéro tel que
pour tout Xy de U et t de Iy,

H o ¢ (Xo) = exp(At)H (Xo)
(exp(At) est la solution du systeme (2.22)).

Le théoreme ci-dessus assure qu’au voisinage de 'origine, lorsque celle-ci
est une singularité hyperbolique de (2.21), les deux systemes (2.21) et (2.22)
sont topologiquement conjugués.

Exemple 2.23. Considérons le systeme

{ v=vy (2.23)
y =—y—sinx

Le systéme (2.23) modélise le comportement du mouvement d’un pendule.
Les points stationnaires sont les points P, = (nm,0), ot n est un entier.

La matrice Jacobienne associée au systeme (2.23) au point A, est

=y )

- Si n est pair, les valeurs propres de J, sont complexes de partie réelle
négative ; les points stationnaires P, sont des foyers attractifs.

- Sin est impair, les valeurs propres de J, sont réelles de signes contraires ;
les points stationnaires P, sont des cols.
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Lorsque le linéarisé du systéme (2.21) présente un centre, le comportement
des trajectoires de (2.21) au voisinage du point stationnaire ne ressemble pas
toujours a celui du systeme linéarisé associé, comme le montre I'exemple
suivant :

Exemple 2.24. On considére le systeme différentiel
P =y (et 4 )
: 2.24
{yzaf—y(x2+y2) 224)

L’origine est un point stationnaire du systeme (2.24) et le systéme linéarisé
associé présente un centre a ce point.
Le passage auz coordonnées polaires (r,0) transforme le systeme (2.24) en

{ g :rs (2.25)

Les solutions du systeme (2.24) sont des spirales convergeant vers (0, 0)
quand t — 4o00. L’origine est donc un foyer stable pour le systeme non
linéaire (2.24).
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Chapitre

Cycles limites et théoreme de
Poincaré-Bendixson

3.1 Cycles limites

Un des comportements possibles pour une trajectoire d’'un systeme différentiel
est de tendre vers une orbite fermée : dans le cas d’un systeme planaire, cela
signifie que les trajectoires tendent vers ce que 1'on appelle un cycle limite.

Définition 3.1. un cycle limite est une trajectoire fermée isolée de toute
autre orbite fermée.

D’apres la définition ci-dessus, on peut apercevoir que les centres ne sont
pas des cycles limites.

Définition 3.2. Un cycle limite est dit attractif ou stable s’il existe un voisi-
nage de ce cycle tel que toutes les trajectoires issues de ce voisinage tendent
vers ce cycle, lorsque t tend vers +o0.

Définition 3.3. Un cycle limite est dit répulsif ou instable s’il existe un
voisinage de ce cycle tel que toutes les trajectoires issues de ce voisinage
s’€loignent de ce cycle, lorsque t tend vers +00.

Définition 3.4. Un cycle limite est dit semi-stable s’il existe un voisinage
de ce cycle tel que toutes les trajectoires issues de ce voisinage tendent vers
ce cycle d’un coté de ce dernier et s’en éloignent de l’autre coté, lorsque t
tend vers 400

Remarque 3.5. Les cycles limites sont des séparatrices : ils séparent des
régions ou les trajectoires ont des comportements différents.
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Une des difficultés rencontrées est de montrer 'existence de ces cycles
limites dans les systemes différentiels, car nous ne disposons pas de beaucoup
d’outils. On verra ici deux de ces outils.

3.1.1 Le passage en coordonnées polaires

Considérons le systeme différentiel suivant :

T =y+ar(l—a®—1y?
{ y =-z+ay(l—2*—y? 31)

oua € R.
Le passage pour le systeme (3.1), des coordonnées cartésiennes (z,y), aux
coordonnées polaires (r,6) donne :

{2

L’étude du systeme (3.1) montre que le cercle de rayon r = 1 (correspondant
ar = 0) est un cycle du systeme (3.1). L’étude de la stabilité de ce cycle
révelera s’il s’agit d’un cycle limite ou pas. Cette stabilité dépend du signe
de a. En effet :

-Sia>0,onar >0pour0<r <letr <O0pourr > 1. Le cercle
de rayon r = 1 est donc dans ce cas, un cycle limite stable; on peut le voir
clairement sur le portrait de phase représenté sur la figure 3.1.

\l

FIGURE 3.1 — Portrait de phase du systeme (3.1), lorsque a > 0.
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-Sia<0,onar <Opour0<r<1letr >0pourr > 1.Ilsagit bien,
dans ce cas, d’un cycle limite instable pour le cercle de rayon » = 1, comme
le montre la figure 3.2.

-2

FIGURE 3.2 — Portrait de phase du systeme (3.1), lorsque a < 0.

3.1.2 Théoreme de Poincaré-Bendixson

On considere un systeme dynamique autonome

z = f(x) (3.2)

ot z(t) €  C R? et f : Q — R? est une fonction continue et localement
lipschitzienne dans ).

On considére une solution x dont la demi-orbite positive O = {z(t); t > 0}
est contenue dans un ensemble compact K.
Pour énoncer le théoreme de Poincaré-Bendixson, on a besoin des définitions
suivantes :

Définition 3.6. Un point z est dit point omega-limite de OV s’il existe une
suite (t,), tendant vers +oo telle que x(t,) tend vers z.

Définition 3.7. Soit ¢, le flot du systeme (3.2), définie pour tout t dans R.
Un ensemble E de § est dit positivement invariant par (3.2) si

gbt(E) - Ev\V/t > 07
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Il est dit négativement invariant par (3.2) si
¢(E) C E,VE<0

et il est dit invariant s’il est positivement invariant et négativement invariant
par (3.2). C’est-a-dire
o(F) C BVt € R.

Comme OV est contenue dans un compact K, celle-ci admet forcément
des points omega-limites. En effet : Toute suite (x(¢,)), de K est bornée, donc
admet une valeur d’adhérence z. Par définition d'une valeur d’adhérence, z
est une limite d’une sous suite de (z(t,,))n.

Notons w 'ensemble de tous les points omega-limites de OF.
L’ensemble w est un fermé contenu dans le compact K ; donc, c’est aussi un
compact.

Il existe plusieurs versions du théoreme de Poincaré-Bendixson, dont voici
une :

Théoreme 3.8. 5i l'ensemble w ne contient aucun point stationnaire, alors
w est un cycle.

Pour voir ce qui se passe dans le cas ol w contient un point stationnaire
du systeme (3.2), on peut considérer le cas le plus simple ou w = {zo} tel
que zo est un point stationnaire de (3.2). Si z(¢) ne tend pas vers xy quand ¢
tend vers +oo0, il existerai un € > 0 tel que |z(t) — xo| > € pour un temps t
suffisamment grand. Comme K est compact, il existerai forcément un autre
point omega-limite dans 'ensemble {z € K : |z—zq| > €}, ce qui est absurde
puisqu’on a supposé que w est réduit au point xg.

On donne une démonstration du théoreme de Poincaré-Bendixson en plu-
sieurs étapes sous formes de plusieurs lemmes. On aura besoin d’abord de la
définition suivante :

Définition 3.9. Un segment de droite L C ) est dit transverse si le champ
de vecteurs (3.2) en tout point de L n’est pas colinéaire a L.

Remarque 3.10. Comme conséquence de la continuité des solutions du
systeme (3.2) par rapport aux conditions initiales, le champ de vecteurs (3.2)
sur le segment transverse L se dirige vers un seul coté de L.

Lemme 3.11. Si une orbite O de (3.2) rencontre un segment transverse L
en au moins deux points différents, alors l'orbite O n’est pas fermée. De plus,
st O rencontre L plusieurs fois, alors les points de croisement sont ordonnés
sur L dans le méme ordre que sur [’orbite O.
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Preuve

Si Porbite O croise le segment transverse L en deux points A et B respecti-
vement (voir figure 3.3), elle ne pourra plus repasser par A. Ceci signifie que
O n’est pas fermée. La trajectoire O ne peut pas non plus couper le segment
L en un point situé entre A et B, pour ne pas contredire le sens du champ
de vecteurs (3.2) sur L.

FIGURE 3.3 — Croisement d'une orbite de (3.2) avec un segment transverse

L.

Lemme 3.12. Soit z un point d’une orbite O du systéeme (3.2). Le point z
est omega-limte de O si et seulement si O est fermée.

Preuve

La condition nécessaire est évidente. Pour montrer que la condition est suffi-
sante, on suppose qu'un point A de 'orbite O est un point omega-limite de
0.

Si A est un point stationnaire de (3.2), on est dans un cas spécial d'une orbite
fermée.

Dans le cas contraire, c’est a dire lorsque A n’est pas un point stationnaire
de (3.2), on consideére un segment transverse L passant par A. Comme A est
un point omega-limite, alors apres un certain temps, 'orbite O recroise L en
un point B suffisamment proche de A.

Si l'orbite O n’est pas fermée, alors A # B. L’orbite O ne pourra plus re-
croiser L en un point compris entre A et B (voir la figure 3.3) ; ainsi, 'orbite
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O s’éloigne de plus en plus du point A. Ceci contredit le fait que A est un
point omega-limite de O.

Lemme 3.13. Si p est un point omega-limite d’une trajectoire O de (3.2),
alors tous les autres points de la trajectoire ¢(.,p) de (3.2) passant par le
point p sont aussi des points omega-limite de O.

Preuve

Soit p un point omega-limite de l'orbite O ou O est la trajectoire ¢(., zg) de
(3.2) issue du point zg de €.

Soit ¢ un point de la trajectoire ¢(.,p) de (3.2) passant par le point p. c’est-
a~dire, ¢ = ¢(t1, p) pour un certain temps t; € R (figure 3.4).

Il existe une suite (¢, ), tendant vers oo telle que ¢(t,, zo) tend vers p. Ainsi,
puisque

P(tn +t1,70) = ¢(t1, ¢(tn, To))

et comme ¢ est une fonction continue, on aura

lim  ¢(t, +t1,x0) = ¢(t1,p) = ¢

tn+t1—+o00

Par conséquent, ¢ est un point omega-limite de ¢(., zy).

L

FIGURE 3.4 — Les points omega-limites de 'orbite O.

Le lemme suivant est une conséquence évidente du lemme 3.13.

Lemme 3.14. L’ensemble omega des points omega-limites de ['orbite O
est invariant par le systeme (3.2).
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Preuve du théoreme 3.8
Soient o un point de w qui n’est pas un point stationnaire de O* (on rappelle
que w est 'ensemble des points omega-limites de OV).

- Si o appartient & O, alors d’apres le résultat ci-dessus, on déduit que
O™ est fermée et par conséquent, OF est égale a w.

- Si xp n’appartient pas & OT, alors O n’est pas fermée, d’apres le lemme

3.12. Cependant, l'orbite O’ passant par zy est fermée. En effet, soit z un
point omega-limite de 'orbite O’ et considérons le segment transverse L pas-
sant par z.
Le point z existe car d’apres le lemme 3.13, comme O’ passe par g qui est
un point omega-limite de O, alors tous les points de O sont des points
omega-limites de OF. Donc O’ est une partie de ’ensemble w. Ainsi, I'orbite
O’ est inclue dans le compact K, puisque ’ensemble w 'est aussi.

Si lorbite O n’est pas fermée, elle passe forcément suffisamment proche de
z et croise L une infinité de fois en des points de plus en plus proches de z.
En particulier, @' croise L en au moins deux points : en un point A puis en
un deuxieme point B.

Le point B est un point omega-limite de OF, d’apres le lemme 3.13. Ceci si-
gnifie que O7 croise L en des points suffisamment proches de B, en s’éloignant
donc de A. Ceci contredit le fait que A est aussi un point omega-limite de
ot.

Comme la solution = s’approche de plus en plus de w, en coupant le segment
transverse L (passant par o) en une suite de points tendant vers xy et comme
les solutions de (3.2) sont continues par rapport aux conditions initiales, il
s’ensuit que l'orbite fermée O coincide avec w.

3.2 Exercices

Exercice 3.1. En utilisant le théoréme de Poincaré-Bendixson, montrer
qu'un cycle limite d’un systéme différentiel autonome de classe C* sur R?,
entoure forcément un point singulier.

Exercice 3.2. Soit le systeme

N 2
g:— Tr+ay+ 7y (3.3)
y =b—ay—a’y

avec b > a > 0.
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1). Considérons le trapéze dont les sommets sont (0,0), (O, g), (b, 3), (o, )
et (k,0) tels que :

(cr, B) est le point d’intersection de la droite de pente —1 passant par (b, 3)
avec la courbe y = 5.

(k,0) est le point d’intersection de la droite verticale passant par le point
(v, B) avec Uaze des x.

Montrer que ce trapéeze délimite une région positivement invariante.

2). En déduire 'existence d’une solution périodique dans le cas ou le point

singulier du systéme (3.3) est un noeud instable.

Exercice 3.3. On consideére le systeme différentiel

T =y+ i:p(l —2r?%)
{ y =—x+ %y(l — 27’2) (3.4)

ot r?* = 2% + y*.

1). Déterminer les points singuliers du systeme (3.4).

2). Réécrire le systeme (3.4) en coordonnées polaires.

3). Déterminer le signe de v quand r & [?, 1] .

4). En déduire que M = {(r, 0); ? <r< 1} est positivement invariant.

5). Que peut-on dire sur ’existence d’une solution périodique pour le systéme
(3.4) ¢

Exercice 3.4. Considérons le systéme différentiel suivant :

{ v =y~ F) (3.5)

y =-—x

ot F': R — R est une fonction impaire de classe C* dont le graphe est illustré
sur la figure 3.5.
1). Quelle est la nature des points singuliers de (3.5) ¢

2). Soit R(z,y) = 3(2* + y*). Calculer R et déterminer son signe quand
lz] < a.

Que signifie ce résultat ¢

3). Montrer que si (z (t),y (t)) est une soltion de (3.5), alors (—z (t), —y (t))
est aussi une solution de (3.5).

4). Supposons qu’une orbite de (3.5) issue d’un point A = (0,y1) avecy; > 0,
coupe la droite (y =0) en un point B = (z,0) tel que T > [, puis recoupe la
droite (x = 0) en un point C = (0,y2) tel que yo < 0 et |y2| < y1. Montrer
que le systéme (3.5) admet une orbite fermée.
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FIGURE 3.5 — Graphe de F'.

Exercice 3.5. Soit le systeme

x—y—x +x (3.6)
y =—x—y"+y

1). Montrer que la région délimitée par les deux cercles C1((0,0),71) et
C2((0,0),79) ot ry <1 et ry > 2 est positivement invariante pour le systéme

(3.6).

2). Peut-on en déduire l’existence de solutions périodiques dans le systéme

(3.6) 7

Exercice 3.6. Soit le systeme différentiel suivant :

r =y
y =—z+y(l—a*—2y%)

1
1). Notons r* = 3 (22 +y?). Qu’en est-il de la monotonie de r d lextérieur
1
de la région {(:p y) € R?; Z <2*+yP< 1} ?

2). Que peut-on en déduire ?
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Exercice 3.7. Soit le systeme

{47:ﬁ_y_1 (3.7)

y =ylr—2)

1). Tracer lallure du portrait de phase du systéme (3.7).

2). Les droites joingnant les points singuliers du systeme (3.7) sont-elles des
solutions de (3.7)?

En déduire si (3.7) posséde une orbite fermée.
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Chapitre

Bifurcations dans R?

4.1 Introduction

Les systemes différentiels de R? dépendants de parametres peuvent avoir
différents comportements asymptotiques (tendre vers un point stationnaire,
tendre vers un cycle limite, ...) en fonction des valeurs de leurs parametres.
Il existe un outil puissant permettant d’analyser qualitativement le compor-
tement du systeme différentiel en fonction des valeurs de ses parametres; il
s’agit de I'analyse de bifurcation. Il peut exister certaines valeurs des pa-
rametres pour lesquelles le comportement du systeme différentiel passe d’un
état qualitatif & un autre (par exemple tendre vers un point stationnaire pour
une valeur du parametre puis tendre vers un cycle limite pour une autre va-
leur). L’analyse de bifurcation a pour objectif de localiser ces éventuelles
valeurs particulieres des parametres.

Définition 4.1. Le changement qualitatif du comportement des solutions
d’un systeme différentiel est dit bifurcation. La valeur du paramétre associée
est appelée valeur de bifurcation.

Remarque 4.2. Sur un intervalle de valeurs d’un parametre qui contient
une valeur de bifurcation, le systéme différentiel est donc structurellement
instable.

Définition 4.3. Une bifurcation est dite locale si elle ne concerne que le com-
portement des trajectoires au voisinage des singularités. FElle est dite globale
si elle concerne le comportement globale des trajectoires.
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4.2 Bifurcations dans R? & un parameétre

Nous allons étudier dans ce chapitre des systemes différentiels de R?
dépendant d’un parametre réel c,

r = f(z,y,c)
{ y =g(z,y,c) (4.1)

oll f et g sont des fonctions de R? & valeurs dans R dépendant du parametre
¢, de classe C!.

Plusieurs types de bifurcations peuvent se produire dans le systeme (4.1). On
étudie ici certaines d’entre elles.

4.2.1 Bifurcation noeud-col

Soit, le systeme différentiel suivant :

{:t =22+c

Dl (4.2)

On distingue trois cas :

1) Cas ot ¢ < 0 : le systeme (4.2) admet deux points stationnaires
(—v/—¢,0) et (/—c,0) qui sont respectivement, un nceud stable et un col.

Les isoclines verticales sont les deux droites # = £+/—c et l'isocline ho-
rizontale est la droite y = 0. Voir la figure 4.1 pour le portrait de phase du
systeme (4.2).

2) Cas ot ¢ = 0 : le systeme (4.2) admet l'origine comme unique point
stationnaire. Il s’agit d’un point non-hyperbolique (une des deux valeurs
propres de la matrice Jacobienne en (0,0) associée a (4.2) est nulle). Le
systeme (4.2) est résoluble et le portrait de phase correspondant est illustré
sur la figure 4.1.

Le portrait de phase du systeme (4.2) apparait pour ¢ = 0, comme étant
un neeud stable dans le demi-plan des x < 0 et d’un point selle dans 'autre
demi-plan.

3) Cas ot ¢ > 0 : le systeme (4.2) n'admet aucun point stationnaire.
La variable x est toujours croissante. La variable y est croissante dans le
demi-plan inférieur et décroissante dans le demi-plan supérieur. La figure 4.1
illustre le portrait de phase du systéme (4.2) correspondant.

Sur la figure 4.1, la stabilité est représentée en trait continu et l'instabilité
en pointillés.
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1 i il
FIGURE 4.1 — Portrait de phase du systeme (4.2) pour i). ¢ < 0, 7). ¢ = 0,
iii). ¢ > 0.

Une bifurcation se produit donc dans le systeme (4.2) en ¢ = 0.
Cette bifurcation est dite bifurcation neud-col et correspond a ’apparition
simultanée de deux points stationnaires : 'un instable (un col) et l'autre
stable (un neceud).
D’une maniere générale, cette bifurcation se produit lorsqu’une isocline ver-
ticale et une autre horizontale initialement disjointes, deviennent tangentes a
la bifurcation et se croisent ensuite en deux points stationnaires (figure 4.2).

FIGURE 4.2 — Diagramme de la bifurcation nceud-col.

4.2.2 Bifurcation fourche

Considérons le systeme différentiel suivant :
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{  =a(e—a) (4.3)

Yy =-y
On distingue trois cas selon le signe du parametre c :

1) Cas ot ¢ < 0 : dans ce cas, le systeme (4.3) admet trois points station-

naires qui sont lorigine, le point (—/—c,0) et le point (v/—c,0). L’origine
est un col. Les deux autres points stationnaires sont des noeuds stables.
Les isoclines verticales correspondent aux trois droites x = 0 et x = +c. L’iso-
cline horizontale est la droite y = 0. Le portrait de phase est représenté sur
la figure 4.3. Celui-ci montre un col a I'origine entouré de deux nceuds stables
et symétriques autour de 'origine et qui s’en éloignent lorsque ¢ augmente.

2) Cas ot ¢ = 0 : dans ce cas, le systeme (4.3) admet l'origine comme
unique point stationnaire qui est non-hyperbolique car une des deux valeurs
propres de la matrice Jacobienne associée au linéarisé du systeme (4.3) en
ce point est nulle. La résolution du systeme (4.3) quand ¢ = 0 aboutit au
portrait de phase tracé sur la figure 4.3.

On peut aussi considérer la fonction

Vz,y) = 2> + 12 (4.4)
On a _
Vo= =20z +9?), (4.5)
est strictement négative sur la partie du plan
{(z,y) eR*; 2 £0, y # 0}, (4.6)

La fonction V' est de Lyapounov. On déduit grace aux propriétés de cette
fonction que l'origine est asymptotiquement stable.

3) Cas ot ¢ > 0 : dans ce cas, le systeme (4.3) admet l'origine comme
unique point stationnaire et qui est un nceud stable (figure 4.3).

Le systeme (4.3) passe de trois points stationnaires a un seul. Pour ¢ < 0,
le systeme (4.3) possede un col entouré de deux nceuds stables. Pour ¢ > 0, le
systeme (4.3) n’admet qu’un seul point stationnaire a I'origine. Le diagramme
de bifurcation est présenté sur la figure 4.4.

On parle d'une bifurcation fourche super-critique en la valeur de bifurcation
c=0.

Pour la bifurcation fourche sous-critique, on peut considérer le systeme

T =x(—c+z?)
(r=rt wr

dont le diagramme de bifurcation est représenté sur la figure 4.5.
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FIGURE 4.3 — Portrait de phase du systéme (4.3) pour i). ¢ < 0, 7). ¢ = 0,

FIGURE 4.4 — Diagramme de la bifurcation fourche super-critique.

4.2.3 Bifurcation de Poincaré- Andronov-Hopf
Cas linéaire

Considérons le systeme différentiel linéaire de R?

r =cxr+y
) 4.
{y:—:c+cy. (4.8)

On distingue les trois cas suivants :

1) ¢ < 0 : lorigine, unique point stationnaire du systéme (4.8), est un
foyer stable.

2) ¢ =0 : lorigine est un centre pour le systeme (4.8).

3) ¢ > 0 : lorigine est un foyer instable (figure 4.6).
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FIGURE 4.6 — Portrait de phase du systeme (4.8) pour i). ¢ < 0, 7). ¢ = 0,
iii). ¢ > 0.

L’unique point stationnaire de (4.8) change de nature; le systeme (4.8)
admet un foyer stable pour ¢ < 0 qui devient un foyer instable pour ¢ > 0. A
la bifurcation en ¢ = 0, I'origine correspond a un centre. Cette bifurcation est
dite verticale. Le diagramme de cette bifurcation est représenté sur la figure

4.7.

Cas non linéiare

I. Bifurcation super-critique
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FIGURE 4.7 — Diagramme de la bifurcation verticale.

Considérons le systeme dynamique non linéaire suivant :

{i:c:p+y—x(x2+y2) (4.9)

y =—x+cy—y(@®+y?).

Le systeme (4.9) admet un unique point stationnaire a l'origine. Il est écrit
sous forme d’une somme de deux termes : une partie linéaire qui est identique
au systeme linéaire de la bifurcation verticale précédent, et une partie non
linéaire.

Les valeurs propres de la matrice associée au linéarisé du systeme (4.9) au
point (0,0) sont complexes. La partie réelle des valeurs propres est égale a
c. Lorsque le parametre ¢ change de signe, 1'origine passe d’un foyer stable a
un foyer instable. Le systéme linéarisé de (4.9) prévoit un centre en ¢ = 0,
mais on va voir que ce n’est pas le cas pour le systeme (4.9). Pour cela, on
passe dans le systeme (4.9) aux coordonnées polaires (7, 6) : le systeme (4.9)

devient _ ( 2
r =r(c—r
: 4.10
La seconde équation du systeme (4.10) admet la solution
0(t) = —t + 6y, (4.11)

ou 6y est la valeur de 'angle 6 a l'instant ¢ = 0. Les trajectoires tournent
autour de l'origine.

La premiere équation du systeme (4.10) gouverne la variation de la distance
a origine.

Le nombre de points stationnaires de la premiere équation de (4.10) varie
selon le signe du parametre c¢. On distingue alors les cas suivants :
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1) ¢ < 0 : la premiere équation du systeme (4.10) admet un seul point
stationnaire r = 0 correspondant & l'origine dans le plan cartésien (figure

4.8).

2) ¢ > 0 : la premiere équation du systeme (4.10) admet deux points
stationnaires r = 0 et r = y/c. Le premier point est instable et le second est
stable (déja expliqué au chapitre précédent).

Le cercle de centre 'origine et de rayon ¢ est une trajectoire fermée isolée
parcourue a la vitesse angulaire 6 =—1.1 s’agit d’un cycle limite asympto-
tiquement stable (figure 4.8).

- e
¢ o
e

1 1

N

FIGURE 4.8 — Portrait de phase du systeme (4.10) pour 7). ¢ <0, ). ¢ > 0.

Lorsque ¢ < 0, lorigine est un foyer stable. Elle devient pour ¢ > 0 un
foyer instable entouré d’un cycle limite stable dont 'amplitude augmente avec
la racine carrée du parametre de bifurcation c. Il s’agit d’une bifurcation de
Hopf, dite super-critique dans ce cas (naissance d'un cycle limite a la valeur
de la bifurcation).

Pour tracer le diagramme de bifurcation, on utilise la méme notation pour
les cycles limites que pour les points stationnaires : la stabilité en trait plein
et I'instabilité en pointillés (figure 4.9).

II. Bifurcation sous-critique

Pour la bifurcation de Hopf sous-critique (disparition d'un cycle limite a
la valeur de la bifurcation), on peut considérer le systeme différentiel non
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FIGURE 4.9 — Diagramme de la bifurcation de Hopf super-critique.

linéaire suivant :

{:t =cx +y + x(x® + y?) (4.12)

y =—w+ey+y@+y?)
La partie linéaire du systeme (4.12) est la méme que celle du systeme (4.9).

Donc on est dans le méme cas de figure que pour le point stationnaires de
(4.9). Apres changement en coordonnées polaires, le systeme (4.12) s’écrit

{ P o=r(ctr?)

b -1 (4.13)

De méme que précédemment, on vérifie que lorsque ¢ < 0, 'origine est un
foyer stable entouré d'un cycle limite instable de rayon r = y/—c. Pour ¢ = 0,
I'origine est un foyer instable devenant un foyer stable pour ¢ > 0. On peut
voir le diagramme de la bifurcation sur la figure figure 4.10.

4.2.4 Bifurcation homocline
Soit le systeme différentiel de R?
& = f(r,y)
. 4.14
{ y = g(x,y) (4.14)

oll f et g sont des fonctions de R? suffisamment régulieres. Supposons que
l'origine est un point singulier isolé de (4.14).

Définition 4.4. [2, 7] Une orbite (x(t),y(t)) du systéme (4.14) est dite ho-
mocline & lorigine si (z(t),y(t)) est définie sur R tout entier et tend vers
(0,0) quand t tend vers +oo et quand t tend vers —oo.
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F1GURE 4.10 — Diagramme de la bifurcation de Hopf sous-critique.

Considérons le systeme différentiel de R?

{ z = iJrcy—xQ. (4.15)
Les deux points (0,0) et (1,0) sont les points stationnaires du systeme (4.15).
L’origine est un col, par contre le point stationnaire (1,0) est un foyer stable
si =2 < ¢ < 0 et instable si 0 < ¢ < 2. On a bien une valeur de bifurcation
en ¢ = 0. En cette valeur de bifurcation, le point (1,0) est un centre pour
le systeme linéarisé de (4.15) en ce point. La résolution du systeme (4.15)

donne : 5
y? — % + gx?’ =C (4.16)

ou C' est une constante de R. Une étude de 'équation (4.16) aboutit au fait
que le point stationnaire (1,0) est un centre pour (4.15), entouré d’une orbite
homocline a l'origine (figure 4.11).

4.3 Exercices

Exercice 4.1. On consideére le systeme différentiel suivant :
. o)
{ u =u(u2—u)—v) (4.17)
v =0

ot a > 0.
1). Représenter dans le quadrant {u > 0,v > 0}, les isoclines, les points
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FIGURE 4.11 — Portraits de phase du systeme (4.15), i) =2 < ¢ < 0, i) ¢ = 0,
ii1) 0 < ¢ < 2.

singuliers et le champ de vecteurs sur ces isoclines et dans les zones délimitées
par ces isoclines.

2). Dans le domaine {u > 0,v > 0}, lorsque a ¢ {2, %}, les points singuliers
du systeme (4.17) sont non-dégénérés. Dans ce cas, sans aucun calcul, que
peut-on dire (justifier) de la nature de ces points singuliers ?

3). Toujours quand a ¢ {2, %}, quels sont les comportements asymptotiques
possibles (justifier) des solutions issues du quadrant {u > 0,v > 0}, lorsque
t tend vers 400 ¢

4). Dans le quadrant {u > 0,v > 0}, quelles sont les bifurcations possibles
pour le systeme (4.17) ? Donner la valeur de chaque bifurcation.

Exercice 4.2. On considére le systeme différentiel

b= 20(—2) — (2 + 1)y

ou p est un parameétre réel.
1). Tracer les isoclines du systeme (4.18) lorsque p = 1.

2). Montrer que si (z (t),y (t)) est une soltion de (4.18), alors (z (t), —y (t))
est aussi une solution de (4.18). Que peut-on en déduire ?

3). Trouver les points singuliers du systeme (4.18).

4). Etudier la nature de ces points singuliers dans le cas ot ils sont hyper-
boliques.

5). Quelles sont les bifurcations possibles dans le systeme (4.18) ¢ Donner
la valeur de chaque bifurcation.

52



Chapitre

Les éclatements et le polygone de
Newton

5.1 Polygone de Newton

Considérons le systeme différentiel polynomial

{ ¢ = Ply) (5.1)

7 = Qz,y)
ot P(z,y) = Y ayz'y’ et Q(z,y) = > bja'y’.
i+5>1 i+5>1

Supposons que 'origine est un point singulier isolé non élémentaire du systeme
(5.1). Pour étudier le comportement des solutions de (5.1) au voisinage de
ce point, on effectue une série d’éclatements directionnels quasi-homogénes.
On rappelle quun éclatement quasi-homogene de degrés («, 5) est un chan-
gement de variables ayant une des formes suivantes :

— Suivant la direction des x :

(z,y) — (xa, xﬂy)

et
(.T, y) — (_xawrﬁy) .
— Suivant la direction des y :
(z,y) — (2™, 9")
et

(z,y) — (zy*, —y").
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On choisit les poids dans ces éclatements a ’aide du polygone de Newton.
M. Pelletier [9] a présenté un algorithme a base d’éclatements quasi-homogenes
permettant la désingularisation des champs de vecteurs au voisinage des sin-
gularités non élémentaires. On peut voir aussi [1, 4, 6].

Rappelons d’abord ce qu’est un polygone de Newton. Posons

S={(i— 1), ai # 0} U{(i,5 — 1), by # 0} C Z%.
Le polygone de Newton associé a (5.1) est I'enveloppe convexe de I'ensemble

N= U {(,s)eZ: v >rs >s}
(r,s)€eS
Notons ~; les cotés du polygone de Newton associé a (5.1), énumérés de la
gauche vers la droite : s’il existe un coté v, qui est situé completement dans le
demi-plan {r < 0}, alors on commence la numérotation des c6tés du polygone
par 7, Sinon on commencera par .

Supposons que 7y; a pour équation ar + s = d, avec « et  premiers entre
eux.

5.2 Algorithme de I’éclatement

On décrit ici Palgorithme de désingularisation de (5.1), en utilisant le
polygone de Newton :

Notons
P(z,y) =Y Pi(z.y)
j=d
et
Qz,y) = Qj(x,y),
j=>d
ou '
Pi(r®x, rPy) = TPz, y)
et

Qj(?"a$‘, rﬁy) = errﬁQj (l‘, y)
Ici on décrit seulement 1’éclatement suivant la direction des z. L’éclatement

suivant la direction des y est similaire.
Apres division par 2%/, le systéme (5.1) devient

= Y 2P (1,9)

5>d
i= S aQs (1.9) - AP (1.9)) (5:2)
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ot # = 2% et §j = 2’y. On détermine les singularités sur 'axe (oy) :
1) Si
O‘Qd (17 g) - ngd (Lg) §é 0

les points (0, go) vérifiant 1’équation

an (lag) - B.@Pd (lag) =0

sont des singularités de (5.2). Soit
A B
(e p)

la matrice associée au linéarisé de (5.2) en (0,7p). On a

A= Pd (17g0)
0 OP,
D= a8 (1)~ 5 (Patt.w) - o (1.0 )
et
B =0.

La matrice N possede ainsi deux valeurs propres A\; = A et \y = D.
Si la singularité (0, 7o) est hyperbolique ou semi-hyperbolique (une seul valeur
propre nulle), le comportement au voisinage de ce point singulier est connu.
Si la singularité (0,7y) est non élémentaire (les deux valeurs propres sont
nulles), on translate le point singulier (0, ) a lorigine et on refait sur (5.2)
le méme procédé que ci-dessus, suivant les directions de x et de .

2) Si

an (17 g) - ﬁgpd (17 Zj) = 07

le systeme (5.2) possede une ligne de singularités et dans ce cas \y = P (1, 9o)
et )\2 =0.

Si Ay # 0, alors la singularité est semi-hyperbolique.

Si Ay = 0, alors la singularité est non élémentaire. Dans ce cas, un autre
éclatement est nécessaire.

Remarque 5.1. Cet algorithme aboutit toujours a une désingularisation [9].

5.2.1 Exemple d’application

Considérons le systeme différentiel

=y
{ Y —23 (1 +k(2)) +bay (14 g () + v2f (z,y) (5.3)
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L’origine est un point singulier dégénéré dans le systeme (5.3). Pour étudier
le comportement des solutions de (5.3) au voisinage de ce point, on effectue
une série d’éclatements directionnels quasi-homogenes de degré (a, ) qu’on
déterminera : ’éclatement dans la direction des x

(l‘, y) — (ixaa lﬂy)
et I’éclatement dans la direction des y
(,y) — (2, £y")
On choisit les poids dans ces éclatements a ’aide du polygone de Newton.

On montre que le systeme (5.3) possede un secteur elliptique.

On procede par une série d’éclatements :

Les indices minimaux correspondants aux monomes x't1y/ de @ et 2'y/*! de
g sont : (—1,1), (1,0) et (3,—1).

Le polygone de Newton P associé au systeme (5.3) est 'enveloppe convexe

{(r,s) eR;r+2s>1etr>—1}

illustrée sur la figure 5.1.

FIGURE 5.1 — Polygone de Newton associé au systeme (5.3).

Le premier coté v, du polygone de Newton P a pour équation = + 2y = 1.
Ainsi, on choisit (1,2) comme étant la puissance des éclatements qu’on effec-
tuera sur (5.3).

On aura besoin d’un éclatement suivant la direction des z et deux suivant
celle des y.

Eclatement quasi-homogene suivant la direction des x :
En appliquant ’éclatement quasi homogene dans la direction des x suivant :

r=u
y = u*v (5.4)
dr = udt,
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on aboutit au systeme

uo= w 55
Vo= —1+bv—(p+1)v?—h(u)+bvg(u) + uwf (u,u’v). (5:5)

Le systeme (5.5) possede deux points singuliers : un nceud répulsif A; =
(0,1) et un col Ay = (0, as) (Fig. 5.2), ou

_b—V)
4
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et

R LE

AR
J

FIGURE 5.2 — Portrait de phases du systeme (5.5) au voisinage de A; et As,

avec f(z,y) = g(x) =k(z) =x et b=3.

L’axe (ov) est invariant sous le systeme (5.5). La continuité des solutions
par rapport aux conditions initiales donne 'existence d'un ¢ > 0 tel que pour
tout uy dans l'intervalle |—d, §[, la solution y(u(t),v(t)) issue de (ug,0) tend
vers A; quand 7 tend vers —oo et passe dans le demi-plan inférieur quand 7
tend vers +o0.

Dans le plan (z,y), la solution y(z(t), y(t)) correspondante coupe 'axe (ox).
Elle passe, lorsque le temps est décroissant, du quadrant du plan {(z,y) €
R?; 2 < 0,y > 0} au quadrant {(z,y) € R?; z < 0,y < 0}.

De méme, lorsque le temps est croissant, cette solution passe du quadrant du
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plan {(z,y) € R?; z > 0,y > 0} au quadrant {(z,y) € R*; z > 0,y < 0}.
Elle tend vers (0,0) dans la partie du plan {(z,y) € R*; z < 0} quand
t — 400 et dans la partie {(z,y) € R*; z > 0} quand ¢ — —oo0.

Les autres solutions de (5.5) ne coupent pas forcément I'axe (ou).

On peut remarquer que 'axe (oy) excepté l'origine, n’est pas représenté par
le changement de variables (5.4). D’ou la nécessité d'un éclatement quasi-
homogene suivant la direction des y.

Eclatement quasi-homogeéne suivant la direction des y positifs :
L’éclatement (z,y) — (u,v)

T =uv
y = v’ (5.6)
dr = vdt

transforme le systeme (5.3) en

{ o= 1+ %(1+ h(uw)) — %(1 + g(uv)) — % f(uv, v*)
2(1

Vv = U_2(1 + h(uv)) + %( + g(uv)) + §f<uv’,112) (5.7)

Le systéeme (5.7) possede quatres points singuliers (Fig. 5.3) : deux nceuds
By = (u1,0) stable et By = (u»,0) instable et deux cols Bs = (us,0) et
B4 = (U4,0) s Oil

1/2 1/2
- b— /X / - b— /X /
uy = 9 , Ug = — 9 )
1/2 1/2

ug = 5 et uy = — 5

Certaines solutions de (5.7) tendent vers By, By, Bs et By quand 7 tend

vers 0o. Les solutions de (5.3) correspondantes tendent lorsque y > 0, vers
(0,0), dans le sens croissant du temps quand = < 0, et dans le sens décroissant
du temps quand z > 0.
Les séparatrices ayant aux voisinages de By, By, B3 et B, pour tangentes
U = up, U = Uy, U = Uz OU U = uy, correspondent, dans le plan (x,y),
aux solutions du systeme (5.3) dont les tangentes au voisinage de (0,0) sont
données par

y=—=zr (5.8)



FIGURE 5.3 — Portrait de phases du systeme (5.7) au voisinage de Bj, Bs,
Bs et By, avec f(z,y) = g(x) =k(z) =z et b=3.

et
Y= T (5.9)

ﬁ =g et % = Qj.
L’axe (ou) est invariant sous le systeme (5.7). Par continuité des solutions
par rapport aux conditions initiales, des solutions de (5.7) qui passent au
voisinage de By et de Bj suffisamment proches des droites u = uy et u = us,
avec des conditions initiales (ug,vo) telles que uy < wy < uy longent 'axe
(ou), puis coupent 'axe (ov) en des points d’ordonnées proches de zéro.
Dans le plan (z,y), ceci signifie que les solutions correspondantes passent au
voisinage de l'origine pres des courbes (5.8) et (5.9), puis coupent I'axe (oy)
au voisinage de 'origine.

On peut remarquer que

Une solution de (5.7) dont la composante v tend vers l'infini correspond dans
le plan (z,y), & une solution dont la composante y tend vers +o0.

Les solutions tendant vers Bs et B, ont une des deux composantes u ou v qui

tend vers l'infini. Si v tend vers l'infini, ces solutions ne sont pas homoclines.

L’éclatement (5.6) est restreint au demi-plan y > 0. Pour y < 0, on
effectue sur le systeme (5.3) léclatement suivant la direction des y négatifs.

Eclatement quasi-homogeéne suivant la direction des y négatifs :
L’éclatement suivant

T = uv
y=—v? (5.10)
dr = vdt
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transforme le systeme (5.3) en

(5.11)

3

{ W o= —1— (1 + h(uv)) — 22 (1 + g(uww)) + 22 f(uv, —v?)
o= 21+ h(uwv)) + % (1 + g(uv)) — % (uv, —v?)

Le systeme (5.11) ne possede aucun point singulier et 'axe (ou) est invariant
sous ce systeme.

Le champ sur I'axe (ou) est horizontal.

Par continuité des solutions de (5.11) par rapport aux conditions initiales, il
existe des solutions issues de points suffisamment proches de l'axe (ou), qui
coupent 'axe (ov) en des points d’ordonnées suffisamment proches de zéro.
On en déduit que, dans le demi-plan inférieur, aucune solution du systeme
(5.3) ne tend vers (0,0).

En assemblant les trois éclatements (5.4), (5.6) et (5.10) appliqués au systeme
(5.3), on déduit que ce dernier possede un secteur elliptique.
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