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Résumé de Cours sur les Intégrales Simples et Multiples

1. Intégrales simples
2. Intégrales doubles
3. Intégrales triples

4. Exercices

0.1 Introduction

Dans ces chapitres, nous présentons dans un premier temps un bref rappel sur les inté-
grales simples. Dans un deuxieme temps, nous généralisons la notion d’intégration simple
a I'intégrale double et triple d’une fonction a deux et trois variables sur des parties bornées
de R? et R3, respectivement. Particulierement, nous focalisons sur le calcul pratique des
intégrales doubles et triples, tres utiles dans plusieurs domaines d’application, a savoir :

la physique, la mécanique, etc.



Chapitre 1

Intégrales Simples

Dans ce Chapitre, nous donnons un bref rappel sur les intégrales simples, la tech-
nique d’intégration par parties, l'intégration par changement de variable et I'intégration

de quelques fractions rationnelles.

1.1 Théoreme fondamental

Soit f une fonction définie et continue sur I = [a,b]. L’intégrale de f sur 'intervalle
[a, b] est donnée par
b
| #aids = F o) - Fa),

ot I est une primitive de f, i.e., F'(z) = f(z) pour z € [a,b]. On note [ f(z)dx = F(z).
1.2 Interprétation géométrique :
L’intégrale f: f(z)dz peut représenter une aire "algébrique”. Elle est positive si f > 0

et négative si f < 0.

1.3 Primitives usuelles :

La connaissance des primitives des fonctions continues est importante dans le calcul

des intégrales. Ci-dessous quelques primitives usuelles :
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- [z —a)de = Z5(z — a)**' + Cte,a # -1 et a € R.
— [-Ldz =In|z —a| + Cte, a € R.

~ [ede = e + Cte,a # 0.

— [ cos(ax)dz = Lsin(ax) 4+ Cte, a # 0.

— [sin(az)dz = —1 cos(ax) + Cte, o # 0.

— [ (14 tan®(z)) dz = tan(z) + Cte.

— | 2 dx = arctan(z) 4 Cte.

— [ z=de = Larctan(2) + Cte , a # 0.

— faﬁdx:$+0te,a>0eta7él.

1.4 Techniques d’intégration

1.4.1 Technique par parties :

Soit U et V deux fonctions de classe C! sur I = [a,b]. Alors l'intégration par parties

est donnée comme suit :

/ U(x)V'(x)dx = U(x)V ()

r=b

- / b U'(2)V (z)dz.

r=a

Exemple 1. Calculer fog (z + 1) sin(z)dx.

En utilisant la technique d’intégration par parties. D’abord, nous posons U(x) = z+1

et V'(x) =sin(z) = U'(z) =1 et V(x) = —cos(z). Ce qui donne par la suite :

/2 (x + 1)sin(z)de = —(x+1)cos(x) +/2 cos(x)dx
= —(z+1)cos(zx) + sin(x) =2.
=0 =0

1.4.2 Intégration par changement de variable :

Si le calcul de fab f(x)dx s’avere trés difficile, on peut utiliser I'intégration par change-
ment de variable. On pose z = h(t), olt h est bijective et de classe C! sur I'intervalle [a, b].
Ce qui donne dx = K/(t)dt, donc

b 0
/ f(a)de = /h F(R()H (1)L,

~1(a)



ot h~! est la réciproque de h.

Exemple 2. Calculer f1 dx.

1+1n ()
Posons le changement de variable suivant « = ' = t = In(z) = dt = Ldx. Donc

In(2)

/12 ﬁdm = /Ohl(?) %dt = arctan(t) = arctan(In(2)).

z(1+In(z 1+12) 0

1.4.3 Intégration de quelques fractions rationnelles :

1.4.3.1 Intégration de type f ararde,n € N a,a €R :

L’intégration de ce type de fraction rationnelle donne :

/ o« —2s(r —a) " 4 Cte, n#1;
(z —a) In|z — a| + Cte, n=1.
Exemple 3. Calculer f2 mdaj

Notons que x272\2/§x+2 = (xj/i)rz. D’ou

3 2 5.2 L 2 2
/2 x2—2\/§x+2dx:/2 (:E—\/§)2:_2(x_\/§) 1:2_2—\/5_3—\/5'

1.4.3.2 Intégration de type [ xff;;icda:, a,B,b,c € R avec b* —4c >0 :

Supposons que 1'équation 2% + bz + ¢ = 0 admet deux racines réelles différentes x;

et zo (i.e., A = b* —4c > 0). Cela dit, 2* + bxr + ¢ = (x — x1)(z — ). Par conséquent,

azr+

T ete beut se décomposer en éléments simples comme suit :

I’équation

axr + A N B

24+br+c T—11 T—To

ou A et B sont des constantes qu’il faut bien déterminer. De ce fait, on déduit que

A B
/de:/ da:+/ dr = Alnfz — 2| + Blnfo — 2| + Cte.
2 +br+c T — T T T2

Exemple 4. Calculer f35 $2f§§+2d:p.




x+2
2 —-32+2

Nous commencons par décomposer 1’équation en éléments simples. Pour ce

faire, on peut remarquer facilement que l’équation 2 —3x+2 = (z—1)(z —2). Cela

donne par identification du fait que %2 = 4- 4 —:> A= -3 et B=4.On obtient
alors le résultat recherché :

2 —3z+2 T— 1
5 2 5 -3 ! = 729
/ ﬁ;dx = / dx+/ dr = —3In(z—1) =In{—).
3 x4 —3x+2 3 ¢—1 3 T—2 pe3 64

1.5 Exercices supplémentaires sur les intégrales simples

=5
+41In(x—2)
x=3

1. Calculer [” ln(i—“dm et ff cos(mInx)dx, en utilisant 'intégration par parties.

2. En utilisant I'intégration par changement de variables, calculer les deux intégrales

< _dr et fﬁ sin(@) _ 1,

e*+1 1—cos(z)

. e
suivantes || )

3. En décomposant en éléments simples, calculer f2 H;;;l)gdx et fs mdm.



Chapitre 2

Intégrales Doubles

Dans cette partie, nous généralisons la notion d’intégration simple a I'intégrale double
d’une fonction & deux variables f(z,y) sur une partie fermée et bornée de R? Nous
présentons d’abord le calcul pratique des intégrales doubles sur un pavé, par la suite
sur des parties déformées bornées de R?. En dernier, nous focalisons sur la technique de

changement de variables, notamment le passage en coordonnées polaires.

2.1 Définition

Soit D une partie fermée et bornée de R?, et soit f une fonction & deux variables &

valeurs dans R définie et continue sur le domaine D. L’intégrale double de f sur D est

//Df(a:,y)da:dy.

Interprétation géométrique :

donnée par :

L’intégrale double [ [ » f(z,y)dzdy peut représenter un volume “algébrique”.

2.2 Propriétés de l’intégrale double

Soit D une partie bornée de R?.



1. Aire(D) : Si f(z,y) =1, alors :

Aire(D) = / /D dwdy.

2. Positivité : Si f(z,y) > 0 pour (z,y) € D, alors :

/ /D f(a, y)dudy > 0.

3. Linéarité : Soient deux fonctions a deux variables f et g qui sont intégrables sur

D et \,pu € R, alors :

//D()\f(x,y)+/ig(x,y))dmdy=)\//Df(:v,y)dxdy—i—u//Dg(x,y)dxdy.

4. Relation de Chasles : Si D = D; U Dy et Dy N Dy = (D; et Dy deux domaines
qui sont disjoints, i.e., Aire(D; N Dy) = 0), alors :

//Df(x,y)dxdyz/ . f(x,y)dxdy+/ . f(z,y)dzdy.

2.3 Calcul pratique des intégrales doubles

Nous intéressons dans cette section au calcul pratique des intégrales doubles.

2.3.1 Intégrale double sur un pavé (rectangle) :

Théoréme de Fubini :

Soit f : R? — R continue sur le pavé (rectangle) D = [a, ] x [c, d]. Alors, les égalités

suivantes sont vérifiées :

//Df(:zt,y)da:dyZ/ab (/Cdf(x,y)dy> dx:/cd (/abf(w,y)da:) dy.

(Dans ce cas, ’ordre d’intégration n’est pas forcé. Par conséquence, on peut

choisir 'ordre qui peut nous faciliter davantage les calculs).

Exemple 5. Calculer ’intégrale suivante : f fD(Qx + y)dxdy, sur le domaine donné par

D:{(x,y)ER2|1§x§2et0§y§2}.



Comme l'ordre d’intégration n’est pas important dans cette situation. Alors, nous
commencons d’abord I'intégration par rapport a la variable y puis par rapport a x, ce qui

nous permet d’obtenir le résultat suivant :

(22 4 y)drdy = i 2(2x—|—y)dy dx = 22xy+ly2
/1 J([erni)ie [Fon;

r=2
=8.

x=1

y=2
dx

y=0

2
= / (4x + 2)dx = 22° + 27
1

Proposition 1. Si f est une fonction a variables séparées, c’est-a-dire, la fonction f(x,y)

peut s’écrire sous la forme f(x,y) = fi(z) x fa(y). Cela nous permet d’écrire ce qui suit :

//Df(x,y)dxdy:/:fl(x)dxx/Cdf2(y)dy_

Exemple 6. Calculer Uintégrale : [ [, sin(x) cos(y)dzdy, ot D = {(z,y) € R*|0 <z <

getogygg}.

On peut remarquer facilement que la fonction f est bien a variables séparées. Ce qui

donne :

_x
=2

X sin(y)

=0

_z
=7y

“l%

//Dsin(x) cos(y)dxdy = /’5 sin(x)dx X /Z cos(y)dy = — cos(x)

0 0 z=0

2.3.2 Intégrale double sur une partie bornée et déformée de R?

Soit D une partie déformée de R? incluse dans le pavé [a,b] X [c, d]. Donc, la partie D

peut se présenter sous I'une des formes suivantes :
Forme 1 (Type 1) : D ={(z,y) e R}1<a<bet gi(z) <y < gofz) }.

Forme 2 (Type 2) : D= {(z,y) e R*lc <y <det gi(y) <z < g2(y)}.

Théoréme de Fubini

Soit f : R?> — R continue sur D. Alors, on a

1. Si D s’écrit sous la Forme 1 :

IR b ( /glg::)f@s,y)dy) dr.



2. Si D s’écrit sous la Forme 2 :

IR d ( /:j)ﬂm,y)dx) dy.

(Selon le domaine d’intégration D définit ci-dessus, l'ordre d’intégration est forcé).

Exemple 7. Calculer lintégrale suivante : [ fD xydxdy, ou le domaine est donné :
D={(z,y) eR*|0<z<1eta®<y<r}

On peut remarquer facilement que le domaine D s’écrit sous la Forme 1. Dans cette

situation, notre intégrale se calcule de la maniere suivante :
1 Nz 1 y=vz 1 2 5 3 .6
// xydrdy = / / xydy | de = / zy2 dr = / (x_ — w_) dr = 2 %
D 0 \Ja2 0 27 [yop2 o \2 2 6 12

2.3.3 Changement de variables :

Dans plusieurs situations le calcul de [ [ p f(x,y)dxdy s’avere tres difficile. Pour remé-
dier a cette situation, on peut faire appel a la technique de changement de variables pour
pouvoir calculer facilement [ [ p f(x,y)dxdy. Dans ce cas, le changement de variables est
donné comme suit : (z,y) = h(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), ot h est une bijection et de classe

C! sur A = h=Y(D). Alors, on a

//Df(z’y)dxdy://Af(x(uav),y(u,v))|Jh|dudv,

ou J est la matrice Jacobienne donnée par

0z oo
J = Ou  Ov 7
9y 9y
ou  Ov
et |Jp| = det(Jy,) = 229 — % 9z) oot ] valeur absolue de déterminant du la matrice
Ou Ov Ou Qv

Jacobienne qui ne doit pas s’annuler sur A.

Par la suite, nous présentons deux exemples différents qui montrent que le changement
de variables est tres important dans les deux situations suivantes : (1) lorsque la partie D
est délimitée par quatre droites et (2) lorsque le domaine D est délimitée par des formes

circulaires.
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2.3.3.1 Cas 1 : La partie D est délimitée par quatre droites :

Exemple 8. Calculer l'intégrale double suiante : [ [, (x4 2)*dxdy, o
D={(z,y) eR’|-2<y+ax<2e —1<a—y<1}.

En utilisant le changement de variables suivant :

Onposey+r=uetr—y=v=(r,y) = (52, 5%).

Dans ce cas, la matrice Jacobienne est donnée par :

oz e 11
2 2
9y 9y 11
ou Ov 2 2

Avec ce changement de variable, le nouveau domaine A s’écrit alors :
A={(uv)eR|-2<u<2et —1<v<1}

La démarche du calcul de notre intégrale est :

//D(x+2)2dxdy // (“+”+2> Sdudy

= // u? + 2uv + v + 8u + 8v + 16)dudv

1 /2 1
= g/ </ (u2+2uv+02—|—8u+8v+16)dv>du
2 \J-1

L2, 2 13 2 e
= = uv + uv’ + v’ + 8uv + 4v° + 16v du
8 —2 3 y=—1

1 2 98 1/2 98
= §/2<2u2—|—16u+?)du:§(§u3+8u2+§u)

v=2 53

r=-2

2.3.3.2 Cas 2 : Coordonnées polaires :

Lorsque le domaine D est délimitée par des formes circulaires, cela nous permet d’uti-
liser les coordonnées polaires comme changement de variable. Pour cela, on considere les
variables suivantes : © = z(r,6) = rcos(d) et y = y(r, ) = rsin(f). Comme rappel, notons
qu'un point M = (z,y) est caractérisé par sa distance a l'origine r = \/m, (r >0)
et son angle 6 = arctan(?) avec r # 0 (d’une maniere générale 0 < 6 < 2m).

En utilisant les coordonnées polaires, la matrice Jacobienne s’écrit souvent :

9z oz cos(f) —rsin(0
J=1| 7 | = ©) ©) = det(J) =r.
% % sin(f) rcos(6)
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Par conséquent, on a :

//Df(x,y)da:dy://Af(rcos(ﬁ),rsin(@))rdrd&,

Exemple 9. Le calcul de f f D \/%dxdy, en utilisant les coordonnées polaires, avec
2ty
D= {(:c,y) ER}1<a*+y* < 2}.

Le passage en coordonnées polaires donne immédiatement

1
—dxdyz//drd@,
//D Va2 +y? A

avec le domaine A\ = {(r, 0) e R?1<r< V2 et0<8< 27?}. Finalement, on obtient

V2 27
//drd@z/ d7“></ dfd =r
A 1 0

2.4 Exercices sur les intégrales doubles

r=v2
X0
r=1

0=2m

=2r(vV2 - 1).

0=0

1. Calculer les intégrales doubles suivantes : [ [, (ﬁ‘% et [ [p, (e¥cos(x) + 2) dwdy.

Avechz{(a:,y)ERQ\nggél et 1§y§2} etDQ:{(x,y)€R2|0§:c§
Z et 0<y<1}.

2. Calculer les intégrales doubles suivantes : [ Dfl (z+y)*dady et [ Dj; (8xy+xy—\/;1> dzxdy.

ot Dy ={(z,y) eR*|z >0,y >0 et 20+y <2} et Dy ={(z,y) eR*}1 <z <
4 et y2§x}.

3. En utilisant l'intégration par changement de variables, calculer les intégrales sui-

[ [ 2rauas, [ [a-—priwan

OuD; ={(z,y) eR* —2<a+y<2;-1<z—y<1}et Dy={(z,y) eR* 2z >

vantes :

0,y >0;4 <2+ y* <9}

4. En utilisant 'intégrale double, calculer 'aire de D décrit comme suit :

D:{(x,y,z)€R3|x20; y>0; 2>y et x2—|—y2§1}.



Chapitre 3

Intégrales Triples

Dans cette section, nous définissons l'intégrale triple d’une fonction a trois variables
f(x,y, 2) sur une partie bornée de R3. Par la suite, nous présentons le calcul pratique des
intégrales triples. Enfin, nous expliquons les deux changements de variables essentiels, a

savoir : les coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques.

3.1 Définition

Soit V une partie bornée de R3, et soit f une fonction a trois variables a valeurs dans R

définie et continue sur V. L’intégrale triple de f sur la partie V' est donnée par I'expression

/ / /V f(x,y, z)ddydz.

3.2 Propriétés de ’intégrale triple

suivante :

Soit V une partie bornée de R3.

1. Volume(V) : Si f(z,y,2) =1, alors

Volume(V):/// dxdydz.

2. Positivité : Si f(x,y,z) > 0 pour (x,y,z) € V, alors

///fa:y, Ydxdydz > 0.

12
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3. Linéarité : Soient f et g deux fonctions a trois variables intégrables sur V' et

A i€ R, alors

/ / /V(Af (@,y,2) + ng(w,y, 2)) drdydz = A / / /V fx,y, 2)dedydz
+P‘///Vg(37,y,z)d:vdydz

4. Relation de Chasles : SiV =V, UV, et V1 NV, =0 (V4 et V5 sont disjoints, i.e.,
VoLuME(V; N V,) = 0), alors

///Vf(x,y,z)dxdydz:// Vlf(w,y,z)dxdydz—l—// V2f(x,y,z)dxdydz.

3.3 Calcul pratique des intégrales triples

Nous présentons ici le calcul pratique des intégrales triples sur plusieurs parties de

différentes formes.

3.3.1 Intégrale triple sur un parallélépipede : Théoreme de Fu-
bini
Soit f : R® — R continue sur le parallélépipede V = [a,b] x [c,d] X e, s], avec

a, b, ¢, d, e, s € R. Alors, on a

///vf(a:,y,z)dxdydz - /ab /Cd( : (z,y,2)dz | dy ) dx

_ / (/d ( :bf(w,y, z)d:z) dy) dz.

(Important : Ici l'ordre d’intégration n’est pas forcé. Cependant, on peut choisir l'ordre

qui peut nous faciliter d’avantage les calculs mathématiques).
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Exemple 10. Calculer l'intégrale suivante f f fV(SI +y + 2z)dzdydz, en supposant que
V:{(x,y,z)€R3|O§x§1, 0<y<l1 et()gzgl}.

Rappelons que l'ordre d’intégration ict n’est pas important. Par exemple, nous com-

mencons d’abord l'intégration par rapport a la variable z, nous obtenons

///V(3m+y+2z)dxdydz /01< ( 3x+y+22)dz)dy)dx
/0( (3>
i’

1
/ Sx—i-y—i-l)dy)dx
0

y=1
/ (3xy + y + ) dx
y=0

3 3
3 dr = =
/0 T+ > X 2x +293

Proposition 2. Si f est une fonction a variables séparées, i.e., f(z,y,z) = fi(z) X

o

r=1
= 3.
=0

fa(y) x f3(2). Alors, on peut écrire

//Vf(x,y,z)dxdydz = /ab fi(z)dz x /cd fo(y)dy x /es f3(2)dz

Exemple 11. Calculer Uintégrale I = [ [ [, ze*" sin(y) cos(z)dwdydz, ot le domaine

>1

V={(z,y,2) e R*|0 <z <1, O<y<ZetO<z -1

W

Il est claire que la fonction f a variables séparées. Cela nous permet d’écrire

///Vxexz sin(y) cos(z)dzdydz = (/leex2dx> X (/OZ sin(y)dy) X </0er cos(2)dz

y=7

N——

=1
X — cos(y)

=0

y=7
X sin(z)

y=0

= le-1) (1—£> V2 _ (= Dv2-2)

5 =

y=0

9 8
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3.3.2 Intégrale triple sur une partie bornée et déformée de R? —
Théoréme de Fubini
Soit V' une partie déformée de R? incluse dans le parallélépipede [a, b] x [c,d] x e, s].
Donc, la partie V' peut se présenter sous I'une des formes suivantes :

Forme 1 — (Type 1) : V = {(x,y,z) € R3|(z,y) € D et gi(z,y) < 2 < gg(:c,y)}, avec
D est la projection orthogonale de V' sur le plan (xOy).

Forme 2 — (Type 2) : D = {(z,y,2) € R¥le < z < s et (z,y) € D.}, avec D, est
I'intersection de V avec le plan z = C'te.
Théoreme de Fubini

Soit f : R® — R continue sur V. Alors, on a

1. Si V est de Type 1 (Forme 1),

[ ] [ s atats = [ ([ o)

2. Si V est de Type 2 (Forme 2),

///fx Y,z d:zcdy_/: (/ 5 f(%y,z)dxdy) dz.

(Important : Ici l'ordre d’intégration est forcé, selon le domaine d’intégration V- donné).
Exemple 12. Calculer lintégrale triple suwante : [ [ [, dvdydz, ot
V= {(m,y,z) ER}| x>0, y>0,2>0 et x+y+2z< 1}.

Dans cette situation, le calcul peut se faire de deux manieres différentes : Soit en
utilisant la Forme 1 ou bien en utilisant la Forme 2.

— Utilisons la Forme 1. L’idée est d’écrire V' sous cette forme :

V = {(x,y,z)€R3|x20, y>0, 2>0 et x+y+z§1}

= {(x,y,z)ER?’\Ongl, 0<y<l-—z et nggl—x—y}.

Dans ce cas, notre intégrale s’écrit

/ / /V drdydz = / /D ( /0 l_w_ydz) dxdy,
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avec,

D:{(x,y)€R2|O§x§1, 0§y§1—x}.

Le calcul final donne le résultat suivant :

JLL )= [ ]
_ /I/D(ll—a:—y)dxdy
_ /0 (/O_QC(l—x—y)dy)dx

1 1 ) y=1l—x
= /(y—xy—§y)
0

z=l—xz—y
dxdy
z=0

dx

y=0

1
1
= / (1—2z)—z(1—2)— 5(1 — )%)dx
0
1 r=1
6 2 2 |,_, ©

— Utilisons la Forme 2. On procede de la méme maniere que ’exemple précédent, a

savoir d’écrire V sous la forme 2. Cela donne

V = {(x,y,z)eRsleO, y>0, 2>0 et x+y+z§1}

= {(z,y,2) eR’|0<2<1 et (z,y) €D.},

avec

D,={(z,y) eER}Z0< 2 +y<1-2z}

Finalement, on obtient le résultat suivant

F Lo - [((4)4)e
_ /0 1 ( /0 -, Z:O_Z_wda:> dz
(

1 1 r=1—z
= /x—zx——x2 dz
0 2 =0
1 2

1 —
/ (1—2) &
0 2
IR L A
6 0 6
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3.4 Technique de changement de variables

Dans plusieurs situations le calcul de [ [ [, f(z,y, z)dedydz s'avere tres difficile. Afin
de bien faciliter les calculs, on peut utiliser un changement de variables adéquat pour
calculer cette intégrale [ [ fv f(z,y, z)dxdydz. Dans le cas, le changement de variables
est donné comme suit : (x,y, z) = h(u,v,2) = (z(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v, w)), ou h est

une bijection et de classe C! sur A = h=}(V). Alors, on a

///Vf(x,y)dxdydz:///Af(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))|J|dudvdw,

ou J est la matrice Jacobienne donnée par

0z Oz o
ou Ov Ow

J = 9y Oy Oy
ou v Ow ’
ou Ov Ow

et |J| est la valeur absolue du Jacobien (déterminant de J) qui ne doit pas s’annuler sur
A.
Maintenant, nous présentons deux variantes de changement de variables qui sont tres

importantes, a savoir, les coordonnées cylindriques et les coordonnées sphériques.

3.4.1 Coordonnées cylindriques :

On considere le changement de variables (coordonnées cylindriques) : = = z(r,6) =
rcos(6), y = y(r,0) = rsin(f) et z = z. Notons qu'un point M = (z,y, z) est caractérisé
parlar = /22 + 42, (r > 0), Vangle 6 = arctan(¥) avec r # 0 (en général 0 < 0 < 27), en
projetant M sur le plan 2Oy, et par la hauteur z = z (z € R). En utilisant les coordonnées

cylindriques, la matrice Jacobienne associée est donnée par

G Dz oo cos(d) —rsin(d) 0
J = % % % = | sin(@) rcos(§) 0 | = |J|=det(J)=r.
9 9z 0z 0 0 1

or 00 0z
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Par conséquent, on a :

/ / /Vf (2,9, 2)dwdydz = / / /A f (rcos(9), 7sin(0), ) | J|drdfdz

= ///Af(rcos(&),rsin(&),z)rdrd@dz,
ot A =h~Y(V).

Exemple 13. Calculer l'intégrale triple suivante : [ [ fv zdxdydz, en utilisant les coor-

données cylindriques, ot
V = {(:E,y,Z) S R3|x2+y2 <1l et 0<2<1-— <$2+y2)}

Le passage en coordonnées cylindriques donne immédiatement

///zd:cdydzz///zrdrd@dz,
1% A

A:{(r,e,z)€R3\0§r§1,0§9§27r, et O§z§1—7’2}.

avec

Cela donne le résultat suivant

1 1—r2 2r 1 r
/// zrdrdfdz = / / dz drx/ d@z/ — 22
A 0 0 0 0o 2

1
= 7T/ r(1 —r?)%dr
0

r=1

0=27

dr x 0

z=1—
2=0

0=0

= —%(1 —r?)?3

r=0

r
o
3.4.2 Coordonnées sphériques :

On considere le changement de variables en coordonnées sphériques suivant :
x =x(r,0) = rcos(f) cos(p), y = y(r,0) = rsin(f) cos(p) et z = rsin(p).
Notons quun point M = (x,y, z) est caractérisé par sa distance a l'origine r = \/m
(r > 0), sa longitude 0 < 6 < 27 et sa latitude -5 < ¢ < 7.

Dans ce cas, la matrice Jacobienne, en utilisant les coordonnées sphériques, est donnée

par
9z Oz g—i cos(f) cos(p) —rsin(f) cos(p) —rcos(d)sin(p)
J = % % c’% = | sin(f)cos(p) rcos(f)cos(p) —rsin(f)sin(y)
0z 0z 0Oz

o o6 oo sin(y) 0 r cos(p)
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Le déterminant de cette matrice est donné par
det(J) = |J| = 1% cos(ip).

Par conséquent, on obtient

///Vf(x,y,z)d:cdydz = ///Af(rcos(@)cos(tp),rsin(@)cos(gp),’rsin(gp))\J|drd0dgp
= ///Af(TCOS(Q)cos(g@),rsin(@)cos(go),rsin(go))r%os(cp)drd@dcp,

ou A =h"Y(V).

Exemple 14. Comme application au passage en coordonnées sphériques, calculer l’inté-

|| [t

V={(z,y,2) e R*|1 <a?+y* + 2> < 4}.

grale triple suivante :
avec

En passant auzx coordonnées sphériques, on obtient
/// zdxdydz = /// 2 cos(p)drdfdep,
v A

A={(r0,p) cRN<r<2 0<0<2r et —

2 2m 5
///TQCOS((p)d’I“deQO = / 7’2d7“></ d9></ cos(p)dyp
A 1 0 _z

r=2 =27

x 0

avec

| N
IN
AS
IN
VS
——

Donc

Wl W+
[\)
o
3

3.5 Exercices supplémentaires sur les intégrales triples

1. Calculer les intégrales triples suivantes :

[1:/// ze” cos?(y) sin(22)dadydz; IQZ/// Zdadyd:z.
Vi Va
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ou

3

Vi={(r.y2) eR|0<e<L0<y<:0<z< 7k
Vo={(2,9,2) eR*|0<a<1; 0<y <z0< 2 <y}

2. En utilisant I'intégration par changement de variables, calculer les intégrales triples

suivantes :

I Z///(a:2+y2+z2)d:cdydz; fzz///2xe<x2+y2+22)2dxdydz.
1% Va

Vi={(z,y,2) e R%| 2” +- ¢ < 1;2% <4(2® + ¢7) };
Ve (o) R 1< g7 2 < 4]

3. En utilisant I'intégrale triple, calculer le volume de V' décrit comme suit :

V={(z,y,2) eR*| 2> +¢y* < 1;3/1— (22 +¢?) <z < 1}.

Bonne Lecture

(© ZOUGAB \& BOUALEM
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