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Avant-propos

Ces notes ont été rédigées pour un cours que j’ai enseigné a 'université de Béjaia, pour les
étudiant de Master 1 - Physique Théorique, durant ’année académique 2014/2015. La premiere
partie couvre le programme de géométrie différentielle 1, enseigné au premier semestre. On
y trouve une présentation de la notion de variétés différentiables, un chapitre sur les formes
différentielles et un chapitre sur les groupes de Lie. La deuxieme partie contient le programme
de géométrie différentielle 2, enseigné au deuxieme semestre. On y trouve une introduction aux
espaces fibrés, une présentation de la notion de la connexion et de la courbure sur les fibrés
principaux, et le dernier chapitre sur la géométrie Riemannienne, consacré a la théorie de Hodge
dans les espaces Riemanniens, ainsi qu’a la construction de la connexion linéaire de Levi-Civita
et la courbure sur les espaces de Riemann. Des exemples et des exercices sont donnés le long de
ces notes. Le détail de calcul, pour les différents passages, est donné dans les séances de cours et
de TD. La présente version de ce cours n’est pas complete, certainement elle fera I'objet d’une
future amélioration.

Ces notes sont basées essentiellement sur les livres et les notes de cours cités dans la biblio-
graphie, mais on trouve certainement beaucoup d’autres disponibles sur internet, en anglais et
méme en francais. Il existe une tres grande quantité d’ouvrages de référence en la matiere. Pour
les fondements, on cite les livres de référence [1, 2]. Des ouvrages destinés aux physiciens sont

donnés dans [3, 4, 5]. Pour des ouvrages en frangais, on cite [6, 7].
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Chapitre 1

Variété Différentiable

1.0 Rappel de topologie

Espace topologique

Un espace topologique est un ensemble M muni d’une famille de sous ensembles, appelés

ouverts, telle que :
1) L’ensemble vide () et M sont des ouverts.
2) L’intersection (), U, d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert.
3) La réunion U, U, d’ouverts est un ouvert.

La famille d’ensembles choisis comme ouverts s’appelle topologie de M.

Ensemble fermé

Une partie d'un ensemble s’appelle fermé si son complément est ouvert () et M sont des
fermés)
Voisinage

Un ensemble ouvert contenant un point x € M s’appelle voisinage de x.

Espace topologique séparé (Hausdorff)

Un espace topologique M est de Haussdorff, ou séparé, si pour tous les points distincts x et
y de M, il existe des voisinages U, et U, qui ne s’intersectent pas, i.e U, N U, = 0.
Application continue

Une application f : M — N entre deux espaces topologiques est continue si pour tout

ouvert V € N 'image réciproque f~1(V) € M est un ouvert.
6



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

Homéomorphisme

Une application continue f : M — N est un homéomorphisme si en plus elle est inversible

et sa réciproque f~!: N — M est aussi continue.

Difféomorphisme

Un difféomorphisme d’ordre ¢, ou C?-difféomorphisme, est une application bijective f :
M — N, telle que son inverse est aussi bijective (i.e homéomorphisme), ainsi que toutes ses

dérivées jusqu’a 'ordre gq.

1.1 Variété différentiable

Une variété topologique de dimension n est un espace topologique qui est localement ho-
méomorphe a R", autrement dit, chacun de ses points possede un voisinage homéomorphe a
R™.

1.1.1 Cartes et coordonnées locales
Il faut d’abord définir quelques notions de base.
Soit M un ensemble d’éléments appelés points et R™ I'espace euclidien de dimension n.

Cartes sur une variété

Munissons M d’une topologie en considérant le recouvrement de M par I’ensemble d’ouverts
{U;}. Une carte locale sur M est le couple formé par un ouvert U; C M et un homéomorphisme
v U — o(U;) CR", ¢(U;) est un ouvert de R™. On dit que U; est le domaine de la carte
(Ui, ¢). Deux cartes compatibles (Uj, ;) et (U, px) sur M telles que : U; N Uy, # 0, sont C
-compatibles (¢ > 1) si px; = @ © gp}l |UjﬂUk est un difféomorphisme de classe CY entre les
ouverts ¢, (U; NUy) et o (U; NUy) de R™.

Coordonnées locales

La bijection ¢ associe a tout point p du domaine U d’une carte (U, ) le n-uplet de réels

(z'.....,2™) qui sont les coordonnées locales z* du point ¢(p) dans R”.
p:U — R"
p o~ (xt.. 2. (1.1.1)

Réciproquement, ¢! associé a tout point (n-uplet de réels) de p(U) C R" un point de U. Ainsi
aux lignes de coordonnées de R", sont associés des lignes de coordonnées sur M (figure 1.1).

7



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

FIGURE 1.1 — coordonnées locales.

Changement de cartes

Un changement de carte (Uj;, ;) en (U, ) ou changement de coordonnées locales du point
p € (U; NUy) est admissible 8’1l existe un difféomorphisme de classe C entre les ouverts de R™
(figure 1.2) :

P © gp;l : Spj(Uj N Uk) — gOk(U] N Uk)
(.., 2") — (2", ..., 2™), (1.1.2)

autrement dit si les fonctions f* définissant le changement de coordonnées :
/1 _ el 1 n m __ gen/. .1 n
2t = a2, 7 = a2

admettent des dérivées partielles continues a 'ordre g par rapport aux variables z¥.

U, v,

FIGURE 1.2 — changement de cartes.

1.1.2 Atlas

Un atlas de classe C'? sur M est un ensemble A de cartes (U;, ;) telles que :

8



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

— les domaines U; des cartes constituent un recouvrement de M : M = U,;c; U;
— toutes cartes (Uy, i), (Uj, ¢;) , telles que (U; NU; # 0) de A, sont C? - compatibles.

i) Une carte (U, @) sur M est compatible avec 'atlas {(U;, ;) }ier si la reunion

{(U, )} U{(U;, ¢;) }ier est encore un atlas.

ii) Deux atlas de classe C'? sont compatibles si leur réunion est encore un atlas.

Définition :

L’atlas maximal A associé & un atlas A est latlas se composant de toutes les cartes compa-

tibles avec A. Un atlas maximal sur M munit M d’une structure de variété différentiable.

1.1.3 Variété différentiable
Définition :

Une variété différentiable de classe C'? est un couple formé d’un espace topologique M et d'un
atlas A :(M, A) (on supposera que M est séparable), autrement dit, une variété différentiable est
un couple formé d’espace topologique séparé a base dénombrable, et d’un atlas. La dimension

de M est n, et on considérera que M est de classe C™ (smooth manifold).

Exemples de variétés :

— l’espace Euclidien R", pour l'atlas {(R",id)} (une seule carte)
— la sphere S”
— le tore plat T = S x S' x .S ou T™ = {(™1, ..., e"")}

nfois

— le cylindre de dimension n+1 :S™ x R

Variété produit

La variété produit de deux variétés X,, et Y,,, définies respectivement par les atlas A; =
{(Ui,i),i € I} et Ay = {(Vj,9),j € J}, est la variété X,, x Y, définie par I'atlas produit
Al X A2 = {(UZ X ‘/J,QOZ X ’QD]) ‘ (2,]) el x J},Ol\l

Ui x Vi = {(xi,y;) | © € Us,y; € V;}

pi X Py (,y) = (pi(2), i (y)-



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

1.1.4 Variété orientable
Définition
Une variété différentiable est orientable s’il existe un atlas {(U;, ¢;)}ier tel que dans le

domaine commun a deux cartes quelconques les orientations soient les mémes. Autrement dit,
D 1 .
D)) > 0), (')

elle est orientable si le jacobien de la transformation (x* — y7) est positif ( det(
et (y?) étant deux systémes de coordonnées sur un ouvert U.

De maniére pratique, une variété différentiable est orientable s’il existe un atlas {(U;, ¢;) }bier
tel que tout changement de coordonnées ; o @;1 soit de jacobien positif en tout point.

On déduit :

-la variété produit de variétés orientables est orientable.

-toute partie ouverte d’une variété orientable est une variété orientable.

1.2 Applications différentiables dans les variétés

Définition :

Une application f d’une variété V,, dans une variété W,, est de classe C'% au point x de V,,
si pour toute carte (U, ¢) de z et (V1) de y telle que y = f(x) € V (figure 1.3), Papplication

appelée "représentation locale" de f,
fop=tofop ™l ipUnNfH(V)) CR" - R™ (1.2.3)

est de classe C', dite C'%-morphisme.
Si f est de classe C elle est appelée une application "smooth" ("smooth map"), signifie

application continiiment différentiable.

Sitpo fop ! est inversible (po f~1 oy existe), et sitho fop et po floy! sont C,
f est appelée "Difféomorphisme" et V,, est difféomorphe a W,,, noté V,, = W,,,.
L’ensemble des difféomorphismes f : V,, — V,, est un groupe noté Dif f(V},).

1.2.1 Arc de courbe

Soit M une variété différentiable de dimension n, pg un point de M et I un intervalle ouvert
de R contenant 0. Un arc de courbe (différentiable) passant par py dans M est une application
différentiable ¢ : I — M : t — c(t), telle que ¢(0) = py (¢ est de classe C!' au moins). La lecture

de l'arc dans la carte (U, ) est 'application (figure 1.4)

woc:I(CR) = R":tr o(c(t)) = (2, ..., 2"). (1.2.4)
10



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

FI1GURE 1.3 — Application différentiable de variétés

Les équations paramétriques de ¢ sont notées z' = x (t).

i/

FIGURE 1.4 — Arc de courbe

Exemple

Les applications suivantes définissent un cercle dans le plan et un hélice dans I'espace

0:R— R? trs (cos2mt,sin2nt).
M

g
o

(2) (b)

f:R— R3 trs (cos2mt,sin2nt,t).

FIGURE 1.5 — a) un cercle, b) un hélice.

11



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

1.2.2 Fonction

Les coordonnées d’une fonction f : M — R dans la carte (U, ¢) sont données par 1'applica-
tion (figure 1.5)
fop1:R" — R, (1.2.5)

qui est une fonction de n variables a valeurs réelles.
L’ensemble des fonctions de classe C* (smooth function) sur M est noté F(M).

Une fonction g le long de I'arc de la courbe ¢ est la fonction

goc:R—=R:tw—(goc)(t). (1.2.6)

FIGURE 1.6 — fonction dans M

1.2.3 Dérivée directionnelle

Soit f une fonction de
R" »R: f= f(a',...,2")

et U un vecteur unitaire de composantes (U, U2, ..., U?). La dérivée de f dans la direction U

est définie par :

flzt +hUY, .. 2™+ hU™) — f(2!, ..., 2")

Vg = lim - (1.2.7)
Nous pouvons démontrer que
Vif = Y10, (1.2.8)
ou ? est 'opérateur gradient exprimé dans une base {€;} de R" par
— 0 0 .
v = grad = g + ...+ pRe (1.2.9)
Ainsi, si la base {€;} est orthonormée, on a
= Of of
+f = U == n- 1.2.1
Vof= V10 S UL+ U (1.2.10)

12



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

1.2.4 Vecteur

Soit ¢ :]a,b[— M un arc de courbe dans M, et f : M — R une fonction sur M. Le vecteur

tangent en ¢(0) est la dérivée directionnelle w li=o de la fonction f(c(t) le long de la courbe
d t of dxt(c(t
c(t) (out € (a,b)),ent = 0. En termes de coordonnées locales : Wb:o = a—i%\t:m

autrement dit, c’est 'application de 'opérateur différentiel X sur f ou X = X ”W et Xt =
x
dz*(c(t)
dt

|lt=0. Ainsi

df (c(t)) of

o =0 = XM = XS] (1.2.11)

0
X=X “W est le vecteur tangent & M en py = ¢(0) le long de la direction donnée par c(t).
x

Une classe d’équivalence de courbes est donnée par :

¢(0) = c(0) et W| =0 = W\ t:o}. (1.2.12)

C’est ainsi que le vecteur tangent X est associé a la classe d’équivalence de courbes.

Exemple

Dans R? cherchons le vecteur tangent a la courbe d’équation = xzgcost — ypsint, y =
xosint 4 yo cost au point (xg, yo).

Solution : On a 2! =z et 2% =y,

dzt dx
Z(0) = ==(0) = — X' = —
—(0) =20 = = n
dx? dx
E(O):E(O):xo = X2:.T0

0 0
= Xo = —yoa—x +l’08—y.

1.3 Espace vectoriel tangent

Définition

L’espace vectoriel tangent a M au point p, noté T, M, est 'ensemble des classes d’équival-
ence des courbes de M tangentes en p. D’une maniere équivalente, c’est I’ensemble des vecteurs
tangents a M au point p. La dimension de T, M est : dim T,M = dim M. Les vecteurs de base

de T,M sont : e, = %, (1<pu<n).PowrVeTl,M:V=Vte,.
z

La loi de transformation pour un vecteur V' € T, M est :

13



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

5 5 p
V= V“@ = V“a—yu = V= V”% pour un changement de base (z*) — (y").

1.3.1 Champs de vecteurs

Considérons 'ensemble TM = U,ep T, M de tout les espaces tangents en tout point p de
M. Soit m une application de projection qui associe a tout espace tangent T, M l'origine p. Par
cette construction on définit un espace appelé 'espace fibré tangent sur M, noté aussi TM.
Une section de T'M est une application X : M — T M, telle que w o X soit l'identité sur M.
Cette application associe a tout point p € M le vecteur X, € T,M. Par cette application on a
définit alors un champ de vecteur sur M.

Notons I'(M) I'espace vectoriel des champs de vecteurs sur M.

1.3.2 Crochet de Lie

Soient X, Y € I'(M). On définit le crochet de Lie par :
[X,Y] = XY — YX. (1.3.13)

[X,Y] définit bien une dérivation. Autrement dit, c¢’est un champ de vecteurs de I'(M).
L’expression locale du crochet de Lie est

0

Daht

[X,Y] = (X"0,Y" = Y"9,X")d,. ont 0, =e¢, = (1.3.14)

1.3.3 1-Formes et espace cotangent

Les 1-formes sont les ¢léments de I'espace vectoriel dual de T}, M, qui sont les applications
linéaires de T, M dans R. L’espace dual est appelé I'espace cotangent en p et est noté 77 M. Un
¢lément w : T,M — R de Ty M est appelé vecteur dual ou vecteur cotangent, ou une forme
différentielle :1-forme.

Exemple : df est une 1-forme, et l'action de df € TyM sur V € T,M est définie par

of
<df,V>=V|f|=VF— e R.
v >= Vi = vt a
La base de T M est formée par les 1-formes dz*, par exemple on écrit df = a—j;dx” . Clest
x
ox”
. Y - W re i
la base duale puisque < dx”, Em >= i d,,, alors w s’écrit w = w,dz".

On définit 'application <, >: TXM x T,M — R, appelée produit intérieur entre les élé-

ments de Ty M et ceux de T),M, et qui vérifie les propriétés de linéarité suivantes :

14



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

o <w,aV+dW >=a<wV >+b<wW >, pour tout w € TyM, VW € T,M et
a,beR.
o <aw+bn,V>=a<w,V>+b<nV > pourtoutw,neTyM,V €T,MetabeR.
Ainsi, le produit intérieur <, > entre un vecteur V = V“a% et une 1-forme w = w,dx" est
donné par :
<> TyM x T,M — R

1.3.15
<w,V>=w, V" <dz* ( )

%)

) OxV

>=w,V*H.
La loi de transformation pour une 1-forme est donnée par : w = w,dz" = © = @, dy”.

Comme dy” = g%:dx“, on obtient
ozt

=y

W

1.3.4 Tenseurs

En tout point p € M, définissons 'espace vectoriel

T =T,M @ .. @ T,MRTIM @ ... @ T M (1.3.16)

p

sfois rfois

Un élément T de cet espace est un tenseur de type (s,r) définit au point p. Dans une base

associée a des coordonnées (z*) au voisinage de p, il s’écrit

Tlp =10 (p)

Vi...Up

——(p)da*....dx)". 1.3.17
(p)

1.4 Pushforward et pullback

Soit M et N deux variétés différentiables et f : M — N une application différentiable.
Notons respectivement par (z%) et (37) les coordonnées locales sur M et N aux points p € M et
f(p) € N. L’application f engendre une application dite application linéaire tangente ou
"pushforward", entre les vecteurs de T, M et ceux de TN, notée T, f : T,M — Ty, N, telle
que, si X, est un vecteur* de T,M, g : N — R une fonction sur N dans R, on définit 7, f par :

(Tpr\p)g = le(g o f), T/ Xyp € Ty N.

En terme de coordonnées, on a : y/ = fi(z) = fu(2%)=T,f(:%) = g];(%)

Si nous 6tons la dépendence en p, application T'f : TM — TN est une application

smooth (C'*) entre variétés differentiables, notée aussi f,. L’application f, prend son extension

d’une fagon naturelle aux tenseurs de type (¢,0) : f. : T‘;q’o)(M) — ﬂ?{ﬁg(N).

1. les vecteurs X, de T, M sont des applications de derivation.

15



Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

L’application f engendre aussi une autre application entre les 1-formes de T; M et celles de
1%, N, appelée application cotangente ou "pullback". Notons que contrairement a ’appli-
cation tangente, le pullback est défini sur T*N dans T*M, f*: T}, N — T7M. On définit [~
comme suit : soit w une 1-forme de T*N, X € T'M et p un point de M,

< Wipm)s Xip >=< W), Trf Xjp > - (1.4.18)

En terme de coordonnées : y/ = f/(z') = f*w = (w;o f)df’. Ainsi, pour une 1-forme smooth
sur M on écrit : f*w(X) = w(f«X). Nous pouvons faire une extension d’une fagon naturelle
aux tenseurs de type (0,7) : f, : T(OT (N) — T‘;O’r)(M).

Nous avons donc les applications suivantes entre variétés :
f:M—= N:p— f(p)

f* : TpM — Tf(p)N

FIGURE 1.7 — Pushforward et pullback.

Propriétés

1. Soit M, N et P trois variétés et f et g deux applications telles que f : M — N,
g: N — P. On peut vérifier que : (go f). = g. o fi« et que (go f)* = f*og*.

2. Soit VeT,Metwe TF,)N. On peut vérifier la relation : < f*w,V >=< w, f,V >.

Exemple

Soit T'=T*,57 2 dz” et f: M — N un difféomorphisme

0 8“ oz¥. 0

da?,
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Chapitre 1 Notions de géométrie différentielle

ou (x) et (y) sont les coordonnées locales sur M et N respectivement. L’extension aux tenseurs

d’ordre supérieur est automatique.

1.4.1 Sous variété

Définition : Soit f : M — N une application différentiable avec dim M < dim .

a) L’application f est appelée immersion de M dans N si f, : T,M — Ty, N est une injec-

tion, soit rankf, = dim M.
b) f est un plongement si f est une injection et une immersion.
L’image f(M) est appelée sous variété de N.
Si f est une immersion, f, applique T, M isomorphiquement a un n dimensionel sous espace

vectoriel de Ty N, puisque rank f, = dim M on trouve Kerf, = {0}.
Si f est un plongement M est difféomorphe & f(M).

17



Chapitre 2

Formes différentielles

2.1 Algebre extérieure et formes différentielles

Les tenseurs complétement anti-symétriques de type (0, r) sur une variété M jouent un role
tres important dans tous les domaines de la physique. Ils sont appelés formes différentielles
d’ordre r ou r-formes sur M. Par exemple une 3-forme (resp. 4-forme) est un tenseur de type
(0,3) (resp. (0,4)) complétement anti-symétrique. Ainsi, si F' et G sont une 3-forme et une

4-forme respectivement, ils vérifient
FX,)Y,Z) = -FY,X,2)=FY,Z,X)=..
GX,Y,Z, W) = -GY, X, ZW)=G(X,Z,W,Y) = ..
ou X,Y, Z W sont des champs de vecteurs sur M.

On note (M) l'espace vectoriel des r-formes en p € M. Pour r = 0, Q)(M) = F(M)
I'espace des fonctions définies en p € M. Pour r > n = dim M, (M) = {0}.

2.1.1 Produit extérieur des formes

On définit le produit extérieur A des r 1-formes dz® par le produit tensoriel totalement

anti-symétrique :

A"t A daf? A A doett = Z (_1)S’ign(0')deU(l) R ... @ date), (2.1.1)

0'66r

ou &, est le groupe symétrique des permutations de r objets. Si ¢ € &, on a
o(Vi,... Vi) = (Voqy, oo Vo)

18



Chapitre 2 Formes différentielles

Exemple

dz® Nd2? = dz® @ dx® — da® @ dx®.
Az Nda® NdxY = dz® @ dz® @ da? + drY @ dx® @ da’ + da® @ dz” @ dz®
—d2® @ de® @ dr" — dz® @ d2” @ di’ — dx) @ di® @ dx.

Le produit extérieur vérifie les propriétés suivantes :
1. dx"* ANdx2 A ... ANdx# = 0 si un indice p; apparait deux fois.
2. datt Ndat2 A LA datr = (—=1)590) dgke A LA date)

3. dxtt NdxH? A ... N\ dxt est linéaire en chaque dz*.

2.1.2 Expression locale des r-formes

Soit (a#) les coordonnées sur une carte locale U de M. La base locale des 1-formes est
{dz*}. Une base pour U'espace (2 (M) est formée par I'ensemble des (f) = (n_niy«')w produits
indépendants des r 1-formes {dz"* A ... Adz*} ou les py, k = 1,...,n = dim M, prennent toutes
les valeurs possibles entre 1 et n = dim M. Toute r-forme w € 7 (M) s’écrit dans cette base,

au dessus de U, comme suit :

w o= Wy dr" @dr? ® ... @ dat (2.1.2)
1

= ﬁwmmwdx“l Ndxt? AN datT (2.1.3)

= Z Wyy oy A Ndzt NN dat (2.1.4)

pr<p2<...<pr

La sommation est prise sur tous les u = 1,...,n = dim M dans la 1°7° et la 2°"¢ égalité, et
dans l'ordre croissant stricte des pp = 1,...,n = dim M dans la 3¢ égalité. Les w,, ,, sont des
fonctions définies sur U. Les éléments w,,, ,, sont totalement anti-symétriques.

A partir de la définition (2.1.1) du produit extérieur des 1-formes, on définit le produit

extérieur d'une r-forme w € (M) et une s-forme n € Q5 (M)

A QM) x (M) — (M)
(w,n) — wAn

par :

(w A 77)(‘/1, ey V}_,.S) = — Z (—1)“9”("%(1/0(1), ey VU(T))n(VU(T+1), e VU(H_S)), (2.1.5)

onV,eT,M.Sir+s>n=dimM, wAn=0.
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Exemple

Soit X,Y,Z € T,M, w, n deux 1-formes et y une 2-forme,

(WANX,Y) =

(XOn(Y) —w(Y)n(X)
(wWAXNX,)Y,Z) = ) )

(
[w(X)x(Y, Z) —w(X)X(Z,Y) + w(Y)x(Z, X)
(2)x(X,Y) —w(Z)x(Y, X)]
= w(X)X(Y,Z)+w(Y)X(Z,X)+w(Z)X(X,Y).

(
w(

Le produit extérieur est associatif :(wAn) Ax = wA(nAx). Ainsi, si w, 7 et 1 sont des 1-formes,

on a,

(WA APIX,Y, Z) = w(X)n(Y)P(Z) +w(Z)n(X)P(Y) +w(Y)n(2)y(X)
—w(Y)n(X)(Z) — w(X)n(Z2)P(Y) —w(Z)n(Y )y (X).

Soit w € Q7 (M) une r-forme et n € €5(M) une s-forme, on peut facilement démontrer la
propriété suivante :

wAn=(—=1)"nAw. (2.1.6)

Il en résulte que si r est impair : w A w = 0.

A Taide du produit extérieur on définit une algébre® sur M, appelée algébre extérieure sur
M et noté Q5 (M)?>

= (M) = QM) & QM) & ... & Q1 (M), (2.1.7)

ot n = dim M. La dimension de I'espace Q5(M) est 2".°
Nous pouvons assigner une r-forme smooth en chaque point de la variété M. On note

espace des r-formes smooth en M par Q"(M) = U,ep 2, M et I'algebre correspondante par
(M) = &, ' (M).

2.1.3 Dérivation extérieure

La dérivée extérieure est I'application qui transforme une r-forme en une (r + 1)-forme,
d: Q" (M) — Q(M). Son action sur une r-forme
1

w = gwul...mdm’“ Adz A A dzt

1. Une algebre est un espace vectoriel équipé d’une application bilinéaire.

2. Un espace vectoriel V' est la somme directe des sous-espace Vi, ..., V,, si tout vecteur v € V peut étre
exprimer d’une fagon unique comme v = vy + ... + v, ol vi € V;. Autrement dit, on peut mettre v = (v1,...,v,)
ouv; € V.

3. dim Q) (M) = (M = (n+r'),r,, parce qu’il y a (') choix de sélectionner r éléments (i1, ..., i) parmi (1,...,n).

T

Ainsi, dim Q) (M) = (3) + (1) + ...+ () = 2"
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est définie par

1,0

dw = F(aTwm“W)dx” A dx! N dxt? NN datT (2.1.8)

La dérivée extérieure possede les propriétés suivantes :

— d(w+n) = dw + dn, et d(cw) = cdw pour toutes w,n € Q*(M) et ¢ € R.
— d(wAn) =dwAn+(—=1)"w Adn, pour toute w € Q" (M) et n € Q*(M).
— d(dw) = 0 pour toute w € Q*(M).

En adoptant la définition (2.1.1) du produit extérieur des formes différentielles, nous pouvons

aisément démontrer la relation suivante pour l'action de la dérivée extérieur d’une 1-forme
w € Q (M) au couple de vecteurs (X,Y) € T,M @ T,M,

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — w([X,Y)) (2.1.9)

Démonstration : Soit w = w,dz € Q (M) et X,Y € T,M. On a

dw(X,Y)

Opw,dat A dz” (X0, Y*0,)

Ouw, [da @ dx¥ — dz¥ @ da*](X 0y, Y*0,)

(0,90 XYY — (00, XY

XP(00)Y" = Y (0y0) X"

X(w)Y" =Y (w,) X"

(W Y") —w, X(Y") = Y (w, X") + w,Y(X")
X(w(Y)) = Y(w(X)) = w, X70,(Y") + w, Y7 0,(X")
X(w(Y)) = Y(w(X)) —w(X,Y]).

S

Une généralisation de cette relation pour une r-forme ¢ € Q7 (M) est immédiate

r+1

dP(X1y ey Xo1) = S (D)X (0(X, oy Xy ooy Xpg1)) (2.1.10)

=1

— > (D)X, X Xy e Xy ey Xy ooy X1

1<i<<r+1

ou le chapeau au dessus d’un vecteur X; signifie qu’il est omis.

2.1.4 Pullback d’une r-forme différentielle

L’application f*, définie dans le chapitre précédent, peut étre généralisée au formes diffé-

rentielles de degré supérieur a 1. On définit f* comme suit, soit w € Q" (V) une r-forme smooth

sur N.

T N = TEM
" Tio) p (2.1.11)
w— ffw,
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telle que, si Xy, Xs,..., X, € T,M,
f*w(Xl, XQ, ceey XT> = w(f*Xl, f*XQ, caey f*XT> (2112)

1. Soit w,y € Q;(p)(]\f ) et f Papplication définie précédemment. On a :
— f*(dw) = df*w, ou d est la dérivée extérieure définie sur M.

— [lony)=fwnfot

2.2 Formes différentielles a valeurs dans un espace vec-

toriel

Une k-forme différentielle w en M a valeurs dans un espace vectoriel V', "V -valued k-forme'
w, ou un vecteur k-forme w, associe aux k champs de vecteurs différentiables X1, ..., X} en M,

une fonction différentiable w(Xjy, ..., X%) : M — V telle que,
1. w est multilinéaire est alternée.

2. w a la propriété tensorielle, w(X7, ..., fX;, ..., Xx) = fw(X1, ..., Xi) pour tous champs de
vecteurs X, ..., X en M, f € F(M).

Autrement dit, w est définie comme une famille des k-formes w,, = € M, telles que pour
chaque k-uplets des champs de vecteurs (X1, ..., X.), 'application
we : Tpy(M)x ... xT,(M) — V
(Xl7"-an) — wx(Xl,...,Xk) (2213)

est différentiable.

Si on choisit la base {eq, ...,e,} dans V', on peut écrire w d’une fagon unique comme
Ww=w"R®e, =wiey + ... + Wpen, (2.2.14)

ol les w® sont des k-formes usuelles définies dans M et n = dim V.

L’ensemble des k-formes différentielles & valeurs dans V' est noté QF(M) @ V ou QF(M, V).
SiV =R, QFM,R) = Q¥(M).

D’une fagon similaire au cas ordinaire, on définit la dérivée extérieure d'une k-forme vecto-

rielle, d : QF(M, V) — QFL(M, V), par
dw = (dw®) ® e, = (dwy)ey + ... + (dwy)ex, (2.2.15)

ot les dw; sont les dérivées extérieures usuelles des k-formes w; données par (1.1.23).

4. On peut vérifier facilement cette équation en appliquant la propriété (2.1.12) et la définition (2.1.5) du

produit extérieure de deux formes différentielles.
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Nous pouvons également définir une r-forme a valeurs dans End(V)®. L’espace des r-formes
a valeurs dans End(V') est noté Q"(M, End(V)) ou End(V) @ Q" (M). Par exemple, un élément
de lespace des 1-formes a valeurs dans End(V), w € End(V) ® Q" (M) = End(V) @ T*M

s'éerit w = w,/e; @ ¢ @ dat.

2.3 Integration des Formes différentielles et formule de

Stokes

Soit w une r-forme différentielle qui s’écrit dans le systéme des coordonnées locales {z'}
dans R" comme

1
w = ﬁwm_”urdm“l Adxt? A N datT

= Z Wyy oo d?t Ndx?? A LA dat
1 <p2<...<pr

Nous pouvons intégrer w sur une variété différentiable M de dimension r, paramétré par X(u),

ot u=(ul,..,u") € D CR" comme suit :

0X 0X
/ W= Z / Wy (X (1)) A da? N A dx”’“(—l, s —T)dul...du’". (2.3.16)
M 1 <po<..<pr?D ou ou
lci dzt A dz2 A oA datn (2% 22) nest autre que le Jacobien J = det(%).

Exemple

Soit M la variété dans R*, paramétrée par : X(uy, ug, uz) = (ugusz, ut, 1 — 3us + us, uius),

pour u? + u3 + u2 < 1. Prenons w = x3dz' A dz? A dz*. On trouve facilement

0X
% = (0,2U1,0,U2)
1
0X
8—U2 - (u3707_37u1)
0X
87 = (UQ, O, 1, O)
3
“ 0X 00X 90X
N ur ouy 6—u3) = 2uluy — 6uius + 2uiusus.
Finalement

8
/ . /// (2u%u2 o 6ufu§ + 2“%“2“3)duldu2du3 = —— 7.
Y D 35

5. End(V') est I'espace vectoriel des fonctions linéaires de V' dans lui-méme, ou l'espace des endomorphismes
de V. End(V) est isomorphe & V @ V*, End(V) 2 V @ V*. Une base de End(V) est donnée par ’ensemble

{e; @ €7}, ol e; est la base de V et e/ est celle de V*. Par exemple, End(R") est simplement 1'algébre des

matrices réelles n X n. Si M € End(R™) et v € R™ on a Mv =" € R™.
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2.3.1 Formule de Stokes

Soit w une forme différentielle de degré r — 1 définie sur la variété orientée M de dimension

/dw:/ w,
M oM

ot OM est I'hypersurface délimitant M (frontiere de M).

r. Alors
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Groupes et algebres de Lie

3.0.2 Groupes de Lie
Définition

Un groupe de Lie G est une variété différentiable de classe C*° munie d’'une structure de
groupe dont les opérations produit et inversion sont de classe C'*°
i) : GxG— G, (91,92) — g1.92
y (3.0.1)
i) - G — G, gr— gt
Dans les applications physiques, on s’intéresse particulierement aux groupes linéaires générales
GL(n,R), GL(n,C) et leurs sous groupes qui sont des groupes de matrices ou le produit de
deux éléments et I'inverse sont simplement donnés par la multiplication habituelle des matrices

et la matrice inverse.

GL(n,R) et une variété non-compacte de dimension n? et les coordonnées sont données par
les n? entrées de M = {z;;}. Les sous groupes les plus intéressants de GL(n,R) sont :

Le groupe orthogonal O(n) : O(n) = {M € GL(n,R)|MM"' = M'M = 1,}.

Le groupe spéciale linéaire SL(n,R) : SL(n,R) = {M € GL(n,R)|detM = 1}.

Le groupe spéciale orthogonale : SO(n) = O(n) N SL(n,R).

Le groupe GL(n,C) est I'ensemble des transformations linéaires non-singulieres dans C",
qui est représenté par des matrices n x n non-singulieres avec des entrées complexes. Les sous-
groupes intéressants de GL(n,C) sont :

Le groupe unitaire : U(n) = {M € GL(n,C)|MM* = M*M = I,}.

Le groupe linéaire spéciale : SL(n,C) ={M € GL(n,C)|detM = 1}.

Le groupe spéciale unitaire : SU(n) = U(n) N SL(n,C).
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Théoréme

Tout sous-groupe fermé H d’un groupe de Lie G est un groupe de Lie.

3.0.3 Représentation des groupes de Lie

Soit GG un groupe de Lie et M une variété. Une représentation de GG dans M est une appli-

cation différentiable

GXxXM-—M
(3.0.2)
(9:2) — pyz = p(g)x
telle que pour tout élément g du groupe G, 'application :
pg: M — M (3.0.3)
est un difféomorphisme de M satisfaisant :
pe = idy (3.0.4)
Pg © Py = Pgg’ (3.0.5)

ou e est ’élément neutre de GG. Autrement dit, une représentation est un homéomorphisme du
groupe G dans Dif f(M).
En général, une représentation est appelée action a gauche. Nous pouvons également définir

par la méme construction une action a droite, mais en remplagant (3.0.5) par :

Pg © Pg" = Pg'g- (3.0.6)

Notons que l'action a droite n’est pas une représentation.
Parfois on écrit :

Py =: g action a gauche (3.0.7)
psr =:xg  action a droite (3.0.8)
Nous pouvons discuter maintenant un exemple important de représentation du groupe de Lie
sur lui-méme : M = G.
Définition

Soit a et g deux éléments d’un groupe de Lie GG. La translation a droite : R, : G — G et

la translation a gauche L, : G — G de g par a sont définies par :
R.g = ga (3.0.9)

Laog = ag (3.0.10)
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R, et L, sont des difféomorphismes de G' dans G, et ils commutent entre eux :
Lg o Rg—l = Rg—l o Lg. (3.0.11)
Une autre représentation de G sur lui méme est donnée par I'automorphisme interne :

GxG—G

(3.0.12)
(g, h) — aut,h =: ghg

-1

Ainsi :
auty = Lyo Ry-1 = Ry-10 L, (3.0.13)

3.0.4 Représentation linéaire

Une représentation p est dite linéaire si elle opére sur une variété qui est un espace vectoriel
V et si tout difféomorphisme p, est linéaire. Autrement dit, une représentation linéaire est un

homéomorphisme de groupe :
G — GL(V) C Diff(V). (3.0.14)

Comme un cas special on va noter la representation p(g) par D(g).
Si V est de dimension fini n, on peut choisir une base {¢;,i = 1,...,n} telle qu'un vecteur
v € V se décompose en v = v'e;. On peut ainsi associer a tout g € G une matrice représentative

(qui soit inversible) de ’homéomorphisme D(g) € GL(V),
D(g)e; = D';(g)e;
et l'action de D(g) sur un vecteur v € V est un vecteur de V' donné par :
D(g)v = D'(g)v"e;. (3.0.15)

On dit qu'une représentation linéaire est irréductible si V' ne contient aucun sous-espace inva-
riant ' W qui est non trivial : W #V, W # ) :

pW CW  pour tout g€ G. (3.0.16)

Ceci se traduit sur les matrices de la représentation qu’on ne peut pas rendre diagonales par
bloc (quelle que soit la base adaptée a la décomposition ), c’est a dire qu’elles ne peuvent pas

prendre la forme suivante :

1. W est un sous-espace invariant par rapport a une représentation p d’'un groupe G, si pour tout g € G et
tout w € W, p(g)w € W.
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D'(g) 0
D(g)=1] 0
0 0 D*g)

ot dimD'(g) + .... + dimD*(g) = dimD(g).

Les applications : L, : G — G et R, : G — G induisent les applications :
Ly :T,G —T,G et R, : T,G — T,G. (3.0.17)

Puisque ces translations donnent des théories équivalentes, dans tout ce qui suit on va considérer

seulement les translations a gauche.

3.0.5 Champs de vecteurs invariants a gauche et algebre de Lie

Définition : Soit X un champ de vecteurs dans un groupe de Lie G. X est un champ de

vecteurs invariants a gauche si :
L X1y = X|ag- (3.0.18)

Un vecteur V € T,G (I'espace tangent a G en l'identité) définit un champ de vecteur unique
Xy partout dans G par :
Xyl = LgV, g€QqG. (3.0.19)

Inversement, un champ de vecteurs invariant a gauche X définit un vecteur unique dans 7,G :
V=Xl eT.G. (3.0.20)

On note 'ensemble des champs de vecteurs invariants a gauche sur G par g.

L’application : T.G — g définie par V' — Xy est un isomorphisme et il s’ensuit que
I’ensemble des champs de vecteurs invariants a gauche est un espace vectoriel isomorphe a T.G
et dim g = dim G.

g est un sous-ensemble de X' (G) (I'ensemble des vecteurs sur ), alors le crochet de Lie est

défini aussi sur g, et g est fermé par le crochet de Lie car si g et ag € G :
Lo+ [ X, Y|y = [La* X|g, Lar Y |g] = [X,Y]|ag € 0. (3.0.21)

Définition : L’ensemble g des champs de vecteurs invariants a gauche avec le crochet de Lie

[,]: 9 xg— g est appelé 'algebre de Lie du groupe de Lie G.

28



Chapitre 3 Groupes et algebres de Lie

3.0.6 L’application exponentielle

Dans la section précédente, on a défini I'algebre de Lie g comme étant 'espace tangent
du groupe de Lie G a l'identité 15. Dans un voisinage suffisamment petit de I’élément neutre
0 € g, nous pouvons alors définir une application qui peut produire le groupe de Lie G, appelée

application exponentielle (smooth) satisfaisant les propriétés :
1. exp(0) = 1 =l'élément identité de G

2. exp(r) exp(y) = exp(r +y) Vr,y€g

3. 4 exp(te)|mo =2  Vz €y
Par cette application, il est possible de retrouver a nouveau un groupe de Lie G par exponen-
tiation de son algebre de Lie g. Nous pouvons également obtenir les opérations dans ’algebre
de Lie a partir de celles dans le groupe associé par differentiation. Par exemple ’élément inverse

de et € G est 'élément e~ € G tel que :

ettzeo—tz — et(z—x) — 6tOg =1g

(3.0.22)

d _
Eet(:c z)‘t:() = Og =T —T = Og.

L’élément inverse de x € g est I'élément —x € g. De la méme maniere, la multiplication dans
G correspond a ’addition dans g.
Le plus intéressant est qu’on peut trouver la structure d’une algebre de Lie associée a un

groupe de Lie par 'application exp.

Exemples

1) SL(n,R) est le groupe linéaire des matrices n x n, d’entrées réelles et de déterminant
égal a 1. Si T € sl(n,R) est un élément de 'algebre de Lie de SL(n,R), I'élément qui lui est
associé dans SL(n,R) peut étre écrit comme : H = el tel que det H=dete! = e = 1, soit
trT = 0. Il en résulte que 'algebre de Lie sl(n,R) de SL(n,R) consiste en les matrices n x n
d’entrées réelles et de trace nulle. De méme, sl(n, C) consiste en les matrices n x n d’entrées
complexes et de trace nulle.

2) U(n) est le groupe formé des matrices n x n, d’entrées complexes satisfaisant MMT =
MM =1,. Si T € u(n) (lalgebre de Lie de U(n)), 'élément M = eT appartient a U(n). En
introduisant I'élément adjoint Mt = eZ' tel que MMT = ¢T*T" = 1, on déduit T+ TT = 0,.
Ainsi en terme de coordonnées on a : T;; + Tj; = 0, soit T;; = —T;. 1l en résulte que u(n)
consiste en les matrices n X n, d’entrées complexes et anti-hermitiennes.

3) On conclut que 'algebre de Lie du groupe SU(n) consiste en les matrices n x n, d’entrées
complexes et anti-hermitiennes de trace nulle, su(n) = u(n) Nsl(n, C).

Nous pouvons suivre cette procédure et construire les algebres de Lie des groupes de Lie

spéciaux cités dans la premiere section.
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Notons que ce n’est pas seulement les groupes matriciels qui posseédent une application exp,
mais tout groupe de Lie posséde cette application, alors, pour tout groupe de Lie, il convient
de définir une opération appelée crochet de Lie par :

(v, w] = %;(exp(sv)exp(tw) — exp(tw)exp(sv))|s.i=o (3.0.23)

ou exp(sv), exp(tw) € G et v,w € g.
En s’inspirant de cette opération, nous pouvons donner une définition plus abstraite aux

algebres de Lie :
Définition
Soit g un espace vectoriel équipé de 'application :
[,]:gxg—9 (3.0.24)

telle que :
L. [v,w] = —[w,v] pour tout v,w € g,
2. [u, av + Pw] = afu,v] + Blu, w]| pour tout u,v,w € g et «, 5 des scalaires,
3. L’identité de Jacobi : [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 pour tout u,v,w € g.

L’ensemble g ainsi construit est appelé une algebre de Lie.

Nous pouvons généraliser la notion du crochet de Lie de deux vecteurs de g, au commutateur
de deux formes différentielles a valeurs dans g comme suit : soit w = w*®T,, n =n* ® T, une
r-forme et une s-forme respectivement, a valeurs dans g, ou w® € Q7 (M), n* € Q5(M) et {T,}

est la base de g. On définit le commutateur de w et 7 par :

w,n] = wAn—(-1)"nAw
= T Tsw* An’ — (=) TTn’ A w®
= [T.,T5) @ w*An°, (3.0.25)
oll on a utilisé la propriété du produit extérieur des formes différentielles w*An® = (—1)"*n" Aw®

(voir section 1.1.6).

Si on met w = 7 dans (1.2.25), quand r et s sont impairs, on a

[w,w] = 2w Aw = [Ty, Ts] ® w* AP, (3.0.26)
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Ainsi, on peut dériver la relation importante suivante : si w est une 1-forme a valeurs dans g,
w=w*®@T, ot w* € (M) et X,V € T,M on a

w,w](X,Y) = [Ta,Tsl@w* A (X,Y)
= [Ta, Tyl[w* (X )’ (V) = w(Y)w’(X)]
WX)w(Y) = w(Y)w(X)] = [wV)w(X) = w(X)w(Y)]
X)w(Y) = w(Y)w(X)]
X),w(Y)] (3.0.27)

2[w(
2[u(

[w

ou on a utilisé la définition du produit extérieur (2.1.5).

3.0.7 Application adjointe d’un groupe de Lie

Considérons 'automorphisme interne aut, défini par la relation (3.0.12). Nous pouvons
définir une représentation de G dans son algebre de Lie g. Cette représentation est appelée la
représentation adjointe de G et est noté Ad,. On peut la définir comme suit :

Soit X € g

Ady:g — g
d X
X ~ Ang:(aautg(e ))\t:o (3.0.28)
(4 ixy
—(ag(e )g )\t:o'

La représentation Ad, ainsi construite est linéaire et vérifie les propriétés d'une représenta-
tion : Ad. = Idy et Ad, o Ady, = Adgy, .

3.0.8 Les groupes SO(3) et SU(2)

Vu leur grand intérét, on va étudier dans cette section les groupes SO(3) et SU(2) en détail,
notamment le groupe SU(2) qui joue un role primordial dans la théorie de la gravité quantique
a boucles, et dans d’autres théories de jauge.

SO(3) est le groupe des rotations dans l’espace Euclidien a 3-dimensions ou sur la 2-sphere.
C’est le sous-groupe invariant de O(3) (le groupe de toutes les rotations et les inversions dans
'espace Euclidien & 3-dimensions). En effet, pour tout H € SO(3) et O € O(3) on a :

det(OHO™') = detH =1 = OHO™' € SO(3). (3.0.29)

Précisément, SO(3) est la composante identité de O(3) car il contient ’élément identité de O(3).
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Les générateurs du groupe SO(3) sont données par les matrices :

00 O 0 0 1 0 -1 0
L=|oo -1|., 1,=|lo0o oo, L=|1 0 o0 (3.0.30)
01 0 -1 0 0 0 0 0
oll toute rotation dans R3 par un angle 6 autour du vecteur unitaire @ = (n%,n¥,n?) € R?® est

donnée par : exp [0(n*1, + n¥l, + n*l,)].
I, 1, I, forment une base pour l'algebre de Lie s0(3) de SO(3) et satisfont les relations de
commutation :

[]aulb] - 8abc]c (3031)

ol €45 sont les constantes de structures du groupe SO(3). Ce sont les symboles de Levi-Civita.

SU(2) est le groupe des rotations dans 'espace C? préservant la norme hermitienne |x|?+|y|*
d'un vecteur (z,y) € C2 Elle est formée des matrices complexes 2 x 2 unitaires UTU = I et de
déterminant 1.

SU(2) est topologiquement identifié & la 3-spheére S3. Un élément de SU(2) s’écrit :

b
U= (a d) . abedeC (3.0.32)

c

L’unitarité signifie que les vecteurs colonnes de U sont orthonormaux :

aa+cc=1
C a b 1 0 . _
_ = S bb+dd=1 (3.0.33)
d c d 01

/-~
o Q

ab+cd =0
La condition detU =1 < ad — cb = 1.
Ces quatre conditions sont équivalentes a :
aa+cc= 1
b= —¢ (3.0.34)
d= a.

On trouve que la forme la plus générale d’'une matrice de SU(2) est donnée par :
r1 +iry —x3+ix
U= """ T g eR (3.0.35)
T3+ 1Ty T1 — 1T
avec

4
=1 (3.0.36)
i=1

Alors, on a construit un difféomorphisme de SU(2) dans S3. 1l s’ensuit que SU(2) est connexe

et simplement connexe, ce qui est le cas de S°.
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Algebre de Lie de SU(2)

Une algebre de Lie su(2) de SU(2) consiste en les matrices 2 x 2 de trace nulle et anti-
hermitiennes. Une base de cette algebre est donnée par les matrices 7, = —%iaa, a=1,2,3 ou

o, sont les matrices de Pauli :

01 0 — 1 0
o1 = y 09 = y O3 = (3037)
10 t 0 0 —1

satisfaisant les relations de commutation suivantes :
[Taa Tb] = EabcTe- (3038)

Ainsi s0(3) et su(2) sont isomorphes. Un théoréme pour les algebres de Lie annonce que pour
toute algebre de Lie g, il y a un groupe de Lie G ayant g comme algebre de Lie. Le groupe G
n’est pas unique, mais il y a un groupe de Lie unique GG qui soit connexe et simplement connexe.
Tout autre groupe qui soit connexe et admet g comme son algebre de Lie admet G comme une
couverture. Dans notre cas, SU(2) est connexe et simplement connexe alors que SO(3) est
connexe seulement. Alors SU(2) est une couverture dite universelle de SO(3), précisément elle
présente une couverture double de SO(3), puisque pour deux éléments g et (—g) dans SU(2)

correspond un seul élément h € SO(3). Ainsi, nous avons I’'homéomorphisme :

p:SU(2) — SO(3) (3.0.39)
v(g) = ¢(—g)

3.0.9 Représentations des groupes SU(2) et SO(3)

La théorie des représentations des groupes joue un role tres important dans la théorie de la
gravité quantique a boucles, notamment dans la quantification par réseau de spin.

Le groupe SU(2) possede une représentation irréductible pour chaque dimension. Ces re-
présentations sont étiquetées par un nombre entier ou demi-entier 0,1/2,1,...appelé spin, et on
appelle chaque représentation : "la représentation de spin-j". La dimension de cette représenta-
tion est 27 + 1.

La méthode de construction de ces représentations est la suivante :

Soit P%*! I'espace de dimension 2j + 1 des fonctions polyndmiales de degrés 2j dans C? et
£ = (&,&) un vecteur dans C2. Un élément de P? ! est une fonction polynomiale en & et &
qui s’écrit :

Pi(&1,6) = Ol + Ciafl o+ o+ Coyn 667 + 8 (3.0.40)
Ce polynome est caractérisé par 27 + 1 coefficients.
L’action de SU(2) dans F(C?) est définie par :

U()fI€) = flg7'¢)  on  f(§) = f(&,&) € F(C?) (3.0.41)
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L’espace P¥ 1 est invariant sous l'action du groupe SU(2), c’est a dire :

P; € PHTH(C?) = U;(g)P; € PPHH(C?) (3.0.42)
Exemple
La représentation de spin % :
o1
7=75 Prjp = Cipp&i + Co1p&2 (3.0.43)

On a Uyyz(g)Prj2 € P*(C?) = Uyy2(9)(Crjobs + C_yy2bo) = oy + BE;

ou sous forme matricielle :
01/2 «
Uis2(9) = (3.0.44)
C_1)2 B

indiquant que Uy /2(g) doit étre une matrice 2 x 2. Alors la représentation Uy /» n’est autre que
I'ensemble des éléments (matrices) de SU(2), et I'action de SU(2) par la representation U s
est la multiplication usuelle de ces éléments

Ui2(9) = g
Ui /o s’appelle la représentation fondamentale de SU(2).

Les représentations du groupe SO(3) correspondent aux représentations de spin entier du

groupe SU(2).
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Chapitre 4
Espaces fibrés

Définition
Un espace fibré ou une fibration est la donnée d’un triplet (P, M, x), ot P est une variété
différentiable appelée 1'espace total, M est une variété différentiable appelée espace de base, et

7 est une surjection m : P — M appelée 'application de projection.

P

/\/

M

FIGURE 4.1 — un espace fibré

L’ensemble 77 !(z) = F, des antécédents de x € M par application de projection est appelé
la fibre au dessus de = (figure 1.6).

Nous pouvons également définir une application o : M — P qui associe a tout x € M un
antécédent o(x) € F, C P telle que m o 0 = 1,;. Une telle application est par définition une

section de l'application 7 : P — M.

Fibration

Une application 7 : P — M est une fibration si toutes les fibres 77 !(z), + € M sont
difféfomorphes. Ainsi, nous pouvons choisir une fibre type F' lorsque toutes les fibres sont de

"type F", autrement dit, difféomorphes a F'.
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4.1 Fibré localement trivial

Soit m : P — M une fibration et U C M un ouvert de M appartenant a I'atlas définissant
la structure différentiable de M.

On appelle espace fibré localement trivial la donnée d’une fibration (P, M, ) telle que pour
tout ouvert U de M, I'ensemble 7~1(U) soit difféomorphe & U x F ou F est la fibre type de la
fibration (figure 1.7).

' (U) P

TS

M

FIGURE 4.2 — Un fibré localement trivial et trivialisation locale

La propriété 771(U) ~ U x F est définie localement. Si I’espace total satisfait & P ~ M x F,

on dit que P est un fibré trivial.

4.1.1 Trivialisation locale

Soit U C M, dire que 7 1(U) est difféomorphe & U x F revient a dire qu’il existe un

difféomorphisme 1y entre deux ensembles :
zerm H(U)CP—ypy(z)=(2,9) €eUxF  avec x=m(z), (4.1.1)

Yy ¢ la trivialisation locale relative a U
Yy (z) = (x = 7(2), g) est caractérisé par 'application :
Y (U) — F
go 7 (U) (4.1.2)
gu(z) =g

z € P est caractérisé par le point x = m(z) sur M et g = gy(z) sur F' (z est canoniquement

défini, alors que g € F résulte du choix d’une trivialisation locale).
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4.1.2 Sous-fibrés

Soit (P, M, ) et (P, M', 7') deux espaces fibrés. On dira que le premier est un sous-fibré du
second si P(resp.M) est une sous-variété de P’'(resp.M’) et 7 coincide avec 7’ sur la restriction

correspondante.

4.2 Espaces fibrés principaux

Une fibration (P, M, ) est un espace fibré principal lorsque les conditions suivantes sont

satisfaites :
1. (P, M, ) est un espace fibré localement trivial.
2. Un groupe de Lie G agit (a droite) sur P et ce de facon transitive! dans chaque fibre.
3. Toutes les fibres sont homéomorphes a G.

Le groupe G (fibre type) s’appelle le groupe structural du fibré.

4.2.1 Sections locales et trivialisation locale

Soit un fibré principal (P, M, ) de groupe structural G. Le choix d’une section locale = €
UC M — o(z) € P permet de "marquer une origine" sur chacune des fibres G, avec le groupe
G lui-méme.

Algébriquement, on dit qu’a la section ¢ on peut associer une trivialisation locale ¢y définie
comme suit :

Soit z € P. Alors ¥y (2) = (z,9,) ou z = 7(2) et g, est 'unique élément de G défini par
z = o(x).9s, z et o(x) étant dans la méme fibre,(z est canoniquement défini, alors que g,

dépend du choix de o).

4.2.2 Fonctions de transition

Soit U et V deux ouverts de M, o et 7 deux choix de sections locales; o : U — P,
7:V — Petze P tel que w(z) € UNV. On peut écrire z 5 (z,9,) et z = (x, g,). Il existe
donc un élément g,, € G (en fait, une fonction g,,(z) défini sur U NV) tel que g, = gorgr-
Cette fonction porte le nom de fonction de transition. Ces fonctions de transition permettent

de reconstruire le fibré principal lui-méme.

1. L’action de G sur un ensemble E est dite transitive s’il est possible de passer de n’importe quel point de

FE a n’importe quel autre point a ’aide d’un élément de G.
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Un exemple de fibré principal

Fibré des repeéres linéaires

Considérons P comme ’ensemble des repéres généralisés sur M, et GG le groupe des trans-
formations des repeéres. Un élément z de P est un repere généralisé situé au point z de M
(avec x = m(z)). Une section locale o(z) est un repére mobile (généralisé) dans l'ouvert U.
Les transitions g,, décrivent des changements de repeéres mobiles. Soit n la dimension de M.
En chaque point x € M, nous avons un espace tangent 7'(M, ) et nous pouvons considérer
'ensemble de tous les reperes en x noté G,. Un point z € GG, est donc un repere en x (c’est a
dire la donnée de n vecteurs indépendants de T'(M, z)), P = Uyepr G est U'ensemble de tous
les reperes de M. m désigne I'application qui associe a un repére centré a ’origine z le point x
lui-méme. Alors : (P, M, ) est un espace fibré principal de groupe structural GL(n). Ce fibré
ainsi construit, noté FM "Frame Bundle of M", s’appelle le fibré des reperes linéaires sur M.

Une section locale dans F'M n’est autre qu'un repere mobile choisi dans le domaine d’un

ouvert et qu’'une fonction de transition n’est autre qu'un changement de repere mobile.

Fibré principal trivial

Un fibré principal (P, M, 7) de groupe structural G est trivial si P est homéomorphe au
produit cartésien M x GG. Dans ce cas, il existe une infinité de sections globales. Autrement dit,

P est trivial si et seulement s’il possede une section globale.

4.3 Espace fibré associé

Soit (P, M, ) un espace fibré principal de groupe structural G, et soit p une action (a
gauche) de G sur une variété F.

On construit une relation d’équivalence sur la variété produit P x F', en disant que (z, f) €
P x F est équivalent a (2/, f') € P x F' il existe un élément g € G qui soit tel que 2’ = zg et
"= p(g~1)f. L’ensemble quotient £ = P xg F est appelé fibré associé a P via 'action de G
sur F.

G est aussi le groupe structural du fibré F et dimE = dimM + dimF

4.3.1 Exemple d’un fibré associé : le fibré adjoint £ = AdP

Soit (P, M, ) un fibré principal de groupe structural G. On considere l'action de G sur lui-
méme dite action adjointe et définie par : Ad(g)k = gkg™!, Vg, k € G. On choisit alors F = G,
p = Ad et on construit £ = P X 44 G fibré noté AdP.
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A tout fibré principal P, on peut associer un fibré en groupe AdP dont les sections de AdP
sont les transformations de jauge.

Nous pouvons aussi considérer I'action de G sur Lie(G) ('algebre de Lie de ), définie par :
ad(g)X = gXg~ ', oug € Get X € Lie(G). Alors, nous pouvons construire un fibré en algebres
de Lie de base M noté adP = P x¢g Lie(G).

4.4 Les espaces fibrés vectoriels

Nous arrivons maintenant au type de fibré le plus intéressant dans 1’étude des théories de
jauge, c’est le fibré vectoriel "vector bundle".

Définition : Un fibré vectoriel est un espace fibré associé ou la variété F' choisie est un
espace vectoriel (R™ ou C"), et que l'action p de G sur F' est une représentation de G sur cet
espace vectoriel. Si F' = R", on parle d'un fibré vectoriel réel, et si F' = C" on parle d’un fibré
vectoriel complexe.

Soit E = P x¢ F' le fibré vectoriel associé au fibré principal P = P(M, G) via la représen-
tation p de G sur I'espace vectoriel F'. Un élément 7 de E est un vrai vecteur qui peut s’écrire
T = (e)(v) = (eg)(p(g~")v), avec e € P et v € F. Autrement dit, ¥ possede les composantes
(v) dans le repeére (e) et possede les composantes (p(g~!)v) dans le repere (eg).

Si on introduit les indices, on écrit : ¥ = e;v’ ot v € R™ (ou C*), et {e;} un élément de P,
c’est a dire un repére généralisé au point x.

Un exemple des fibrés vectoriels qui joue un role essentiel dans 1’étude de la relativité
générale est le fibré tangent noté TM. Le fibré tangent est par définition le fibré associé au
fibré F'M (le fibré principal des reperes linéaires sur M), ou le groupe structural est GL(n,R),
avec n = dimM. On considére la représentation fondamentale de G sur R™ et on construit le
fibré tangent TM = FM Xgrmr) R". Un élément de T'M est un vecteur tangent qu’on note
v =e,v" ot {e,} € FM, c’est a dire une base de T (M, x). Nous pouvons vérifier 'invariance

de v sous une transformation A = (A}) € GL(n,R),

v=e" = (ey/\Z)(A_l“pvp) (4.4.3)

4.4.1 'Trivialité des fibrés vectoriels, variétés parallélisables

Une variété est parallélisable si son fibré tangent est trivial (les groupes de Lie sont des
variétés parallélisables). Une condition nécessaire et suffisante pour assurer la trivialité d'un
fibré principal P est I'existence d'une section globale. Nous pouvons considérer un élément du
fibré principal P comme une base dans une certaine fibre du fibré associé¢ E. L’existence pour P
d’une section globale équivaut pour F a l'existence de n sections indépendantes en tout point
de M (n = dimF).
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4.4.2 Champs de vecteurs et champs de tenseurs

On note 'ensemble des sections globales sur un espace fibré vectoriel E par I'(E). Dans
le cas ou E est le fibré tangent TM d’une variété M, une section n’est autre quun champ
de vecteurs. De la méme facon, les champs de tenseurs d’ordres supérieurs sont également des
sections de fibrés vectoriels appropriés.

Par exemple, un champs de tenseurs de type (s,7) est une section du fibré des tenseurs de
type (s,r) construite par la réunion de tous les espaces vectoriels Tp(s”") sur la variété M (voir
section (1.1.5)) :

TeIM = | TP M. (4.4.4)

peEM

Un tel champ s’écrit localement, au dessus d’une carte locale de M,

dx™ ... dz"" (4.4.5)

Cas particuliers :

i) un champ de tenseurs de type (0,0) n’est autre qu’une fonction f sur M,

ii) un champ de tenseur de type (1,0) est un champ de vecteurs qui s’écrit X = X ”%,
iii) un champ de tenseur de type (0, 1) est une 1-forme différentielle qui s’écrit w = w, dz*.

En particulier, nous pouvons assigner une r-forme smooth en chaque point de la variété M.
Ainsi, on définit un champ des r-formes sur M. On note 'espace des r-formes smooth en M par
Q" (M) = Upenr QM. Donc, Q°(M) correspond a l'algebre des fonctions smooth sur M, F(M).

De la méme maniere que dans la section (1.1.7) sur les vecteurs r-formes et les tenseurs
r-formes, nous définissons le fibré des r-formes a valeurs dans un fibré F noté Q" (M) @ E =
(M, E) comme étant ’ensemble des espaces vectoriels des r-formes en chaque point p € M.
Autrement dit, si ) € Q" (M, E) et si X,..., X, € I'(M), alors ¢(X7, ..., X)) est une section de
E définie par x +—— 1.(X1jy, ..., Xpz) € Ep. On peut également définir le fibré des r-formes
a valeurs dans le fibré des endomorphismes de E, End(E). On le note End(E) ®@ Q' (M) =
O"(M, End(E)). Tout élément de Q" (M, E) (resp.de Q" (M, End(FE))) peut étre écrit comme la
somme des éléments de la forme s ® w ol s est une section de E (resp. de End(E)) et w est

une r-forme différentielle sur M.

4.4.3 Dérivée de Lie

On définit la dérivée de Lie du champ de tenseur 7' € T M dans la direction X = X#-2

oxH

au dessus d’une carte locale de M, de coordonnées (x#), par :

0 DG 0XH2 OXHs
1o fbs A 1e.-fbs AU ... s 1AUZ... s Teefbs—1 A
(ExT)ylhe = X szﬁ...u’i =Ty e o S uia s FSy
..... oX* g OXP s OXP
+T5 e + T, oo +o TR e (4.4.6)
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Ainsi, on déduit que la dérivée de Lie d'un champ de vecteur Y € I'(F) dans la direction

de X, est simplement donnée par le crochet de Lie (ou le commutateur) [X, Y],

LxY = (X*0,Y" — Y*9,X")d, = [X,Y]. (4.4.7)

4.4.4 Champ de repeéres

Nous définissons un champ de repere comme une section du fibré des reperes F'M associée
au fibré tangent T'M de la variété M. Si on introduit les coordonnées locales x#* dans une carte
U; de M, la fibre T,M (I’espace tangent de M au point p) possede une base naturelle {0/0z" }
sur Uj;.

Un élément e; du repere e = {ey, ..., e, } en p s’écrit :
er = €oulp 1<I<n (4.4.8)

ou (ef) est un élément de GL(n,R) tel que les {e;} soient linéairement indépendants.

Si {er} est normalisé par I'introduction d’une métrique, la matrice (ef) est appelé vierbein.
Dans le cas n = 3 le champ de repere est appelé champ de triades, et dans le cas n = 4 champ de
tétrades . Nous pouvons également définir un champ de cotriades eﬁ (resp. champ de cotétrades)

comme étant application inverse d’'un champ de triades (resp. un champ de tétrades).

4.5 Transformation de jauge

Soit E un fibré vectoriel associé au fibré principal P(M,G) de groupe structural G (ou
G-Bundle). Une transformation de jauge T' est une application linéaire de E dans E (un en-
domorphisme) telle que les fibres de E soient stables sous 'action de T'. Autrement dit, il

existe une fonction qui soit généralement smooth g(z) € G telle que pour chaque v € F,, on a

p(g(p))v € F).
T-E-—E

(p,v) — (p, p(g9(p))v)

L’ensemble des transformations de jauge (pour un groupe G donné) forme un groupe noté G.

(4.5.9)

Le principe des théories de jauge est que les champs doivent étre des sections dans les fibrés
principaux (ou G-Bundles), et que les lois de la physique doivent étre des équations différentielles
telles que si la section s est une solution, gs est aussi une solution pour tout g € G. On dit que

ces équations différentielles sont invariantes sous la transformation de jauge.
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Connexion et courbure

5.1 Connexion dans les fibrés vectoriels

La notion de connexion joue un role crucial dans les théories de jauge. Elle permet de
comparer des vecteurs appartenant a des fibres différentes dans un fibré donné. Autrement dit,
elle permet de différencier les sections de ce fibré. Elle peut aussi permettre de transporter les
vecteurs parallelement le long d’une courbe située dans une variété donnée M. Ceci permet
de définir la notion importante d’holonomie qui mene a la construction des boucles de Wilson
comme étant la trace de I’holonomie le long d’une boucle dans M. Les boucles de Wilson
"Wilson loops" sont les observables de la théorie de la gravité quantique a boucles « Quantum
Loop Gravity QLG ».

Définition

Une connexion, ou la differentiation covariante dans un fibré vectoriel F, est un opérateur
différentiel linéaire D de 'espace des sections de E dans les sections du fibré T*M ® E, ou
T*M = QY(M) est le fibré cotangent de M (le fibré formé par les espaces des 1-formes en
chaque point de M).

D:T(F)—T(IT"M ® F) (5.1.1)

On dit que D transforme les sections de E en sections 1-formes, tel que D satisfait les regles
de Leibniz :

— Pour toute section s smooth de E et toute fonction smooth f on a :
D(fs)=df ® s+ fDs (5.1.2)
— La linéarité de D signifie :
D(asy + fs2) = aDsy + BDss; s1,82 € (E) et a,8 des constantes (5.1.3)
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5.1.1 Expression locale de la forme de connexion

Soit {2*} les coordonnées dans une carte locale U de M. Une base naturelle dans T'M est
{0, = a;;}, et une base naturelle dans T M est {dz"}.

En terme de coordonnées : Ds = (D,s)dz", ou (D, = Dy,).

Soit {e;} un repere local dans U, ou une base de sections de E sur U. Autrement dit,
la donnée de m sections linéairement indépendantes dans un voisinage U de M, ou m est la

dimension des fibres de E, permet d’écrire : s = s'e;, et on a :
D,s = D,(s'e;) = (0,5")e; + s'D,e; (5.1.4)
D,e; étant par définition une section de . On peut alors I'exprimer d'une facon unique comme

une combinaison linéaire des sections de base e;, avec des fonctions en U comme coefficients.
Alinsi, nous pouvons définir les fonctions ALj dans U par :
Dye; = Al e (5.1.5)
Ces fonctions sont appelées les composantes du potentiel vecteur et
D,s = D,(s¢;) = (d,s)e; +s'A e
= (Ous' + A};87 )e;.
Nous pouvons également calculer la dérivée covariante de s dans la direction d'un champ de
vecteurs v quelconque, notée D,s :
D,s = (Ds,v) = ((Dys)dx",v"0,)
=v"D,s (5.1.7)
= v (98" + Al )e;
D, satisfait les propriétés suivantes :
D,(as) = aDys
Dy(s+1t) = Dy,s+ Dyt

D,(fs) =uv(f)s+ fDys (5.1.8)
Dyiws = Dys+ Dys
Dyys = fDys

pour tout v,w € TM, s,t € T'(E), f € F(M) et tout scalaire .
Notons que dans notre définition, les Afn- sont les composantes d'un potentiel vecteur A, p
est I'indice de base (M) et (7, j) sont des indices qui réferent a une certaine base {e;} de I’espace

interne. Alors A est donnée par :
A= A{n-ej ® e @ dr'. (5.1.9)
Souvent, on supprime les indices internes, et on écrit A simplement comme :
A=A ds" ot A=A €. (5.1.10)
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5.1.2 Dérivation covariante dans le fibré dual

Soit £ un fibré et {e;(x)} une base de la fibre au point z. Notons E* le fibré dual de E et
{e'(z)} la base duale au point x. D transforme les sections de E* en sections 1-formes, c’est a
dire que son action sur un vecteur de base de E* s’écrit De' = (D,e')dz*, tel que D,e" est une
section de E* qu’on peut I'exprimer par D¢’ = B},;¢?, olt les fonctions B sont les coefficients
de 'expansion. Grace a la définition (5.1.5) de la dérivée covariante des sections de E, on déduit
celle des sections du fibré dual E*. Les sections de base vérifient les relations e'.e; = 5; En

appliquant I'opérateur D on trouve,
D,(e".e;) = (D,e").e; + €.(Dyej) =0 = (D,e").e; = szek.ej =—A
Il en résulte que B;; = —A’ ;. Ainsi,

D, e =

pe' = —Al el (5.1.11)

Nous pouvons également étendre la notion de connexion pour un fibré tensoriel de type

(s,7), et on définit action de D sur une section de ce fibré (c’est a dire un champ de tenseurs

de type (s,r)) par :
i1..9s 0.0 ki zs i1k i3...0s 11 ds—1k
(DTt = 9Tk 4+ ATy 2eds 4 A2 TiR b o Al T i
— Ak Tkt — AR T s oo — AR T s (5.1.12)

HI1 2...Jr HI2 Jlk]3 Jr HJr ]1 Jr—1k"

Ce dernier résultat est une conséquence directe de la définition suivante :
Définition : La dérivée covariante DT d'un champ de tenseurs de type (r,s) dans la

direction de X est un tenseur de type (r,s + 1) définie par

DT (wy, .oy wr, X, Y1, ..., Ys) = (DxT) (w1, ...y wy, Y7, .., Yy)
= DX(T(wla ceey Wiy le? E) sz))

=Y T(wi, ..., Dxwi, coywy, Vi, .., V) (5.1.13)
— > T(wi,..,wr, Y1,..., DxYj, ... Y).
Ici Dx (T (w1, ..., wy, Y1, ..., Ys)) n’est autre que la dérivation X (T (wy, ..., w,, Y1, ..., Ys)) de la fonc-

tion (T (w1, ..., wy, Y1, ..., Ys)) dans la direction de X.

5.1.3 Loi de transformation pour la connexion

L’aspect covariant de la dérivée D se manifeste dans une transformation de jauge qui trans-

forme la section s en s’ = gs, ou g € G, par
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= D's=gD(g7's).
Soit {e;} une base d’'une fibre du fibré vectoriel considéré,
D'e; =gD(g7'e;) = Ale; = [gdg™" + gAg e,
= A =gAg '+ gdg "

En terme de composantes (A = A,dz* et dg~' = 9,9 'da*), on a
Al = gA9™" + 90,97, (5.1.14)

c’est la loi de transformation des composantes du potentiel vecteur A sous I'action d’une trans-

formation de jauge g € G.

Si la connexion D’ est obtenue a partir de D par une transformation de jauge, on dit que D’
et D sont "gauge-équivalent” . Dans les théories de jauge, deux connexions décrivent le méme
champ physique si elles sont 'gauge-équivalent’. On note A 'espace de toutes les G—connexions
dans un G—bundle donné, et A/G 'espace des classes d’équivalence de jauge, nommé 'espace
des "connexions modulo une transformation de jauge'. La géométrie de 'espace A/G joue un

role crucial dans les théories de jauge.

5.1.4 Connexions particulieres

La connexion linéaire : une connexion est dite linéaire si elle est définie dans le fibré
principal des reperes linéaires F'M, ou dans un sous fibré de ce dernier. Dans ce cas, le groupe
structural est GL(n,R) ou I'un de ses sous-groupes. Pour des raisons historiques, elle est noté
V. Comme cas particulier de (1.4.5), on définit les symboles de Christoffel pour la connexion
linéaire par :

V.0, =1%,0, . (5.1.15)

Définition :

On dit qu’'une connexion D
- D est sans torsion, si pour tout u,v € Vect(M) :D,v — Dyu = [u, v].

- préserve la métrique g si pour tout w,v,w € TM : ug(v,w) = g(D,v,w)+ g(v, D,w)

Si on définit sur M (I'espace de base) une métrique semi-Riemanienne g, il existe une et
une seule connexion qui soit sans torsion et compatible avec la métrique g (autrement dit,
qui preserve la métrique). On I'appelle la connexion de Levi-Civita. La dérivée covariante d’un

champ de vecteurs w dans la direction de v s’écrit :

V,w = v (0w’ + I, ,w")0, . (5.1.16)
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La condition pour que V soit sans torsion se traduit pour les symboles de Christoffel par
V.0, —-V,0,=10,,0,]=0

= V,0,=V,0,

soit e, =17, (5.1.17)
Les symboles de Christoffel sont symétriques pour les deux indices inférieurs. La condition de
compatibilité de V avec la métrique se traduit par la relation Vg = 0, soit pour les composantes

V,.9pe = 0.

Démonstration : Si on choisit les vecteurs de base 0,,0d,, 0,,
aug(apa 05) = g(vuam 05) + g(am Vuaa)
aug(apa aa) - g(FZan7 aa) + g(a,m FZaan)

Oppo = FZpgna + FZagpn

soit  Viu9pe = Oulpe — U} y9ne — Lo gon = 0.

Par une permutation cyclique des indices {yu, p, 0}, nous pouvons facilement verifier la rela-

tion suivante :

1
T = 59" (ua + 0u9os — Oog) (5.1.18)

La connexion de Levi-Civita est un cas spécial des connexions linéaires du fait que les
symboles de Christoffel données par (5.1.18) sont symétriques pour les indices inférieures.
La connexion de spin : nous pouvons également définir une connexion qui soit compatible
avec le champ de tétrades e} et verifie la relation D,ef = 0, ou p est un indice de Pespace
tangent et [ est un indice de l'espace interne. Cette connexion porte le nom de connexion de

spin. Son expression est donnée par :
Dyef = Oyl + T el (5.1.19)

La connexion de spin joue un role fondamental dans la nouvelle formulation de la relativité

générale.

5.2 Holonomie

Soit F un fibré vectoriel sur M, équipé d’une connexion D. Soit v : [0,1] — M une courbe
smooth sur M et u(t) un vecteur de E défini sur ~.

Définition : on dit que le vecteur u(t) est transporté parallelement le long de - si

D.yyu(t) =0; pour tout t € [0, 1].
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ou v (t) = Cfl—;’. On définit la dérivée covariante le long de la courbe v par :
d
Dypu(t) = Eu(t) + AV (t))u(t). (5.2.20)
Si u(t) est transporté parallelement le long de «y, on a alors
d
%u(t) + A(Y'(t))u(t) = 0. (5.2.21)

Une solution formelle de cette équation est [3] :

u(t) = i (_1)nP(/OtA(v’(s))ds)"u(O) = PeJoAtr(@)ds u(0) (5.2.22)

n!

ou P est un opérateur qui sert a ordonner les parametres des courbes dans l'ordre croissant
(pour plus de détail, se référer a [4]).
Nous pouvons alors définir 'opérateur linéaire qui sert a transporter parallelement les vec-

teurs de E le long d'une courbe v dans M par :
1 /
H(y, A) : Eyg) — Eyry  u(0) ~» u(1) = PeJo A0/ 6Dds 40 (5.2.23)

H(v, A) est appelé I’holonomie de la connexion A le long de ~.
Si v est smooth par morceaux, nous pouvons trouver les points dans lesquels v n’est pas
continu. Décomposons v en des morceaux smooth, 7v; : [t;, ;1] — M ou 1 < i < n, puis

considérons la composition des holonomies de chacun des morceaux de ~ :
H(v, A) = H(yn, A)...H(71, A)

La notion de courbe smooth par morceaux nous ameéne a la notion importante de "produit
des chemins" qui permet de calculer I’holonomie pour des chemins composés dans M.
Définition : Soit a: [0, S] = M et 5:[0,T] — M avec 5(0) = a(S). On définit le produit

Ba:0,S+T] = M

par
a(t) st0<t< S
pt—S) siS<t<S+T

A partir de cette définition, il est facile de vérifier les propriétés suivantes de I’holonomie :
1) Si « et 3 sont des chemins composables, on a :  H(fa, A) = H(5, A)H(a, A).

2) Pour tout chemin « : [0,7] — M entre les points p = «(0) a ¢ = a(T), il existe un chemin

(Ba)(t) = {

inverse ™! de ¢ ap donné par o '(t) = o(T —t). Ainsi, nous avons : :  H(a™' A) =
H(a, A)~L
Le cas le plus intéressant est 'holonomie le long d’une boucle.

Définition :Une boucle est une courbe « : [0, 1] — M telle que a(0) = a(1) .
48



Chapitre 5 Connexion et courbure

5.2.1 La transformation de jauge pour I’holonomie

Considérons deux vecteurs u(0) et w(0) transportés parallelement le long d'une courbe ~
respectivement jusqu’a u(1) et w(1l) a 'aide des opérateurs H(vy, A) et H(vy, A’). Soit g(x) une

transformation de jauge qui transforme u en w telle que w(t) = g(¢t)u(t). Alors, on a :

Il en résulte que
H(y,A') = g(1)H(7, A)g~'(0). (5.2.24)

Dans le cas special d'une boucle ¢ située au point p : g(1) = g(0) = g(p), on a
H(a, A') = g(p)H (v, A)g ™" (p)- (5.2.25)

Utilisons cette propriété de I’holonomie le long d’une boucle. Nous pouvons définir une
quantité qui soit un invariant de jauge, c’est la trace de I’holonomie le long de la boucle considéré.
En effet

tr(H(a, A") = tr(g(p)H (v, A)g~"(p)) = tr(H (e, A)), (5.2.26)

ou on a utilisé la propriété de la trace : tr(ABC) = tr(CAB), A, B et C étant des opérateurs.

Cet invariant de jauge est appelé la boucle de Wilson ou " Wilson loop", et on le note W (a, A)
Wi(a, A) =tr(H(a, A)). (5.2.27)

Les boucles de Wilson jouent un role fondamentale dans les théories de jauge modernes, no-
tamment dans la théorie de la "Q LG "(la gravité quantique a boucles). Elles sont les observables

de la théorie.

5.3 Derivation extérieure covariante dans les fibrés Q" (M, F)

On définit la dérivée extérieure covariante d” comme une extension naturelle de la déri-
vée extérieure d définie dans la section (1.1.6). On demande que d” coincide avec la dérivée

covariante ordinaire D pour r = 0. Autrement dit, I'action de d” sur une section s € E vérifie :
dPs(v) = Dys, (5.3.28)
pour tout champ de vecteur v € TM.
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Ainsi, on définit la dérivée extérieure covariante d” par son action sur une r-forme diffé-
rentielle a valeurs dans F, s ® w ou s est une section de E et w est une r-forme différentielle
ordinaire :d” : Q"(M, E) — Q"Y(M, E)

d°(s@w) =d’s Aw + s ® dw. (5.3.29)

Une formule générale pour la dérivée extérieure covariante est analogue a celle donnée par
I'equation (1.1.23) pour la dérivée extérieure d’une r-forme. Ainsi, étant donnée une r-forme a
valeurs dans F, ¢ € Q"(M, E), on a

r—+1 ) R
dDw(Xlw'wXT—i-l) - Z(_1>Z+1DX1(¢(X177X2 '”7X7“+1>) (5330)
i=1
— > (D)X, X Xy e Xy ey Xy ooy X1
1<i<j<r+1

ol le chapeau signifie 'omission de 1’élément qui le porte.

5.3.1 Action de d? sur une r-forme a valeurs dans End(F)

Une formule qui sera utile par la suite, est 'expression de I'action de d” sur une r-forme
& valeurs dans le fibré End(E). Soit w € Q" (M, End(E)). Posons wy = wy, ., et dz’ =
daz*t A ... Adxt ou I = {uy, ..., i} est un indice contracté. On peut écrire w = w; @ dz!, o
wr € End(E), c’est & dire w; = wi;e; ® ef. Par définition, dP agit sur une r-forme & valeurs

dans End(FE) en produisant une (r 4+ 1)-forme a valeurs dans End(E),

dPw = (dDw)é-ei ® €

dPw = d°(w;) ANda' = dP(wie; @ €') A da’

= Dy(wje; ® €')dat A da’

= (auwjvjei ®e + wﬁjAfn-ek ® e — wﬁjA{Lkei ® e)da" A da!
[0,w]; + wi; e w}kAﬁj]ei ® eldr* A d’
= [dw! + A} Awi — (1) wj A Able; @ €

[dw+ANw— (—1)'wA Alje; ® €’
Ainsi,
d°(w) =dw+ ANw— (=1 wAA=dA+[A ], (5.3.31)

ol on a utilisé la propriété d*> = 0 et la définition (1.2.25) du commutateur de deux formes
weQ(ME)etne QB(ME), [wn=wAn—(—1)"nAw.
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5.4 La courbure dans les fibrés vectoriels

Comme on a fait pour la connexion, on définit 'opérateur de courbure dans un fibré vectoriel

E comme étant opérateur de dérivation double (d”)? de 'espace des sections de E dans les
sections du fibré Q?(M, E).

(dP)* = F. (5.4.32)

Son expression en terme de la connexion A est déduite de I'action de (dP)? sur une section de
la base de F. En utilisant la définition (5.3.29) de d” on trouve :

(d”)?e; = dP(De;) = d”(D,e;dx")
= dD(Aiiejdx“) = DV(Aiiej)dx” A dzt
= (81,(14{“-))6]- + Al,fjA{nek)dx” A dzt
= (Al + A A AF)e; = (dA+ AN A)e

— )
= E@j.

On conclut que,
F=dA+ ANA. (5.4.33)

En utilisant ’équation (1.5.3) définissant I'action de d” sur une r-forme & valeurs dans un
espace vectoriel, on déduit 1’équation de structure pour la courbure F. Par définition (d?)%s =
Fs ol s est une section du fibré E. F € Q*(M, E), si on applique F' au couple de vecteurs

(v,w),v,w € TM, on trouve
Fs(v,w) = ((dP)?*s)(v,w)
= D,(d"s(w)) — Dy(dPs(v)) — d”s([v,w]) = DyDys — DiyDys — Diyy )8
Pour tout v, w € TM, et toute section s € E, on définit la courbure F' sur F par :
F(v,w)s = DyDys — DyDys — Dy ). (5.4.34)

Alors nous pouvons considérer la courbure F'(v,w) comme étant un opérateur agissant sur
les sections de F, donnant une nouvelle section de E, définie par I’équation (5.4.34). Ainsi, on

définit 'opérateur de courbure comme :
F(v,w) = DyDy — DDy, — Dy ) = [Dy, Diy] — Dy - (5.4.35)

L’opérateur de courbure ainsi défini est anti-symétrique : F(v,w) = —F(w,v).
Considérons les coordonnées locales {z*} sur un ouvert U de M. Nous pouvons trouver la

forme locale de la courbure en terme de ces coordonnées,

F,, = F(8,,0,) = [D,,D,], (5.4.36)
51



Chapitre 5 Connexion et courbure

ou on a utilisé le fait que [0,,0,] = 0.
Pour trouver la forme explicite de F},,,, appliquons cet opérateur sur un vecteur de base dans
E

Y

Fupe; = D,Dye; — D,D,e;
= Du(Aliej) = Dy(Alye;)
= (0,AL)e; + Al Aler — (0,A4),)e; — AL Al ey
= (auAii + AikA];i - 6,,Afn - A{/kA;kn)ej
— [V e

pve=J:

Alors, 'expression locale de la courbure en terme du potentiel vecteur est donnée par :

Fl=0,A, — 0,Al + Al A% — Al AN (5.4.37)

o
En omettant les indices internes, on peut écrire

F., = 0,A, -0,A,+A,A —AA,
= a[uA,,] + [Al“ A,,] (5438)

5.4.1 Identité de Bianchi pour la courbure

L’opérateur F' défini dans une carte locale U C M satisfait aussi I'identité de Bianchi,

donnée par la formule
d°F =0.

Pour vérifier cette propriété, appliquons 'opérateur de dérivation extérieure d sur F', donné par
son expression (5.4.33) :
dF = d*A+d(ANA)=dANA—ANdA
= (F—ANANA—-—AN(F—-ANA)
= FANA-ANF =-[AF],
ol on a utilisé les propriétés d> =0et AN (ANA)=(ANA)AA.
Ainsi,
d’F =dF + [A, F] = 0, (5.4.39)

ou (1.5.4) a été utilisée.
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5.5 La courbure dans les fibrés principaux

Par définition, toute connexion w définit une courbure €2 sur le fibré principal P(M, G) par
la dérivée covariante de cette connexion : Q = Dw = dw +w Aw € Q*(P) ® g. Cest une 2-
forme & valeurs dans I’algebre de Lie g du groupe structural G' du fibré principal. Nous pouvons
démontrer facilement que sous une transformation de jauge g(z), Uopérateur de courbure se
transforme simplement comme : ' = g~ Qg.

La courbure vérifie I’équation de structure de Cartan :
Q:dw+w/\w:dw+%[w,w], (5.5.40)
telle que pour tout X, Y € T'(P) :
QX,Y) =dw(X,Y) + [w(X),w(Y)], (5.5.41)

ol on a utilis¢ le fait que :3[w,w](X,Y) = [w(X),w(Y)].!

Q) vérifie aussi 'identité de Bianchi :
dPQ =dQ + [w, Q] = 0. (5.5.42)

Démonstration
Les définitions du potentiel de jauge A et de la courbure F' faisaient appel au choix d’une
base locale {e;} d’une fibre de P, c¢’est a dire d'une section locale 0 : v € M — o(x) € P.

Donc, A (resp. F') n’est autre q'une expression locale de la connexion w (resp. 2) dans P.
A=o0'w et F=0"Q. (5.5.43)

En utilisant les propriétés du pullback (voir section (1.1.8)), nous pouvons déduire les rela-

tions précédentes pour la courbure 2. En effet,

F = dA+ANA

= 0'Q = do'w+o'wAT'w=0"(dw+wAw).

Il en résulte que : 2 = dw + w A w.

De méme pour l'identité de Bianchi dans P, on peut écrire

dF +[A,F] = 0
= do"Q+[0"w,0"Q] = 0
= 0 (dQ+[w,Q]) = 0.

On a donc : dPQ = 0.

1. voir la démonstration a la fin de la section (1.2.5)
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Cas spéciaux

Notons que dans les fibrés tangents, les indices internes appartiennent aux méme jeux d’in-
dices que les indices de la base, ce qui nous permet de contracter deux indices référant a deux
bases différentes. En appliquant la formule (5.4.37) pour la connexion de Levi-Civita, on trouve
la courbure associée a cette derniére en terme des symboles de Christoffel. Elle est appelée la

courbure Riemannienne. Notons R cette courbure :
Raﬁ,\ﬂ; — 55F$5 - &,thg + ngFz(; - F:prga . (5544)

Dans le chapitre sur la géométrie Riemannienne, on va étudier en détail le cas de la courbure

Riemannienne.

De la méme maniere, on associe a la connexion de spin Fi ; une courbure donnée par :
1J _ 1J 1J IMJ IMJ
Fo=00, -0, +T, T y—T"T. (5.5.45)

Cette courbure joue un role fondamentale dans les nouvelles formulations des théories de jauge

dans le cadre de la relativité générale.
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Chapitre 6

Géomeétrie Riemannienne

6.1 Variété Riemannienne

6.1.1 Meétrique et produit scalaire
Métrique

Définition : Une métrique g sur la variété différentiable M est un tenseur de type (0, 2)

symétrique et non dégénéré au sens suivant, l'application g}’p appelée application bémol

g, T,M — Ty M

(6.1.1)
X— Y = gp(X,Y)],

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Notons gfp, I’application inverse de g}’p. On l'appelle application diese. Cette opération est
I'opération d’élévation et d’abaissement des indices. A un champ de vecteurs X, nous associons
la 1-forme différentielle & = ¢’X, dite covecteur ou vecteur dual de X, dont I'expression en
coordonnées locales est a; = g;;X7, ol [g;;(p)] est une matrice symétrique inversible définie en
tout point p de la carte locale considérée. A une 1-forme différentielle o nous associons le champ

de vecteurs X = gfa par X' = g¥a;, ot [¢¥(p)] est la matrice inverse de [g;;(p)], notée g~

La dualité entre vecteur et covecteur s’exprime au niveau des composantes : X; = ¢;; X7 |
X' = ¢YX;. On dit que les X; sont les composantes covariantes et X* sont les composantes
contravariantes de X.

Généralisation : Nous pouvons généraliser 'opération d’élévation et d’abaissement des indices,
qui relie les vecteurs et les covecteurs, pour les tenseurs de n’importe quel ordre. Ainsi, nous
pouvons écrire

GapA®? = A" g A AP (6.1.2)

ayp = £ p

95



Chapitre 6 Géométrie Riemannienne

Par la contraction répetée avec g, d'un tenseur de type (r,0), on obtient un tenseur de type
(0,7)
Gir j1 Gingo--Gingn AT = Ajiy (6.1.3)

Produit scalaire

Définition : Le produit scalaire de deux vecteurs X et Y de T),M est défini par I'application

bilinéaire symétrique non dégénérée

gp: T,M @ T,M — R

(6.1.4)
(Xip: Yip) — 91p(Xp, Yp)-

C’est le réel noté < X, Y >= g,(X,Y). On dit que le tenseur métrique g, munit I'espace
vectoriel T, M d’une structure d’espace vectoriel Euclidien.

En coordonnées locales : g,(e;, €;) =< e;,e; >= g;;. 1l s’ensuit que
9p(Xips Yip) = gip(X'es, YVej) = gpples, ) XY = g XYY,

Définition : deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul : X 1Y si <
X, Y >=0.

Le champ de tenseur g est dit métrique et g, est le tenseur métrique défini sur T, M @ T, M.
La non dégénéressence de g est équivaut a la non dégénéressence du produit scalaire pour tout
p € M, cadsigp(X,Y)=<X,Y >=0 pour tout X € T,M, alors Y = 0.

Norme et angle

Définition : La norme d’un vecteur X est le réel || X| = /< X, X >.
gp(X,Y)

Définition : L’angle a entre deux vecteurs X et Y de T}, M est défini par cosa = XTI

Variété Riemannienne et pseudo-Riemannienne

Un tenseur g de type (0,2) est appelé métrique pseudo-Riemannienne si, en tout point
p € M et pour tout X,Y € T,M,
(a) g est symétrique, c.a.d : g,(X,Y) = g,,(Y, X).
(b) g est non dégénéré, c.ad : si g,(X,Y) =0 alors Y = 0.
Si on a, en plus,
(c) g est défini positif : g, (X, X) > 0,VX # 0, la métrique est appelée métrique Rieman-
nienne.

Introduisons des coordonnées locales {z*} et une base {52-}. En posant g,(9,,0,) = g
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Chapitre 6 Géométrie Riemannienne

1) la condition (a) signifie g,, = gu,,
2) la condition (b) signifie que la matrice [g,,] est inversible,
3) la condition (c) signifie que VX #0: g, X*X" > 0.

Définition : Une variété pseudo-Riemannienne est un couple (M, g), ou M est une variété
différentiable et g est une forme bilinéaire qui répond aux conditions (a) et (b). Si, en outre, g

satisfait la condition (c), la variété est appelée une variété Riemannienne.

Définition : L’élément métrique de M est le scalaire (intrinseque)
ds® = g, dxtdz”. (6.1.5)
Pour un autre corepere {#*}, on notera I’élément métrique

ds? = ga30“0°. (6.1.6)

Signature de la métrique

La signature de la métrique est la différence p—q = r, ou p est le nombre des valeurs propres
positives de la métrique et ¢ est le nombre des valeurs propres négatives. Si r = n = dimM, la
métrique est dite Riemannienne et la variété M est une variété Riemannienne. Si r < n(q # 0)
la métrique est pseudo-Riemannienne et aussi la variété M. Si ¢ = 0 la forme métrique est
définie positive et dans le cas p = 0 la forme métrique est définie négative. Dans les autre cas,
la métrique est dite indéfinie.

Une fois la métrique est diagonalisée par un choix approprié d’'une matrice orthogonale, il
est toujours possible de réduire, par un choix approprié d’une matrice diagonale!, tous les
¢léments diagonales a +1. La métrique Riemannienne se réduit a la métrique Euclidienne
d = diag(l,...,1). Quant a la métrique Pseudo-Riemannienne, elle se réduit a la métrique

Lorentzienne n = diag(1, -1, ..., —1).

Exercice

Exprimer le tenseur métrique Euclidien et son conjugué dans la base (0., 0y, 0,) des coor-
données cylindriques dans R?, puis dans la base (9,,9y,d,) des coordonnées sphériques dans
R3.

6.1.2 Vecteurs de Killing

Définition : Un champ de vecteurs X tel que

1. Autrement dit, par un réechellement (rescaling) des vecteurs de base.
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Chapitre 6 Géométrie Riemannienne

est appelé champ de vecteurs de Killing. L’équation (6.1.8) signifie que la métrique ne change
pas le long de la direction du champ de vecteurs X.

De la définition de la dérivée de Lie d’un champ de tenseur, nous pouvons facilement vérifier
que Lxgw =2(V, X, =V, X,) =2V, X,). Ainsi, 'équation (6.1.8) est équivalente a

VX, = 0. (6.1.8)

Cette derniere est appelée 'équation de Killing. Les vecteurs de Killing jouent un role impor-
tant dans la physique moderne. L’existence des vecteurs de Killing implique la conservation
des quantités associées au mouvement des particules libres et le nombre des vecteurs de Killing
donne l'information sur la géométrie de 'espace considéré. Un espace de dimension n est dit
a symétrie maximal s’il admet un nombre maximal des vecteurs de Killing qui est égale a %

Proposition : S’il existe une carte locale dans laquelle le tenseur métrique est indépendant
d’une coordonnées, alors un vecteur de Killing existe automatiquement. Par exemple, la mé-
trique Euclidienne, § = diag(1,1,1) dans R?, ne dépend pas des coordonnées z, y et z, il s’ensuit
que 9,, 0, et 0, sont des vecteurs de Killing dans R?. D’autres vecteurs de Killing peuvent étre

construits par la combinaison de ces trois vecteurs.

6.1.3 Forme volume

Les variétés Riemanniennes sont de dimensions finies.
Définition : La forme volume de la métrique Riemannienne ¢ est la n-forme complétement
anti-symétrique
V, = \/det gda' Adz® A ... Ada". (6.1.9)

Ce tenseur a pour composantes dans la base (dz! ® da? ® ... ® da™)

(Vo)ir.in = €01, \/det g, (6.1.10)
ol €, 4, est le symbole de permutation totalement anti-symétrique de Levi-Civita

+1 si (4y...i,) est une permutation paire de (1,2, ...,n),
€ir.in = § —1 si (41...1,) est une permutation impaire de (1,2, ...,n),

0 sinon.

Dans R"™ : ¢, ;, =€t

1,3) . _ 10111219
Dans M( ) * €igirinis — —'01r2es,
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Chapitre 6 Géométrie Riemannienne

6.2 Hodge star

Le tenseur métrique et I'isomorphisme entre les espaces vectoriels de méme dimension nous
permettent de définir une contraction (un isomorphisme) entre I'espace Q"(M) et Q" " (M)
puisque dim Q" (M) = (:f) = (nir) = dim Q" "(M). Cet isomorphisme est appelé la dualité

de Hodge ou Hodge star operator

x: Q' (M) — Q""" (M) (6:2.11)
o — ka,

tel que VB € Q" (M) : B A (xa) =< [, > wy, ol wy est la forme volume dans Q(M),
wy = /get Ae? A Ae”, et le produit scalaire des r-formes : < 8,0 >= L3%rq; ;. On
obtient, donc, dans la base {e'} de Q" (M)

9 i1y
(*)i, i = T—\/!_eilminal . (6.2.12)
Dans R",
x: QN(R™) — Q"7(R")
1 o . . (6.2.13)
s(de' Ndz® A ..o Nda") = ———€Vr L datt AL A dat
(n—r)! rLen
Exemple
Dans R?
do' = S A de = da? A da da? = 2 ol A da® = —da A da
*x—iejkx x¥ =dx x°, *x—iejkx x¥ = —dx x°,

1 1
*(dz® A da?) = ﬁe%kda:k = dx’, *(dw' A da? A dr®) = 56123 =1, xf = fdV.

Propriétés

1) Vo, € Q" (M) : < ¢, >=signg < *¢, ¥ >.
2) Voo € (M) : % % ¢ = signg(—1)"""¢.

Exercices

1) Dans I'espace de Minkowski M%) vérifier les relations suivantes

#(dz® A dx') = —da® A da?, xdt = —dw' A dx® A dx®.
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2) Vérifier les relations suivantes dans R3

Si f:R® — R est une fonction smooth dans R*, alors df = Vdiet xdxa=V.a

Si a = aydz’ est une 1-forme o «; sont des fonctions dans R?, alors * da = (ﬁ X @).d7,

Si B = Brda® A da® + Boda® A dat + PBsdat A da? est une 2-forme ol 3; sont des fonctions dans R?, alors
dB = (V.3)dV.

6.2.1 Codifférentielle et Laplacien
Définition

Pour une r-forme w € Q" (M) arbitraire, la codifférentielle de w, notée dw, est une (r — 1)-

forme définie par
dw = sign g (—1)"U T+ s dx . (6.2.14)

Ainsi,
Dans un espace Buclidien : 6w = (—1)"0F)+! s dx .
Dans un espace Minkowskien : dw = —(—1)"0TD+! 5 d % .
Propriétés

1) 6% =0.

2) (0, B) = (e, dB).

Opérateur de Laplace-Beltrami

L’opérateur de Laplace-Beltrami est défini par :

V? = divgrad = §d (6.2.15)
V2f = 8df = =d * df. (6.2.16)

Opérateur de Laplace-de Rham

L’opérateur de Laplace-de Rham est défini par : —A = dd + dd.
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Chapitre 6 Géométrie Riemannienne

Propriétés dans R?

« d * (0.d%) = divt

d % (0.dZ) = rotv.dz

dx d* (0.dZ) = (VdivD).dz

% d * d(0.dT) = rot(rot?).d7

(d6 + 6d)(7.dZ) = (Vdivi — rotrotd).dZ = —AG.dZ

rot = rot(—A~'%) quand divi’=0 (Loi de Biot-Savart)
(Aa, B) = (a,AB), «,B € QM)

Ax = xA, Ad=dA, A§=03A.

Remarque

Dans M13) Topérateur de Laplace-de Rham dé + dd représente le d’Alembertien

d§ +6d = -0 = -9, = A — 2.

Formes exactes et co-exactes, formes fermées et co-fermées

1) Une forme différentielle w est exacte s’il existe une forme différentielle 7 telle que w = dn.

2) Une forme différentielle w est co-exacte s’il existe une forme différentielle n telle que
w = on.

3) Une forme différentielle w est fermée si dw = 0.

4) Une forme différentielle w est co-fermée si dw = 0.

Formes harmoniques

Une forme différentielle w est harmonique si Aw = 0. Cette définition implique la proposition
suivante : Une forme différentielle w est harmonique si et seulement si dw = 0 et dw = 0.
Démonstration
Le fait que A = dé+ dd, les deux conditions suffisantes pour que Aw = 0 sont dw = 0 et dw = 0.
Ainsi, toute forme harmonique est a la fois fermée et co-fermée.
Exercice
Montrer que dans 'espace de Minkowski, doté de la métrique Lorentzienne 7, on a
1) Si ¢ est une O-forme : §¢ = 0.
2) Si A est une 1-forme :0A = —ﬁ@M(MA“).

3) Si F' est une 2-forme :(6F)" = —ﬁ@H(MFW).
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6.2.2 L’éléctromagnétisme dans le language des formes différentielles
Définissons dans M3 la 1-forme champ électrique par

ou (FEy, Ey, E3) sont les composantes du champ éléctrique E= E,i+ EJ—l— Ezlg. Et de méme,

on définit la 2-forme champ magnétique par
B = Blgdl’ N dy + Bl3dZ A dz + Bdiy VAN dZ, (6218)

ou (B2 = B,, B13 = By, Bys = B,) sont les composantes du champ éléctrique B = B,i+ BJ—&—

B.k. On définit, aussi, la 1-forme courant électrique par
J = pdt — jrdx — jody — jsdz (6.2.19)

et la 1-forme 4-potentiel
J = ¢dt — Ardx — Asdy — Azdz. (6.2.20)

Nous pouvons vérifier les expressions suivantes :

i) Le tenseur champ électromagnétique est donné par : F' = dA. De cette définition, nous

avons

F=FEANdt+ B,ou F = 0;A et B=d,A.

ii) La conservation du courant J est donnée par : 6.J = 0.
iii) La 1% classe des équations de Maxwell est donnée par : dF = 0.

iv) La 2°m¢ classe des équations de Maxwell est donnée par : §F = 0.
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Théorie de I’électromagnétisme

Forme Géométrique Forme Covariante
La 1% classe des équations de Maxwell dFF =0 OuFpy + 0 Fyo + 0y Fop =0
La 2¢™¢ classe des équations de Maxwell 0F =0 ﬁ@g(\/@F )= J*
Equation de continuité 0J =0 ﬁﬁa(\/@ﬁ) =0
Potentiel de jauge F=dA Fop = 0,A3 — 034,
Théorie de jauge A— A+dy Ay —> Ay + Oax

TABLE 6.1 — L’éléctromagnétisme dans le language des formes différentielles

6.2.3 Connexion de Levi-Civita
Définition : On appelle connexion linéaire sur M toute application

D :T(M)® T (M) — (M)

(6.2.21)
(X,Y) — Dy,
qui est bilinéaire et telle que pour toute fonction f € C*°(M,R), on a

Théoréme : Sur toute variété Riemannienne (M, g), il existe une unique connexion linéaire V
telle que, pour tout (X,Y, Z) € T'(M)? :

VxY — Vy X = [X,Y] (6.2.23)
Zg(X,Y) = g(VzX,Y) + g(X,V,Y). (6.2.24)

L’équation (6.2.23) signifie que V est sans torsion et (6.2.24) est la condition de la compatibilité
de V avec la métrique g. V est appelée connexion de Levi-Civita de la métrique g.

En coordonnées locales {2} d'une carte (U, ) de M, on a

V.0, =170, (6.2.25)

712

1
L = 59" Ouov + 0uou — Ooguv).- (6.2.26)
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Exercice : Evaluer VxY.

Exercice : Montrer, a partir de (6.2.23) et (6.2.24), qu'on a les propriétés I'? , =17, et
Vg =0.

Les I' ,, sont appelés les symboles de Christoffel de deuxieme espece de la métrique g dans
la carte (U, ). Par définition, les symboles de Christoffel de premier espéce sont données par
la formule : 'y, = Gpo L' -
Exercice : Donner la loi de transformation des symboles de Christoffel I'”,, lors d’un chan-

gement de coordonnées (z) — (z’). Que peut-on conclure ?

6.2.4 Equation de la géodésique

Sur la variété Riemannienne (M, g), soit un arc de courbe ¢ : [a,b] — M;t — (1),
différentiable par morceaux sur M.

Définition : La longueur de I'arc ¢ est le nombre réel

L(c) = /ab \/gc(%, %) dt, (b > a). (6.2.27)

En coordonnées locales, on a

b dxt dxv
L(c) :/a G, (6.2.28)

b Sp
encore noté L(c) :/a \ Y drtdxy dt = /Sa ds.

Théoreme : un arc géodésique c est un arc de courbe tel que son champ de vecteurs tangent
X vérifie
VxX =0. (6.2.29)

On dit que X est transporté parallelement le long de ¢. En coordonnées locales, cette équation

des géodésiques s’écrit

dXH
+I XX =0, (6.2.30)
dt
ou
A2t u dz® dx¥

— = 0. 6.2.31
dt? oy dt dt ( )

Cette équation signifie que la particule n’est soumise a aucune force le long de I’arc de courbe

¢, par conséquent la géodésique est le chemin suivi par la particule libre.

Exercice : Par la variation de L(c) donné par (6.2.28), reproduire les équations de la
géodésique (6.2.31).
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6.2.5 La courbure Riemannienne

Définition : Soit (M, g) une variété Riemannienne et V sa connexion de Levi-Civita. On

appelle tenseur de courbure de (M, g) I'application

R:T(M)®T(M)®T(M)® (M) — C®°(M,R)

(6.2.32)
(W, X,Y, Z) — g(Viw(VxZ) - Vx(VwZ) - Vi Z,Y) = R(W, XY, Z).
Dans une carte locale (U, ¢) de M et a un point x € M
RW,X,Y,Z)(z) = Ryype WH(2) X" (2)Y?(x) Z° (), (6.2.33)
avee  Rupo = gos (9,1, — 10, + 5,10, — T¢I, ). (6.2.34)

Exercice : A partir de la définition (6.2.32) de la courbure R, démontrer la relation (6.2.34).

Proposition : R est un tenseur de type (0,4) 4-linéaire sur I'(M).

Propriétés :
1) RW,X,Y,Z) = —R(X, W, Y, Z)
2) RW. XY, Z) = —R(W, X, Z,Y)
3) R(W,X,Y,Z) = R(Y, ZW, X)
4) R(HW, fo X, Y, [uZ) = fifafsfaRW, X, Y, Z), V11, fo, f3, fa € C°(M,R).

Le tenseur de courbure de Riemann

Définition : Le tenseur de courbure de Riemann est le tenseur de type (1,3) donné
par
R — gTuijpU — ayr;p _ aﬂrzp B AN R L (6235)

vpo up— Ve vpT pe*

L’application

R:T(M)®T(M)® (M) — T(M)

(6.2.36)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z,
est définie par
R(X,Y)Z = X"Y"Z'R",,, O, (6.2.37)
ot R(X,Y)Z=(VxVy - VyVx — Vixy))Z (6.2.38)
= R(0,,0,)0,=R",,, O-. (6.2.39)
Prop : Le tenseur de Riemann est antisymétrique sur les deux derniers indices R7, , = —R" .
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Tenseur de Ricci

Définition : Le tenseur de Ricci est le tenseur symétrique de composantes

Ry =R, = 9" Rypo. (6.2.40)

Courbure scalaire

Définition : La courbure scalaire d’une variété Riemannienne est le scalaire intrinseque

obtenu par la contraction du tenseur de Ricci
R=g¢"R,,. (6.2.41)

Exercice : Calculer les symboles de Christoffel non nuls, les composantes non nulles du

tenseur de Riemann, le tenseur de Ricci et la courbure scalaire de la métrique de de Sitter
ds* = Adt? — M (da? + dy* + d2?),

H = £ est le parametre de Hubble et R et est le rayon de I'espace de de Sitter.

6.2.6 Tenseur de torsion
Définition : Le tenseur de torsion est le tenseur de type (1,2) donné par

T:T(M)® (M) — T(M)

(6.2.42)
(X,Y)— T(X,Y)=VyY - Vy X — [X,Y]

Ses composantes, dans la base naturelle {9, } et la base duale {d2*}, sont données par
™, =1 —T* . (6.2.43)
Dans le cas d'un repere mobile {e,, e, } avec [e,, e,| = f,, e, on trouve

™,="1", -1 A (6.2.44)

uv uv vp — Jpv

Le tenseur de torsion satisfait la propriété

™, =-T" . (6.2.45)

pv v

Remarque : Si dans un repere naturel I /’)V = Fﬁu, comme dans le cas de la connexion de

Levi-Civita, la torsion est alors nulle.
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6.2.7 Identités de Bianchi

Théoréme : Soit (M, g) un espace de Riemann doté de la connexion de Levi-Civita V. Le

tenseur de courbure de Riemann R satisfait les deux propriétés suivantes,

1¢7¢ identité de Bianchi: R(X,Y)Z + R(Z, X)Y + R(Y, Z)X =0, (6.2.46)
2°m¢ jdentité de Bianchi: (VxR)(Y, Z)W + (VyR)(Z, X)W + (Vz)R(X, Y)W = 0.
(6.2.47)
Démonstration :

1%7¢ identité de Bianchi.
En utilisant la propriété (6.2.23) de la connexion de levi-Civita et le fait que le commutateur

de deux vecteurs est un vecteur, on obtient
Vz(VxY = VyX)=V3[X, 7] &V, VxY = V,;Vy X =VxyZ + [Z,[X,Y]].

Avec une permutation circulaire des (X, Y, Z) et en utilisant I'identité de Jacobi pour les champs
de vecteurs [Z, [X, Y]] + [V, [Z, X]] + [X,[Y, Z]] = 0, on obtient le résultat demandé.
2¢me jdentité de Bianchi.

En appliquant la reégle de Leibnitz et la définition (5.1.13) de la dérivée covariante sur le

tenseur de la courbure R, on obtient

VZ2(RX,Y)W) = (VzR)(X, Y)W + R(VzX, Y)W + R(X,VzY)W 4+ R(X,Y)V,W.
Une sommation avec permutation circulaire de (X,Y, Z), on a

(VxR)(Y, Z)YW+(VyR)(Z, X)W + (Vz)R(X, Y)W

=Vx(R(Y,Z2)W) - R(VxY,Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y, Z)VxW

+ Vy(R(Z,X)W) — R(VyZ, X)W — R(Z,Ny X)W — R(Z, X)VyW
+ Vz(RX, )W) = R(VzX, Y)W — R(X, VY)W — R(X,Y)VZW.
Aprés développement, et en utilisant le fait que, dans le cas de la connexion de Levi-Civita,
T(X,Y) est un vecteur nul ce qui implique que R(T(X,Y), Z)W = R(VxY -VyX—[X, Y], Z2)W =

0 et en utilisant les propriétés (5.1.8) de la connexion et identité de Jacobi pour les champs

de vecteurs, on obtient le résultat demandé.

En coordonnées locales, la 1°7¢ identité de Bianchi se traduit par ’expression suivante entre

les composantes du tenseur de Riemann

R .+ R

puv

+R,, =0 (6.2.48)

vpp
La 2°7"¢ identité de Bianchi donne la relation suivante entre les composantes du tenseur de
Riemann

VAR oy + VR 0y + VR 0 = 0. (6.2.49)

pHY
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Chapitre 6 Géométrie Riemannienne

Equation d’Einstein

Dans la relation (6.2.49), une contraction sur les indices 7 et A\ donne

VR
= V,R

+ VR, + VR, =0
+V,Ry. — VR, =0.

puv

pHv

Une nouvelle contraction en p et v implique

Vg R, + Vg R, + Vg R, =0
= V.R,+V,R",—V,R=0
= 2V,¢""R’, - V4" R =0

= V,(R” - %g”‘SR) =0.

Ainsi, le tenseur E* = R* — % g" R, appelé tenseur d’Einstein, satisfait I'équation V,EH =
0. Ce tenseur, qui décrit les propriétés de ’espace-temps, peut étre identifier au tenseur énergie-
impulsion 7" qui satisfait aussi I’équation de continuité V,T*” = 0. Ainsi, I’équation d’Einstein
s’écrit

1
RY — Sg" R = KT (6.2.50)

k étant une constante qui assure ’homogéneité de 1’équation. Le tenseur énergie-impulsion
décrit I'état de la distribution énergitique en chaque point et généralise le membre de droite de

I’équation de Poisson.
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