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Exercices N°01 (Valeurs propres, vecteurs propres & diagonalisation) :

Trouver les éléments propres (vecteurs propres & valeurs propres) des matrices suivantes. Sont-elles diagonali-
sables 7 Si c’est le cas, déterminer une base de diagonalisation.

@ - o= D= D@ D= Dea-(h -G Y
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Enoncé :

Nous avons :

- A A N
A (% -6) et : (A-AIp) = (3 92" _g_ A) ainsi : det(A—=\.Iy) = 3 2" o= —10432A+A2 = (A=2)(A+5)

L’équation (A — 2)(A 4+ 5) = 0 a pour solution deux racine : Ay = 2 et A\ = —5 nous déterminons par la suite les
vecteurs propres u; et ug associés respectivement aux valeurs propres \; et A :

e le vecteur propre associé & la valeur propres \; = 2 c’est celui qui vérifie :

- x—4y=20 .
(% _Zgl)(;,():(8)4:){2%_8320@93—434:0 soit :u; = (4,1)

e le vecteur propre associé a la valeur propres Ao = —5 c’est celui qui vérifie :
- 8xr —4y =0 1
G D) -0 = {5 0 =2-y=0 switua= G
Nous avons I'ensemble : S = {ui,us} = {(4,2),(1,1)}, S est un ensemble maximal de vecteurs propres

linéairement indépendants. Et comme S est une base de R?, la matrice A est diagonalisable. En utilisant la
base S, A est représentée par la matrice diagonale D = diag(2,—5). Soit P la matrice de colonnes u; ; ug

alors :
p-rtar=3(5 F)E D 1)-6 %)

1 -1 1—A —1 oo 1- )\ -1
B:(2 _1) et:(B—)\.Ig):( 9 717A)aznsz:det(3—)\.lg):‘ 9 717>\‘:)\2+1

Nous avons :

L’équation A? + 1 = 0 n’a pas de solution sur ’ensemble des nombres réels R. Et comme cette équation n’a pas

de racines réelles, la matrice B en tant que matrice réelle représentant une transformation linéaire sur R?, n’a ni
valeurs propres ni vecteurs propres. Ainsi, la matrice B n’est pas diagonalisable.
Nous avons :

C:(_f”l (2)) et : (C —\Ip) = ( - _QA) ainsi : det(C — \.Ip) = (3_—3 _QA‘ —2 M+ A2=(A—2)(A—1)

L’équation (A — 2)(A — 1) = 0 a pour solution deux racine : A\ = 2 et A2 = 1 nous déterminons par la suite les
vecteurs propres u; et us associés respectivement aux valeurs propres A et A :

e le vecteur propre associé a la valeur propres A\; = 2 c’est celui qui vérifie :

2 =
(_11 _22) (}}5) = (8) <:>{§+2zg <~ z+2y=0 soit:u; =(—-2,1)

N e



e le vecteur propre associé a la valeur propres Ao = 1 c’est celui qui vérifie :

(_21 _21> (;) = (8) — {Qjcx—l-_ZZ ig <— —x—y=0 soit :ug = (—1,1)

Nous avons ’ensemble : S = {uj,us} = {(=2,1),(=1,1)}, S est un ensemble maximal de vecteurs propres
linéairement indépendants. Et comme S est une base de R2, la matrice C est diagonalisable. En utilisant la
base S, C est représentée par la matrice diagonale D = diag(2, 1). Soit P la matrice de colonnes u; ; uy alors :

p=rrer=(1 3) (3 §)(F 1)-06 1Y)
Nous avons :

5 -1 5 -1\ . 5\ —1
E= (1 3) et : (E=AIy) = ( 1 3_ )\) ainsi : det(E—M\.1Iy) = ‘ 1 3 /\’ = 16—8A+)\% = (A\—4)(A—4) = (A—4)?

L’équation (A — 1)? = 0 a pour solution une racine double : A\ = 4 c’est la seule valeur propre de la matrice E. En
retranchant A = 4 du diagonal de la matrice E, on obtient :

(.11 :D (§)= (8) @){i:zzgﬁx—yzosoit w=(1,1)

Ce systéme homogéne n’a qu’une seule solution indépendante le vecteur v = (1,1) qui est un vecteur propres de

la matrice E. De plus, comme il n’y a pas d’autres valeurs propres, ’ensemble singleton S = {u} = {(1,1)} ne

constitue pas une base de R?, raison pour laquelle la matrice E n’est pas diagonalisable.
Nous avons :

3 -5 3—=A -5 o 3\ -5
F:<2 _3) et:(F—)\.IQ):( 9 737}\)amsz:det(F—)\.Ig): 9 Y =14+ )2

Pour cette équation nous considérons deux cas :
1. F est une matrice sur le corps des nombres réels R2. Dans ce cas la matrice F n’a pas de valeurs propres ni
de vecteurs propre, et donc F n’est pas diagonalisable (le méme cas d’ailleurs de la matrice B ci-haut).

2. F est une matrice sur le corps des nombres complexes C2. Alors det(F — \.I5) = (A —14)(A+1) a pour solution
deux racines 7 et —i.Ainsi, la matrice F' posséde deux valeurs propres distinctes i et —i, et donc, F' a deux
vecteurs propres indépendants. Par conséquent, il existe une matrice non-singuliére P sur le corps complexe
C? pour laquelle :

_ p-1 _ (1 0
D=PlFp = (0 _Z.)
La matrice F est, dans ce cas, diagonalisable sur le corps des nombres complexes C2.
Nous avons :
2 -2 2—-\ =2 . 2—-X =2
G:<_2 5) et : (G=N\Ip) = ( T A) ainsi : det(G—\.Ip) = ‘ T A( = —6-TA+A2 = (A—6)(A—1)

L’équation (A — 6)(A — 1) = 0 a pour solution deux racine : \; = 6 et Ay = 1 nous déterminons par la suite les
vecteurs propres u; et us associés respectivement aux valeurs propres Ay et A :

e le vecteur propre associé & la valeur propres A\; = 6 c’est celui qui vérifie :
-4 -2 0 —4x -2y =0 . 1
(4 DE)=0) = {5200 = 20— u=0ssit s = (3.1

e le vecteur propre associé & la valeur propres Ao = 1 c’est celui qui vérifie :
- r—2y=20 .
(_12 42) (?):(8><:>{_2x+4520<:>x—2y:0501t ue = (2,1)

Nous avons l'ensemble : S = {us,us} = {(—%,1),(2,1)}, S est un ensemble maximal de vecteurs propres

linéairement indépendants. Et comme S est une base de R2, la matrice G est diagonalisable.De plus la matrice
G est une matrice symétrique ce qui fait que les vecteurs propres u; et us sont orthogonaux. Et la normalisation
de ces deux vecteurs donne les vecteurs orthogonaux :

;11) t: - f(li
N AR A ANV

En utilisant la base S, G est représentée par la matrice diagonale D = diag(2, —5). Soit P la matrice ortho-
gonale de colonnes 4 ; o alors :

p=rar=2(3 DEH{1)=¢ Y

)

G = (

Nous avons :

He (G 3) et (- )= (P70 52 )aimsizdet(H - xL) = ' 7 52| =4-8x4 2



Pour cette équation nous considérons deux cas :

1. H est une matrice sur le corps des nombres réels R2. Dans ce cas la matrice H n’a pas de valeurs propres ni
de vecteurs propre, et donc H n’est pas diagonalisable (le méme cas d’ailleurs des matrices B et F' ci-haut).

2. H est une matrice sur le corps des nombres complexes C2. Alors det(H — A\.I3) = (1 — A\)(2 — \) + 2 a pour

solution deux racines A\ = 3_§\ﬁ et Ay = W.Ainsi, la matrice H posséde deux valeurs propres distinctes

%ﬁ et %ﬁ, et donc, H a deux vecteurs propres indépendants. Par conséquent, il existe une matrice
non-singuliére P sur le corps complexe C? pour laquelle :

1 =T
D=PTHP=| 2 s

La matrice H est, dans ce cas, diagonalisable sur le corps des nombres complexes C2.

Nous avons :
J= (g 31) et : (J=AIz) = (7 3 A _13_ /\> ainsi : det(J—A.1Iy) = ‘7 3 A _13_ )\‘ = —16—6A+)% = (A=8)(\+2)

L’équation (A — 8)(A 4+ 2) = 0 a pour solution deux racine : \; = 8 et A2 = —2 nous déterminons par la suite les
vecteurs propres u; et ug associés respectivement aux valeurs propres A\ et A :

e le vecteur propre associé a la valeur propres A\; = 8 c’est celui qui vérifie :

(_31 _%) (?;) = (8) = {;i+gz 28 <= —z + 3y = Osoit :u1 = (3,1)

e le vecteur propre associé a la valeur propres Ao = —2 c’est celui qui vérifie :
9 3) (x)_(O) 9r+3y=0 B . _1
(3 1)\y)=\o) = 3x+y:0<:>3x+y—0501t.u2_( 3,1)

Nous avons I'ensemble : S = {u1,uz} = {(3,1),(=3,1)}, S est un ensemble maximal de vecteurs propres

linéairement indépendants. Et comme S est une base de R?, la matrice J est diagonalisable.De plus la matrice
J est une matrice symétrique ce qui fait que les vecteurs propres u; et ug sont orthogonaux. Et la normalisation
de ces deux vecteurs donne les vecteurs orthogonaux :

3 1)@-& _(—1 3
V10’ vio' 10" V10

En utilisant la base S, J est représentée par la matrice diagonale D = diag(8,—2). Soit P la matrice ortho-
gonale de colonnes 4 ; o alors :

p-rar=5(3 56 DE 7)-6 Y

)

iy = (

Nous avons :

2-A 1 -1
0 1-x 1
1

1= (201

2 1 -1 2—-A 1 -1
K= (0 1 1> et : (K—AI3) = 0 1—X 1 |ainsi:det(K—\I3) =
1 1 0 1 1 -2

L’équation (A — 2)(A —1)(—=A) = 0 a pour solution deux racine : \; =2, Ay = 1 et A3 = 0 nous déterminons par la
suite les vecteurs propres u; , us et ug associés respectivement aux valeurs propres Ay, As et Ag :
e le vecteur propre associé & la valeur propres \; = 2 c’est celui qui vérifie :

0 1 -1\ /x 0 y—2=0
(O -1 1) (}Zf>:<0)<:> —y+z2=0<=z=y==z soit:u; =(1,1,1)
-2 0 r+y—22=0
e le vecteur propre associé a la valeur propres Ao = 1 c’est celui qui vérifie :
1 1 -1 x 0 x + Yy—z= 0
(0 0 1) (y) = <0) = y=0 < x=y et x=0 soit :uz = (—1,1,0)
1 1 -1/ \% 0 L
z+y—2=0

e le vecteur propre associé & la valeur propres A3 = 0 c’est celui qui vérifie :

2r4+y—2=0

2 1 -1 X 0
<0 1 1) (y) = (0) — y+2=0 <= x=yet z=y soit uzg=(—-1,1,—1)
11 0/\z) \0 et =0

y_

Nous avons ’ensemble : S = {uy,us,uz} = {(1,1,1),(—1,1,0),(—1,1,—-1)}, S est un ensemble maximal de
vecteurs propres linéairement indépendants. Et comme S est une base de R?, la matrice K est diagonalisable.
En utilisant la base S, K est représentée par la matrice diagonale D = diag(2,1,0). Soit P la matrice de



colonnes uq ; usg; us alors :

1/1 1 0\ /2 1 -1\ /1 -1 -1 2 0 0
D:P—lKPZ(-z 0 2) (0 1 1> (1 1 1):(0 1 0)
2\1 1 -2/\1 1 0o/\1 0 -1 0 0 0

Nous avons :

1 -3 3 1—A -3 3 1-—A -3 3
L= (3 -5 3) et : (L—X\1I3) = 3 —5—-A 3 ainsi : det(L—A\1I3) =| 3 —-5—A 3 | =(2+N)%4-))
6 -6 4 6 -6 4-— A 6 -6 4—-A
L’équation (2 + A)%(4 — \) = 0 a pour solution une racine double : A\;,2 = —2,et A\3 = 4 nous déterminons par la
suite les vecteurs propres u; , us €t ug associés respectivement aux valeurs propres Ay, Ay et A3 :
e le vecteur propre associé & la valeur propres \i,2 = —2 c’est celui qui vérifie :

(3 -2 3) (%):(0)@ 3 —3y+32=0<=y=a+2 soit :u; =(1,1,0),uz = (0,1,1)
6 6 6 0 62 — 6y + 62 =0
e le vecteur propre associé a la valeur propres A3 = 4 c’est celui qui vérifie :
(3 -9 3> (}Z7> = <0) — 3xr -9y + 32 =0 < x—y et z—2y soit :us = (1,1, 2)
6 60 0 6z — 6y =0
Nous avons ensemble : S = {uy,u2,us} = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,2)}, S est un ensemble maximal de vecteurs

propres linéairement indépendants. Et comme S est une base de R3, la matrice L est diagonalisable. En utilisant
la base S, L est représentée par la matrice diagonale D = diag(—2, —2,4). Soit P la matrice de colonnes uy ;

ug ; ug alors :
1/1 1 -1\ /1 -3 3\/1 0 1 2 0 0
D:P‘lLP:(—2 0) (3 -5 3) (1 1 1):(0 -2 0)
2\1 -1 1/\6 6 4/\0 1 2 0 0 4

3—X -1 1
7 5= 1 |=(2-N2(4+)
6 6 2-)

Nous avons :

3 -1 1 3—A -1 1
M= (7 -5 1) et : (M—\.1I3) = 7 —5—A 1 ainsi : det(M—M\.1I3) =
6 -6 2 6 -6 2—-A

L’équation (2 —\)?(4+ \) = 0 a pour solution une racine double : \1,2 = 2,et A3 = 4 nous déterminons par la suite
les vecteurs propres ui , us et uz associés respectivement aux valeurs propres Ai, As et A3 :
e le vecteur propre associé a la valeur propres 1,2 = 2 c’est celui qui vérifie :

1 -1 1\ /x 0 r—y+z=0
(7 -7 1) ()Zf):<0)<:> Tx—Ty+2=0<=y=2a soit uy = (1,1,0)
6 6.0 0 6z — 6y =0
e le vecteur propre associé a la valeur propres A3 = —4 c’est celui qui vérifie :
(7 -1 1) (%’) = (0) = Te—y+2=0<=x=0et y=z soit :uz = (0,1,1)
6 66 0 62 — 6y + 62 =0

Nous avons l’ensemble : S = {uj,us} = {(1,1,0),(0,1,1)}, S est un ensemble maximal de vecteurs propres
linéairement indépendants.Parce que M posséde au plus deux vecteurs propres linéairement indépendants, M
n’est pas semblable & une matrice diagonale ; c’est-a-dire que M n’est pas diagonalisable.

Nous avons :

3\ 0 0
8 —“3-X -5 | =(B-N(14+2?)

3 0 0 3—A 0 0
N= <0 2 —5> et : (N=M\I3) = 0 -3—-A -5 ainsi : det(F—\.I2) = \
0 1 -2 —

01 -2 1 —2-A

Pour cette équation nous considérons deux cas :
1. N est une matrice sur le corps des nombres réels R3. Alors N admet seulement une valeur propre 3. Puisque
3 a seulement un vecteur propre indépendant, N n’est pas diagonalisable.
2. N est une matrice sur le corps des nombres complexes C3. Alors N admet trois valeurs propres distincts : 3,
i et —i. Il existe alors une matrice P sur le corps des complexe C? pour laquelle :

30 0
DPlNP<o i 0>
0 0 —i

La matrice N est, dans ce cas, diagonalisable sur le corps des nombres complexes C3.
Nous avons :

4—-Xx 1 -1
% 5-X -2 | =(3-)35-))

1 2-A

4 1 -1 4—-A 1 -1
0= (2 5 —2) et : (O—=\1I3) = 2 5—X -2 Jainsi:det(O—M\I3) =
1 1 2 1 1 2—-A




L’équation (3 —A)?(5—\) = 0 a pour solution une racine double : A\;,2 = 3,et A3 = 5 nous déterminons par la suite
les vecteurs propres u; , us et uz associés respectivement aux valeurs propres Aj, Ag et A3 :

e le vecteur propre associé & la valeur propres Ai,2 = 3 c’est celui qui vérifie :

11 -1\ /x 0 z+y—2=0
(2 2 —2) <y>:<0)<:> 20 +2y—22=0<=2x+y—2=0 soit u; =(-1,1,0),us = (1,0,1)
11 -1/)\z) \o Tty =0

e le vecteur propre associé a la valeur propres A3 = 5 c’est celui qui vérifie :
11 -1 /x 0 —rty—2=0
(2 0 —2) (}Z7> = (0) = 2 — 22 =0 < x=z et z=2y soit :up = (1,2,1)
113 0 r+y—32=0

Nous avons lensemble : S = {ug,us,us} = {(-1,1,0),(1,0,1),(1,2,1)}, S est un ensemble maximal de
vecteurs propres linéairement indépendants. Et comme S est une base de R3, la matrice O est diagonalisable.

En utilisant la base S, O est représentée par la matrice diagonale D = diag(3,3,5). Soit P la matrice de
colonnes uq ; us ; u3 alors :

1/2 0 2\ /4 1 -1\ 1 1 1 30 0
D:p—lop:(_1 1 3) (2 5 -2> (1 0 2):(0 3 0)
2\1 1 J\1 1 2/\0 11 00 5

Nous avouns :

1 -8 4 11-X -8 4 11-X -8 4
Q= (—8 -1 —2) et: (G=-AI3)=| -8 —1—-X =2 |ainsi:det(Q-AI3)=| -8 —-1—-X =2

4 -2 A4 4 -2 —4—-A 4 -2 —4 - A
L’équation (5+ A)2(16 — A\) = 0 a pour solution une racine double : A\; = Ay = —5 et A3 = 16 nous déterminons par
la suite les vecteurs propres uq, us et uz associés respectivement aux valeurs propres Ay,A\o et A3 :

e le vecteur propre associé & la valeur propres A = —5 c’est celui qui vérifie :

(—8 4 —2> <}Zf> = (0) — ( 8r+4y — 22 =0 < z = —4z + 2ysoit :uq = (0,1,2),us = (1,0, —4)

4 21 0 dx =2+ Z =0
e le vecteur propre associé & la valeur propres A = 16 c’est celui qui vérifie :
(—8 -17 —2) (}Zf> = (0) < ( 8x — 17Ty — 22 =0 < x = 4zety = —2zs0it :ug = (4,—2,1)
4 2 20 0 dr — 2y — 202 =0
Nous avons ’ensemble : S = {uy, ug,us} = {us = (0,1,2),us = (1,0, —4),u3 = (4,—2,1)}, S est un ensemble
maximal de vecteurs propres linéairement indépendants. Et comme S est une base de R3, la matrice Q est

diagonalisable.De plus la matrice () est une matrice symétrique ce qui fait que les vecteurs propres u; et us,
ug sont orthogonaux. Et la normalisation de ces deux vecteurs donne les vecteurs orthogonaux :

i = (0 V5 2\/5). 4 _(\/105 8v105 41 5)-@ _(4\/ﬁ C2V21 m)
Lo sy e 05 0 105 20 0 V21 0 21 21

En utilisant la base S, @ est représentée par la matrice diagonale D = diag(—5,—5,16). Soit P la matrice
orthogonale de colonnes 4 ; 9 alors :

0 V5 2@ 0 V105 4+/21
5 5 11 -8 4 21 21 5 0 0
D:P_lQP: V105 _ 8V105 _ 44105 8 -1 -2 V5 84105 _2v21 | — (o -5 0
21 105 105 4 2 4 5 105 21 0 0 16
4v21 221 V21 2v5 4105 V21
21 21 21 5

105 21

= (5+X)*(16-



