Exercice 1/

Définition : on dit que A est diagonalisable si elle posséde n vecteurs propres uq, u, , ...u,
linéairement indépendants.

2 1 -1 2—-1 1 -1
B={0 1 1 et (B-213)= 0 1-4 1
1 1 0 1 1 -1

Nous

det(B—Alg)=(2—1)|(1I’1) _1/1|_|f1’ _1/1|_|(1> (1IA)|

det(B—Al3) =—-12-1)A-1)-Q2-AD+1+0-21)
det(B—Al3) = -2 -1 —-1)
L’équation —A(2 — A)(1 — A) a pour solutions les trois racines : 1;, = 0,1, = 2 et A3 = 1.

e Les vecteurs propres associés a la valeur propre A, = 0 sont ceux qui vérifient :

2 1 -1\ /x 0 2x+y—z=0
1 )0)-() <[
1 1 0 z 0 x+y =0

LasolutionestY = (—y, y,—y) = y(—1, 1,—1). Donc, le vecteur propres associé a
la valeur propre 4, = 0estu; = (-1, 1,-1).

e Les vecteurs propres associés a la valeur propre A, = 2 sont ceux qui Vérifient :

0 1 -1\ /x 0 y—z=0
0 -1 1 <y>= 0] & -y+z=0
1 1 =-2/'z 0 x+y—2z=0

La solution est Y = (y, y, ¥y) = y(1, 1, 1). Donc, le vecteur propres associé a la
valeur propre 4; = 0estu; = (1, 1, 1).

e Les vecteurs propres associés a la valeur propre A, = 1 sont ceux qui Vérifient :

1 1 =1\ ,x 0 x+y—z=0
(O 0 1)<y>=<0><:>{ z=0
1 1 =1/ \z 0 x+y—z=0

La solutionestY = (—y, y, 0) = y(—1, 1, 0). Donc, le vecteur propres associé a la
valeur propre A; = 0estu; = (-1, 1, 0).
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Exercice 2/

On consideére le tableau suivant :
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Chaque individu étant muni du poids p = %

Questionl.- donner la matrice X associée au tableau, puis calculer le centre de gravité g et la
matrice Y associée au tableau centré.

Réponse :
3 2 0
2 0 5
Nous avons : X = | g (2) g | matrice de 8 lignes (individu) et de trois colonnes (variables).
1

213

Le centre de gravité g est égal par définition : g = X*D1,, ou 1,, désigne le vecteur colonne
de R™ dont toutes les coordonnées sont égales a 1 et D la matrice des poids D = %Hn (I,

Uy

représente la matrice identité avec n = 8 dans cette exercices) :
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La matrice ¥ associée au tableau centré est définie par : ¥ = X — 1,g° ot y;; = x;; — X

3 2 0 1 3 2 0 2 1 3 1 1 -3

2 0 5 1 2 0 5 2 1 3 0 -1 2

s 0 2| |1 |50 2| |21 3]|_ 3 -1 -1

Y=10 2 3 1@ 1 D=1y 5 3 21 3|5 =2 1 o

2 1 3 1 2 1 3 2 1 3 0O 0 0

0 1 5 1 01 5 2 1 3 2 0 2
—2

9 -5
Question2. Soit V la matrice variance-covariance du tableau : V = §< -2 2 =2 )
-5



Réponse : Par définition la matrice variance-covariance V est une matrice carrée de dimension
(p XZP) Ou V= Ytl))lzz Xﬂl))(“!]éﬂfou V = %]/tY'Soit[I:: %1lby

1 1 -3
/1 0 3 -2 0 -2 S A CIRE AT
vzl 1 -1 -1 1 0 o]l _J 77 Tgl=zl 4 4 -4
3 2 -1 0 0 2 5 o0 o ~10 -4 18
-2 0 2

L 18 -4 -10 . 9 -2 =5
Et par simplification : V = | 4 4 -4 )=3| -2 2 =2
-10 -4 18 -5 =2 9

L’inertie totale I, du nuage de points associé au tableau X est la moyenne ponderee
des carrés des distances des points au centre de gravité g :

n p n 2 p
= Ym0 = Yy (a0 = Y[ (513 ) | - o vercry

i=1 = =1

2 20
Var(V;) = Trace(V) =3 + 3t3=3
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Le calcul des valeurs propres (1,, 4, et 13) et des vecteurs propres de la matrice V.
Par définition, les valeurs propres de la matrice ¥ sont les solutions en A de 1’équation
det(V — AL,) =0

Et les vecteurs propres correspondants sont les éléments du noyau de A — Al,,. Donc,
nous avons :
1/ 9 -2 -5 100\ ¢/9-2 -2 -5
(V—/’lln)=§ -2 2 =2]—-1{0 1 0 =§ -2 2-1 =2
-5 =2 9 0 0 1 -5 -2 9-1
Et: detla.(V — AL,)]| = a.det(V — AlL,)
. _ o n|@=D | | | 2 (2-2)
Doncona: det(V —Al;) = (9 /1)| _y 9—2) +2 ~5 (9—=2) 5 |_ 9

det(V — Al3) = (2 — 1)(9 — 1) — 25(2 — 1) — 8(14 — 1)
det(V — Al3) = (2 — D[(9 — 1)% — 25] — 8(14 — 1)
det(V —Aly) = (2 — )4 — ) (14— 1) — 8(14 — 1)
det(V — Al) = (14— D[(2 = D) (4 — 1) — 8] = (14 — 1)(6 — 1) (=1)

Cette derniére équation a pour solution :1; = 14, 1, = 6 et A3 = 0. Et en multipliant

chaque valeur propre par a = % nous obtenons :
A ! 14 14 t A ! 6
= —X = — = —X =
173 3 273
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e Nous déterminons apres, u, le vecteur propre de V associé a 1; = Y de norme unitaire

1 (normé) qui dirige le premier axe factoriel (Fy) et le vecteur propre u, de la méme
matrice associée a la valeur propre A, = 2 de norme 1 qui dirige le deuxieme axe
factoriel (F,):

14 14 N
Pour A, = = nous avons (V — ?13) uy = 0etu; = (xq1,y1,2;) c’est-a-dire :

5 2 5 (5 2 3 0
3 73 3|, 0 313N
2 4 2 }’1 0] 2 4 2 0
—_— — —_— 1 = —_— — —— —
3 3 |\z, 0 3 X1 Y1 3 41
5 2 5 5 2 5
"3 73 73 ("33 T30
Nous avons un systéeme de trois équations linéaires qui admet pour solution x; = —z;,
y, = 0 et z; = z,. Donc le vecteur propre associé a la valeur propre Ajest u; =

(-=1,0,1).

Nous procédons au méme calcul avec la deuxiéme valeur propre A, =2 ou

3 N
(V — 513) u, = 0 et nous trouverons u, = (1,—1,1) le vecteur propre associé a la
deuxiéme valeur propre A,.

Remarque :il faut que la norme de chaque vecteur qu’elle soit égale a 1, sinon, on divise les
composantes de chaque vecteur par la racine carrée de sa norme pour le rendre unitaire.

Apres la normalisation des deux vecteurs on obtient :
u, = (—0,70710678; 0 ; 0,70710678)
u, = (0,57735027; —0,57735027 ; 0,57735027)

Question 3.- Les contributions absolues des axes F; et F, a I’inertie du nuage :

()= e
I M+ +-+1, Trace(V)

14
F, ) M /3 14 ( / ) A 2 6
= =0,7 et -—=0,3
CT( I Trace(V) 20/3 20 et er I Trace(V) 20/3 20

La représentation graphigue :

Pour représenter les individus dans le nouveau plan, il suffit de calculer les coordonnées des
individus dans les nouveaux axes. Pour obtenir y;;,, coordonnée de I’unité e; sur I’axe F; on
projette orthogonalement le vecteur ge, sur cet axe et on obtient :

yir = (ge, u;) = Yu'



uq Uu,

-0,70710678  0,57735027 )

—0,70710678 0 0,70710678 ¢ (
= et w = 0 —0,57735027
( 0,57735027 —0,57735027 0,57735027) 0,70710678 0.57735027

1 1 -3 _2.8284 —1.7321
0 -1 2), 070710678 057735027 14142 1.7321
3 -1 -1 | —28284 17321
Y83=1 2 1 0 0 T0S77IS027 1=\ 14142 —1.7321
5 0 o 0,70710678  0,57735027 ) ;
2 0 2 2.8284 0
2.00
® C b
1.50
i F, F,
a -2.8284 -1.7321 1.00
b 14142 17321 -
c -2.8284 17321
d 14142 -1.7321 7 0:00-@-¢ of
-4.00 -3.00 -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00
e 0 0 $ -0.50
2.8284 0 2
! e} -1.00
(S

-1.50

-2.00
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