
Exercice 1/ 

Définition : on dit que 𝐴 est diagonalisable si elle possède 𝑛 vecteurs propres 𝑢1, 𝑢2 , …𝑢𝑛 

linéairement indépendants.  

Nous avons : 

𝐴 = (
3 −1 1
−1 3 1
2 2 2

)            𝑒𝑡         (𝐴 − 𝜆𝐼3) = (
3 − 𝜆 −1 1
−1 3 − 𝜆 1
2 2 2 − 𝜆

) 

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼3) = (3 − 𝜆) |
(3 − 𝜆) 1
2 (2 − 𝜆)

| + |
−1 1
2 (2 − 𝜆)

| + |−1
(3 − 𝜆)

2 2
| 

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼3) = (3 − 𝜆)
2(2 − 𝜆) − 2(3 − 𝜆) − (2 − 𝜆) − 2 − 2 − 2(3 − 𝜆)       

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼3) = (3 − 𝜆)2(2 − 𝜆) − (2 − 𝜆) − 4(4 − 𝜆)                                              

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼2) = (2 − 𝜆)[(3 − 𝜆)2 − 1] − 4(4 − 𝜆)                                                     

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼3) = (2 − 𝜆)2(4 − 𝜆) − 4(4 − 𝜆)                                                               

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼3) = (4 − 𝜆)[(2 − 𝜆)
2 − 4]    ⇒     𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼3) = −𝜆(4 − 𝜆)

2        

L’équation −𝜆(4 − 𝜆)2 = 0 a pour solution une racine double 𝜆1 = 𝜆2 = 4 et 𝜆3 = 0. 

• Les vecteurs propres associés à la valeur propre 𝜆 = 4 sont ceux qui vérifient : 

(
−1 −1 1
−1 −1 1
2 2 −2

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)  ⇔ {

−𝑥      − 𝑦      + 𝑧 = 0
−𝑥      − 𝑦      + 𝑧 = 0
  2𝑥    + 2𝑦  − 2𝑧 = 0

 

La solution est 𝑋 = (−𝑦 + 𝑧, 𝑦, 𝑧) = 𝑦(−1,1,0) + 𝑧(1,0,1). Les vecteurs propres 

associés aux valeurs propres 𝜆1 et 𝜆2 sont 𝑢1 = (−1, 1, 0) et 𝑢2 = (1, 0, 1). 

• Les vecteurs propres associés à la valeur propre 𝜆 = 0 sont ceux qui vérifient : 

(
3 −1 1
−1 3 1
2 2 2

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

0
0
0
)  ⇔ {

3𝑥      − 𝑦      + 𝑧 = 0
−𝑥      +  3𝑦  + 𝑧 = 0
  2𝑥    + 2𝑦  + 2𝑧 = 0

 

 La solution est 𝑋 = (−
1

2
𝑧, −

1

2
𝑧, 𝑧) = 𝑧 (−

1

2
, −

1

2
, 1). Le vecteurs propre associé à la 

valeur propre 𝜆3 sont 𝑢3 = (−
1

2
, −

1

2
, 1).  

               𝑃 =

(

 
 
−1 1 −

1

2

1 0 −
1

2
0 1     1)

 
 
         𝑒𝑡       𝑃−1 =

1

4
(
−1     3 1
2    2 2
−2 −2 2

) 

𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃 =
1

4
(
−1 3 1
2 2 2
−2 −2 2

)(
3 −1 1
−1 3 1
2 2 2

)

(

 
 
−1 1 −

1

2

1 0 −
1

2
0 1    1)

 
 
= (

4 0 0
0 4 0
0 0 0

) 

𝒖𝟏 𝒖𝟐 𝒖𝟑 

𝝀𝟏 𝝀𝟐 𝝀𝟑 



Exercice 2/ 

On considère le tableau suivant : 

 𝒂 𝒃 𝒄 𝒅 𝒆 𝒇 𝒈 𝒉 

𝑿𝟏 3 4 1 2 1 0 3 2 

𝑿𝟐 3 4 1 2 5 4 3 2 

𝑿𝟑 3 1 7 5 3 5 3 5 

 

Chaque individu étant muni du poids 𝑝 =
1

8
 

Question1.- donner la matrice 𝑿 associée au tableau, puis calculer le centre de gravité 𝒈 et la 

matrice 𝒀 associée au tableau centré. 

Réponse : 

Nous avons : 𝑋 =

(

 
 
 
 
 

3 3 3
4 4 1
1 1 7
2 2 5
1 5 3
0 4 5
3 3 3
2 2 5)

 
 
 
 
 

 matrice de 8 lignes (individu) et de trois colonnes (variables). 

Le centre de gravité 𝒈 est égal par définition : 𝒈 = 𝑿𝒕𝑫𝟏𝒏 où 𝟏𝒏 désigne le vecteur colonne 

de ℝ𝑛 dont toutes les coordonnées sont égales à 1 et 𝑫 la matrice des poids 𝑫 =
𝟏

𝒏
𝕀𝒏 (𝕀𝒏 

représente la matrice identité avec 𝑛 = 8 dans cette exercices) : 

𝒈 = (
3 4 1
3 4 1
3 1 7

   
2 1 0
2 5 4
5 3 5

    
3 2
3 2
3 5

)

(

 
 
 
 
 
 

1

8
0
0
0
0
0
0
0

   

0
1

8
0
0
0
0
0
0

    

0
0
1

8
0
0
0
0
0

    

0
0
0
1

8
0
0
0
0

    

0
0
0
0
1

8
0
0
0

   

0
0
0
0
0
1

8
0
0

   

0
0
0
0
0
0
1

8
0

    

0
0
0
0
0
0
0
1

8)

 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 
 

1
1
1
1
1
1
1
1
1)

 
 
 
 
 
 

= (

𝑿̅𝟏 = 2

𝑿̅𝟐 = 3

𝑿̅𝟑 = 4

) 

La matrice 𝒀 associée au tableau centré est définie par : 𝒀 = 𝑿 − 𝟏𝒏𝒈
𝒕 où   𝑦𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗 − 𝑋̅𝑗 

 



𝒀 =  

(

 
 
 
 
 

3 3 3
4 4 1
1 1 7
2 2 5
1 5 3
0 4 5
3 3 3
2 2 5)

 
 
 
 
 

−

(

 
 
 
 
 
 

1
1
1
1
1
1
1
1
1)

 
 
 
 
 
 

(2 3 4) =

(

 
 
 
 
 

3 3 3
4 4 1
1 1 7
2 2 5
1 5 3
0 4 5
3 3 3
2 2 5)

 
 
 
 
 

−

(

 
 
 
 
 

2 3 4
2 3 4
2 3 4
2 3 4
2 3 4
2 3 4
2 3 4
2 3 4)

 
 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 

   1    0 −1
   2    1 −3
−1 −2 −3
   0 −1    1
−1    2 −1
−2    1    1
   1    0 −1
   0 −1    1)

 
 
 
 
 

 

Question2. Soit 𝑽 la matrice variance-covariance du tableau : 𝑽 =
3

2
(
   1    0 −1
   0    1 −1
−1 −1    2

 ) 

Réponse : Par définition la matrice variance-covariance 𝑽 est une matrice carrée de 

dimension (𝑝 × 𝑝) où : 𝑽 = 𝒀𝒕𝑫𝒀 = 𝑿𝒕𝑫𝑿− 𝒈𝒈𝒕 ou 𝑽 =
𝟏

𝒏
𝒀𝒕𝒀 soit 𝑽 =

𝟏

𝟖
𝒀𝒕𝒀 

𝑽 =
1

8
(
   1    2 −1
   0    1 −2
−1 −3 −3

   
   0 −1 −2
−1    2    1
   1 −1    1

    
   1    0
   0 −1
−1    1

)

(

 
 
 
 
 

   1    0 −1
   2    1 −3
−1 −2 −3
   0 −1    1
−1    2 −1
−2    1    1
   1    0 −1
   0 −1    1)

 
 
 
 
 

=
1

8
(
   12    0 −12
   0    12 −12
−12 −12    24

 ) 

Et par simplification : 𝑽 =
𝟏

𝟖
(
   12    0 −12
   0    12 −12
−12 −12    24

 ) =
𝟑

𝟐
(
   1    0 −1
   0    1 −1
−1 −1    2

 ). 

• L’inertie totale 𝜤𝒈 du nuage de points associé au tableau 𝑿 est la moyenne pondérée 

des carrés des distances des points au centre de gravité 𝒈 : 
 

𝛪𝑔 =∑𝑝𝑖𝑑
2(𝑒𝑖, 𝑔) =∑𝑝𝑖∑(𝑥𝑖𝑗 − 𝑔)

2
=∑[

1

𝑛
∑(𝑥𝑖𝑗 −

1

𝑛
∑𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑖=1

)

2𝑛

𝑖=1

] =∑𝑉𝑎𝑟(𝑉𝑗)

𝑝

𝑗=1

𝑝

𝑗=1

𝑝

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

 

Ι𝑔 =∑𝑉𝑎𝑟(𝑉𝑗) = 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑉) =
3

2
+
3

2
+ 3 = 6

3

𝑗=1

 

 

• Le calcul des valeurs propres (𝜆1, 𝜆2 𝑒𝑡 𝜆3) et des vecteurs propres de la matrice 𝑽. 

Par définition, les valeurs propres de la matrice 𝑽 sont les solutions en 𝜆 de l’équation  

𝑑𝑒𝑡(𝑉 − 𝜆𝐼𝑛) = 0 

Et les vecteurs propres correspondants sont les éléments du noyau de 𝐴 − 𝜆𝐼𝑛. Donc, 

nous avons : 

(𝑉 − 𝜆Ι𝑛) =
3

2
(
   1    0 −1
   0    1 −1
−1 −1    2

) − 𝜆 (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) =
3

2
(
1 − 𝜆 0 −1
0 1 − 𝜆 −1
−1 −1 2 − 𝜆

) 

 

Et :              𝑑𝑒𝑡[𝛼. (𝑉 − 𝜆𝐼𝑛)] = 𝛼. 𝑑𝑒𝑡(𝑉 − 𝜆𝐼𝑛) 



 

Donc on a : 𝑑𝑒𝑡(𝑉 − 𝜆𝐼3) = (1 − 𝜆) |
(1 − 𝜆) −1
−1 (2 − 𝜆)

| − |
0 1 − 𝜆
−1 −1

| 

 

       𝑑𝑒𝑡(𝑉 − 𝜆𝐼3) = (1 − 𝜆)2(2 − 𝜆) − 2(1 − 𝜆) = −𝜆(3 − 𝜆)(1 − 𝜆) 
 

Cette dernière équation a pour solution :𝜆1 = 3, 𝜆2 = 1 et 𝜆3 = 0. Et en multipliant 

chaque valeur propre par 𝛼 =
3

2
 nous obtenons : 

𝜆1 =
3

2
× 3 =

9

2
       𝑒𝑡      𝜆2 =

3

2
× 1 =

3

2
 

 

• Nous déterminons après, 𝑢1 le vecteur propre de 𝑽 associé à 𝜆1 =
9

2
 de norme unitaire 

1 (normé) qui dirige le premier axe factoriel (𝑭𝟏) et le vecteur propre 𝑢2 de la même 

matrice associée à la valeur propre 𝜆2 =
3

2
 de norme 1 qui dirige le deuxième axe 

factoriel (𝑭2) : 
 

Pour 𝜆1 =
9

2
 nous avons (𝑉 −

9

2
𝐼3) 𝑢1 = 0 et 𝑢1 = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) c’est-à-dire : 

(

 
 
 
−3 0 −

3

2

0 −3 −
3

2

−
3

2
−
3

2
−
3

2)

 
 
 
(

𝑥1
𝑦1
𝑧1
) = (

0
0
0
) ⟺

{
 
 

 
 −3𝑥1              −

3

2
𝑧1 = 0

              −3𝑦1 −
3

2
𝑧1 = 0

−
3

2
𝑥1 −

3

2
𝑦1 −

3

2
𝑧1 = 0

 

Nous avons un système de trois équations linéaires qui admet pour solution 𝑥1 =

−
1

2
𝑧1, 𝑦1 = −

1

2
 et 𝑧1 = 𝑧1. Donc le vecteur propre associé à la valeur propre 𝜆1 est 

𝑢1 = (−
1

2
, − 

1

2
, 1). 

Nous procédons au même calcul avec la deuxième valeur propre 𝜆2 =
3

2
 où (𝑉 −

3

2
𝐼3) 𝑢2 = 0 et nous trouverons 𝑢2 = (1,−1,0) le vecteur propre associé à la 

deuxième valeur propre 𝜆2. 

Remarque :il faut que la norme de chaque vecteur qu’elle soit égale à 1, sinon, on divise les 

composantes de chaque vecteur par la racine carrée de sa norme pour le rendre unitaire. 

Après la normalisation des deux vecteurs on obtient : 

𝒖𝟏 = (−0,40824829; −0,40824829 ; 0,81649658 ) 

𝒖𝟐 = (0,70710678 ;  −0,70710678 ;            0              ) 

Question 3.- Les contributions absolues des axes 𝑭1 et 𝑭2 à l’inertie du nuage : 

𝑐𝑟 (
𝐹𝑘

𝐼𝑔
⁄ ) =

𝜆𝑘
𝜆1 + 𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑝

=
𝜆𝑘

𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑉)
 

 



a
b

c

d

e f

g
h

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

-6 -4 -2 0 2 4 6

𝑐𝑟 (
𝐹1
𝐼𝑔
⁄ ) =

𝜆1
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑉)

=
9
2⁄

6
= 𝟎, 𝟕𝟓           𝑒𝑡       𝑐𝑟 (

𝐹2
𝐼𝑔
⁄ ) =

𝜆1
𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑉)

=
3
2⁄

6
= 𝟎, 𝟐𝟓    

 

La représentation graphique : 

Pour représenter les individus dans le nouveau plan, il suffit de calculer les coordonnées des 

individus dans les nouveaux axes. Pour obtenir 𝑦𝑖𝑘, coordonnée de l’unité 𝑒𝑖 sur l’axe 𝐹𝑘 on 

projette orthogonalement le vecteur 𝑔𝑒𝑖⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sur cet axe et on obtient : 

𝑦𝑖𝑘 = 〈𝑔𝑒𝑖⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑢𝑖⃗⃗  ⃗〉 = 𝒀𝒖𝒕 

 

𝒖 = (
−0,40824829 −0,40824829 0,81649658
0,70710678 −0,70710678 0

)    𝑒𝑡    𝒖𝒕 = (
−0,40824829   0,70710678
−0,40824829 −0,70710678 
   0,81649658 0

) 

 

𝒚𝟖,𝟑 =

(

 
 
 
 
 

   1    0 −1
   2    1 −3
−1 −2 −3
   0 −1    1
−1    2 −1
−2    1    1
   1    0 −1
   0 −1    1)

 
 
 
 
 

(
−0,40824829   0,70710678
−0,40824829 −0,70710678 
   0,81649658 0

) =

(

 
 
 
 
 

−1.2247 −0.7071
−3.6742 −0.7071
   3.6742 −0.7071
   1.2247 −0.7071
−1.2247     2.1213
   1.2247     2.1213
−1.2247 −0.7071
   1.2247 −0.7071)

 
 
 
 
 

 

 

 

 𝒊 𝑭1 𝑭1 

𝒂 -1.2247 -0.7071 

𝒃 -3.6742 -0.7071 

𝒄 3.6742 -0.7071 

𝒅 1.2247 -0.7071 

𝒆 -1.2247 2.1213 

𝒇 1.2247 2.1213 

𝒈 -1.2247 -0.7071 

𝒉 1.2247 -0.7071 

 

 

 

 

 

 

𝑭𝟏(𝟕𝟓%)  ⟶ 

𝑭
𝟐
( 𝟐
𝟓
%
)
 ⟶

 
𝒖𝟏 𝒖𝟐 


