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Examen de MATHS 1

Les calculatrices et les téléphones portables sont strictement interdits

Exercice 1 : (4 pts)
1. Montrer par récurrence que :

Yn € N: 7" —1 est un multiple de 6.
2. Soit » € N*, montrer par contraposition que :
(n® — 1) n’est pas divisible par 8 => n est pair.

Exercice 2 : (8 pts)
I. On définit sur R* la relation binaire R par :

Vz,yeR*, 2Ry z-y=

Hlv—l
‘QII—‘

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer la classe d’équivalence de 2.
II. Soit I'application f:R — R définie par f(z) =z — 4z + 5.
1. Montrer que Va € R, f(2-a) = f(2+a).
L’application f est-elle injective? Justifier.
Montrer que Vz € R, f(z) > 1.
L’application f est-elle surjective ? Justifier.
Soit I'application g : [2, +oo[ — [1,+o00[ définie par g(z) = f(z).
Montrer que I’application g est bijective et donner I’application réciproque ¢!

AN R

Exercice 3 : (8 pts)
I. Soient a, b deux réels non nuls. Et soit f la fonction définie par :

(z) = 22+ 3ax+2b; siz<l
A br+3a; siz>1

1. Etudier la continuité de f sur R suivant les valeurs de a et b.

2. Donner les valeurs de a et b, pour lesquelles f soit dérivable sur R.
II. (Questions de cours)

1. Donner la définition de la fonction arccos.

2. Donner sa fonction dérivée.
3. Soit g la fonction définie par :

g(z) = arccos(z) + arccos(—z),Vz € [-1,1].
a. Montrer que ¢'(z) =0, Vz € |-1,1].
b. Déduire que g(z) = .

Bon courage
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Exercice 1: (4 pts)

1. Montrons par récurrence que :
P(n):Vn e N: 7" —1 est un multiple de 6.

On peut écrire :

P(n):VneN,3keN: 7" —1 =6k.
-Pourn=0,0na7-1=1-1=0=6x0, doncP(O) est vraie.
- Soit n € N, supposons que P(n) est vraie, c’est & dire

JkeN: 7" —1=6k,

et montrons que P(n + 1) est vraie, c’est & dire, montrons que
3k e N: 7" — 1 =6k'. 1/-

Ona:
™mM—1=6k = 7x(T-1)=7x6k, keN
= TX7T-1—-6=6x"7k
— 71 =6(Tk+ 1)

donc
=(Tk+1)eN: ™1 _1 =6k

alors P(n + 1) est vraie.
- Par suite, la proposition P(n) est vraie, Vn € N.
2. Montrons par la contraposition que : Vn € N*

(n?® — 1) n’est pas divisible par 8 = n est pair.

(Ca revient & montrer que
n est impair = (n? — 1) divisible par 8. 4./

Soit n impair alors : 3k € N: n = 2k + 1, donc
n -1 = (2k+1)2-1
= 4k® + 4k = 4(k* + k)

= dk(k+1)
8k(k+1)

k(k + 1) est pair alors Jki € N, donc, n? — 1 = 8K, avec K = —kill
Par le principe de contrap051t10n on a montré que

(n® — 1) n’est pas divisible par 8 = n, est pair.

Exercice 2: (8 pts)
I. On définit sur R* la relation binaire ® par :

&|'|—a

Vo,y € R*: x%y@w—y—

<c‘|r—'



1. Montrons que R est une relation d’équivalence sur R*
a) Réflexivité de R :

1 1 ' —-
Soitz € R*. Onaz —z == — —, donc 2Rz, d’odt R est réﬁexive
e . :L. ‘T
b) symétrie de R : L

Soient z,y € R*, On a

1 1
Ry =—=2-y=—-—-.
r y
en multipliant par (—1), on trouve
1 .1
Y-z = = yRz,
d’ot R est symétrique.
c) Transitivité de R :
Soient z,y, z € R* tels que zRy-etyRz. On a
11 (1)
et = { et )=z-—2z==—-= Rz
yRz 11
y—z=-—=..
Yy oz

d’ou R est transitive. (-
Conclusion: de a), b) et c), R est tlation d’équivalence sur R*.

2. La classe d’équivalence de 2 :

2 = {z eR*zR2}

= 3:6R“,:t:—2=1—1
r 2

1 1

= <R r—-—-=2-2=
T 2

21
= {zeRry, Z = %}
z
= {z€R", 222 -3z -2 =0}
on a A = 25 > 0, donc il existe deux solutions réelles z; = 2 etz
N 1

IL. Soit I'application f: R — R définie par f(z) = f(z) = 2% — 4z + 5.

1. Montrons que Va € R, f(2—a) = f(2+4a). Ona
f2-a)=(2-a)-4(2-a)+5=4—4a+a®~8+4da+5=0a’+1
et
f2+a)=(@2+a)’-42+a)+5=4+4a+a’—8—4da+5=a7+ 1,

d’ou

f(2—a)=f(2+a).
2. f n’est-elle injective, car f(2 —a) = f(2+a) mais 2 — a
3. Montrons que Vx € R, f(z) > 1. On

fl@) —1=2*— 4

d'ou f(z) > 1,Vz € R.
4. f n’est pas surjective, car =00, 1[: [ ({y}) = @.




5. Soit I'application g : [2, +-00[ — [1, +oo[ définie par g(z) = f(x).
Montrons que 'application g est bijective et donnons Papplication réciproque g~
Soit y € [1,+o0o[ : y = g(x), donc 22 — 4z +5 — y = 0....(1).

A=16-4(5—-y)=4y—4=4(y—1), avec y € [1,+o0[,
alors A > 0 et I’équation (1) admet deux solutions

4—-2\y—1
t1:+:2—\/y—1§2¢[2,+oo[

442y —1
$2=——i—2—y~=2+\/y—122€[2,+00[

Par suite, Vy € [1, +00[, 3!z € [2,400[ : g(z) = y. Donc g est bijective.
Son application réciproque :
g7l [, 400 — [2, +o0[
y — gy =2+Vy—1.
Exercice 3: (8 pts) .
Soient a et b deux nombres réels. On définit la, fonction f par :

22 +3az+20 siz<l
f(iv“)-—-{

bz + 3a siz=>1.
1. Continuité de f sur R :

on a :
- Sur | —o00,1[: f(z) = 2? + 3az + 2b qu’est continue sur R ( polynéme) donc en parti-
culier f continue sur | — oo, 1[, Va,b € R

05

- Sur |1, +oo[ : pour les mémes raisons, f est continue sur 1,400, Va,b € R .

Continuité de f au point 1:°

lim f(z) = 3a+2b+ 1 0
r—1 -

et liin f(z) = b+ 3a. 0

{
z—1
f est continueen 1 < 3a+2b+ 1 =3a+b®b:®
|
Finalement f est continue sur R si et seulement si b =—=t—¢ta € R.
2. Dérivabilité de f sur R : -

[ dérivable sur R = f continue sur R = b= —1 et a € R. On obtient alors

2’4+ 3z -2 siz<l
f(z) = ;
-z + 3a siz = 1.

J est dérivable sur | — oo, 1{U]1, +-00], car f est une fonction polynomiald. 9, ) S

Dérivabilité de f en 1 :

. fl@) - f) (z+3az —-2) - (Ba—-1) (z-1)(z+3a+1)
h-inTI—:hgl p—T —hén 1 =3a+2 lf@

1 =1 =1

D’autre part:

@)= 1)y, (2t (o=

lim =
> — > —_
r—1 z l r—1 z 1 !




Donc, f dérivableen 1 <= 3a+2=-1¢& a=32=—1.

Finalement, f est dérivablesur R a=86= —1. +
II)

Y arccosy =

arccos :  [=1,1] — [0, 7] 49/

avec T = arccosy <= y = cos .
2. La dérivée : arccos est dérivable sur | — 1,1[ et

, ~1
(arccos)(z) = — (Va:(—_]—l,l[)@/

3. On a g(z) = arccos(x) + arccos(—z) dérivable —1,1].

-1

8. 9'(2) = =z + () g2z =0

b. On a g'(z) = 0, pour tout = €] — 1,+1] donc g est constante, et on a g continue
sur [—1,1]:

ﬂm=%+

b2l 3

=m(en z =0). 719



