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Préface

Ce polycopié est issu du cours d’Algebre 3 de la 2°™° année Licence de
Mathématiques que j’ai le privilege de diriger depuis 'année universitaire
2012-2013.

Le premier et le second chapitre du polycopié traitent les valeurs propres,
les espaces propres et la diagonalisabilité des endomorphismes en dimension
finie. Ce sont des notions simples mais tres importantes que 1’étudiant doit
maitriser parfaitement.

Tout au long de ce polycopié, nous avons mis en garde 1’étudiant sur 'im-
portance du calcul de la puissance k™ d’une matrice carré. C’est en quelque
sorte notre but locomotif pour la recherche d’autres types de réductions et
d’autres techniques de calcul matriciel.

Au troisieme chapitre, nous introduisons la trigonalisation des endomor-
phismes. Un théoreme fondamental affirme que toute matrice carrée a coef-
ficients complexes est trigonalisable. C’est aussi la trigonalisation que nous
utilisons pour démontrer I'important théoreme de Cayley-Hamilton du qua-
trieme chapitre. La trigonalisation permet aussi de calculer la puissance k®™e
d’une matrice carrée lorsque celle-ci possede une unique valeur propre et ce
en se servant de la formule du binome matricielle. Bien que la trigonalisation
ne regle, que dans un cas particulier, le probleme du calcul de la puissance
k*me d'un endomorphisme (resp. d’une matrice carrée), ceci s’avere suffisant
grace a l'idée qui consiste a restreindre ’endomorphisme en question a des
espaces particuliers, appelés espaces caractéristiques et étudiés au cinquieme
chapitre. Par ailleurs, 1'idée de se servir de la formule du bindme matricielle
pour calculer la puissance £“™¢ d’une matrice carrée trouvera son succes total
avec la décomposition de Dunford d’'un endomorphisme, ce qui est proposé
sous forme d’exercice au 5°™¢ chapitre.

Au quatrieme chapitre, nous étudions les polynomes annulateurs d’un en-
domorphisme et leur lien avec les valeurs propres. Le tres important théoreme
de Cayley-Hamilton est étudié et démontré par le moyen de la trigonalisa-
tion. Nous introduisons aussi la notion de polynome minimal (qui est essen-
tiellement le polynome de plus petit degré qui annule I'endomorphisme en



question), puis nous donnons la méthode pour le déterminer dans des cas
concrets, qui se sert justement du théoreme de Cayley-Hamilton. Nous ver-
rons également que la forme du polyndéme minimal (contrairement a celle
du polynéme caractéristique) nous renseigne immédiatement sur la diago-
nalisabilité de ’endomorphisme en question. L'une des choses importantes
que I’étudiant découvrira aussi dans ce chapitre est la possibilité de calculer
la puissance k®™¢ d'une matrice carrée, sans lui effectuer aucune réduction
préalable ; on utilise plutot un polynome annulateur. Notons enfin que la no-
tion de “polynomes annulateurs” est valable méme pour des endomorphismes
sur des espaces vectoriels de dimensions infinies et cette notion est 'une des
clefs de la théorie de la réduction des endomorphismes en dimension infinie.
Bien entendu, cette théorie sort du programme réservé au module d’Algebre
3 et par conséquent, nous ’avons écartée de ce polycopié.

Au cinquieme chapitre, nous étudions les espaces caractéristiques d’un
endomorphisme. Grossierement, ce sont des espaces vectoriels stables par
I’endomorphisme en question et dont les endomorphismes restreints a chacun
d’entre eux ont une unique valeur propre. Nous utilisons ensuite ces espaces
caractéristiques pour un nouveau type de réduction que 'on appelle diago-
nalisation par blocs triangulaires et qui résout définitivement le probleme du
calcul de la puissance k*™® d’un endomorphisme en dimension finie (resp.
d’une matrice carrée).

Au sixieme chapitre, nous étudions le dernier type de réduction que I'on
appelle jordanisation. C’est la réduction la plus technique mais elle offre
I’avantage d’une maitrise parfaite de ’endomorphisme en question. Outre le
calcul de la puissance k*™¢ d’un endomorphisme et la résolution des systémes
linéaires d’équations différentielles, la jordanisation permet de classifier les
matrices carrées d’'un méme ordre via la relation d’équivalence “sembla-
ble” (deux matrices carrées de méme ordre sont dites semblables si elles
représentent un méme endomorphisme relativement a deux bases différentes
d’'un certain espace vectoriel).

Au septieme et dernier chapitre, nous montrons a travers des exemples
comment appliquer les connaissances acquises aux chapitres précédents pour
résoudre des problemes sur les suites récurrentes ainsi que des problemes de
résolutions des systemes linéaires d’équations différentielles.

Notons enfin que chaque chapitre est suivi d’'une multitude d’exercices
qui permettent a I’étudiant de consolider ses connaissances acquises d'un
chapitre donné avant qu’il passe au chapitre suivant.

BakirR FARHI
Béjaia, le 27 janvier 2014
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Notations

Egalité par définition qu’on représente aussi parfois par le

. déf
signe =.

L Le symbole de la réunion disjointe.

Og Le vecteur nul d’un espace vectoriel E.

0 L’endomorphisme nul de ’espace vectoriel en cours d’étude.

(0) La matrice nulle d'un certain format.

Idg L’endomorphisme identité d’un espace vectoriel E.

n La matrice identité d’ordre n (ol n est un entier strictement
positif).

Vect(X) Le sous-espace vectoriel engendré par une partie X d'un es-
pace vectoriel donné.

My(f) La matrice associée a un endomorphisme f, d'un espace vec-
toriel de dimension finie, relativement a une base £ de cet
espace vectoriel.

det(f) Le déterminant de f (ou f est un endomorphisme d’un certain
espace vectoriel).

det(A) Le déterminant de A (o A est une matrice carrée a coeffi-
cients dans un certain corps commutatif).

tr(f) La trace d’'un endomorphisme f d’un certain espace vectoriel.

tr(A) La trace d’une matrice carrée A; c’est-a-dire la somme des
éléments de la diagonale de A.

M., (K) L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
K (ou n est un entier strictement positif et K est un corps
commutatif).

M, (K) L’ensemble des matrices de format n x m, a coefficients dans
K (o n et m sont des entiers strictement positifs et K est un
corps commutatif).

GL,(K) Le groupe linéaire d’ordre n sur K (ot n est un entier stric-
tement positif et K est un corps commutatif); c’est-a-dire
I’ensemble des matrices carrées d’ordre n, a coefficients dans
K, qui sont inversibles.

Spx (f) Le spectre de f dans K; c’est-a-dire ’ensemble des valeurs
propres de f qui appartiennent a K (ot K est un corps com-
mutatif et f est un endomorphisme d'un certain K-espace
vectoriel).

Spk(A4) Le spectre de A dans K; c’est-a-dire 1’ensemble des valeurs

propres de A qui appartiennent a K (ou K est un corps com-
mutatif et A est une marice carrée a coefficients dans K).

v



Le polynome caractéristique de f (ou f est un endomorphisme
d’un certain espace vectoriel de dimension finie).

Py

Le polynome caractéristique de A (ot A est une matrice carrée
a coefficients dans un certain corps commutatif).

A~DB

Les deux matrices carrées A et B (d’'un méme ordre n et a
coefficients dans un méme corps commutatif K) sont sem-
blables. C’est-a-dire que A et B représentent un méme en-
domorphisme de K" relativement a deux bases (distinctes ou
identiques) de K". Ceci équivaut a 'existence d’une matrice
P € GL,(K) tel que B = P~ 'AP.

L’espace propre associé a une valeur propre A de I’endomor-
phisme (ou de la matrice) en cours d’étude.

La multiplicité algébrique d’une valeur propre A de l’endo-
morphisme (ou de la matrice) en cours d’étude.

La multiplicité géométrique d’une valeur propre A de I’endo-
morphisme (ou de la matrice) en cours d’étude.

Le polynome minimal d’'un endomorphisme f d’un certain
espace vectoriel de dimension fini.

Le polynome minimal d’'une matrice carrée A donnée.




Chapitre 1

Valeurs propres et vecteurs propres
d'un endomorphisme

Pour tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif (que 1'on prend
généralement égale a R ou C) et £ désigne un K-espace vectoriel. On désigne
aussi par n un entier strictement positif.

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1. Soit f : E — E un endomorphisme de E. Un scalaire A € K
est appelé valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul x € E tel que :

f(x) =Ax.

Dans cette situation, on dira que X est un vecteur propre associé a la valeur
propre \.

Définition 1.2. L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f de
E s’appelle le spectre de f et on le note Spx(f) ou tout simplement Sp(f)
siln y a pas d’ambiguité sur le corps commutatif K.

Exemple : Prenons K = R et £ = ¢°(R,R) le R-espace vectoriel des
fonctions réelles de classe € sur R. Considérons f = % I’endomorphisme
de dérivation sur F, soit
f+E — FE
u — u’

Etant donné A € R, considérons la fonction u(z) := €**. On a bien u € F,
u#0get:
f(u) =u’ = e = \u.

1



B. FARrHI Chap 1. Valeurs et vecteurs propres

Ceci montre que \ est une valeur propre de f et que la fonction u : z — e**
est un vecteur propre associé a A. Ainsi, tout nombre réel est une valeur
propre de f. D’ou :

Spr(f) = R.
Le spectre de f est donc infini.

Remarque : Nous verrons bientot que lorsque F est de dimension finie, le
spectre de tout endomorphisme de E est fini.

On définit de fagon similaire les valeurs propres et le spectre d'une matrice
carrée. On a la

Définition 1.3. Soit A € M, (K). On dit qu'un scalaire A € K est une
valeur propre de A s’il existe x € K™\ {0} tel que :

Ax = x.

Dans cette situation, on dira que X est un vecteur propre associé a la valeur
propre \.

— L’ensemble des valeurs propres d’une matrice carrée A s’appelle le spectre
de A et on le note Spg(A) ou simplement Sp(A) s’il n’ y a pas d’ambiguité
sur le corps commutatif K.

Exemple : Soient A = (i ?) € Ms(R) et x = G) € R% On a bien

= 5x. Ceci montre que A = 5 est une valeur propre de

crom e ()

Aet que x = (1

1) en est un vecteur propre associé.

1.2 Le polyndome caractéristique d’un endo-
morphisme en dimension finie

Lorsque l'espace vectoriel E est de dimension finie, il existe un moyen
tres pratique pour déterminer toutes les valeurs propres d’un endomorphisme
donné de E. On a la

Proposition 1.4. On suppose que E est de dimension finie. Soit f un endo-
morphisme de E et A € K. Alors \ est une valeur propre de f si et seulement
St :

det (f — AIdg) = 0.
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Démonstration. On a :

A est une valeur propre de f <= 3x € EF\ {0g}: f(x) = Ax
<— Ixe€ E\{0g}: (f—Aldg) (x) =0g
< Ker(f — Aldg) # {0z}
< (f —AIdg) est non injectif
<= det(f — A1dg) = 0. |

Remarque : Le développement du déterminant det(f — AIdg) donne un
polynome en \ de degré n = dim F et a coefficients dans K.

Définition 1.5. Supposons que E est de dimension finie et soit f un en-
domorphisme de E. L’expression det(f — A1dg) s’appelle le polynéme ca-
ractéristique de f et on la note Pr()\).

En adjoignant la proposition 1.4 et la remarque qui la suit a la définition
1.5, on aboutit au corollaire immédiat suivant :

Corollaire 1.6. On suppose que E est de dimension finie n. Alors les va-
leurs propres d’un endomorphisme f de E sont les racines de son polynome
caractéristique Py.

De plus, tout endomorphisme de E posséde au mazimum n valeurs propres
dans K. ]

Les analogues de la définition 1.5 et du corollaire 1.6 pour les matrices
s’énoncent de la fagon évidente que voici :
Définition 1.5'. Soit A € M, (K). L’ezpression det(A — Al,,) s’appelle le
polynéme caractéristique de A et on la note Pa()).
Corollaire 1.6'. Les valeurs propres d’une matrice carrée A sont les racines
de son polynome caractéristique Py.

De plus, toute matrice A € M, (K) posséde au mazimum n valeurs propres
dans K.

Exemple : On reprend la matrice déja vue dans l'exemple d’avant, soit
2 ) ,
A= ( 3) € M,(R). Cherchons toutes les valeurs propres réelles V) de A :

4 1
Le polynome caractéristique de A est

Pa()) = det (A — Aly) = det (2? lfA) —(2-M\)(1—))—3x4

=\ —3)\—10.

(1). On a déja vu dans l'exemple d’avant que le nombre réel 5 est une valeur propre de
A mais on ne sait pas si c’est la seule valeur propre de A ou non.
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Les calculs montrent que les racines de P4 sont A\; = 5 et \y = —2. Les
valeurs propres de A sont donc 5 et —2.

1.3 Matrices semblables

Définition 1.7. Deux matrices A et B de M,,(K) sont dites semblables,
et on écrit A ~ B, s’il existe deux bases B, et By de K" tel que I’endomor-
phisme associé a A relativement a %, soit identique a l’endomorphisme
associé a B relativement a %,.

Plus simplement, A et B sont semblables si elles représentent le méme en-
domorphisme relativement a deuz bases (différentes ou identiques) de K™.

La formule matricielle qui caractérise la semblance de deux matrices
carrées de meéme ordre est fournie par la proposition suivante :

Proposition 1.8. Deux matrices A et B de M,,(K) sont semblables si et
seulement s’il existe une matrice P € GL,(K) tel que :

B = P'AP.

Démonstration.

e Soient A et B deux matrices de M,,(K). Supposons que A ~ B. Il existe
donc (par définition méme) deux bases % et Ay de K" tel que 'endomor-
phisme associé a A relativement a %4, soit identique a I’endomorphisme as-
socié a B relativement a %,. Appelons f cet endomorphisme commun et P
la matrice de passage de la base %) a la base %, (donc P est inversible). On
a le diagramme suivant :

(K, %) 5 (K, %) L (K",%B) 5 (K", %)
P A p-1

Ce diagramme montre que la matrice associée a I’endomorphisme composé
Idgn o f o Idgn = f est P~'AP. Mais par ailleurs, on sait que cette matrice
n’est rien d’autre que B. D’ou 1’égalité :

B =P 'AP.

e Inversement, supposons qu'il existe P € GL,(K) tel que B = P7'AP.
Considérons %, la base canonique de K" et %, la base de K", constituée
des vecteurs colonnes de P (de sorte que P soit la matrice de passage de la
base %, vers la base %,). Appelons f I'endomorphisme de K™ associé a la
matrice A relativement a la base %,. Le méme diagramme ci-dessus montre

4



B. FArHI Chap 1. Valeurs et vecteurs propres

que 'endomorphisme de K" associé a la matrice B relativement a la base %,
est Idgn o f o Idg» = f, qui est bien le méme que I’endomorphisme de K"
associé a A relativement a la base %,. Ce qui entraine que les deux matrices
A et B sont semblables. [ ]

Exercice : Montrer que la relation ~ sur M,,(K) est une relation d’équiva-
lence.

Les matrices semblables ont beaucoup de points en communs. Parmi ces
points le polynome caractéristique et les valeurs propres. On a la

Proposition 1.9. Deur matrices semblables de M, (K) ont le méme po-
lynome caractéristique et les mémes valeurs propres.

Démonstration. Soient A et B deux matrices semblables de M, (K). Ces
matrices A et B représentent donc un méme endomorphisme f de K" (rela-
tivement a deux bases bien choisies de K™). On a par conséquent Py = Py
et Py = Pg. D’ou P4 = Pp. Enfin, comme les valeurs propres de A sont les
zéros de Py et les valeurs propres de B sont les zéros de Pp (en vertu du
corollaire 1.6"), on a bien Sp(A) = Sp(B). n

Remarque : On peut démontrer la proposition 1.9 en utilisant plutot la re-
lation matricielle caractérisant la semblance de deux matrices carrée (i.e., la
relation fournie par la proposition 1.8). En effet, soient A et B deux matrices
semblables de M,,(K). Alors, il existe une matrice P € GL,(K) tel que :
B = P~ 'AP. On a par suite :

Ps(\) = det (B — Al,) = det (P"'AP — P~'(AL,) P)
— det (P (A— AL,) P) = detP™" - det (A — AL,) - detP
1

Ce qui montre que les deux matrices A et B ont le méme polynome ca-
ractéristique. Elles ont donc aussi (en vertu du corollaire 1.6") les mémes
valeurs propres.

1.4 Deux coefficients importants du polynome
caractéristique

Définition 1.10. Soit A = (ai;),; ;<, € Mn(K). On appelle trace de A,
que l'on note tr(A), la somme des éléments diagonaux de A ; soit

tr(A) := iaii'
i=1

>
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Proposition 1.11. Soit A € M, (K). Le polynéme caractéristique de A
s’écrit :

Py(\) = (—=1)"\" + (=1)""Hr(A)A" + -+ +det(A).

Démonstration. Posons A = (a;;) Par définition méme, on a

1<i,j<n’
ap; — A a12 Tt Q1n
a Aoy — A - Qop,
Pa)) = det (A= ML) =det | 20 ™ ’
Qn1 An2 T Opp — A

Le développement de ce déterminant ?) montre que les deux premiers coef-
ficients de P4 (c’est-a-dire les coefficients de A" et de A"~! dans P,) pro-
viennent du polynome (a;; — A)(aga — A) -+ (ann — A) 5 ce sont donc respec-
tivement (—1)" et (—1)"" (a1 + -+ + apn) = (—1)""r(A).

Par ailleurs, le coefficient constant de P4 est P4(0) = det(A—0-1,) = det(A).
La proposition est démontrée. [ ]

Cas particulier (n =2) :

Pour A € M3(K), P4 est un polynéme de second degré et ne possede donc
que trois coefficients. Ces coefficients sont tous connus (en vertu de la pro-
position 1.11) et on obtient :

Pa(A) = A2 — tr(A)\ + det(A).
Nous tirons de la proposition 1.11 le corollaire suivant :

Corollaire 1.12. Deux matrices carrées semblables ont la méme trace.

Démonstration. Soient A, B € M, (K) tel que A ~ B. D’apres la pro-
position 1.9, on a Py, = Ppg. Ceci entraine que P4 et P ont les mémes
coefficients. En particulier, le coefficient de \*~! dans P4 est égale au co-
efficient de A"~! dans Pg. Ce qui donne (en vertu de la proposition 1.11)
(=) *tr(A) = (—=1)"'tr(B). D’ou tr(A) = tr(B), comme il fallait le prou-
ver. ]

Nous déduisons du corolaire 1.12 que la notion de trace est liée a un endo-
morphisme plutot qu’a une matrice et on peut introduire la

(2). Rappelons que le développement du déterminant d’une matrice carrée B =
(bij)lgi,jgn est donné par la formule : det(B) = ) g €(0)b15(1)b20(2) - * * bro(n), O Sy
désigne le groupe symétrique d’ordre n.
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Définition 1.13. Etant donné f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel
E de dimension finie, on appelle trace de f, que l'on note tr(f), la trace
d’une matrice associée a [ relativement a une base quelconque de E.
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Exercices

Exercice 1.1. Déterminer les valeurs propres réelles de la matrice carrée

d’ordre 2 :
6 2
= (5,

— Déterminer les vecteurs propres associés a chacune de ces valeurs propres.
Exercice 1.2. Soit A la matrice carrée d’ordre 3 donnée par :

-3 1 2
A=|-10 4 4
—6 1 5
et soit f : R® — R3 I'’endomorphisme associé a A relativement 3 la base
canonique de R3.

1) Calculer le polynome caractéristique de f.

2) En déduire les valeurs propres de f et les vecteurs propres associés a
chacune de ces valeurs propres.

3) Montrer qu’il existe une base % de R3, constituée de vecteurs propres
de f. On notera P la matrice de passage de la base canonique de R? &
la base %.

4) Ecrire la matrice D associée a f relativement a la base %.
De quelle nature est D ?

5) Ecrire la relation matricielle reliant A et D.
Que peut-on dire de A et D?

6) Pour tout n € N, exprimer A" en fonction de n.

Exercice 1.3. Pour ce qui suit, on notera Ry[X] le R-espace vectoriel des
polynomes a coefficients réels, d’indéterminée X et de degré < 2. Soit f
I'endomorphisme de Ro[X] donné par :

i RyX] — Ry[X]
P(X) — P(X)+ (X +1)P(X)

1) Justifier rapidement que f est bien défini.

8
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2) Déterminer toutes les valeurs propres de f ainsi que les vecteurs propres
associés a chacune de ces valeurs propres.

Exercice 1.4. Soit A la matrice carrée d’ordre n (n > 2) suivante :

1 .01
A= 1" S
1 ... 1
— Juste par observation, déterminer deux valeurs propres distinctes de A
(on ne vous demande pas de calculer le polynome caractéristique de A).

Exercice 1.5. Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et f un
endomorphisme involutif de E; autrement dit, f est un endomorphisme de
E vérifiant f2 = Idg. On suppose que f # Idg et que f # —Idg.

— Montrer que 1 et —1 sont des valeurs propres de f.

Exercice 1.6. Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie et f et g
deux endomorphismes de F.

— Montrer que les deux endomorphismes fog et go f ont les mémes valeurs
propres.

Distinguer les deux cas : A =0 et A # 0.

Exercice 1.7. Soient A et B deux matrices de M,,(R) telles que :
AB-BA=A (*)

Le but de cet exercice est de montrer que A est nilpotente ; c’est-a-dire qu’il
existe k € N tel que A* = (0).
On considere ¢ I'application définie par :

¢: Mp(R) — M,(R)
M +~— MB-—-BM

1) Montrer rapidement que ¢ est un endomorphisme de M,,(R).
2) Montrer par récurrence que 'on a pour tout k € N :
Pp(AF) = kA",

3) Conclure que A est nilpotente.
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Cas de la dimension infinie
Exercice 1.8 (Rattrapage de ’année 2013-2014).
Soit f I’endomorphisme du R-espace vectoriel R[X], défini par :

f: RX] — R[X]
P +— f(P) = P+P +P"+...~

1) Montrer que f est un automorphisme de R[X] (i.e. f est bijectif) tout
en explicitant son endomorphisme inverse f~1.

2) Montrer que A = 1 est une valeur propre de f.

3) Montrer que f ne posseéde pas d’autres valeurs propres réelles, autre la
valeur propre A = 1.

Exercice 1.9. Soit ¢ 'endomorphisme de R[X], défini par :

¢: RX] — R[X]
P — oP)(X) = P(X)+2XP(X)"

— Déterminer le spectre de .

10



Chapitre

Diagonalisation des endomorphismes
en dimension finie

Pour tout ce qui suit, on fixe K un corps commutatif (on pense a K =R
ou C), n un entier strictement positif et £ un K-espace vectoriel de dimension
n.

Réduire un endomorphisme f de E c’est trouver une base de E suivant
laquelle f est représenté par une matrice relativement simple, c¢’est-a-dire une
matrice possédant beaucoup de zéros. Dans beaucoup de cas, une réduction
qui amene a représenter I’endomorphisme en question par une matrice dia-
gonale est possible. Dans ce cas, on parlera d’une diagonalisation.

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1. Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable s’il
existe une base (V;), <<, de E telle que la matrice associée a f relativement
a (Vi)1<i<n sOit diagonale, c’est-a-dire de la forme :

A (0)

(0) An
(avec Ay, ..., A\, € K).

La version matricielle de cette définition est la suivante :

Définition 2.2. Une matrice A de M,,(K) est dite diagonalisable si elle
est semblable a une matrice diagonale ; autrement dit, s’il existe P € GL,(K)
tel que la matrice P~YAP soit diagonale.

11
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Nous commencons par la proposition facile suivante :

Proposition 2.3. Un endomorphisme f de E est diagonalisable si et seule-
ment s’il existe une base de E qui soit constituée de vecteurs propres de f.

Démonstration. Soit f un endomorphisme de E.
e Supposons que f est diagonalisable. Il existe donc une base # = (V;), ...,
de E suivant laquelle f est représenté par une matrice diagonale

D —

(avec Ap,..., A\, € K). Par définition méme de la matrice associée a un en-
domorphisme, on a :

Ces égalités montrent que les scalaires A, ..., \, sont des valeurs propres de
f et que les vecteurs Vi, ..., V, en sont respectivement des vecteurs propres
associés. D’ou # = (V;),,.,, est une base de E constituée de vecteurs propres
de f. o

e Inversement, supposons qu'il existe une base # = (V;),...,, de E qui soit

constituée de vecteurs propres de f. Soient Ay, ..., \, € K les valeurs propres
associées respectivement aux vecteurs propres Vi,...,V, de f. On a donc :

Il s’ensuit de ces égalités que la matrice associée a f relativement a la base
B = (‘/;)gign est

A0 0

0 A 0
M=1]0 0 0 :

0 0 An

qui est visiblement diagonale. Ce qui montre que f est diagonalisable. La
démonstration est achevée. ]

Nous enchainons avec les deux définitions équivalentes suivantes :

12
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Définition 2.4. Soit f un endomorphisme de E. Diagonaliser f signifie
< trouver une base de E suiwant laquelle la matrice associée a f soit diago-
nale >. D’aprés la proposition 2.5, ceci est équivalent a trouver une base de
E qui soit constituée de vecteurs propres de f.

Définition 2.5. Soit A € M, (K). Diagonaliser A signifie < trouver une
matrice P € GL,(K) tel que P~ AP soit diagonale >. D’aprés la proposi-
tion 2.5, ceci est équivalent a trouver une base de K" qui soit constituée de
vecteurs propres de A.

Dans cette situation, la matrice P n’est rien d’autre que la matrice de pas-
sage de la base canonique de K" vers la nouvelle base trouvée (constituée de
vecteurs propres de A).

Remarque : Il existe des endomorphismes (resp. des matrices carrée) non
diagonalisables. En voici un exemple :

Exemple : La matrice A = est non diagonalisable. Nous allons, en

0 1
effet, montrer ceci par deux méthodes différentes :

Premiere méthode : Un simple calcul montre que 'unique valeur propre de
A est Ay = 1 et que les vecteurs propres associés a cette valeur propre sont

. 1 .
tous colinéaires au vecteur V; = (O) Il n’existe donc aucune base de K2

(K = R ou C) qui soit constituée de vecteurs propres de A. Ce qui montre
que A n’est pas diagonalisable.

Seconde méthode : Procédons par ’absurde en supposant que A est diagona-
lisable. Il existe donc P € GLy(K) (K =R ou C) tel que P~*AP soit diago-
nale. Les éléments diagonaux de P~'AP sont forcément des valeurs propres
de A (voir la démonstration de la proposition 2.3) et sont donc tous égaux a
é (1)> = ]:2. Ce
qui entraine A = PI,P~! = T,. Ce qui est absurde (puisque A est visiblement
différente de I,). D’ou A n’est pas diagonalisable.

A1 = 1 (qui est I'unique valeur propre de A). D’ott P7AP =

2.2 Espaces propres et caractérisation des en-
domorphismes diagonalisables

La diagonalisabilité d'un endomorphisme f de E dépend des dimensions

de certains espaces vectoriels liés a f, que 'on nomme < espaces propres > et
qui font 'objet d’étude de cette section.

13
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Définition 2.6. Soient f un endomorphisme de E et A une valeur propre
de f. On définit l’espace propre associé a A comme étant le sous-espace
vectoriel de E, noté E(X), et défini par :

E(N) == Ker (f — Adg).

L’analogue de cette définition pour les matrices carrées est évident.
Remarques :

1. L’espace propre associé a une valeur propre A d'un endomorphisme f
de F n’est rien d’autre que I’ensemble de tous les vecteurs propres de
f associés a A, auquel on adjoint le vecteur nul Og.

2. Un espace propre est toujours de dimension > 1 (car il contient au
moins un vecteur propre, qui est un vecteur non nul).

Nous passons maintenant a étudier quelques théoremes sur les espaces propres.

Théoréme 2.7. Soient f un endomorphisme de E et A\y,...,\, (p > 2) des
valeurs propres deuz-a-deuz distinctes de f. Alors la somme :

E()q) + E()\Q) + -+ E(/\p)
est directe.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur p.

e Pour p = 2 : Il s’agit simplement de montrer que E(\) N E(X\y) = {0g}.
Comme l'inclusion {0} C E(A)NE(Ay) est banale (car E(\1) et E()\2) sont
des sous-espaces vectoriels de F, donc contiennent le vecteur nul de E'), alors
il reste & montrer 'inclusion E (A1) N E(Ag) C {0g}. Soit x € E(A1) NE(\).
On a donc x € E(\) et x € E()g); ce qui équivaut a :

f(x) =X x et f(x)=Aox.

D’ou I'on déduit que A\;x = AoX, ce qui entraine (A — \y)x = Op. Mais
puisque A\; — Ag # 0 (car A\ # A2), on conclut que x = 0g. D’otut I'inclusion
E(A\) N E(X2) C {0g} et puis I'égalité E(A) N E(Xg) = {0g}. La somme
E(A\1) + E()2) est par conséquent directe.

e Soit p > 3 : Supposons que la somme E(A) + --- + E(\,—1) est directe et
montrons que la somme E(\;) + - -+ E(),) est aussi directe. Cela revient a
montrer que :

Vx1 € E(M\), Vxo € E(N2) , ..., Vx, € E()\):

X1 +Xp+ 4+ X,=0g =X =X = =%,=05 (¥

14



B. FArHI Chap 2. Diagonalisation des endomorphismes

Soit alors x; € E(\), x2 € E(X2), ..., X, € E(),) tels que :
X1+ Xy + -+ %, = 0p (2.1)

Pour tout i = 1...p, on a f(x;) = \jx; (puisque x; € E()\;)). En appliquant
donc I'endomorphisme f aux deux membres de 1'égalité (2.1), on obtient
(compte tenu de la linéarité de f) :

/\1X1 + )\2X2 + -+ )\po = OE (22)

En multipliant les deux membres de I’équation (2.1) par A, puis en sous-
trayant (membre & membre) ’équation obtenue de I’équation (2.2), on ob-
tient :

()\1 — Ap) X1 + (/\2 — /\p) X%‘i‘ R ()\p—l - /\p) Xp_£ = OE

. “
v~ ~ ~~

EE(A1) EE(A2) €EE(Ap-1)

Comme la somme E(A;) + --- + E(\,—1) est supposée directe (c’est notre
hypothese de récurrence), la derniére equation entraine que :

()‘1 o /\P) X1 = <)‘2 - )\p> Xg ="+ = ()\p,1 — )‘p> Xp—1 = Og.

Mais puisque les scalaires (A1 — Ap), (A2 —A,), - .., (Ap—1 — Ap) sont tous non
nuls (car Aj, Ag, ..., A, sont deux a deux distincts), on en conclut que :

X1:X2:"':Xp,1:0E.

En substituant ceci dans (2.1), on obtient x,, = Op. La propriété (x) est ainsi
démontrée et la somme E(A;) +-- -+ E(),) est par conséquent directe. Ceci
acheve cette récurrence et cette démonstration. |

La caractérisation des endomorphismes diagonalisables, qui va étre donnée au
théoreme 2.12, dépend de deux parametres que l'on associe a chaque valeur
propre de I’endomorphisme en question. Il s’agit de la multiplicité algébrique
et de la multiplicité géométrique d'une valeur propre qui sont définies par :

Définition 2.8. Soient f un endomorphisme de E et A une valeur propre
de f.

e On définit la multiplicité algébrique de \, que l’on note m,(\), comme
étant la multiplicité de X\ en tant que racine du polynome caractéristique Py

de f.
o On définit la multiplicité géométrique de \, que l'on note mg(\),
comme étant la dimension de l’espace propre E(X\) associé a A.
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On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.9. Soit f un endomorphisme de E. Alors pour toute valeur
propre X de f, on a :
mg(A) < mg(A).

Démonstration. Soit A une valeur propre de f. Posons k := ma()) et £ :=

mg(A). Il s’agit donc de montrer que & > £. On considere (V4, ..., V;) une base
de E(A) que 'on complete pour obtenir une base & = (Vi, ..., Vy, Vi, ..., Vy)
de E. Pour tout i = 1,...,,,¢, on a V; € E()\) et donc f(V;) = AV;. La ma-
trice A associée a f relativement a A s’écrit donc sous la forme :

A 0 - 0

0 A - 0

00 :

I e )
0O 0 - 0 % - % 2

avec My € Mym_n(K) et My € M m-e(K). En se servant de cette
décomposition de A en blocs, on a :

Pi(z) = Pa(z) = det(A—zl,)

()\ — 1’) Ig M1
= det
(0) M2 — T I(n,g)

= det (A — ) 1L,) - det (My — x 1))
= (A—2)" Pu,(2)
= (=1)"(z = X) Pay, ().
Cette derniere égalité montre que la multiplicité de A en tant que racine du

polynome caractéristique Py de f est au moins égale a ¢ ; autrement dit k& > /.
Ce qui complete cette démonstration. [ ]

Afin d’alléger 1’énoncé du théoreme fondamental caractérisant les endomor-
phismes diagonalisables, nous avons besoin d’introduire la notion de “po-
lynomes scindés” qui est une notion tres importante de I’algebre polynomiale.

Définition 2.10. Soit P un polynome de K[X].
On dit que P est scindé sur K s’il est possible de décomposer P en produit
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de polynomes de premier degré de K[X].

De facon équivalente, P est scindé sur K si le nombre de racines de P qui
appartiennent a K et que [’on compte avec leurs multiplicités est exactement
égale a deg P.

Convention : On conventionne que les polynomes constants sont scindés
sur n’importe quel corps commutatif qui contient leurs coefficients.

Remarques :

1. Un polynome peut ne pas étre scindé sur un corps et étre scindé sur
un autre corps plus grand. Par exemple, le polynome P(X) = X2 + 1
n’est pas scindé sur R (car il est de degré 2 et ne possede aucune racine
réelle) mais il est scindé sur C (puisqu’il se décompose en P(X) =
(X +1i)(X —1)).

2. On vérifie immédiatement que le produit de polynomes scindés sur K
donne un polynome scindé sur K. Mais attention, la somme de po-
lynémes scindés sur K peut donner un polynéome non scindé sur K.
Pour s’en convaincre, soit P(X) = X? et Q(X) = X + 1. Il est claire
que P et @ sont scindés sur R mais que (P + Q) n’est pas scindé sur
R.

Signalons aussi I'important résultat de 'analyse réelle qui affirme que la pro-
priété < d’étre scindé », pour un polynome de R[X], est stable par dérivation.
On propose plus précisément ’exercice suivant :

Exercice : Soit P € R[X].

— Montrer que si P est scindé sur R alors P’ est aussi scindé sur R (par
récurrence, on obtient que P%*) est aussi scindé sur R, Vk € N).

Utiliser le théoreme de Rolle.

La notion de polynomes scindés apparait aussi dans le théoreme fonda-
mental de l'algebre que nous rappelons ici :

Le théoréme fondamental de I’algébre (appelé aussi < le théoréme
de d’AlembertV-Gauss® ).

Tout polynome de C[X] est scindé sur C.

Autrement dit, tout polynome de C[X| de degré k (k € N) posséde exacte-
ment k racines complexes comptées avec leurs ordres de multiplicité.

(1). Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) : Mathématicien, philosophe et encyclopédiste
frangais.
(2). Carl Friedrich Gauss (1777-1855) : Mathématicien, physicien et astronome allemand.
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On voit ainsi que la propriété d’étre scindé pour un polynome, qui est
importante sur le corps des nombres réels, n’a aucune importance sur le
corps des nombres complexes !

Définition 2.11. On dit d’un corps commutatif K qui vérifie la propriété :
< Tout polynome de K[X] est scindé sur K >
qu’il est algébriquement clos.

Le théoreme fondamental de ’algebre affirme donc simplement que < le corps
commutatif C est algébriquement clos .

Lorsqu'un corps commutatif K n’est pas algébriquement clos (ce qui re-
vient a dire qu’il existe des équations polynomiales non triviales qui n’ont
pas de solution dans K, comme c’est le cas de R), il est toujours possible
de le plonger (i.e., de l'inclure) dans un corps commutatif plus grand qui
soit algébriquement clos. Cet important résultat s’appelle < le théoreme de
Steinitz > :

Le théoréme de Steinitz®.

Tout corps commutatif K peut étre plongé dans un corps commutatif plus
grand K’ qui soit algébriquement clos.

N.B : La démonstration du théoreme de Steinitz ci-dessus dépasse de loin le
cadre que nous avons réservé a ce polycopié. Elle releve de la théorie moderne
des corps commutatifs dont Steinitz est 'un des fondateur et ce via son article
majeur de 1910.

Nous somme maintenant préts a énoncer le théoreme fondamental de ce
chapitre qui caractérise de facon simple les endomorphismes diagonalisables.

Théoréme 2.12 (fondamental). Soit f un endomorphisme de E. Alors f
est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes sont satis-
faites :

i) Le polynome caractéristique Py de f est scindé sur K.
ii) Pour toute valeur propre X de f, on a : my(A) = mg(N).
Démonstration.

e Supposons que [ est diagonalisable et montrons que f satisfait les deux
conditions i) et ii) du théoréme. Par supposition, il existe une base % de

(3). Ernst Steinitz (1871-1928) : Mathématicien allemand.
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E suivant laquelle la matrice associée a f est diagonale, c’est-a-dire qu’elle
s’écrit sous la forme :

A (0)
D=
(0) An
(avec Aq, ..., A, € K). Il s’ensuit que 'on a :

AT (0)
Py(x) = Pp(z) = det (D — z1,,) = det
(0) Ap — @

=M —2) -\, —1x).

On voit bien que Py est un produit de polynomes de premier degré de K[z].
Ce qui montre que Py est scindé sur K. La condition i) du théoreme est ainsi
vérifiée.

Montrons maintenant que f satisfait la condition ii) du théoréme. Soient
A une valeur propre arbitraire de f et k sa multiplicité algébrique. Par

définition de k, il existe iy,...,ix € {1,...,n}, tous distincts, tels que :
iy =iy ==X, =Adet \; # A pour i & {i1,...,i}. On a donc :
( T T 0
E(\) =Ker(D - AL,) = ekt (DAL | s | =
T Tn 0
\
( T ()\1 — /\)171 = 0
= o] eK™: :
[ \Tn A =Nz, = 0
)
T
= | €eK": ;=0 pour i ¢& {iy,...,ix}
Tn

= Vect (e;,,-..,€;,)

(ou l'on a noté (eq,...,e,) la base canonique de K"). Ceci entraine que
dim E(\) = k, c’est-a-dire mg(\) = m,(A), comme il fallait le prouver. La
condition ii) du théoreme est donc satisfaite.

e Inversement, supposons que les deux condition i) et ii) du théoreme sont
remplies et montrons que f est diagonalisable. Notons par Ay,..., A, (p € N¥)
les valeurs propres deux a deux distinctes de f et par ki, ..., k, leurs multi-
plicités algébriques respectives. Le nombre de racines (dans K) du polynéme
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Py, comptées avec leurs ordres de multiplicité, est donc égale a (ki +---+k,).
Mais puisque Py est supposé scindé sur K, ce méme nombre est aussi égale
a deg Py =n; dou :

kit +ky, = n.

Par ailleurs, d’apres la condition ii) du théoreme, on a :
dim E(N\;) = k; pour tout i =1,...,p.

Enfin, d’apres le théoreme 2.7, la somme E(\;) + - - + E()\,) est directe. Il
s’ensuit de tout cela que :

dim(E(M)@®--- @ E(N\y)) =dimE\) +---+dimEWN,) =k +---+k,
=n=dimFE.

Ce qui entraine que l'on a :
EMN)®---®E(\,) = E.

Ainsi, en considérant une base %; pour chaque espace propre E();), la famille
B = % U---UB, sera une base de I constituée de vecteurs propres de
f (puisque chaque %; est constituée de vecteurs propres de f associés a la
valeur propre ;). Ce qui conclut (en vertu de la proposition 2.3) que f est
diagonalisable, comme il fallait le prouver. La démonstration est achevée. m

Le corollaire suivant est presque immédiat mais il est tres important.

Corollaire 2.13. Soit f un endomorphisme de E. Si le polynome caracté-
ristique Py de f est scindé sur K et ne possede que des racines simples alors
f est diagonalisable.

Démonstration. Il faut et il suffit de montrer que les deux conditions du
théoreme 2.12 sont satisfaites. Concernant la condition i), elle est satisfaite
par hypothese méme. Montrons que la condition ii) est aussi satisfaite. Etant
donnée une valeur propre A de f, on a d'une part : mg(A) = dim E(\) > 1
et d’autre part (en vertu du théoreme 2.9) : mg(A) < m,(A) = 1. D’out l'on
conclut que mg(A) = 1 = m,(A). Comme ceci étant vrai pour toute valeur
propre A de f, la condition ii) du théoreme 2.12 est bien satisfaite. L’endo-
morphisme f est donc diagonalisable. Ce qui acheve cette démonstration. m

Le théoreme suivant ne differe que de peu du théoreme fondamental 2.12 et
fournit, comme ce dernier, une caractérisation des endomorphismes diago-
nalisables. Sa démonstration (laissée au lecteur) utilise la proposition 2.3 et
le théoreme 2.7 comme elle pourrait étre déduite du théoreme 2.12 et de sa
démonstration.
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Théoreme 2.14. Soient f un endomorphisme de E et A\y,..., A\, (p € N¥)
les valeurs propres deux a deux distinctes de f. Alors [ est diagonalisable si
et seulement si l'on a :

EM)®---®E(\,) = E. u

2.3 Calcul de la puissance k£*™¢ d’une matrice
diagonalisable

La plus importante application de la diagonalisation des endomorphismes
(resp. des matrices) est le calcul de la puissance £*™¢ d’un endomorphisme
(resp. d’une matrice).

Soit A une matrice diagonalisable d’ordre n, a coefficients dans K. Pour
calculer A en fonction de k (k € N*), on procede comme suit :

e On diagonalise A; ce qui consiste a :
— Calculer le polynome caractéristique de A.
— Déterminer les valeurs propres de A, qui sont les racines de Pj.

— Déterminer les espaces propres de A en précisant une base pour chacun
d’entre eux. La réunion de toutes ces bases donnera une base 4 de K",
constituée de vecteurs propres de A.

— Ecrire P la matrice de passage de la base canonique de K" vers Z.

e Notons par f I’endomorphisme de K" associé a la matrice A relativement
a la base canonique de K". Puisque 4 est constituée de vecteurs propres de
A (donc de f), la matrice associée a f relativement & % s’écrit :

At (0)
D= ,

avec A, ..., A\, des valeurs propres de A (donc de f). D’autre part, on a
(d’apres la formule de changement de base) :

D = P AP
D’ou l'on tire :
A = pPDpP L.
On a par suite :
A* = (PDP~Y(PDP™') = PDPPDP™! = PD*P!,
AP = A2A = (PD*P~Y)(PDP™") = PD*P"PDP~' = PD*P~', ... etc.
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Plus généralement, on montre par une simple récurrence que l'on a pour tout
ke N*:
A* = pD* P! (%)

Enfin, comme on a visiblement :

DF = (Vk € N*),

le calcul de A* en fonction de k découle de la formule (x).

Pour des applications numériques, voir les exercices 2.1, 2.2 et 2.3.
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Exercices

Exercice 2.1. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres associés
de chacune des matrices réelles suivantes puis diagonaliser (sur R) celles qui
sont diagonalisables.

3 1 0 -2 -2 1
A=1-4 -1 0 |; B=1-2 1 =-2];
4 -8 =2 1 -2 =2
3 1 0 O
-4 -1 0 0
¢ 7 1 2 1
—-17 -6 -1 0

Exercice 2.2. Etudier la diagonalisabilité sur R puis sur C de la matrice :

1

O = O O
o O O

0
0
1

O O ==

Exercice 2.3. Diagonaliser sur R, si c’est possible, la matrice suivante :

o O O
S O = O
SN ==
N O =N

Exercice 2.4. Soient n > 2 un entier et J la matrice carrée d’ordre n définie
par :
1 ... 1

Ji=1: SR

1 ... 1

1) Montrer (sans calculer le polynéme caractéristique de J) que les nombres
0 et n sont des valeurs propres de J.

2) Déterminer les espaces propres F(0) et E(n) associés a ces valeurs
propres. Calculer dim £(0) et dim E(n).
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3) Montrer que J est diagonalisable et en déduire les multiplicités algéb-
riques des deux valeurs propres 0 et n de J et enfin I'expression du
polynome caractéristique de J.

4) Diagonaliser J.

Exercice 2.5. Soit n > 2 un entier. On note par R,,[X]| le R-espace vectoriel
des polynomes a coefficients réels, d’indéterminée X et de degré < n.

— Montrer que I’endomorphisme de dérivation % de R, [X] n’est pas diago-
nalisable.

Exercice 2.6. Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie n et f un
projecteur de F (c’est-a-dire un endomorphisme de E vérifiant f? = f, avec

f#0et f #1dp).

1) Montrer que 0 et 1 sont des valeurs propres de f.
2) Montrer que E(0) = Kerf et que E(1) = Imf.

3) En déduire que f est diagonalisable.

Exercice 2.7. Soient K un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel
de dimension finie n (n > 2). Soit f un endomorphisme de E possédant n
valeurs propres deux-a-deux distinctes.

1) Montrer qu'il existe z € E pour lequel la famille (z, f(z), f*(z),...,
f"=D(z)) constitue une base de E.

2) Ecrire la forme de la matrice associée a f relativement a cette base.

Exercice 2.8. Soient n > 3 un entier et aq, as, . . ., a, des nombres complexes
avec ag # 0. On pose b, := a3 + - -- + a2. On considere A, la matrice carrée
d’ordre n définie par :

a1 Qo Ay,
A, = 2 0 ;
a, 0 0

1) Montrer que le polynéme caractéristique de A,, est donné par :
Pa(A) = (=X)"2(XN2 — a1\ — by,).

2) Montrer que la matrice A,, est diagonalisable sur C si et seulement si

b, # 0 et a? + 4b,, # 0.
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Exercice 2.9 (Matrices circulaires). Soient n un entier strictement positif

et ag,ay,...,a,_1 des nombres complexes. On considere A la matrice définie
par :
Qo aq as ... Qp—1
Qp—1 Qo a ... Qp—2
A:=|0n—2 Gn-1 QAo ... GQp-3
aq (05} as ... Qo

— Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 2.10. Pour tout entier strictement positif n, on considere A, la
matrice carrée d’ordre n définie par :

0 1

RTINS (0)

(0) EPVR |
1 0

Pour tout n € N*, on note par P, le polynome caractéristique de A,,.

1) Pour tout n > 3, exprimer P, en fonction de P,_; et P, .
2) Montrer que pour tout n € N* et tout § € R\ {kw: k € Z}, on a :

sin(n + 1)6

P,(—2cosf) = o

3) En déduire que pour tout n € N* le polynome P, possede n racines
réelles deux a deux distinctes appartenant a U'intervalle [—2, 2].

4) Conclure que pour tout n € N*, la matrice A,, est diagonalisable sur R.
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Chapitre

Trigonalisation des endomorphismes en
dimension finie

Pour tout ce qui suit, on fixe K un corps commutatif (on pense a K =R
ou C) et E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
3.1 Préliminaires

Définition 3.1. Une matrice A = (a;;)
laire supérieure si :

€ M, (K) est dite triangu-

1<i,j<n

a;; =0 pour tousi,j € {1,...,n} tels que i > j.
Elle est dite triangulaire inférieure si :
a;; =0 pour tousi,j € {1,...,n} tels que i < j.

N.B : Toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une certaine
matrice triangulaire inférieure et vice-versat (.

Pour fixer les idées, nous avons préféré de ne travailler par la suite qu’avec
les matrices triangulaires supérieures. Le choix des matrices triangulaires
inférieures est bien str aussi possible et ces deux choix sont équivalents en
vertu de la note ci-dessus.

(4). En effet, un endomorphisme représenté par une matrice triangulaire supérieure (resp.
inférieure) relativement & une certaine base sera représenté par une matrice triangulaire
inférieure (resp. supérieure) relativement & une nouvelle base que 1’on obtient en inversant
I’ordre des vecteurs de la premiere base.
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Définition 3.2. Un endomorphisme f de E est dit trigonalisable s’il existe
une base (Vi) <;c, de E suivant laquelle la matrice représentant f soit tri-
angulaire supérieure.

La version matricielle de cette définition est la suivante :

Définition 3.3. Une matrice A € M,(K) est dite trigonalisable si elle
est semblable a une matrice triangulaire supérieure ; autrement dit, s’il
eziste P € GL,(K) tel que P~YAP soit triangulaire supérieure.

Nous expliquons maintenant ce que nous appelons < trigonalisation > d'un
endomorphisme ou d’'une matrice.

Définition 3.4.
e Trigonaliser un endomorphisme f de E signifie < trouver une base (V;), .,
de E suivant laquelle la matrice représentant f soit triangulaire supérieure >.

e Trigonaliser une matrice A € M, (K) signifie < trouver une matrice
P € GL,(K) tel que P~'AP soit triangulaire supérieure .

3.2 Caractérisation des endomorphismes tri-
gonalisables

La caractérisation des endomorphismes trigonalisables est donnée par le
théoreme suivant :

Théoreme 3.5. Un endomorphisme f de E est trigonalisable si et seule-
ment si son polynome caractéristique Py est scindé sur K.

La version matricielle de ce théoréme est la suivante :

Une matrice A € M,,(K) est trigonalisable si et seulement si son po-
lynome caractéristique P, est scindé sur K.

Démonstration. On travaille sous la version matricielle.
e Soit A € M,,(K). Supposons que A est trigonalisable et montrons que son
polynome caractéristique est scindé sur K. Comme A est supposée trigona-
lisable, elle est semblable a une certaine matrice triangulaire supérieure 7T';
soit :
tll e tln
A~T =

© ot
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(avec t;; € K pour tous 4,5 € {1,...,n}). D'ou:
Pa(A) = Pr(A) = (tu—=A)(t22=A) - - - (fan—A) = (=1)"(A=t11)(A—t2) - - - (A—tun)-

Le polynome P4 est bien scindé sur K puisqu’il s’écrit comme produit de
polynomes de premier degrés en .
e Inversement, montrons la propriété suivante :

(Z): < Toute matrice A de M,,(K) dont le polynome caractéristique est

scindé sur K est trigonalisable >.

Pour ce faire, on procede par récurrence sur n (n > 2).
Pour n =2 :
Soit A € My(K) tel que P4 soit scindé sur K; autrement dit, A possede 2
valeurs propres sur K (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Notons
par f 'endomorphisme associé a A relativement a la base canonique de K".
Soient A; une valeur propre fixée de A et V] un vecteur propre associé a Aj.
On complete V) par un vecteur Wy (de notre choix) de K? pour avoir une
base de K2. On a :

fVi) = MVi = MV +0W,
fWy) = aVy 4+ bW, (pour certains a, b € K).

La matrice associée a f relativement a la nouvelle base (Vi, W3) est donc :

)\1(L
0 b))’

qui est bien triangulaire supérieure. D’oti 'on déduit que f est trigonalisable
et puis que A est trigonalisable.

Soit m > 3 : Supposons que la propriété (&) est vrai pour (n — 1) et mon-
trons qu’elle reste vraie pour n. Soit A € M,,(K) tel que P4 soit scindé sur
K; autrement dit, A posseéde n valeurs propres sur K (comptées avec leurs
ordres de multiplicité). On doit montrer que A est trigonalisable. Soit \; une
de ces valeurs propres et V; un vecteur propre associé a A;. On complete V;
par (n — 1) vecteurs (de notre choix) de K™ pour avoir une base de K™. No-

tons par (Ws, ..., W,,) cette complétion. Notons aussi par f I’endomorphisme
associé a A relativement a la base canonique de K”. Dans la nouvelle base
(Vi, Wy, ..., W,) de K", 'endomorphisme f est représenté par une matrice
du type :

A b ... b

B 0 by ... by, _ ()\1 L)
P : 0) M)~
0 by ... bun
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ol bj; (1 <i<mn,2<j<n)désignent des éléments de K, L désigne une
matrice de M, (n—1) (qui est une matrice ligne) et M désigne une matrice
de M,,_1(K) (qui est une matrice carrée).

Comme les deux matrices A et B sont semblables (car elles représentent le
méme endomorphisme f), on a :

Py(A) = Pp()\) = det (B —)lL,)
_ det (Al(o‘)A M—L)\In_1> A )det (M — A1) = OumA)Pa(0).

Ceci montre que Py, divise P4. Mais puisque P4 est scindé sur K (par hy-
pothese), on en déduit que Py, est lui aussi scindé °) sur K. Mais puisque M
est une matrice carrée d’ordre (n — 1), il s’ensuit (d’apres notre hypothese
de récurrence) que M est trigonalisable (sur K). Il existe donc une matrice
Q € GL,_1(K) tel que la matrice Q' M@ soit triangulaire supérieure. Posons
par suite :

De plus, on a :

e = (o o) (@ 1) (0 Q) = (0 o)

qui est bien triangulaire supérieure (puisque QM@ est triangulaire supér-
ieure). On a finalement A ~ B et B ~ P"'BP, d'ot A ~ P~'BP. Ainsi A
est semblable a une matrice triangulaire supérieure, ce qui montre que A est
trigonalisable. Ce qui acheve cette récurrence et cette démonstration. ]

3.3 Application de la trigonalisation au cal-
cul des puissances d’un certain type de
matrices

Lorsqu’'une matrice A € M,,(K) n’est pas diagonalisable mais seulement
trigonalisable et possede une unique valeur propre, il est possible d’expri-

(5). Il est facile de voir qu'un polynéme qui divise un polynéme scindé sur K est lui aussi
scindé sur K.
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mer A* (k € N) en fonction de k par le procédé de trigonalisation. La méthode
utilisée se sert (en plus de la trigonalisation) de la formule du binome sous
sa forme matricielle, ot I'une des deux matrices du bindéme en question est
nilpotente (voir ci-dessous).

3.3.1 Endomorphismes nilpotents et matrices nilpo-
tentes
Définition 3.6. Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s’il existe

k € N tel que f* = 0. Dans ce cas, le plus petit entier naturel k vérifiant
cette propriété s’appelle l’indice de nilpotence de f.

La version matricielle de cette définition est la suivante :

Définition 3.7. Une matrice A € M,(K) est dite nilpotente s’il existe
k € N tel que A¥ = (0). Dans ce cas, le plus petit entier naturel k vérifiant
cette propriété s’appelle ’indice de nilpotence de A.

Exemple : La matrice A = (8 é) de M3 (R) est nilpotente d’indice 2. On
a en effet A> = (0) et A' = A £ (0).

Remarques :

1. Dans l'espace vectoriel E de dimension n, on peut montrer que tout
endomorphisme nilpotent est d’indice < n. De méme, toute matrice
nilpotente de M,,(K) est d’indice < n (voir l'exercice 4.11).

2. On peut montrer que toute matrice triangulaire (supérieure ou inférieure)
de M,,(K) dont les éléments diagonaux sont tous nuls est nilpotente
(cette propriété est une conséquence immédiate du théoreme de Cayley-
Hamilton qu’on étudiera au prochain chapitre).

3.3.2 Formule du bindme matricielle

Nous rappelons d’abord la formule du binome d’al-Karaji :

Formule du binéme d’al-Karaji® : Pour tous z,y € R et tout k € N,

on a : L
oot = 3 (B
=

(6). Abu Bakr al-Karaji (d’ﬂ‘ el 2y S j;\) Mathématicien arabe, né

en 953 et mort vers 1029. Il fut un algébriste-arithméticien de premier ordre de son époque;
on lui doit en particulier 'invention de la démonstration par récurrence.
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I ou (lz) = é!(kkif)! = k(kfl)"é!(kfeﬂ) pour tout £ € {0,...,k}.

Lorsque k n’est pas assez grand (disons k& < 10), il est plus commode
de tirer ces coefficients binomiaux (Iz) directement du triangle arithmétique
d’al-Karaji. Dans ce triangle, ces coefficients sont calculés de pas a pas en se
servant de la relation de récurrence :

k k—1 k—1
— * * < _ .
(6) ( ’ >+<€_1) (VE € N*,Vl € N* avec { < k — 1)

Le début du triangle d’al-Karaji est le suivant :
1

— =
=~ W N =
S W =
Ny

—_

Dans ce triangle, chaque ligne d’ordre k (en commencant par k = 0) donne les
coefficients binomiaux (];) (0 < ¢ < k). Par exemple, en utilisant le triangle
d’al-Karaji, on tire immédiatement que (;1) = 6.

Nous souhaitons maintenant voir s’il est possible d’appliquer la formule du
binome pour des matrices; c’est-a-dire qu’au lieu de prendre deux nombres
réels x et y, on prend deux matrices carrées de méme ordre A et B. Il est facile
de voir que dans le cas général (A, B quelconques), la formule du binome n’est

pas valable. En effet, on a par exemple :

(A+B)? = (A+B)(A+B) = A*+ AB+ BA + B
Pour avoir (A + B)? = A%* + 2AB + B? (qui est la formule du binéme cor-
respondante a k = 2), il faudrait que l'on ait AB = BA, ce qui n’est pas
toujours vrai (puisque le produit matriciel n’est pas commutatif). La formule
du binome matricielle dépend donc de la commutation des deux matrices A
et B que 'on considere et on montre assez facilement que lorsque A et B

commutent (c’est-a-dire AB = BA), le développement de (A + B)* (k € N)
aboutit a la formule du binome. On a plus précisément la :

Formule du bindme matricielle :

Soient A et B deux matrices carrées de méme ordre qui commutent
(c’est-a-dire qui vérifient AB = BA) et soit k € N. Alors, on a :

e - 3 (B

=0
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3.3.3 Méthode de calcul de A* (k € N) lorsque A €
M,,(K) est trigonalisable et posséde une unique
valeur propre

Soit A € M,,(K), de polynéme caractéristique P4 que 1’on suppose scindé
sur K et possede une unique racine A de multiplicité n (autrement dit, A
possede une unique valeur propre A de multiplicité algébrique n). Il est alors
possible d’exprimer A* (k € N) en fonction de k en procédant de la facon
suivante :

1. Trigonalisation de A :
On trigonalise A (la matrice A est, en effet, trigonalisable puisque Pj4
est supposé scindé sur K). Ceci équivaut a exprimer A sous la forme :

A = PTP!,

avec P € GL,(K) et T' € M,,(K) une matrice triangulaire supérieure.
Une simple récurrence montre que l’'on a pour tout £ € N :

Ak = pTFpTt (%)

2. Calcul de T* :
Comme T ~ A alors T' (tout comme A) possede une unique valeur
propre A, qui est de multiplicité algébrique n. Et puisque T est trian-
gulaire supérieure, alors T' s’écrit sous la forme :

A tis ... ... tin
’ tog ... ton
T = ,
(0) R t(nfl),n
A

avec t;; € K (pour tous 1 <i<n—1,7i<j<n).
Par suite, on décompose T comme suit :

0 t12 Ce e tln
' log lon
T = M, + N, avec N =
(0) t(nfl),n
0
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D’une part, on peut montrer que N = (0) (voir les remarques faites
au §3.3.1). Ceci montre que la matrice N est nilpotente d’indice < n.
Notons par e I'indice de nilpotence de N (c’est-a-dire le plus petit en-
tier positif vérifiant N¢ = (0)).

D’autre part, les deux matrices Al,, et N commutent puisqu’on a (AL,) N
N(AL,) = AN. Ce fait nous autorise a utiliser la formule du binome
matricielle pour développer (Al, + N)* (k € N). On obtient pour tout
keN:

TF = (AL, + N)* = i(l;) (AL)F Nt = i (DA“N?

=0 /=0

Mais comme N* = (0) des que £ > e, on a simplement :

T = g(i) MNENE (5x)

(noter que (’;) = 0 pour tout £ > k).

La formule (xx) donne I'expression de T* (k € N) en fonction de .

3. Calcul de A :
I ne reste qu’a substituer (xx) dans (%) pour aboutir au final a 'ex-
pression recherchée de A* (k € N) en fonction de k.

Remarque : Lorsque A € M,,(K) est trigonalisable mais possede plus d'une
valeur propre, la méthode décrite ci-dessus, telle quelle, ne fonctionne plus
car 'application de la formule du binome matricielle est injustifiée dans ce
cas. En effet, 'application de la formule du binéme matricielle exige une
commutation de deux matrices, ce qui n’est pas vérifié en général.

Il est a noter que méme dans le cas général, la formule du binome matricielle
peut servir pour calculer A*; cependant la décomposition qu’on utilise pour
T (ou A) n'est plus triviale comme T' = AI, + N mais elle releve de tout une
stratégie. On montre plus précisément que pour tout A € M, (K), dont le
polynome caractéristique est scindé sur K, il existent deux matrices D et N
de M,,(K), avec D diagonalisable, N nilpotente et D et N commutent, telles
que A = D + N. Une telle décomposition est, de plus, unique et est connue
sous le nom de la décomposition de Dunford™ de A (voir I'exercice 5.4).

Pour des applications numériques (trigonalisation et calcul des puissances
d’une matrice), faire les exercices 3.1, 3.2 et 3.3.

PO e @ e

(7). Nelson Dunford (1906-1986) : Mathématicien américain.
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Exercices

Exercice 3.1.

1) Trigonaliser sur R chacune des deux matrices suivantes :

4 -1 -1
a) A:==13 0 -1
6 —2 —1
-1 1 0 0
—4 3 0 0
b) B:=1_5 3 1 -1
6 —3 4 —3

2) Exprimer A" (n € N) en fonction de n.

Exercice 3.2. Trigonaliser sur R chacune des matrices suivantes :

-2 -3 2
DA=|1 2 -2
2 4 -3
0O 1 0 2
.. -3 0 4 0
ii) B:= 0 10 3
-1 010
1 -1 1 0 1
0O 0 1 1 0
iii) C=10 -1 2 0 1
0O 0 01 -2
0O 0 0 2 -3

Exercice 3.3 (Rattrapage de ’année 2012-2013).

Soit A la matrice carrée d’ordre 3, a coefficients réels, donnée par :

-1 1
—1

A = 2
0 2

S O N

— En utilisant la méthode de votre choix, exprimer A™ en fonction de n (ou
n est un entier naturel).
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Exercice 3.4 (Interrogation de ’année 2013-2014).

Pour tout ce qui suit, k£ désigne un parametre réel. On travaille sur le corps
commutatif R et on considere A, la matrice carrée d’ordre 3 donnée par :

0 k —k
Ay = | -1 k+1 -k
0 0 1

1) Calculer le polynome caractéristique de Ay et en déduire le spectre de
Ap.

2) Montrer, sans calcul d’espace propre, que la matrice A; n’est pas dia-
gonalisable.

3) En distinguant les valeurs de k, déterminer les espaces propres de A
tout en précisant la dimension de chacun d’entre eux.

4) En déduire que Ay est diagonalisable pour tout £ € R\ {1}.

5) Trigonaliser A; puis exprimer A} en fonction de n (ou n est un entier
naturel).
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Chapitre 4

Polynome annulateur, polynome
minimal et théoreme de
Cayley-Hamilton

Pour tout ce qui suit, on fixe K un corps commutatif (on pense toujours
aK =R ouC) et £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2.

4.1 Application d’un polynéme a un endo-
morphisme ou a une matrice

Soient P un polynome de K[X], f un endomorphisme de E et A une
matrice de M,,(K). Ecrivons

P(X) = aoX"+ o, X"+ 4y,
avec ag, aq, ..., a; € K.

Définition 4.1.
e L’application du polynome P a l’endomorphisme f est ’'endomorphisme de
E, noté P(f) et défini par :

P(f) == aoff +arff' + a1 f + axldp,

avec '
fi= foforof  (VieNY.
—_—

i fois
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e De méme, lapplication du polynome P a la matrice A est la matrice de

M, (K), notée P(A) et définie par :

P(A) = aoAF + a APV 4 ap A+l

Quelques propriétés importantes
Une commutativité particuliere

Soient P, € K[X], f un endomorphisme de E et A une matrice de M,,(K).
11 est facile de voir que I'on a(® :

P(f)eQ(f) = (P-Q)(f)
P(A)-Q(A) = (P-Q)(A).

Puisque la multiplication de deux polynomes de K[X] est commutative, on
en déduit que l'on a :

Autrement dit, les deux endomorphismes P(f) et Q(f) commutent ainsi que
les deux matrices P(A) et Q(A). Ce qui est a saisir est donc :

< Deux endomorphismes de F ne commutent pas en général mais
ils commutent dans le cas particulier ou ils sont obtenus comme
application de polynomes a un méme endomorphisme de E. >

De méme :
< Deux matrices de M,,(K) ne commutent pas en général mais
elles commutent dans le cas particulier ou elles sont obtenues
comme application de polynomes & une méme matrice de M,,(K). >

Application d’un polynéme a une matrice diagonale

Soient P un polynome de K[X] et

(8). Ceci provient essentiellement du fait que la composition des endomorphismes est
distributive par rapport a leur addition ; de méme, la multiplication des matrices est dis-
tributive par rapport a leur addition.
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une matrice diagonale de M,,(K). Puisqu’on a trivialement pour tout i € N :

(avec la convention D° = I,), alors en écrivant

k
P(X) = ) aX'
=0

(avec k € N et a; € K pour tout i =0,..., k), on obtient :

k
. e (d () 2ok (O
P(D) = Y aD' =Y a = : :
1=0 1=0 (0) d’ln k '
(0) ZaidZ

c’est-a-dire :

P(D) = s (4.1)

La formule (4.1) est remarquable. Elle nous apprend simplement que 'appli-
cation d'un polynome P (de K[X]) & une matrice diagonale D (de M,,(K))
donne une matrice diagonale qu’on obtient en appliquant P a chacun des
éléments diagonaux de D.

Application d’un polynéme a deux matrices semblables

Soient P un polynéme de K[X] et A et B deux matrices semblables de
M, (K). Tl existe donc M € GL,(K) tel que B = M~'AM. Une simple
récurrence ) montre que 1'on a pour tout i € N :

B = M~ 'A'M.

En écrivons alors
k

P(X) = ) aX'

1=0

(9). Déja vue au chapitre 2 (cf. page 22).

38



B. FARHI Chap 4. Le théoreme de Cayley-Hamilton

(avec k € N et a; € K pour tout i =0,..., k), on obtient :

k k k
P(B) = Y ;B =Y a;(M'AM) = M (Z%Ai) M;

1=0 i=0

c’est-a-dire :

P(B) = M 'P(A)M (4.2)

De cette importante relation (4.2), on tire la conséquence immédiate sui-
vante :

Conséquence. Soient P un polynome de K[X] et A et B deuzx matrices de
M, (K). Alors, on a :

A~ B = P(A)~ P(B). m

Notons enfin que les deux formules (4.1) et (4.2) permettent de démontrer
tres facilement le théoreme de Cayley-Hamilton (cf. le théoreme 4.5) dans le
cas particulier d’'une matrice diagonalisable. Nous avons choisi de laisser
cette application tres importante a titre d’exercice :

Exercice : Soit A une matrice diagonalisable de M,,(K). Montrer que
I'on a:

4.2 Polyndomes annulateurs

4.2.1 Définition et exemples

Définition 4.2. Soient P un polynome de K[X], f un endomorphisme de E
et A une matrice de M, (K).

e On dit que P est un polynome annulateur de f si P(f) =0 (o0 0 désigne
lendomorphisme identiquement nul de E).

e De méme, on dit que P est un polynome annulateur de A si P(A) = (0).

Deux exemples importants :

1. Les projecteurs :
Un projecteur de E est un endomorphisme 7 de E, vérifiant 72 = 7.
Il est immédiat que le polynome P(X) = X2 — X est un polynome
annulateur de tout projecteur de F.
Sur les projecteurs, on a proposé dans ce polycopié 1'exercice 2.6.
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2. Les involutions :
Une involution de E est un endomorphisme v de E, vérifiant v? = Idg.
Le polynome Q(X) = X? — 1 est clairement un polynome annulateur
de toute involution de F.
Sur les involutions, on a proposé dans ce polycopié I'exercice 1.5.

4.2.2 Existence de polynémes annulateurs

Le polynome identiquement nul de K[X] est trivialement un polynéme an-
nulateur de tout endomorphisme de E (resp. de toute matrice de M, (K)).
Ce qui est moins évident a montrer est ’existence d’'un polynome annulateur
non identiquement nul de K[X] d’un endomorphisme donné de E (resp.
d’une matrice donnée de M,,(K)). On a la

Proposition 4.3. Soit f un endomorphisme de E (resp. A une matrice de
M, (K)). Alors, il existe dans K[X] un polynéme annulateur P de f (resp.
de A) qui soit non identiquement nul.

Démonstration. On se propose de démontrer la version matricielle de la
proposition. Soit A une matrice fixée de M, (K). L’ensemble M, (K) est
clairement un K-espace vectoriel de dimension ('Y n?. La famille des matrices
de M, (K) :
L,, A, A2, ... A"

a pour cardinal (n? 4+ 1) qui dépasse strictement la dimension de M,,(K).
Cette famille est donc forcément liée. Autrement dit, il existe ag, ay, ..., a2 €
K, non tous nuls, tel que 'on ait :

aol, + a1 A+ as A%+ - + anzA"2 = (0).
Mais ceci équivaut a dire que le polynome P de K[X], défini par :
P(X) = ag+ a1 X + asX?+ - + a2 X"

(qui est non identiquement nul puisque les a; (0 < i < n?) ne sont pas tous
nuls) est un polynoéme annulateur de A. Ce qui confirme le résultat de la
proposition et acheve cette démonstration. [ ]

Remarque : Soit f un endomorphisme de F.

La démonstration précédente de la proposition 4.3 montre plus précisément
I'existence dans K[X] d’un polynéome annulateur de f qui soit non identi-
quement nul et de degré < m2. Le théoréme de Cayley-Hamilton (voir le

(10). En effet, une matrice de M,,(K) possede exactement n? coefficients.
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théoreme 4.5) améliore ce résultat en montrant I'existence dans K[X] d’'un
polynome annulateur de f qui soit non identiquement nul et de degré < n.
Noter aussi que lorsque f est arbitraire, cette amélioration est optimale.

4.2.3 Lien entre les polynomes annulateurs et le spectre
d’un endomorphisme
Pour ce qui suit, étant donné P € K[X], on note par Zx(P) (ou simplement

par Z(P) s’il n’y a pas d’ambiguité sur le corps commutatif K) ’ensemble
des racines de P dans K, qu’on appellent aussi < les zéros de P >. On a le

Théoréeme 4.4. Soient f un endomorphisme de E et P € K[X]| un polynéme
annulateur non identiquement nul de f. Alors, les valeurs propres de f se
trouvent parmi les zéros de P. Autrement dit, on a :

Spx(f) C Zk(P).

Démonstration. Soit A € K une valeur propre de f et montrons que \ est
un zéro de P, c’est-a-dire que P(\) = 0. Par définition méme de A, il existe
V e E,V # 0g, tel que f(V)) = AV. Par suite, une simple récurrence montre
que 'on a pour tout 7 € N* :

Fv) = NV,
En écrivant
P(X) = ap+ a1 X + -+ ap X"

(avec k € N et ag, aq,...,a; € K), il s’ensuit que :

P(H)V) = (aldp+aif +aof’+ -+ arf*) (V)
= aoldg(V) 4+ arf(V) + ao f2 (V) + - - - + ap f5(V)
= agV 4+ a (A\V) + aa(A?V) + - + ap(A\FV)
= (ap+aA+aN + - +a )V
= PV

Mais puisque P(f) = 0 (car P est un polynome annulateur de f), il en résulte
que :

POV = 0p.

Mais comme V' # Og, on en conclut que
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ce qui montre que A est effectivement un zéro de P, comme il fallait le prouver.
Le théoreme est démontré. [ ]

Deux exemples importants :

1. Les projecteurs (cf. page 39) :

Etant donné un projecteur m de E (c¢’est-a-dire un endomorphisme 7
de E vérifiant 72 = 7), le polynome P(X) = X? — X est bien un
polynéme annulateur de 7. Il en résulte donc (en vertu du théoreme
4.4) que Sp(m) C Z(P) = {0,1}. Ainsi, 7 ne peut avoir comme valeurs
propres que les nombres 0 et 1. On peut montrer plus précisément (voir
I'exercice 2.6) que si m # 0 et m # Idg, alors ces nombres 0 et 1 sont
tous les deux des valeurs propres de 7.

2. Les involutions (cf. page 40) :

Etant donnée une involution u de E (c’est-a-dire un endomorphisme
u de E vérifiant u? = Idg), le polynome Q(X) = X2 — 1 est bien un
polynéome annulateur de u. Il en résulte donc (en vertu du théoreme
4.4) que Sp(u) C Z(Q) = {—1,1}. Ainsi, u ne peut avoir comme valeurs
propres que les nombres —1 et 1. On peut montrer plus précisément
(voir 'exercice 1.5) que si u # +Idg, alors ces nombres —1 et 1 sont
tous les deux des valeurs propres de u.

4.3 Le théoreme de Cayley-Hamilton

Le théoreme qui va suivre est fondamental. Il fut obtenu d’abord par
Hamilton ') dans le cas particulier d’un espace vectoriel E de dimension 4
(plus précisément pour E = J#, ou # est I'espace des quaternions), puis il
a 6té généralisé par Cayley '?) au cas de tout espace vectoriel de dimension
finie.

Théoréeme 4.5 (Cayley-Hamilton). Soit f un endomorphisme de E. Alors le
polynome caractéristique de f est un polynome annulateur de f. Autrement
dit, on a :

Pi(f) = 0.

La version matricielle du théoreme de Cayley-Hamilton est évidemment
la suivante :

(11). William Rowan Hamilton (1805-1865) : Mathématicien, physicien et astronome irlan-
dais. On lui doit la découverte du corps des quaternions (qui est un corps non commutatif
strictement plus grand que le corps C des nombres complexes).

(12). Arthur Cayley (1821-1895) : Mathématicien britannique. Il est le fondateur du calcul
matriciel.
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Théoréme de Cayley-Hamilton (version matricielle).
Soit A une matrice de M,,(K). Alors le polynome caractéristique de A est
un polynome annulateur de A. Autrement dit, on a :

Démonstration. Dans ce qui va suivre, on démontre le théoreme de Cayley-
Hamilton dans le cas K = C, puis nous le déduisons dans le cas K = R a
partir du théoreme fondamental de 'algebre et enfin nous dirons comment
I’obtenir dans son cas général d’un corps commutatif quelconque.

el°r cas (K=C) :

D’apres le théoreme fondamental de I'algebre (cf. page 17), tout polynome
de C[X] est scindé sur C; en particulier, Py est scindé sur C. Il s’ensuit
(d’apres le théoreme 3.5) que f est trigonalisable. Ce qui signifie qu'il existe
une base (V1,...,V,) de E, suivant laquelle f est représenté par une matrice
triangulaire supérieure

)\1 * *

T pu—
(0) *
An

(avec A1,..., A, € C). On a donc :
PrA) = Pr(A) = (a=A)A2=A) - (A = A),
D’ou :
Pi(f) = Mldg— f)o(Xeldeg — f)o -0 (N Idg — f).

Nous introduisons maintenant (g;),,,, la suite finie d’endomorphismes de
E, définie par :

gi = (Mldg — f)o(Xldg — f)---o (NIdg — f)

(pour tout ¢ =1,2,...,n). On a en particulier g, = Pf(f). Il s’agit donc de
montrer que g, = 0. Pour ce faire, nous allons montrer par récurrence sur ¢
la propriété :

(22):  g(WV)=¢;(Va)=---=gi(Vi) =0 pourtoutie {1,2,...,n}.
Pourt=1:0Ona:

g(Vi) = Mldeg — f) Vi) = Vi — f(Vi) = 0O
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(car f(V1) = A V4, en vertu de la représentation matricielle de f). La pro-
priété () est donc vraie pour ¢ = 1.

Soit ¢ € {1,...,n — 1} : Supposons que la propriété (&) est vraie pour l’en-
tier 7, c’est-a~dire que 'on a :

9:(V1) = gi(Va) = --- = 6:i(Vi) = Op

et montrons qu’elle reste vraie pour 'entier (i + 1), c’est-a-dire que l'on a
aussi :

Gir1(V1) = gir1(Va) = -+ = gi1 (Vi) = gix1(Vig1) = Op.

On a par définition méme :

gir1 = gi° (Niy1ldg — f) (4.3)

Mais on constate que les deux endomorphismes g¢; et (\y1Idg — f) sont
obtenus comme application de deux polynomes au méme endomorphisme f.
Il en découle donc (d’apres les propriétés vues a la section 4.1) que ces deux
endomorphismes g; et (A;111dg — f) commutent. On a donc également :

gi+1 = (>\i+1IdE - f) 0 g (4-4)

En utilisant (4.4), il découle immédiatement de notre hypothese de récurrence
que l'on a :

gi+1(V1) = gi+1(‘/2> == 91+1(Vz‘) = 0p.

Par ailleurs, en utilisant (4.3), on a :

9ir1(Vigr) = (gi o (Nialdg — f)) (Vigr) = g N1 Vigr — (Vi) -

Mais, en se servant de la représentation matricielle de f, on voit que le vecteur
Ait1Vie1— f(Vig1) est une combinaison linéaire des vecteurs Vi, Vs, ..., V;. On
a donc (en vertu de notre hypothese de récurrence) : g;(Aj11Vie1 — f(Vig1)) =
0g; dou

gir1(Viy1) = Og.

En récapitulant, on a :

Gir1(V1) = gip1i(Va) = -+ = 9i1(V3) = 9i41(Vig1) = Op.

Ce qui montre que la propriété (&) est vraie aussi pour entier (i + 1),
comme il fallait le prouver. Ceci acheve notre preuve de récurrence et montre
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que la propriété () est effectivement vraie pour tout ¢ € {1,2,...,n}.
L’utilisation de la propriété (&) pour i = n donne :
Mais puisque (Vi, Vs, ..., V) constitue une base de F, on en conclut que g,

est 'endomorphisme nul de E'; soit g, = 0, c’est-a-dire P;(f) = 0. Ceci
acheve la démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton dans ce premier
cas K=C.

e 28me cag (K =R) :

Soit A € M,,(R) une matrice représentant f relativement a une certaine base
de E. En considérant A comme une matrice de M,,(C), on a d’apres le 1
cas (déja démontré) du théoreme de Cayley-Hamilton : P4(A) = (0). Ce qui
équivaut a P(f) = 0, comme il fallait le prouver.

e 3°me cas (cas général : K quelconque) :

On utilise le théoreme de Steinitz (cf. page 18) selon lequel < tout corps
commutatif peut étre plongé dans un corps commutatif plus grand qui soit
algébriquement clos ». On plonge alors K dans un autre corps commutatif K’
qui soit algébriquement clos. On montre exactement de la méme fagon que
le 1°* cas que le théoreme de Cayley-Hamilton est vrai sur K’'. Par suite, en
représentant f par une certaine matrice A € M,,(K), on a bien A € M,,(K').
Il s’ensuit (d’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton sur K') que P4(A) = (0).
Ce qui équivaut a P¢(f) = 0, comme il fallait le prouver.

La démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton est achevée. ]

4.4 Calcul de la puissance k*™¢ d’une matrice
en utilisant un polynéme annulateur

Pour fixer les idées, on prend dans cette section K = C (le cas K = R
et le cas général “K quelconque” se traitent de la méme maniere que celle
utilisée dans la démonstration du théoreme de Cayley-Hamilton).

Soient A € M, (C) et P € C[X] un polynéme annulateur de A que l'on
suppose non identiquement nul (on peut prendre par exemple P = Py, en
vertu du théoreme de Cayley-Hamilton). On note par d le degré de P. Il
est possible d’exprimer A* (k € N) en fonction de k sans effectuer aucune
réduction de la matrice A et ceci en se servant seulement du polynéme P. La
méthode que I'on utilise pour cet objectif est décrite dans ce qui suit :

e On considere la division euclidienne de X* (k € N) sur P(X); soit

X* = Qp(X)P(X) + Ri(X) (%)

45



B. FarHI Chap 4. Le théoreme de Cayley-Hamilton

avec Qi et Ry, des polynomes de C[X| qui dépendent a priori de k et deg Ry, <
deg P = d. Le polynome Ry est donc de degré < d — 1 et on peut ’exprimer,
par conséquent, sous la forme :

Ri(X)=aP +a"X + o X%+ 4 aP) x4,
avec a(()k), agk), cee agi)l des nombres complexes (dépendant a priori de k) que
I’on déterminera par le procédé qui va suivre.
D’apres le théoreme fondamental de 'algebre (cf. page 17), le polynome P
possede exactement d racines complexes, lesquelles sont comptées avec leurs
ordres de multiplicité. Notons par 1, zs, ...,z les racines complexes, deux
a deux distinctes, de P et par myi, ms, ..., my leurs multiplicités respectives.
On a donc my +mg + -+ +my, = d.
Pour chaque racine complexe z; (1 < i < h) de P, on considere le systeme
d’identités constitué de (%) et de ses dérivées d’ordres 1,2,...,m; — 1 et on
substitue dans chacune de ces identités I'indéterminée X par x;. Comme z;
(1 <4 < h) est une racine de P de multiplicité m; alors x; est -a fortiori-
une racine du polynome Q(X)P(X), de multiplicité au moins m;. Ceci en-
traine que pour tout a € {0,1,...,m;—1}, le polynéme (dix)a (Qr(X)P(X))
s’annule en z;. On obtient donc (par la substitution suscitée) le systeéme
d’équations :

(o) @] = () @)
(k) (k) (k)

Il s’agit d'un systeme de m; équations aux d inconnus ay ,a; ', ..., 0 ;-
Au final, I'adjonction de tous ces systemes d’équations (correspondants a
i = 1,2,...,h) donne un systeme de mj; + my + --- + my, = d équations

aux d inconnus a(() ), ag o aéjl dont la résolution **) donne les expressions

de agk), agk), . ,agi)l en fonction de k; c’est-a-dire I'expression explicite du
polynoéme Ry (X) en fonction de k.

e Une fois que le polynéme Ry (X) (k € N) est exprimé explicitement en
fonction de k, on applique les deux polynémes de l'identité (x) a la matrice

A. Ce qui donne :

(=0,1,...,m; — 1).

X=x;

AP = Qr(A)P(A) + Ri(A).

Mais puisque P(A) = (0) (car P est un polynéme annulateur de A), il en
résulte que :
AF = Ry (A)

(13). On peut montrer que ce systéme est toujours un systéme de Cramer (c’est-a-dire de
déterminant non nul).

46



B. FarHI Chap 4. Le théoreme de Cayley-Hamilton

et I'on obtient ainsi I'expression explicite de A* (k € N) en fonction de k.
Pour que cette méthode soit bien saisie, nous allons en traiter un exemple
concret.

Exemple : Soit A la matrice de M4(R) donnée par :

-1 3
-1

oS O O
N =N =

2
0
On se propose d’exprimer A* (k € N) en fonction de k.

On prend comme polynome annulateur de la matrice A son polynéme ca-

ractéristique P4 que l'on calcule immédiatement en constatant que A est
triangulaire supérieure. On a :

Pa(X) = (1= X)(2 = X)? = (X — 1)(X —2)".

Les racines (complexes) de P4 sont visiblement z; = 1 (racine simple) et
x9 = 2 (racine triple).

Maintenant, étant donné k € N, considérons la division euclidienne de X*
sur P4(X), qui s’écrit :

XF = Qu(X)Pa(X) + Ri(X),

ou Q) et Ry, sont des polynomes de R[X] (qui dépendent a priori de k), avec
deg Ry < deg P4 = 4. On a donc deg Ry < 3, ce qui permet d’écrire Ry (X)
sous la forme :

Ri(X) = a3 X3 + 0, X% + X + dy,

avec ag, by, c et dj des nombres réels (dépendants a priori de k) que l'on
déterminera. On a par suite l'identité :

XF = Qu(X)Pa(X) + @ X3 + 0p X2 + . X + dy, (I

Afin de déterminer les réels ag, by, ¢ et di (en fonction de k), nous allons
substituer dans l'identité (I) ainsi que dans ses dérivées (a des ordres bien
choisis), I'indéterminée X par chacune des racines de P, qui sont z; = 1 et
To — 2.

Pour la racine z; =1 :

Comme cette racine est simple (i.e. de multiplicité 1), nous allons substituer
X par z; = 1 uniquement dans l'identité (I). Cette substitution donne :

l=ay+ b, +cp+dp (1)
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(puisque P4(1) = 0).

Pour la racine zo = 2 :

Comme cette racine est triple (i.e. de multiplicité 3), nous devons substituer
X par x5 = 2 a la fois dans I'identité (I), dans sa dérivée premiere et dans
sa dérivée seconde.

— En substituant X par xs = 2 dans (/), on obtient :

2F = 8ay, + 4by, + 2¢;, + dj, (2)

(puisque P4(2) = 0).
— En dérivant Iidentité (/) (membre a membre) puis en substituant dans
I'identité obtenue X par xo = 2, on obtient :

k‘2k_1 = 12ak + 4bk + ¢k (3)
(puisque P4(2) = P,(2) =0).

— Enfin, en dérivant deux fois I'identité (I) (membre & membre) puis en
substituant dans l'identité obtenue X par xo = 2, on obtient :

k(k —1)257% = 12a;, + 2by, (4)

(puisque P4(2) = P}(2) = P4(2) =0).
En résolvant le systeme constitué des 4 équations (1), (2), (3) et (4), on
obtient :

ap = (K* —5k+8)2F3 —1

b, = (—5k? + 29k — 48)25 3 + 6
(2k? — 13k + 24)2F1 — 12

dp = (—k* + 7k —14)2F1 +8

(11)

Cr, =

En appliquant par ailleurs les deux polynomes de I'identité (I) & la matrice
A, on obtient :

AY = Qr(A)Pa(A) + ap A3 + bp A% 4 ci A + di 1.

Mais puisque P4(A) = (0) d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, il en
résulte que :
Ak = akAg + bkAQ + CkA + dk14

En calculant A? puis A2 et en les substituant (avec bien sir les deux matrices
A et 1) dans le membre droit de cette derniere formule, on aboutit a :

ar + br + ck + di —Tay — 3b, — ¢k 26ax + 10by + 3¢k 13ak + 4bk + ci
Ak 0 8ax + 4br, + 2¢x + di —12ay, — 4bg, — ¢k 18ay + 7bx + 2¢k
0 0 8ar + 4by + 2¢k + di; 12ay, + 4bi + ck

0 0 0 8ak + 4bk + 2¢i, + di
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Il ne reste qu’a remplacer ag, by, ¢, et d par leurs valeurs obtenues dans (17)
pour arriver enfin a l’expression recherchée de A* en fonction de k, & savoir :

1 1-2F (k+4)21—2 (B2—k+8)2k3—1
0 2k — 2kt Ok — k?)2k—3
0 0 0 2k

Remarque : Ni la diagonalisation, ni la trigonalisation ne permettent d’avoir
la formule précédente pour A* (k € N) en fonction de k. En effet, on peut
montrer que la matrice A précédente n’est pas diagonalisable et puis sa trigo-
nalisation ne permet pas non plus d’en déduire sa puissance k*™ puisqu’elle
possede plus d'une valeur propre. La méthode présentée ci-dessus est donc
primordiale pour certaines matrices.

4.5 Le polynéome minimal d’un endomor-
phisme

4.5.1 Définition, existence et unicité du polynéme mi-
nimal d’un endomorphisme

Etant donné f un endomorphisme de E, on a vu au §4.2.2, par un simple
raisonnement, qu’il existe un polynéme annulateur (non identiquement nul)
de f qui soit de degré < n?. Ensuite, au §4.3, on a amélioré ce résultat par
I'important théoreme de Cayley-Hamilton qui montre que le polynome ca-
ractéristique Py de f (qui est de degré seulement n) annule f. Il est donc tout
a fait naturel de se poser la question de savoir s’il n’existe pas un polynome
(non identiquement nul) de degré encore plus petit que n qui annule f. On
peut montrer que dans le cas d’un endomorphisme général f de E, le nombre
n = dim E est le plus petit degré possible pour un polynéme annulateur (non
identiquement nul) de f (voir par exemple les matrices de Jordan au cha-
pitre 6). Néanmoins, il se peut dans beaucoup de cas d’endomorphismes f
de F, quun polynéme annulateur (non identiquement nul) de f, de degré
strictement plus petit que n, existe. L’objectif de cette section est d’étudier
les polyndémes annulateurs d’'un endomorphisme de E qui soient de plus petit
degré. On a le :
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Théoréme-Définition 4.6. Soit f un endomorphisme de E. Alors, parmi
les polynomes annulateurs de f, il existe un et un seul qui soit de plus petit
degré et unitaire™ . Ce polynéme s appelle le polynéme minimal de f et
on le note My.

Démonstration.
Existence du polynome minimal de f :

On considere le sous-ensemble de N suivant :

X = {k: € N: il existe un polynéme non identiquement nul P de K[X],
de degré k, qui annule f }

Le théoreme de Cayley-Hamilton montre que n € X. Ainsi, X est une partie
non vide de N. Il s’ensuit donc que X possede un plus petit élément. Notons
par d le plus petit élément de X. Puisque d € X, il existe un polynéme non
identiquement nul P; de K[X], de degré d, tel que P;(f) = 0. En notant par
a le coefficient dominant de P (c’est-a-dire le coefficient de X¢ dans P, (X))

et en posant :
1

P(X) = apl(X)»
il est bien clair que P est un polynome unitaire de K[X], que P annule f
(car P; annule f) et que P est de degré d, c’est-a-dire de plus petit degré
parmi les polynomes annulateurs de f. Ce polynome P est donc un polynome
minimal de f.

Unicité du polynome minimal de f :

On procede par 'absurde en supposant qu’il existe P et ) deux polynomes
minimaux distincts de f. On s’intéresse au polynome R := P — (). Ce po-
lynéme R est non identiquement nul (puisque P # @) et annule f (puisque
P et @ sont tous les deux des polynomes annulateurs de f). D’autre part,
par définition méme de P et (), on ne peut avoir ni deg P < deg(@, ni
deg @ < deg P; on a donc forcément deg P = deg (). Ceci entraine (puisque
P et @) sont tous les deux unitaires) que le polynome (P—@Q) = R est de degré
strictement inférieur a deg P = deg (). Ce qui est en contradiction apparente
avec la minimalité des degrés de P et ) parmi 'ensemble des degrés des
polynomes annulateurs de f. Dot 'unicité du polynéme minimal de f. Le
théoreme est démontré. [ ]

(14). Un polynéme unitaire de K[X] est un polynéme non identiquement nul et ayant
pour coefficient dominant (i.e., pour coefficient du monéme du plus haut degré) 1.
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4.5.2 Deux propriétés fondamentales du polynéme mi-
nimal d’un endomorphisme

Nous allons voir maintenant deux propriétés du polyndéme minimal qui nous
permettent de le déterminer concretement pour un endomorphisme donné.
On ala:

Proposition 4.7. Soit f un endomorphisme de E. Le polynome minimal
My de f posséde les deux propriétés suivantes :

i) Toute valeur propre de f est une racine de M.

ii) Le polynome M divise tout polynome annulateur de f. En particulier,
My divise le polynome caractéristique Py de f.

Démonstration.
i) Comme MMy est un polynome annulateur de f et M est non identiquement
nul alors, d’apres le théoreme 4.4, on a :

Sp(f) C Zr(My).

Autrement dit, toute valeur propre de f est une racine de ;. CQED.

ii) Soit P un polynome annulateur de f et montrons que 9y divise P. Pour
ce faire, on considere la division euclidienne de P sur 9, qui s’écrit :

P = Qi)ﬁf+R,

avec @, R € K[X] et deg R < deg M.

Puisque 91y et P annulent f alors aussi P — Q9 = R annule f. Montrons
par 'absurde que R est identiquement nul. En supposant R # 0, on aurait
trouvé un polynoéme annulateur non identiquement nul de f (qui n’est rien
d’autre que R) dont le degré est strictement inférieur au degré de ;. Ce
qui contredit manifestement la minimalité du degré de 9y parmi I’ensemble
des degrés des polynomes annulateurs (non identiquement nuls) de f. On a
donc forcément R = 0. Il s’ensuit que I'on a P = QINy, ce qui montre que
My divise P, comme il fallait le prouver.

Enfin, puisque (d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton) le polynome ca-
ractéristique Py de f est un polynéome annulateur de f alors (en vertu de ce
qui précede) My divise Py. Ceci acheve la preuve de la proposition. [ ]
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Méthode de recherche du polynéme minimal d’un endomorphisme

La méthode de recherche du polynéme minimal d'un endomorphisme donné
de E découle immédiatement de la proposition 4.7. Etant donné f un en-
domorphisme de £, pour déterminer concretement 9ty on procede comme
suit :

— On calcule d’abord le polynéme caractéristique Py de f. On suppose (sans
perte de généralité) que Py est scindé (15) sur K.

— On factorise Py en produit de polynomes de premiers degrés; soit

Pr(X) = (=D)™"(X —2)" (X = 2)™ - (X — )™,

avec xi,...,r, € K, deux a deux distincts, et ay,...,ar € N* tels que
a1 + -+ + ap = n. Les valeurs propres de f sont donc zy,...,x;. En vertu
de la proposition 4.7, le polynome minimal de f est de la forme :

Mp(X) = (X —2) (X —29)” - (X — )™,
avec (1, ..., [, des entiers naturels vérifiant :

1 < 8 <
1 < B < o

N

B
— On applique a 'endomorphisme f chacun des polyndémes ayant la forme
précédente et ceci en respectant ’ordre croissant de leurs degrés. On s’arréte

des qu’on tombe sur le premier polynome qui annule f et ce sera le polynome
minimal de f recherché.

1

IN
IA

o .

4.6 Une nouvelle caractérisation des endo-
morphismes diagonalisables

Dans cette section, nous verrons une caractérisation nouvelle des endo-
morphismes diagonalisables qui se sert de leurs polynomes minimaux. L’outil
fondamental qui nous amene a cette caractérisation est un théoreme tres im-
portant connu sous le nom du < lemme de la décomposition des noyaux . Ce
théoreme nous servira également dans notres étude ultérieure des “espaces
caractéristiques” d'un endomorphisme (cf. Chapitre 5).

(15). D’apres le théoreme de Steinitz (cf. page 18), on peut toujours plonger K dans un
corps commutatif plus grand K’ qui soit algébriquement clos, de sorte que Py soit scindé
sur K'.
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Théoréeme 4.8 (Le lemme de la décomposition des noyaux). Soit f un
endomorphisme de E. Soient aussi k un entier strictement positif et P =
Py Py -+ Py un polynéome de K[X], décomposé en produit de polynomes Py, P,
..., Py, deuz a deux premiers entre eux. Alors, on a :

KerP(f) = KerPi(f) ® KerPy(f) @ --- @ KerPy(f).

Démonstration. On procede par récurrence sur k. Le cas k = 2 jouera le
role principal de cette récurrence.

e Pour k = 1. C’est trivial.

e Pour k = 2. Soit P = P, P», avec P; et P, des polynomes de K[X] qui sont
premiers entre eux. D’apres le théoreme de Bézout, il existe deux polynomes
U et V de K[X] tels que :

U(X)P(X) + V(X)Py(X) = 1.

En appliquant les deux polynomes de cette derniere identité a ’endomor-
phisme f, on obtient :

U(f) o P(f)+V(f)o P(f) = ldg (4.5)

Nous allons maintenant nous servir de (4.5) pour démontrer trois propriétés
qui nous permettront de conclure.

1°r propriété : Nous allons montrer que KerPy(f) N KerPy(f) = {0x}.

Soit x € KerPy(f) NKerPy(f). Alors, on a Py(f)(x) = 0g et Py(f)(x) = 0.
En utilisant (4.5), il s’ensuit que :

x = Idg(x) = (U(f)OP1(f)+V(f)OP2(f))(X)

=U(NH(P)x) +V(IH(P(f)x)) =05

= =0g

Comme x étant pris quelconque dans KerP;(f) N KerPy(f), on en conclut
que KerP;(f) NKerPy(f) = {0g}, comme prétendu.

2¢me propriété : Nous allons montrer que KerP(f) C KerPy(f) + KerP(f).
Soit x € KerP(f). Donc P(f)(x) = 0g. En utilisant (4.5), on a :

x=Idg(x) = (U(f>opl(f)+v(f)OP2(f))(X>
— (U)o Pi()(x) + (V(f) o Po(f)) (x)

= X1 +X27

avec

xi:= (V(f)o P(f))(x) et xo:= (U(f)o Pi(f))(x).
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Comme les endomorphismes Py (f), Po(f),U(f) et V(f) sont obtenus comme
applications de polynoémes a un méme endomorphisme f alors (d’apres les
propriétés vues a la section 4.1) ils commutent deux & deux et on a par
conséquent :

Pi(F) (1) = (Pi(f) o V(F) o () (x) = (V) o Pi(f) © Pa(f)) (x)
VIN(EU)X)) =05

N——

=0g

et de méme

Py(f)(x2) = (Pa(f) o U(f) 0 Pi(f))(x) = (U(f) o Pi(f) o Po(f)) (%)
= (U(f) o P(f)(x) =U(f)(P(f)(x)) = 0p.

Ce qui montre que x; € KerP(f) et xo € KerPy(f). D'out x = x1 + X2 €
KerPi(f) + KerP(f). Comme x étant pris quelconque dans KerP(f), on en
conclut que KerP(f) C KerPi(f) 4+ KerPs(f), comme prétendu.

3®me propriété : Nous allons montrer que Ker Py (f) + KerPy(f) C KerP(f).
Comme P = PPy = PyP;, on a P(f) = Pi(f) o Py(f) = Pa(f) o Pi(f). Ce
qui entraine que KerP;(f) C KerP(f) et KerPy(f) C KerP(f). D’ou l'on
déduit que KerPi(f) + KerPs(f) C KerP(f), comme prétendu.

De la premiere propriété résulte que la somme Ker P, (f)+KerPy( f) est directe
et des deux dernieéres propriétés résulte que Ker P(f) = KerPy(f)+KerP(f).
En conclusion, on a :

KerP(f) = KerP(f) ® KerPy(f),

ce qui n’est rien d’autre que la propriété du théoreme pour k = 2.

e Soit £ > 2 un entier. Supposons que la propriété du théoreme est vraie
pour 'entier k£ et montrons qu’elle reste vraie pour l'entier (k4 1). Soit donc
P =P Py PPy, avec Py, Py, ..., Py, Pry1 des polynomes de K[X], deux
a deux premiers entre eux. Le fait que le polynéme Py | est premier avec
chacun des polynémes P; (1 < ¢ < k) entraine qu’il est premier avec leur
produit PP, --- Py. Il s’ensuit (d’apres le cas “k = 27 déja démontré du
théoreme) que l'on a :

KerP(f) = Ker(Pi Py -+ Py)(f) ® Ker Py (f).

Mais comme Ker(P,Py--- Py)(f) = KerPi(f) ® KerPy(f) @ - - - @ KerPe(f)
(d’apres 'hypothese de récurrence), il en résulte que :

KerP(f) = KerPi(f) ® KerPy(f) @ - -+ @ KerP(f) ® KerPey1(f),
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ce qui n’est rien d’autre que la propriété du théoreme pour Uentier (k + 1).
Ce qui acheve cette récurrence et cette démonstration. [ ]

Nous arrivons maintenant a I'importante nouvelle caractérisation des endo-
morphismes diagonalisables annoncée au titre de cette section.

Théoreme 4.9. Un endomorphisme f de E est diagonalisable si et seule-
ment si son polynome minimal est scindé sur K et a toutes ses racines
simples.

Démonstration. Soit f un endomorphisme de E.

e Supposons que f est diagonalisable et montrons que 9 est scindé sur K et
a toutes ses racines simples. L’hypothese “f est diagonalisable” signifie qu’il
existe une base % de E suivant laquelle f est représenté par une matrice
diagonale D. Quitte a réordonner les vecteurs de 98, on peut supposer que
D est de la forme :

A1
A1 (0)
D - I
(0) Ap
Ap

avec p € N* et A\,..., A\, € K, deux a deux distincts, et chaque A; est répété
un certain nombre k; de fois (avec k; € N*). De toute évidence, ces nombres
A1,. .., Ap représentent les valeurs propres (deux a deux distinctes) de f et
ki, ..., ky leurs multiplicités algébriques respectives. Une représentation par
blocs de D est donnée par :

Ay, (0)

(0) Aplk,
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On a donc pour tout e =1,...,p:

(A1 = X)Ly,
(A2 — AL, (0)

(D= \1,) =

(0)

(Ap = Ao,

ol dans cette représentation, le i®™¢ bloc diagonal est nul. Il s’ensuit de ce
fait que l'on a :

(D —M1L,) (D — Xoly) -+ (D — AL,) = (0).
Ceci montre que le polynome
QX)) = (X = A)(X = Ag) - (X = X)

est un polynome annulateur de D, donc de f. Mais puisque (d’apres la pro-
position 4.7) le polynéme minimal M, de f divise tout polynéme annulateur
de f, on en déduit que M divise Q). D’apres la proposition 4.7, on sait aussi
que les valeurs propres A, ..., A, de f sont des racines de M1y, ce qui entraine
que M est un multiple du polynome (X —A)(X —Xg) -+ - (X —A,) = Q(X).
Ainsi, M est a la fois un diviseur et un multiple de Q). Mais puisque 9,
et Q sont tous les deux unitaires, on en conclut que My = @, qui est bien
scindé sur K et a toutes ses racines simples.

e Inversement, supposons que le polynome minimal 9% de f est scindé sur K
et a toutes ses racines simples et montrons que f est diagonalisable. D’apres
notre hypothese, Mt ;(X) s’écrit sous la forme :

Mp(X) = (X = A)(X = Ag) - (X =N,

avec p € N* et A\1,...,\, € K, deux a deux distincts. Comme les polynomes
(X — X)) (1 <i<p)sont deux a deux premiers entre eux (car chaque deux
d’entre eux sont scindés sur K et n’ont pas de zéro commun) alors, d’apres
le lemme de la décomposition des noyaux (cf. le théoreme 4.8), on a :

KerM;(f) = Ker(f—Mldg)® Ker (f —Xoldg) @ --- @ Ker (f — A\, 1dg)
EM)@EXN) @@ E(\,).

Mais comme M ;(f) =0, on a KerMy(f) = E£; d’ott 'on conclut que :

EM\)@---@E),) = E.
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Ce qui montre, en vertu du théoreme 2.14, que f est diagonalisable.
Le théoreme est démontré. [ ]
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Exercices

Exercice 4.1. Soient £ un espace vectoriel sur un corps commutatif K et
P un polynome de K[X].

1) Montrer que les sous-espaces vectoriels KerP(f) et ImP(f) de E sont
tous les deux stables (") par f.

2) Montrer que si le polynéme P est premier avec un polynéme annulateur
de f, alors I'endomorphisme P(f) de E devient un automorphisme de

E.
Exercice 4.2. Déterminer le polynome minimal des matrices suivantes :

3 -2 8

i) A=11 0 4];
0 0 1
00 2

i) B:=[1 0 5];
0 01
1100

0110

i) C := 0010
0001

— Pour chacune de ces matrices, dire si elle est diagonalisable ou non.

Exercice 4.3. En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton, exprimer A"
en fonction de n (n € N) dans les cas suivants :

va=(1 1)

3 -1 1
i) A=[2 0 1
1 —1 2

(1). Rappelons qu’un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par f si f(F) C F,
c’est-d-dire si : Voz € F: f(z) € F.
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Exercice 4.4.

1) Montrer que la matrice :

-2 9 -3
A=|-2 7 =2
-1 3 0

est diagonalisable.
2) En déduire le polynoéme minimal de A.

3) En utilisant le polynome minimal de A, calculer A~

Exercice 4.5 (Examen de ’année 2013-2014).
Pour tout ¢t € R, on définit :

1
At =

[evll \v N aw]

3
0

(NGRS

1) En distinguant les valeurs du parametre réel ¢, déterminer le polynome
minimal de A;.

2) En déduire les valeurs de ¢ pour lesquelles la matrice A; est diagonali-
sable.

3) On prend dans cette question ¢ = 0.
— Exprimer, en utilisant la méthode de votre choix, Ay en fonction de
n (ol n est un entier naturel).

Exercice 4.6. Soit n > 2 un entier et J la matrice d’ordre n donnée par :

1 ... 1
Jo=1
1 ... 1
— Calculer J? et en déduire que J est diagonalisable.

. . (11 _((0) iJ
Exercice 4.7. Soient J := (1 1) et M = (%J 0))

1) Calculer M? et M? et en déduire que M est diagonalisable.

2) Déterminer le polynéme minimal puis le polynéme caractéristique de
M.
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Exercice 4.8. Soit n > 2 un entier.

On note par R,[X] le R-espace vectoriel des polyndmes en X, a coefficients
réels, de degrés < n.

On considere f 'endomorphisme de R, [X] qui associe a tout polynéme P €
R, [X] le reste de la division euclidienne de P sur (X? +4X +5).

— Montrer que f est diagonalisable.
Utiliser le polynome minimal.

Exercice 4.9. Soient n > 2 un entier, E un C-espace vectoriel de dimension
n et f un endomorphisme de E. On suppose que f2 est diagonalisable.

1) Sidetf # 0, montrer que f est lui méme diagonalisable.
Utiliser le polynome minimal.

2) Sidetf =0 et Kerf = Kerf?, montrer que f est lui méme diagonali-
sable.
Utiliser le polynome minimal.

3) Application : Montrer que la matrice :

- O O O
S w o o
S O N O
o O O

est diagonalisable.

Exercice 4.10. Soit A € M3(C) une matrice de trace non nulle.

— Montrer que toute matrice M € My(C) qui commute avec A*> commute
aussi avec A.

Utiliser le théoreme de Cayley-Hamilton.

Exercice 4.11. Soient K un corps commutatif et n un entier strictement
positif. Soit aussi A € M,,(K) une matrice nilpotente.

— Montrer que A" = (0).

Exercice 4.12 (décomposition spectrale).
Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, notée n (n > 2).

On appelle projecteur de E tout endomorphisme 7 de E, vérifiant 72 = ,
avec m # (0) et m # Idg.
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1) Montrer que tout endomorphisme diagonalisable de F, de valeurs propres

A A2, ..o, Ay (deux-a-deux distinctes) se décompose en :
f=Mm+ Xoma+ -+ A\, ()

ou m, Ty, ..., T, sont des projecteurs de £ satisfaisant :

miom;=(0) (pouri# j) (1)

{w1+7rg+~~-+7rp:IdE (2)

L’équation (x) s’appelle la
décomposition spectrale de f.

2) Soit f un endomorphisme de F possédant une décomposition spectrale,
c’est-a-dire une décomposition de la forme :

f=Mm 4+ Aoy + -+ Ay,

avec A1, Az, ..., A, des nombres complexes deux-a-deux distincts et 7,
Ta, ..., T, des projecteurs de F satisfaisant les identités (1) et (2).

i) Montrer que Ay, Ao, ..., A, sont forcément des valeurs propres de

f
ii) Montrer que pour tout n € N, on a :
U= AT Ay e AT,
iii) En déduire que pour tout polynome P € C[X], on a :
P(f) = P(A)m + P(Ag)ma + -+ + P(A) 7.
iv) En déduire que f est diagonalisable. Conclure.

3) Application : Déterminer les valeurs propres puis la décomposition
spectrale de la matrice :

A=

O =N
O N =
N N DN

— En déduire l'expression de A™ en fonction de n (n € N).
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Exercice 4.13. Soient n > 2 un entier et A € M, (R).

1) Montrer la proposition suivante :
Je>0,VteR: |t| <e= (I, — tA) inversible.

2) Fixons nous un ¢ > 0 satisfaisant cette proposition. Montrer que pour

+o0 k
Lo tr(A%)
tout ¢ € R tel que |t| < ¢, la série Tt est convergente et que
k=1
I'on a :
<X tr(AF)

_ N Tk
k
det(I, —tA) = e k=1

Exercice 4.14.

Partie I : Dans le R-espace vectoriel R[X], on désigne par ¢ l’endomor-
phisme qui associe a tout polynéme P(X) € R[X] le polynome X P(X)
et par D l’endomorphisme de dérivation (i.e. qui associe & tout polynéme
P € R[X], sa dérivée P’).

— Montrer que 'on a :
Dop—¢poD = ldgx).

Partie II : Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie. Le but de cet
exercice est de montrer qu’il n’existe pas d’endomorphismes u et v de E tels
que :

uov—vou = Idg.

Pour ce faire, on procede par ’absurde en supposant que tels endomorphismes
u et v existent.

1) Montrer que I'on a pour tout k € N* :

ufov—vouf = kuF L.

2) En déduire que 'on a pour tout polynome P € R[X] :
P(u)ov—wvoPlu) = P'(u).
3) Conclure a une absurdité en utilisant la notion de “polynéme minimal”.

4) Redémontrer le méme résultat en utilisant plutot la notion de “trace”.
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Chapitre

Espaces caractéristiques et
diagonalisation par blocs triangulaires

Pour tout ce qui suit, on fixe K un corps commutatif et £ un K-espace
vectoriel de dimension finie, notée n (avec n > 2).

Dans ce chapitre, nous allons élargir les espaces propres d'un endomor-
phisme f de E pour obtenir de nouveaux espaces qui vont servir, entre autres,
a de nouveaux types de réductions forts utiles.

5.1 Espaces caractéristiques

Définition 5.1. Soient f un endomorphisme de E et \ une valeur propre de
| de multiplicité algébrique k (k € N*). On appelle espace caractéristique
de f associé a la valeur propre A, le sous-espace vectoriel de E, noté F(\) et
défini par :

F(\) :=Ker (f — Adg)*.

Remarque : Dans la situation de la définition 5.1, il est immédiat que
Iespace caractéristique F'(\) contient I’espace propre FE(\).

Nous passons maintenant a étudier les différentes propriétés des espaces
caractéristiques d’un endomorphisme.

5.1.1 Propriété de stabilité

Théoreme 5.2. Soient f un endomorphisme de E et \ une valeur propre de
f. Alors l’espace caractéristique de f associé a A est stable par f. Autrement
dit, on a :

FEQ) € FQ);
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ou plus explicitement :
Vx e F(\):  f(x)e F(\).

Démonstration. Appelons k la multiplicité algébrique de A. Soit x € F(\) =
Ker(f — AIdg)* et montrons que f(x) € F(\). On a par hypothese :

(f = MNdp)* (x) = 0.
En appliquant f, on obtient :
fo(f—Adg)* (x) = f(0g) =0g.

Comme I'endomorphisme (f — AIdg)* s’obtient comme application du po-
lynome (X — A\)* & f alors il commute avec f (en vertu des propriétés vues
au §4.1) et on a par conséquent aussi :

(f = Adg)" o f(x) = 0.

Ce qui montre que f(x) € Ker(f—\Idg)* = F(\), comme il fallait le prouver.
Le théoreme est démontré. |

Remarques :

1. On peut montrer plus généralement qu’étant donné f un endomor-
phisme de F et P un polynome de K[X], les sous-espaces vectoriels
KerP(f) et ImP(f) de E sont tous les deux stables par f (voir I'exer-
cice 4.1).

2. Etant donné f un endomorphisme de E et A une valeur propre de f,
la propriété de stabilité par f de 'espace caractéristique F'(\) entraine
que 'application restreinte de f & F'(\) est un endomorphisme de F'(A).
Cet endomorphisme restreint que 1’'on désignera plus loin par f) jouit
d’importantes propriétés qu’on donnera au théoreme 5.4.

5.1.2 Propriété de supplémentarité

Théoréme 5.3. Soit f un endomorphisme de E dont le polynome caractéris-
tique est scindé sur K et soient \y,...,\, (p € N*) les valeurs propres, deuz
a deux distinctes, de f et ky, ..., k, leurs multiplicités algébriques respectives.
Alors les espaces caractéristiques de [ sont en somme directe et on a :

F\M) @ - ®F(\,) = E.
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Démonstration. Le polynome caractéristique Py de f se factorise en :

Py(X) = (~1)"

)

(X — )k

p
=1

Puisque les polynomes (X — ;)% (1 < i < p) sont deux & deux sans zéro
commun dans C alors ils sont deux a deux premiers entre eux et il s’ensuit
en vertu du lemme de la décomposition des noyaux (cf. le théoreme 4.8) que
I'on a:

KerPy(f) = @) Ker (f — Nldp)™ = @ F(N).
i=1 i=1

Mais puisque Pf(f) = 0 (d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton), on a
KerP(f) = E et l'on en conclut que £ = F(\) & --- @ F(),), comme il
fallait le prouver. Le théoreme est démontré. [ ]

5.1.3 Propriétés sur la dimension et sur I’endomor-
phisme restreint

Théoreme 5.4. Soient f un endomorphisme de E et A\ une valeur propre
de [ de multiplicité algébrique k (k € N*). Alors, on a :

dim F'(\) = k.

De plus, l’endomorphisme restreint f\ de f a l'espace caractéristique F(\)
(i.e. fx:= flpe)) a pour polynome caractéristique

Pp(X) = (-D)"X =N
et pour polynome minimal
DﬁfA(X) = (X_)‘)m>

ot l'on a désigné par m la multiplicité de \ en tant que racine du polynome
minimal de f.

Démonstration. Comme, par hypothese, \ est une valeur propre de f de
multiplicité algébrique k alors le polynome caractéristique Py de f se factorise
en :

Pr(X) = (X = N'Q(X),
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ou @ est un polynome de K[X] qui ne s’annule pas en \. Le fait que @ ne
s’annule pas en A entraine que () est premier avec le polynome (X — \), ce
qui entraine que @Q est premier aussi avec le polynoéme (X — \)*. 11 s’ensuit,
en vertu du lemme de la décomposition des noyaux (cf. le théoreme 4.8), que
I'on a :

KerPs(f) = Ker (f — Adg)" @ KerQ(f).

Mais puisque KerPs(f) = E (car Ps(f) = 0, d’apres le théoreme de Cayley-
Hamilton) alors en posant G := KerQ(f), il vient que :

E = FO\)®G.

Appelons fy la restriction de 'endomorphisme f a F()\) et g la restriction
de f a G. Comme F()A) et G sont stables par f (en vertu du théoreme
5.2 et de la remarque 1 qui vient juste apres sa démonstration) alors fy
constitue un endomorphisme de F'()\) et g constitue un endomorphisme de
G. Le fait trivial (fy — AIdp))* = 0 montre que le polynome (X — A\)*
est un polynome annulateur de fy. En vertu du théoreme 4.4, on a donc
Sp(fa) C Z((X — A)*) = {\}. Par ailleurs, tout vecteur propre de f associé
a la valeur propre A appartient & F'(A) (puisque E(A) C F (X)) et constitue
de toute évidence un vecteur propre de f, dont la valeur propre associée est
A; d’out A € Sp(fy). On en conclut donc que Sp(fy) = {A}. Il s’ensuit que le
polynéme caractéristique de I'endomorphisme fy de F(\) est :

Pp (X) = (A= X)" = (=1)U(X =N,

avec d := dim F'(\). Nous allons montrer dans ce qui suit que d = k. Pour
ce faire, fixons %) une base de F()\) et %y une base de G = KerQ(f). La
famille B .= %, U B, constitue donc une base de E. Désignons par M; la
matrice associée a I'endomorphisme fy de F'(\) relativement a la base %,
par M5 la matrice associée a I'endomorphisme g de G relativement a la base
Py et par M la matrice associée a ’endomorphisme f relativement a la base

2. On a clairement :
(M1 (0))
M = )
(0) M,

Ce qui entraine que l'on a :
P(X) = Py(X) = Par, (X) Pary (X) = Py, (X) Py (X),

soit
(X =V Q(X) = (=1)U(X = N)P,(X) (%)

Nous savons déja que ) ne s’annule pas en A. Nous affirmons que méme P,
ne s’annule pas en A. En effet, si P, s’annulait en A, ce scalaire A serait une
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valeur propre pour g et il existerait v € G (v # 0g) tel que g(v) = Av,
c’est-a-dire f(v) = Av. Ce qui entrainerait que v € E(\) C F(\) et par suite
que v € F(A)NG = {0g}, ce qui est en contradiction avec v # O0g. D’ou
P, ne peut s’annuler en A. Il s’ensuit que la multiplicité de A en tant que
racine du polynéme du membre de gauche de (x) est k et que la multiplicité
de A en tant que racine du polynome du membre de droite de (%) est d. D’ou
I'on conclut (grace a (x)) que k = d; autrement dit dim F'(\) = k. Ce qui
confirme la premiere assertion du théoreme. Par suite, on a :

P (X) = (=D)X = 0" = (DX = N,

ce qui confirme la deuxiéme assertion du théoreme.

Intéressons nous maintenant au polynome minimal de ’endomorphisme fy
de F(A). Puisque 9y, est unitaire (par définition), s’annule en X et divise
Py, (cf. la proposition 4.7) alors, il s’écrit sous la forme :

My, (X) = (X - N)°,

ou « est un entier naturel vérifiant 1 < o < k.
Etant donné maintenant P € K[X], il est facile de voir que 'on a :

P(M;) (0))
(0) P(My))

Ainsi, P est un polynéme annulateur de f (ou de M) si et seulement si P est
un polynoéme annulateur de chacune des deux matrices M; et My ; c’est-a-
dire que P est un polynome annulateur de chacun des deux endomorphismes
fr et g. Mais ceci équivaut a dire (en vertu de la proposition 4.7) que P
est multiple de chacun des deux polynomes 9y, et 9,. Maintenant, comme
M, divise P, (en vertu de la proposition 4.7) et P, ne s’annule pas en A
(voir ci-dessus) alors 9, ne s’annule pas en A, ce qui entraine que 9, est
premier avec le polynome (X — ) et qu’il est par conséquent premier aussi
avec (X — A)* = My, (X). D'ou My, et M, sont premiers entre eux. Dire
que < P est multiple de chacun des deux polynomes 9y, et M, > est donc
équivalent a dire que < P est multiple du polynome produit 9y, - M, >. En
récapitulant, on a : < P € K[X] annule f si et seulement si P est multiple du
polynéme My, - M, >. Mais ceci montre (par définition méme du polynome
minimal d’un endomorphisme) que le polynéme minimal de f est :

My (X) = My, (X) - M (X) = (X = A)* My (X),

Finalement, comme 91, ne s’annule pas en A (voir ci-dessus) alors I'entier o
n’est rien d’autre que la multiplicité de A\ en tant que racine du polynome
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minimal de f, qui est notée par m dans I’énoncé du théoreme. D’otur :
gﬁfA(X) = (X - )‘)a = (X - )‘)mﬂ

ce qui confirme la troisieme assertion du théoreme et acheve cette démonstra-
tion. [

5.1.4 Obtention d’un espace caractéristique comme li-
mite d’une chaine croissante et stationnaire de
sous-espaces vectoriels

Théoreme 5.5. Soit f un endomorphisme de E et A\ une valeur propre
de f de multiplicité algébrique k (k € N*). Soit aussi m (1 < m < k) la
multiplicité de A en tant que racine du polynome minimal de f. Alors, on a :

Ker (f —Mdg) € Ker(f —Aldg)® € ... € Ker(f —Adg)™
= Ker(f —Adp)™* = ... = F(\.
Démonstration. Les inclusions larges :
Ker (f — Mdg) C Ker (f — Mdg)* C ...

sont triviales.

e Montrons d’abord que pour tout entier strictement positif » < m, on a :
Ker (f — Mldg)" C Ker (f — Mdg) .

On procede par I'absurde. Supposons qu’il existe r € N*, avec r < m < k,
pour lequel on ait :

Ker (f — Mdg)" = Ker (f — Aldg)"™".
Une simple récurrence permet d’en déduire que ’on a pour tout entier s > r :
Ker (f — Mdg)" = Ker (f — Mdg)”.
En particulier, on obtient :
Ker (f — Mdg)" = Ker (f — Aldg)" = F()).
En posant f\ := f|p(y), il en résulte que I'on a :

(= Aldpy)" =0
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(c’est-a-dire que (fx — AlIdpn))" est 'endomorphisme nul de F(A)). Ceci
équivaut a dire que le polynoéme (X — A)" est un polynome annulateur de
I'endomorphisme fy de F'()). Il s’ensuit (en vertu de la proposition 4.7) que
ce polynome (X — \)" est un multiple du polynéme minimal de fy, qui est
égale & (X — A\)™ (en vertu du théoreme 5.4). Mais ceci n’est possible que si
r > m, ce qui est en contradiction avec notre hypothese r < m.

On a donc effectivement pour tout r < m (r € N*) :

Ker (f — Mdg)" € Ker (f — Adg)™t.

D’otu la chaine strictement croissante de sous-espaces vectoriels de E :
Ker (f — Mdg) € Ker (f — Adg)* € - € Ker (f — Aldg)™.

e Montrons maintenant que pour tout entier s > m, on a :

Ker (f — Mdg)” = Ker (f — A1dg)™.
Soit s > m un entier. Le polynéme minimal de f se décompose en :

My (X) = (X = A)"Q(X),

avec () est un polynome de K[X] ne s’annulant pas en A\. Comme s > m, le

polynome :
R(X) = (X = \)*Q(X)

est un multiple de 9y et constitue donc un polynéome annulateur de f.
Comme Q(A) # 0, le polynome @ est premier avec le polynéme (X — \) et
est par conséquent premier avec chacun des deux polynomes (X — \)™ et
(X — A)°. Il s’ensuit, d’apres le lemme de la décomposition des noyaux (cf.
le théoreme 4.8), que 'on a :

KerM;(f) = Ker(f — Aldg)" ® KerQ(f)
et

KerR(f) = Ker(f — \dg)® & KerQ(f).

Mais puisque 9y et R sont tous les deux des polynomes annulateurs de f,
on a KerM(f) = KerR(f) = E. D'ou :

E = Ker(f —Aldg)" @ KerQ(f) = Ker(f — Aldg)® @ KerQ(f).
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En prenant les dimensions, il vient que :

dimE = dimKer (f — Aldg)™ + dim KerQ(f)
= dimKer (f — ANldg)® + dim KerQ(f).

D’ou l'on déduit que :
dimKer (f — A1dg)™ = dimKer (f — A1dg)’.

Mais puisqu’on a Ker (f — A1dg)™ C Ker (f — AIdg)® (car s > m), on en
conclut que Ker (f — A1dg)™ = Ker (f — AN1dg)®, comme il fallait le prouver.
e Enfin, puisque k£ > m, on a (d’apres ce qui précede) Ker (f — A\1dg)" =
Ker (f — Adg)* = F()). Ainsi, en récapitulant, on a :

Ker (f —Adg) € Ker(f —Aldg)* € ... € Ker(f —AIdg)™
= Ker(f —Adg)™*' = ... = F(\).

Le théoreme est démontré. ]

5.2 Diagonalisation par blocs triangulaires

5.2.1 Description de la réduction

Soit f un endomorphisme de £ dont le polynome caractéristique Py est
scindé sur K. Soient aussi A1,..., A, (p > 1) les valeurs propres deux a deux
distinctes de f et ky,...,k, leurs multiplicités algébriques respectives. Pour
alléger les écritures, on désigne par F7, ..., I, les espaces caractéristiques de
f associés respectivement aux valeurs propres Ai,..., A, (i.e.,, F; = F(\;)
pour i =1,...,p). Pour tout i € {1,...,p}, on note par f; 'endomorphisme
restreint de f a Fj; soit

fi = fFl

D’apres le théoréme 5.4, on a pour i € {1,...,p} : Pr(X) = (A — X)¥, et
comme ce dernier polynome est visiblement scindé sur K alors ’endomor-
phisme f; est trigonalisable (cf. le théoreme 3.5) et posséde comme unique
valeur propre le scalaire \;. Pour tout i € {1,...,p}, il existe donc une base
PB; de F; suivant laquelle la matrice associée a 'endomorphisme f; de F;, que
I'on notera T;, soit triangulaire supérieure. Par suite, puisque £ = ®F_| F;
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(en vertu du théoreme 5.3) alors la famille & := UY_, %, constitue une base
de E. La matrice associée a I’endomorphisme f relativement a Z est alors :

Ty (0)

On constate que M est une matrice diagonale par blocs ou chaque bloc est
une matrice triangulaire supérieure, possédant une unique valeur propre.

Définition 5.6. Etant donné un endomorphisme [ de E, on appelle dia-
gonalisation de f par blocs triangulaires le procédé de représentation
de f par une matrice diagonale par blocs ou chaque bloc est une matrice
triangulaire supérieure, possédant une unique valeur propre.

L’analogue matriciel de cette définition est le suivant :

Définition 5.7. Etant donnée A une matrice de M, (K), on appelle diago-
nalisation de A par blocs triangulaires la recherche d’une matrice P €
GL,.(K) tel que P"*AP soit une matrice diagonale par blocs ot chaque
bloc est une matrice triangulaire supérieure, possédant une unique va-
leur propre.

5.2.2 Application pour le calcul de la puissance k®™e
d’un endomorphisme ou d’une matrice

Contrairement aux réductions vues jusqu’ici, la diagonalisation par blocs
triangulaires permet toujours de calculer la puissance k®™ d’'un endomor-
phisme f de E (resp. d'une matrice A de M,,(K)), pourvu que Py (resp. Pa)
soit scindé sur K. Comme la propriété d’etre scindé sur K pour un polynéme
n’est réellement pas une contrainte, quitte a élargir le corps commutatif K
(voir le théoréme de Steinitz, vu au §2.2, page 18), on en conclut que :

La diagonalisation par blocs triangulaires résout définitivement le
probléme du calcul de la puissance k*™¢ d’un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie (resp. d’une matrice carrée).

En effet, supposons donnés A € M,,(K) tel que P4 soit scindé sur K et
k € N. Le procédé de diagonalisation par blocs triangulaires de A (décrit
ci-dessus) montre 'existence d’une matrice P € GL,(K) tel que la matrice
U := P7'AP soit de la forme :

U = ,
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avec p € N* et les T; (i = 1,...,p) sont toutes des matrices triangulaires
supérieures et chacune d’elles possede une unique valeur propre. Pour tout
i€ {l,...,p}, désignons par n; I'ordre de la matrice T; et par \; son unique
valeur propre. On peut alors écrire chaque T; (i = 1,...,p) sous la forme :

avec N; une matrice nilpotente d’ordre n;. Ce qui permet grace a la formule
du bindome matricielle d’exprimer explicitement chaque TF (i = 1,...,p) en
fonction de k, comme c’est expliqué au §3.3. D’ou 'on déduit 'expression
explicite de U* en fonction de k, grace & la formule :

Tt (0)
Ut = .
(0) Ty

et enfin 1'expression explicite de A* en fonction de &, grace a la formule :

AF = (puPY* = pUtpt,

Pour des applications numériques, voir I'exercice 5.1
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Exercices

Exercice 5.1.

1) Diagonaliser par blocs triangulaires chacune des deux matrices sui-

vantes :
310 A0 0
A=]-1 2 =2 ; B :=
0 -1 2 0 0 1 1
0 o -1 3

2) Déterminer les expressions explicites de A" et B™ en fonction de n (ou
n est un entier naturel).

Exercice 5.2. Soient K un corps commutatif (K = R ou C) et E un K-
espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomorphisme diagonalisable
de E et F' un sous-espace vectoriel de F, stable par f.

— Montrer que ’endomorphisme restreint f|z est diagonalisable.
Considérer un supplémentaire GG de F' dans E, puis considérer une base
%, de I et une base %, de G et écrire la forme de la matrice associée a f
relativement a la base #; U %, de E. Ensuite, utiliser le polynome minimal
de f pour conclure.

Exercice 5.3. Soient K un corps commutatif (K = R ou C) et E un K-
espace vectoriel de dimension finie. Soient aussi f et g deux endomorphismes
diagonalisables de E qui commutent.

1) Montrer que pour toute valeur propre A de f, l'espace propre de f
associé a A (que I'on note E(\)) est stable par g.

2) Montrer que pour toute valeur propre A de f, ’endomorphisme restreint
9le;0n de Ey(X) est diagonalisable (voir I'exercice 5.2).

3) En déduire qu’il existe une base de diagonalisation commune a f et g.

4) En déduire que 'endomorphisme (f + g) est, lui aussi, diagonalisable.
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Exercice 5.4 (Décomposition de Dunford (V).

Soient K un corps commutatif (K = R ou C) et E un K-espace vectoriel
de dimension finie. Soient f un endomorphisme de E dont le polynéme ca-
ractéristique est scindé sur K et A, ..., A, (p > 1) les valeurs propres (deux a
deux distinctes) de f et ky, ..., k, leurs multiplicités algébriques respectives.

Rappel. On rappelle que lorsque F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires de E (i.e. tels que F' & G = FE), la projection (ou le
projecteur) sur F' parallelement & G est 'endomorphisme de E qui associe
a tout vecteur z € F -g’écrivant de maniére unique x = x1 + 25 (avec
x1 € F et 29 € G)- le vecteur 1 de F.

Pour tout i € {1,...,p}, on note par ; la projection sur ’espace caractéristique
F();) parallelement a Iespace F'(A1) @@ F(Ai—1) ® F(Xig1) @--- D F(Ap).
Ces projecteurs m; (i = 1,...,p) s’appellent “les projecteurs spectraux de
17 (voir 'exercice 4.12). Considérons d et n les deux endomorphismes de F,
définis par :

d = )\17T1—|—"'—|—>\p7Tp
n = f[f-—d,
de sorte qu’on ait :
f = d+n.

1) i) Justifier les identités suivantes :

7r1+..._|_7rp — IdE
o= om (die{l...p
mom; = 0 (Vi,j € {1,...,p}, avec i # j).

ii) En déduire que 'on a pour tout n € N :
d* = A{m+ -+ AT,

iii) Montrer que I'endomorphisme d est diagonalisable et qu’il possede
les mémes valeurs propres que f avec les mémes multiplicités.
2) Montrer que pour tout i € {1,...,p}, on a:

n

et en déduire que I’endomorphisme n de E est nilpotent.

(1). Nelson Dunford (1906-1986) : Mathématicien américain.
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3) Pour tout i € {1,...,p}, introduisons T; le polynome de K[X] défini
par :
T(x) = J] X =2,

1<j<n
J#i

i) Pour tout ¢ € {1,...,p}, justifier 'existence de deux polynomes
Q; et R; de K[X] tels que :

Qi(X)Ty(X) + Ri(X) (X = \)" = 1.
ii) Pour tout i € {1,...,p}, montrer que l'on a :
m = (QiT)(f).
iii) En déduire que les deux endomorphismes d et n de E commutent.

iv) Conclure a une méthode de calcul explicite de f™ en fonction de
n (ou n € N), en se servant de la décomposition f =d + n.

4) Montrer 1'unicité ® dun couple (d’,n’) d’endomorphismes de E tels
que :
f =d +n
d’ diagonalisable
n’ nilpotent
d’ et n’ commutent

Raisonner par I’absurde et utiliser le résultat de la question 4) de
I'exercice 5.3.

La décomposition f = d+n s’appelle la décomposition
de Dunford de 'endomorphisme f.

(2). L’existence étant déja prouvée au fil des questions précédentes.
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Chapitre

Jordanisation des endomorphismes en
dimension finie

Pour tout ce qui suit, on fixe K un corps commutatif et £ un K-espace
vectoriel de dimension finie qu’on notera n (n > 2).

6.1 Introduction

Etant donné un endomorphisme f de F dont le polynome caractéristique
est scindé sur K, C. Jordan ") a montré qu’il est toujours possible de trouver
une base de E suivant laquelle f est représenté par une matrice du type :

A1 O (0)
J = :
T 577,—1
(0) An
ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de f (comptées avec leurs multiplicités)

et d1,...,0,_1 € {0,1}. Tl s’agit bien d’une réduction particuliere de f qu’on
nomme “jordanisation” (voir plus loin).

Lorsque f est diagonalisable, on obtient simplement §; = 6o =--- =9,_1 =0
mais lorsque f est seulement trigonalisable, on obtient que J est la plus
simple des matrices triangulaires représentant f. La jordanisation est ainsi
la meilleure réduction possible d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie.

Comme toutes les réductions vues jusqu'’ici, la jordanisation permet de :

(1). Camille Jordan (1838-1922) : Mathématicien frangais.
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— Calculer explicitement la puissance k¢ d’un endomorphisme d’un es-
pace vectoriel de dimension finie;
— Résoudre des systemes d’équations différentielles linéaires (& coefficients
constants) ;
— Résoudre des problemes sur les suites récurrentes linéaires (& coeffi-
cients constants).
Dans une autre direction, la jordanisation aboutit a une classification des ma-
trices carrées de méme ordre via la relation d’équivalence ~ (?); autrement
dit, a une classification (géométrique) des endomorphismes d'un espace vec-
toriel de dimension finie.
Néanmoins, ces divers intéréts de la jordanisation ont un prix et ce prix
consiste en la complexité de l'algorithme relatif a la réduction, notamment
lorsque la dimension n est assez grande.

Définition 6.1. On appelle bloc de Jordan d’ordre n, toute matrice
carrée d’ordre n s’écrivant sous la forme :

A1 (0)

J(A) = o :
1
(0) A

avec \ € K.

Quelques propriétés simples de la matrice J(\).
Soient A € K et J = J(\). On montre facilement que 1'on a :
(i) Pr(X) = (=1)"(X =)

(i) D,(X) = (X — A"

(iii) dim E(A) =1 (ou E(\) désigne 'espace propre de J, associé a la valeur
propre A).
Remarque :

Comme n > 2, les propriétés précédentes entrainent que la matrice J(\)
(A € K) n’est pas diagonalisable. En fait, la matrice J(\) est la plus simple
de toutes les matrices qui lui sont semblables et ¢’est précisément pour cette
raison que C. Jordan propose sa méthode de réduction des endomorphismes
en se servant de ces matrices J(\) (voir plus loin).

(2). Pour que deux matrices carrées de méme ordre soient semblables, il faut et il suffit
que leurs jordanisations aboutissent & une méme matrice J (& une permutation de blocs

pres).
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6.2 Le théoreme de Jordan

Théoréme 6.2 (C. Jordan). Soit f un endomorphisme de E dont le po-
lynome caractéristique est scindé sur K et possede une unique racine \ de
multiplicité n; on a donc :

Pp(X) = (=1)"(X = A)".

Notons par { la multiplicité géométrique de la valeur propre A de f (i.e.
¢:=dim E()N)) et par m la multiplicité de A en tant que racine du polynéme
minimal de f (donc Ms(X) = (X —\)™).
Alors, il existe une base A de E suivant laquelle la matrice associée a f est
de la forme :

J1(A) (0)

Mp(f) = ;
(0) Je(A)

ot Ji(N), ..., Je(X) sont des blocs de Jordan, le plus grand d’entre euz étant
d’ordre m.

Appellations :

Dans la situation du théoreme précédent, la base # de E s’appelle base de
Jordan et le procédé qui permet de la déterminer et d’aboutir a la réduite
de Jordan .Z4(f) s’appelle jordanisation de I’endomorphisme f.

Remarque :

C’est au cours de la démonstration du théoreme de Jordan que nous appre-
nons la procédure a suivre pour jordaniser un endomorphisme de E possédant
une unique valeur propre. La procédure a suivre pour jordaniser un endo-
morphisme quelconque (c’est-a-dire un endomorphisme possédant un nombre
quelconque de valeurs propres) s’en déduit immédiatement grace & la décom-
position de E en somme directe des espaces caractéristiques de ’endomor-
phisme en question (cf. le chapitre 5).

Pour démontrer le théoreme de Jordan, on a besoin des deux lemmes
suivants :

Lemme 6.3. Dans la situation du théoréeme 6.2, posons u := f — Adg.
Alors, 1l existe des sous-espaces vectoriels My, M, ..., M,, de E tels que :
M, = Keru
Ker(u'™) @ M; = Ker(u') (pour tout 2 < i <'m)
u(M;) C M;—y (pour tout 2 < i < m).
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Lemme 6.4. Dans la situation du théoreme 0.2, posons u = f — Mdg
et sotent My, ..., M,, des sous-espaces vectoriels de F, satisfaisant les pro-
priétés citées au lemme 6.3. Pour tout i € {2,...,m}, si L est une partie
libre de M;, alors u(L) est une partie libre de M;_;.

Démonstration du lemme 6.3. On construit une suite (14;),,., de sous-
espaces vectoriels de F, satisfaisant aux propriétés exigées par le lemme 6.3,
en procédant par une récurrence décroissante sur i.

e Pour ¢ = m : On prend pour M,,, un supplémentaire quelconque de Ker(u
dans F; soit

mfl)

Ker(u" ') ® M,, = E = Ker(u™).

e Soit 2 < i < m : Supposons que M; est construit de sorte qu’on ait :

Ker(u'™) @ M; = Ker(u')
et construisons M;_; tel que :

Ker(u"?) @ M;_, = Ker(u'™") et
U(Ml) C Mi—l-

En utilisant I’hypothese de récurrence faite sur M;, on montre sans peine que
I'on a :

u(M;) C Ker(u'™h) et
u(M;) N Ker(u'~?) = {0g}.

D’ot1 'on déduit que u(M;) et Ker(ui=2) sont en somme directe et que u(M;)®
Ker(u'™?) C Ker(u'™!). Considérons G; un supplémentaire quelconque de
u(M;) @ Ker(u'~?) dans Ker(u"1) ; soit

u(M;) @ Ker(u'™?) @ G; = Ker(u'™1).

Prenons par suite :

Ainsi, on a bien :

Ker(u'™?) @ M;_; = Ker(u'™1) et
U(Mz) C Ml',l,

comme nous le désirons.
Ce procédé de récurrence se poursuit jusqu’a M; qui satisfait :

Ker(u’) @ M, = Keru.
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Mais puisque Ker(u?) = Ker(Idg) = {0z}, il en résulte que M; = Keru. Ce
qui complete la preuve du lemme. [ ]

Démonstration du lemme 6.4. Mettons nous dans la situation du théo-
reme 6.2 et soient My, ..., M,, des sous-espaces vectoriels de F, satisfaisant
les propriétés citées au lemme 6.3. Soit i € {2,...,m} fixéet L = {xy,..., 24}
(k > 1) une partie libre de M;. Montrons que u(L) = {u(xy),...,u(xy)} est
une partie libre de M;_;. Remarquons d’abord que w(L) C u(M;) C M;_;.
Montrons maintenant que u(L) est libre. Soient alors ag,...,a; € K tels
que :
aju(zy) + - + agu(xy) = 0g

et montrons que
o) =--=aq;=0.

Comme u est linéaire, on a :

aju(xy) + -+ apu(zg) = 0p <= u(axy + -+ agrg) = 0p
<~— mr1+ -+ apx, € Keru.

En remarquant que Ker u C Ker(u'™!) (car ¢ > 2) et que ayxy + -+ - + gy, €
M; (car x1,...,xx € M;), on en déduit que :

oy 4 -+ oy, € My N Ker(u™1).

Mais comme M; et Ker(u"!) sont en somme directe (c’est 'une des pro-
priétés que vérifient les sous-espaces vectoriels Mi,..., M,, de FE), on a
M; NKer(u'"1) = {0g} et il en résulte que :

a1 ++O€kl‘k :OE

Ce qui entraine enfin (puisque, par hypothese, la famille L = {xq,..., 2%}
est libre) que :
alz"':ak:()a

comime il fallait le prouver. La famille u(L) est bien libre. Ce qui acheve cette

démonstration. m
Démonstration du théoreme 6.2. Posons u := f — Aldg et soient
My, ..., M,, des sous-espaces vectoriels de FE, satisfaisant aux propriétés
citées au lemme 6.3 :

M; = Keru

Ker(u™1) @& M; = Ker(u') (pour tout 2 < i < m)

u(M;) C My (pour tout 2 < i < m)
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En vertu des deux premieres propriétés, on a :

Ker(u™) = Ker(u™ ') @ M,
= Ker(u™?) & M,,—1 & My,

= Keru® My---® M,
M, @My @ - M,,.
Mais comme u™ = (f — AIdg)™ = Ms(f) =0, on a Ker(v™) = E; d'ou :
E=M®Mo-- &M, (%)
On construit la base de Jordan de f comme ceci :
On considere %, une base de M,,. D’apres le lemme 6.4, la famille u(%,,)
est une partie libre de M,,,_1. On complete alors u(%,,) par une famille %,,_;
(de M,,_1) pour avoir une base de M,, ;. On disposera ainsi d’une base de
M1, qui est u(AB,,) U By—1 et on réitere le procédé. D’apres le lemme
6.4, la famille w(uw(Bm) U Bn1) = u*(Bm) U u(B,,_1) est une partie libre
de M, 5. On compléte alors cette derniere par une famille %, o (de M,, 2)
pour avoir une base de M,,,_». On disposera alors d'une base de M,,_», qui est
U2 (B ) V(B 1) U By _o. En réitérant ce procédé tant que possible, on finit
par construire By, Bum—1, ..., %1 (avec B; C M, pour tout i =1,...,m) de
sorte que pour tout 1 < i < m, la famille
um_i(@m) U Um_i_l(e@m_l) U---u U(e@i_ﬂ) U @z

constitue une base de M;.
Comme maintenant F = M; @& My @& --- & M, (d’aprés (x)), il en résulte
comme base de E la famille

B = By | | (w(B) U Bn1) | | (> (Brn) Ut Brn1) U Brn) | |- -
| | (M (B) U™ (Brr) U+ - Uu(Ba) U By).

La base de Jordan qu’on recherche pour f s’obtient en réordonnant conve-
nablement les vecteurs de %’. Un premier réordonnement de %’ est :

B = (V"N (Bp) V" (Br) U Un(B) U By,
U (um_Q(%’m_l) U Um_g(e@m_l) U---u U(e@m—l) U @m—l)

U (u(%2) U %,)
SE2
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ol tous les symboles “U” doivent étre pris pour des réunions ordonnées.
En posant pour tout i € {1,...,m} et tout x € %; :

B = (M (2), w2 (),. .., u(z), ),
un réordonnement de %" est donné par :

B = B

1§Ii—§|m

TERB;
ou le symbole “LJ” doit étre pris pour une réunion (disjointe) ordonnée.
Nous allons montrer que Z est la base de Jordan recherchée de f.
Etant donné i € {1,...,m} et © € %, on constate que 'image de tout
vecteur de Z®) par u reste dans Z%) & I'exception du vecteur u'~'(z)
dont I'image par u est Og (puisque %; C M; C Ker(u')). Ceci entraine que
les sous-espaces vectoriels Vect(#0%) de E (1 < i < m, z € %) sont
tous stables par u. La restriction de u a chacun des sous-espaces vectoriels
Vect(#0%) de E (1 <i < m, x € %;) constitue donc un endomorphisme
de Vect(#)); de plus, la matrice associée & l’endomorphisme restreint
Ulvee( o) de Vect(25)) relativement a la base Z0%) de Vect(B1) est
clairement égale a :

0 1 (0)

JE(0) = ,
1
(0) 0

qui est un bloc de Jordan d’ordre . Il s’ensuit que la matrice associée a u
relativement a la base % de E est

J1(0) (0)

ot Ji(0),...,J,.(0) sont les blocs de Jordan J@#)(0) (1 < i < m,z € %)
dont les ordres varient de 1 a m et leur nombre r est donné par :

r= Z Card %;.
1<i<m

D’ou 'on conclut que la matrice associée a f = u + AIdg relativement a A
est :
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ou Ji(N), ..., J.(A\) sont des blocs de Jordan dont les ordres varient entre 1
et m. Pour compléter la preuve du théoreme, il ne reste qu’a montrer que
r = (. Pour ce faire, on constate que pour tout ¢ € {1,...,m}, 'application
linéaire u'~!]y. est injective (en effet, son noyau est Ker(u'=') N M; = {0g},
puisque Ker(u'~!) et M; sont en somme directe) ; ce qui entraine que l'on a
pour tout i € {1,...,m} : Card B; = Cardu'"'(%;). D’ou :

r = Z Card %;

1<i<m

= Z Card u' (%)

1<i<m

= Card %, + Cardu(%,) + - - - + Card um—l(%;m)

= Card (,%71 L u(PBs) U --- LU um—l(%m))

= dim M, (Car By Uu(Bo)U - LUu™ (B,
constitue une base pour M 1)

= dim Keru

= dimKer(f — Adg) = dim E(\) = mg(\) = ¢,

comme il fallait le prouver. Ce qui complete cette démonstration. [ ]

Corollaire 6.5 (C. Jordan). Soit f un endomorphisme de E dont le po-
lynome caractéristique est scindé sur K. Soient aussi A1, ..., \, les valeurs
propres de f, comptées avec leurs multiplicités. Alors, il existe une base B
de E suivant laquelle la matrice associée a f est de la forme :

A O (0)
Ma(f) = o ol
(0) .

avec 01,...,0,_1 € {0,1}.

Appellations :

Dans la situation du corollaire précédent, la base # de E s’appelle base de
Jordan et le procédé qui permet de la déterminer et d’aboutir a la réduite
de Jordan .Z4(f) s’appelle jordanisation de ’endomorphisme f.

Démonstration du corollaire 6.5. Notons par A, ... A, (p > 1) les valeurs
propres, deux a deux distinctes, de f. On a vu au chapitre 5 que l'espace
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vectoriel F/ se décompose en somme directe des espaces caractéristiques de

£ soit
p
E=@FX).
=1

On a vu aussi que chacun de ces espaces caractéristiques F'(\;) est stable par
[ et que chacun des endomorphismes restreints f; := f|p) de FI(X;) possede
une unique valeur propre, qui est A;. On peut alors appliquer le théoreme 6.2
pour chacun de ces endomorphismes f; de FI(A)) (1 < i < p). On obtient
I'existence, pour tout ¢ € {1,...,p}, d'une base %; de F()}), suivant laquelle
la matrice associée a f; est de la forme :

)\; aq (O)
()= ,
BN 7 |
(0) A

avec k; := dim F/(\}) = ma(\) et aq, ..., a5 1 € {0,1}.
Il en résulte que la matrice associée a f relativement a la base 2 := J,.,, %i

de F est :
Mz, (f1) (0)
Mp(f) = ,
(0) Ma,(1)

qui a bien la forme requise par le corollaire. La démonstration est achevée. m

6.3 Jordanisation des endomorphismes en pra-
tique
Supposons donné un endomorphisme f de E, de polynome caractéristique
scindé sur K. Soit A une matrice représentant f relativement a une base

choisie de E. Pour jordaniser f (ou A), on doit effectuer pour toute valeur
propre \ de f, les étapes suivantes :

1. On détermine les sous-espaces vectoriels de K" :
Ker(A — A1), Ker(A —\1,)?, Ker(A—\L,)*, ...

jusqu’a ce qu’on arrive a celui de dimension maximale (i.e. de dimension
m,(A)), qui n’est rien d’autre que F'(X\) (cf. le chapitre 5). Appelons m
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le plus petit entier positif satisfaisant
Ker(A — A1,)™ = F(\).

Aussi, pour simplifier, posons N := A — A1, et appelons u I’endomor-
phisme associé a N relativement a la base choisie initialement pour E.
On a (cf. le chapitre 5) :

Ker N C Ker(N?) C --- C Ker(N™) = F()).

2. — On complete une base de Ker(N™~1) pour avoir une base de Ker(N™).
Soit (vq,Va,...) cette complétion. La famille (N(vy), N(va),...) est
alors une partie libre de Ker(N™~1) qui engendre un sous-espace vec-
toriel de F, d’intersection nulle avec Ker(N™~2).

— On compléte ensuite une base de Ker(N™ )@ Vect(N(vy), N(va),...)
pour avoir une base de Ker(N™"1). Soit (w1, wa, . .. ) cette complétion.
La famille (N?(vy), N*(va),..., N(wy), N(ws),...) constitue alors
une partie libre de Ker(N™?) qui engendre un sous-espace vectoriel
de E, d’intersection nulle avec Ker(N™73).

— On complete ensuite une base de
Ker(N™%) @ Vect (N?(v1), N*(v2),..., N(w1), N(wa),...)

pour avoir une base de Ker(N™"2). Soit (x1, X2, . . . ) cette complétion.
La famille

(N?(v1), N?(va), ..., N*(w1), N*(W2),...,N(x1), N(x2),...)

constitue alors une partie libre de Ker(N™73) qui engendre un sous-
espace vectoriel de F, d’intersection nulle avec Ker(N™~%).

— A Pavant dernitre étape, on completera une base de
Ker N @ Vect (N *(v1), N *(va),..., N"3(w1), N"*(ws),...)

pour avoir une base de Ker(N?). Soit (y1,y2,...) cette complétion.
La famille

(Nmfl(vl),Nmfl(vg), o N2 (wy), N™ 2 (wy), ..., N(y1), N(y2), . . .

constitue alors une partie libre de Ker N.
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— A la derniere étape, on completera la partie libre de Ker N, obtenue
derniérement, pour avoir une base de Ker N. Soit (z1,2s,...) cette
complétion. Une base de Ker N est alors :

(Nm_l(vl), Nm_l(Vg), ey Nm_Q(Wl), Nm_2(W2), ey
N(yl),N(YQ),. oy 41,729, .. )

3. En réunissant cette derniere base de Ker N avec toutes les bases ob-
tenues au cours des étapes précédentes pour des supplémentaires de
Ker(N*) dans Ker(N™) (1 <i < m—1), on obtient de toute évidence
une base de Ker(N™) = F()X). Mais, on doit réordonner les vecteurs de
cette derniere comme ceci :

(Nmfl(vl), Nm72(V1), ..., V1, Nmil(V2)7 Nmiz(Vg), ., Vo,

Nm_Q(Wl),Nm_S(Wl), Ce ,WbNm_Q(WQ), Nm_3(W2), oy Wo, L.

N(y1),y1: N(y2),y2, - -
71,729, ... )
pour obtenir une base de Jordan de u| F(\), donc aussi de f | PN

Enfin, une base de Jordan de f s’obtient simplement en réunissant toutes les
bases de Jordan des endomorphismes restreints f|py (A € Sp(f)).

6.4 Exemples numériques

Exemple 1 : Soit a jordaniser la matrice réelle d’ordre 4 suivante :

0 111
-1 2 0 2
A= 0 010
0 0 01

Le polynome caractéristique de A est :

- 1 1 1
-1 2-X 0 2
0 0 1-—XA 0
0 0 0 1-2A

- 1 1—A 0
= det(_1 2_)\>~det( 0 1_)\>

= (A=1"

Pa(A) =det (A— A1) = det
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Le polynome P, possede une unique racine, qui est A\; = 1 et qui est de
multiplicité 4. Ce qui entraine que la matrice A possede une unique valeur
propre A\; = 1, qui est de multiplicité algébrique 4. Par suite, les calculs
donnent :

Ker(A —1;) = Vect(x1,Xs) , avec x; =" (1,1,0,0) et x, ="(2,0,1,1) ;

Ker(A - 14)2 = veCt<y1> Y2, Y3) ; avel yi = (17 07 07 O) )y Y2 =t (07 17 07 0)
et y3 ="(0,0,1,1)

et
Ker(A —1,)* = R

On complete la base (yi,y2,y3) de Ker(A — 1,)? pour obtenir une base de
Ker(A —1;)® = R% On peut réaliser cette complétion avec v; = (0,0, 1,0).
On a (A —14)vy ="(1,0,0,0). On compleéte par suite une base de Ker(A —
I,) ® Vect((A — Iy)vy) = Vect(xy, X2, (A — 14)vy) pour obtenir une base de
Ker(A — 1;)2. Cette complétion est vide car les deux espaces vectoriels en
question sont de méme dimension (égale a 3). On complete enfin le vecteur
(A —1,)%v; = (—=1,-1,0,0) = —x; pour avoir une base de Ker(A4 — ;). On
compléte simplement par vy = x5 ="(2,0,1,1). Une base de Jordan de A est
donc donnée par :

B = {(A—I4)2V1 , (A=Tg)vi, v, Vz}

Y

_ o O

2
0
1
1

0 0

)

En appelant f I'endomorphisme de R* qui représente A relativement 3 la
base canonique de R*, la matrice représentant f relativement a % est :

1100
J:

o O O

1 10
01 0f”
0 01

qui est la réduite de Jordan de f (donc de A).
Enfin, la matrice de passage de la base canonique de R* vers 2 est :

-1 1 0 2
-1 0 0 0
P= 0 011
0 001
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et on a par conséquent :

J =P AP

Exemple 2 : Soit a jordaniser la matrice réelle d’ordre 5 suivante :

10 0 11
12 —-111
B=]111 0 11
00 0 21
00 0 0 2

Désignons par g I’endomorphisme représentant B relativement a la base ca-
nonique de R®. Le polynome caractéristique de B (ou de g) est :

1-x 0 0 1 1
1 2-Xx -1 1 1
Ps(\) i=det(B—AI;) = det| 1 1 =X 1 1
0 0 0 2-X 1
0 0 0 0 2-2\

1-x 0 0
= det| 1 2-X -1 ~det(26/\ Qik)
1 1 =

_ (1—)\)-det(21/\ :i)‘det(ng 2ik)
= (1-N2- N2

On voit que Pp est scindé sur R et possede deux racines A; = 1 (racine
triple) et Ay = 2 (racine double). Ce qui montre que B possede deux valeurs
propres : A\; = 1, qui est de multiplicité algébrique 3 et Ao = 2, qui est
de multiplicité algébrique 2. Commengons par déterminer les sous-espaces
Ker(B —1I5)™ (m > 1) jusqu’a arriver a celui de dimension maximale, qui va
étre F'(1) (i.e. 'espace caractéristique de B associé a la valeur propre \; = 1)
et qui est de dimension m,(A;) = 3. Les calculs donnent :

Ker(B —I5) = Vect(x1,Xs) , avec x; ='(1,0,1,0,0) et xo ='(0,1,1,0,0)
et

Ker(B—1I5)? = Vect(e;, ey, e3), avec e; ='(1,0,0,0,0) , e; ='(0,1,0,0,0)
et e3 ='(0,0,1,0,0).
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Comme dim Ker(B — I5)? = 3 = m,(1), alors Ker(B — I5)* = F(1).

On complete la base (x1,x3) de Ker(B—I5) pour obtenir une base de Ker(B—
I5)%. On peut réaliser cette complétion avec le vecteur vi = e; ='(1,0,0,0,0).
Ona (B—1I5)v; =%(0,1,1,0,0). On compléte ensuite ce dernier vecteur (B —
I5)vy pour avoir une base de Ker(B —I5). On peut réaliser cette complétion
avec le vecteur vo = x; ='(1,0,1,0,0). La base de Jordan qui en résulte
pour I'endomorphisme restreint g|z¢) est alors :

B = ((B - 15)V1,V1,V2) =

OO = = O
OO OO =
OO = O =

et la matrice représentant g|p(1) relativement a % est :

Ji =

o O =
O = =
_ o O

Par la méme procédure, nous allons chercher une base de Jordan pour g|p(s).
Nous allons donc déterminer les sous-espaces Ker(B — 215)™ (m > 1) jus-
qu’a arriver a celui de dimension maximale, qui va étre F'(2) et qui est de
dimension m,(2) = 2. Les calculs donnent :

Ker(B — 215) = Vect(y;) , avec y; ="(1,2,2,1,0)
et
Ker(B — 215)* = Vect(zy,22), avec z; ="(1,0,0,1,2) et zo ="(0,1,1,0, —1).

Comme dim Ker(B — 215)* = 2 = m,(2), on a forcément Ker(B — 215)? =
F(2). On complete le vecteur y; de Ker(B — 21I5) pour avoir une base de
Ker(B — 215)%. On peut réaliser cette complétion avec le vecteur wi = z; =
?(1,0,0,1,2). On a (B — 21I5)w; =(2,4,4,2,0) = 2y;. Nous devons ensuite
compléter ce dernier vecteur (B—21I5)w; pour avoir une base de Ker(B—215),
mais cette complétion est clairement vide. La base de Jordan qui en résulte
pour 'endomorphisme restreint g|p) est alors :

By = ((B — 215)w1,w1) =

SN =N
N = OO
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et la matrice représentant g| F(2) Telativement a %, est :

2 1
)

Une base de Jordan Z# pour l'endomorphisme ¢ s’obtient en prenant la
réunion des deux bases de Jordan, obtenues précédemment pour les endo-
morphismes restreints g|rau) et g|p2). On a donc :

B=PBUB, = ((B—1I5)vi,v1,va, (B —2I5)wy, wy)

I
OO = = O
OO“OOH
OO:—\OH
Ol\Duhlkrlkl\’)
l\')b—*JOO)—k

et la matrice représentant g relativement a % est :

1= () %)=

qui est la réduite de Jordan de g (donc de B).
Enfin, la matrice de passage de la base canonique de R® vers 4 est :

OO oo
N eNeoll
OO = OO
o O OO
N = O OO

01121
1 0040
P=110140
000 21
0000 2

et le changement de base correspondant s’interprete par la formule matri-

cielle :
J =P 'BP.
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Exercices

Exercice 6.1. Jordaniser chacune des matrices réelles suivantes :

1 -1 1 30 -1 ‘111(1)_03
A=1-1 2 0 - B:=12 2 2| : C:=
2 3 0 10 1 20140
411 -2
N 110 0 0
0 3 o0 1 0 10 0
D= CE=|-32 1 0 0
1 9 9 _1
01 o0 54 3 3 -1
54 3 1 1

Exercice 6.2. En distinguant les valeurs du parametre réel k, déterminer la
réduite de Jordan de la matrice réelle d’ordre 4 suivante :

3 2 k1
-2 -1 1 k
A 0O o0 2 1
0 0 -1 0

Exercice 6.3. Soit A € Mg(R) telle que :
Pa(x) = (A=2°(A—4)°
Ma(N) = (A—2)*(\—4)%

1) Déterminer les réduites de Jordan possibles pour A.

2) En déduire les valeurs possibles pour les dimensions des espaces propres
de A.

Exercice 6.4. Soient K un corps commutatif et n un entier > 2. Soient A
une matrice de M,,(K), de polynéme caractéristique scindé sur K, et A € K
une valeur propre de A. Pour tout ¢ € N* on note par j; le nombre de
blocs de Jordan d’ordre i, ayant pour valeur propre A, dans une réduite
de Jordan de A. Pour tout ¢ € N, on note aussi par d; l'entier naturel :
d; := dim Ker(A — \T,,)".

— Montrer que pour tout : € N*, on a :
Ji = 2d;i —di—y —dig1.

Réviser la démonstration du théoreme de Jordan (i.e. le théoreme 6.2).
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Exercice 6.5. Soient K un corps commutatif et n un entier > 2. Soit A €
M, (K) telle que :

Po(X) = (=D"(X =A)"
Ma(X) = (X =A)"
dimE(\) = ¢,

avec m,l € N* et A € K.

— Montrer la double inégalité :
n

— < ¢ < n-—-m+1.
m

Exercice 6.6. Montrer que pour toute matrice A € M,,(C), on a: A ~A.

Montrer d’abord la propriété pour un bloc de Jordan ; utiliser ensuite les
réduites de Jordan pour montrer la propriété dans son cas général.
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Chapitre 7

Application de la théorie de la
réduction des endomorphismes aux
problemes mathématiques concrets

7.1 Application a la résolution des systemes
d’équations différentielles linéaires

Probleme 1. Résoudre le systeme d’équations différentielles suivant :

¥ = —Tr+4+8y+4z
Yy = —3Bx+4dy+=z (5)
2 = —6x+6y+ 5z

ou x, y et z désignent des fonctions réelles en la variable réelle t.

Solution. Introduisons u : R — R3 la fonction définie par :

(1)
u(t) = | y(t) (Vt € R).
2(t)

Le systeme d’équations différentielles (S) s’écrit donc :
u'(t) = Ault),

avec
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Pour résoudre le systeme (.5), nous allons réduire la matrice A. Le calcul du
polynome caractéristique de A donne :

Pa(A) = —(A = (A + 1)(A — 2).

Les valeurs propres de A sont les racines de Py ; ce sont donc Ay = 1, Ay = —1
et A3 = 2. Par ailleurs, nous remarquons que P, est scindé et a toutes
ses racines simples, ce qui montre que A est diagonalisable. Procédons a la
diagonalisation de A. Le calcul des espaces propres de A donne :

E(1) = Vect(V;), avec Vi ='(1,1,0)
E(—-1) = Vect(Vy), avec Vo ="2,1,1)
E(2) = Vect(Vs), avec V3 ="0,1,-2).

La famille Z = (Vi, V5, V3), constituée de vecteurs propres de A, est une base
de R? et la matrice de passage de la base canonique de R? vers 2 est :

12 0
P=111 1
01 -2
En appelant f 'endomorphisme de R? associé a A relativement & la base

canonique de R3, la matrice associée & f relativement & % est la matrice
diagonale :

1 0 0
D=10 -1 0
0 0 2

et on a d’apres la formule de changement de base :
D =P 'AP.

Revenons maintenant a notre systeme d’équations différentielles. Nous sim-
plifions (S) en introduisant la nouvelle fonction vectorielle :

v: R — R3

t — v(t)=|y(t) | := P tu(t)
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On a donc u(t) = Pv(t), ce qui entraine u’(t) = Pv’'(t). Par suite, on a :

(S) < u'(t) = Au(?)
< PvV'(t) = APv(t)
< V/(t) =P 'APv(t)
< V'(t) = Dv(t)
(1) = z.(t)
— y;(t = _y*(t)

(avec ¢y, o, c3 € R)

/\/_/H/_/h\<
PSS
*
ey
[T
g o
® 2

2 (t) = cze*
x(t) x4 (1)
<~ |y(t) | =ut)=Pv(t) =P | y.(t)
z(t) 2. (t)
12 0 cret cret + 2c0e7t
=111 1 et = | cret + et + cze? |
01 —2 cse?t coe”t — 2c5e?!

avec cq, Ca, c3 € R.

Conclusion : La solution générale du systeme d’équations différentielles (S)
est :

z(t) = cret + 2coe!
y(t) = e’ +cet + cze? (avec ¢, o, c3 € R).
2(t) = coemt — 2c3e*

Probleme 2. Déterminer la solution générale de 1’équation différentielle
linéaire :

y" =3y +3y —y =0 (€)
ol y est une fonction réelle d'une variable réelle ¢.

Solution. Pour toute fonction réelle d’une variable réelle y, deux fois dérivable,
on introduit :

p:R — R?
y'(t)
to— p(t):= |y
y(t)
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On a alors :
y" (1) (3y" =3y +y)(¢)
y est solution de (&) <= ¢'(t)= | V'(t) | = y"(t)

y'(t) y'(t)
3 -3 1\ [y"(t)

= ¢t)=(1 0 0 y’(t))
0 1 0 y(t)

= ¢(t) = Ap(t),

3 -3
A=11 0
0 1

O O =

Pour résoudre (&), on réduit ") la matrice A puis on procede exactement
comme dans le probleme précédent. On trouve que la solution générale de
I'équation différentielle (&) est :

y(t) = (at® + bt + c)e', avec a,b,c € R.

7.2 Application aux problemes sur les suites
récurrentes

Probleme 3. Soient (2,,),cy €t (Yn), ey les deux suites réelles définies par :
xo =1, yo = 3 et pour tout n € N :

{ Tpy1 = T _Byn
Yn+1 = T + 5yn

1) Calculer quelques termes de ces suites (z,), et (yn),,-
2) Trouver des expressions closes pour z,, et y, en fonction de n.

Solution.

1) Les calculs donnent : z; = —8, y; = 16 puis x5 = —56, yo = 72, .. .etc.

(1). La matrice A n’est pas diagonalisable; on peut la trigonaliser par exemple.
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Tn

2) Posons V,, := ( ) (Vn € N). On a alors pour tout n € N :

n

Vn+1 == AVn,

A G —53).

Il s’ensuit que 'on a pour tout n € N :

ou A est la matrice

V, = A"V,

Le probleme est ainsi amené a calculer la puissance n®™¢ de A (n € N).
Réduisons alors A. Le polynome caractéristique de A est :

Pa(A) = A2 —6A+8=(A—2)(A—4).

Comme Py4 est scindé sur R et a racines simples alors A est diagonalisable.
Les valeurs propres de A sont les racines de P4 ; ce sont donc Ay = 2 et
Ay = 4. Les calculs des espaces propres de A donnent :

s v}« -] (7))

On a par conséquent : A = PDP~! avec :

-3 -1 20
pe (P 1) an=(29)
D’ou :

-3 =1\ /2® 0\ (-5 -1
zwzpﬂwlz( >< O( 2 ﬂ Vn € N).
11 0 4 : ( )

Ce qui donne :

nojee

T
A" = | ] ! 3 (Vn € N).
—=2" 4 4" —=2" 4"
2 + 2 2 2
Et par suite :
6-2" —5-4"
Vi,=A"Vy = A4 N).
0 (—T”1+5-¥) (¥ € N)
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Il en résulte enfin que 'on a pour tout n € N :

T, = 6-2"—5.4"
Yo = =271 4547

Probléme 4 (La suite de Fibonacci ?)). non résolu

La suite de Fibonacci (F},), oy est la suite réelle définie par : Iy =0, F1 =1
et pour tout n € N :
Fn+2 :Fn+Fn+1-

1) Calculer quelques termes de la suite de Fibonacci.

Fn+1

2) Exprimer F,, en fonction de n puis déterminer la limite lim

n—-+o0o n

F
Poser pour tout n € N : 'V, = ( ;‘+1> et montrer que V,, ., = AV,
n

(pour une certaine matrice A € My(R)). Poursuivre comme dans le probleme
précédent.

(2). Leonardo Fibonacci (1175-1250) : Mathématicien italien. Il a appris les
mathématiques a la ville de Béjaia (en Algérie) et il est le premier ayant introduit les
chiffres arabes et les mathématiques arabes en générale en europe, a ’époque ou tout
I’occident utilisait encore les chiffres romains !
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