Corrigé de la série d’exercices n 0 2 :
équations différentielles

24 février 2025

Solution d’exercice 1 (Equations différentielles a variables séparables)

Rappel :

Définition 1 On appelle équation différentielle d’ordre 1 a variables séparables, toute équation de la
forme
y' = f(z)h(y)

ou f et h sont des fonctions de classe C* sur un intervalle I de R.
Résolution :
On peut ramener cette équation o une équation différentielle d’ordre 1 dite a variables séparées de la
forme

f(x)dz = g(y)dy

1
ot g(y) = m, avec h(y) # 0, puis on intégre les deux cotés chacun par rapport & sa variable.

L (z+ 1)y +y=0...(E).
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (E7).

Siy#£0ona:
dy dy _ —y
1y =0« 1)— =0 — =
(@+ 1)y +y (z+ )dz+y de  z+1
en séparant les variables, on a
dy -1
— = dz,
Y z+1

d’ot en intégrant le coté gauche par rapport a y et le coté droit par rapport a x, on obtient

d 1 1
—y:f/ dr=Inlyl=—-Injz+1|+C=Ih—— +C, C R,
y r+1 |z + 1

et par suite

k
>y=—- avec k = +e©.
T

1 C C
= P oy=+ ,
| ¥ =y = Fe— .

|z + 1]
Donc .
)= ——, avec k = +e%
y(@) z+1
est la solution générale de (E1).
2.y sinz — ycosx = 0.....(E2)
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (Es).

Siy#0 on a
d d
y'sinz —ycosz =0 & &y sinx — ycosr =0 & Y sing = Yy CcosT
dx dx
en séparant les variables, on a
d cosx
W _ —dx,
y sin x

d’ot en intégrant le coté gauche par rapport a y et le coté droit par rapport a x, on obtient

d
/—y :/Coswdzilnw\ =In|sinz|+ C,C € R,
Y

sin x



et par suite
ly| = |sinz| e® = y = +esinz = y = ksinz, avec k = +e©.

Donc
y(x) = ksinz, avec k = +e®

est la solution générale de (Es).
3.

Y + 25 =0......(E3)
”){ y(0) = 1.

On va résoudre d’abord léquation (E3).
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (E3).
Siy#0ona

’ ry

o Ty dy Ty dy T
1— 22

- =— & = =— d
1—22  dx 1— 22 Yy 11—z ™"

:O{:}y/:

d’ot

d 1
/—y:—/lgU dx:>1n|y|:§ln‘1—x2|+C:>\y|:\/|1—x2|ecz>y::tec 1 — 22|

22

donc
y(r) = k\/m, avec k = +e€.
est la solution générale de (Es).

Ona:y(0)=1, doncy(0) =k/|[1-0?|=1<k=1. dou

y(x) = VI1 —a?|
est la solution du probléme (I).

Solution d’exercice 2 (Equations différentielles linéaires d’ordre 1)

Rappel :

Définition 2 On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre ou non homogene,
toute équation différentielle de la forme

a(z)y’ +b(z)y = f(z)....(EDL)

ou a,b et f sont des fonctions données, continues sur un intervalle I de R, avec a non identiquement
nulle sur I.

Méthode de résolution
1. On résoud l’équation homogéne Eq. Hom associée a l’équation (EDL)

a(z)y’ +b(x)y =0

qui est une équation a variables séparables.
2. En utilisons la méthode de la variation de la constante.

1
/
= —... E
Yy +y 1ten (E1)

(E1) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogéne associée & (F1) est

Résolution de l’équation homogéne :
On remarque que y = 0 est une solution triviale de (EHy).
Siy#0 on a

dy dy

Y4+y=0& —-=—y& = =—dr
dx Y



alors en intégrant des deux cotés on obtient
Inly|=—-z+c,c1 €R

d’ot
y=ke otk ==+e’ €R.

Finalement, la solution générale de (EH,) est
y(z) = ke™™.

La variation de la constante
On fait varier la constante k , on a alors

y'(x) =ke ™ —ke ™

puis on remplace y et y' dans (E1) on obtient

1
k/ - __ k —x k —x —
e e~ + ke 1o
et par suite
, e e
k' = & dk = dx
1+e® 1+4e®
d’ou en intégrant on a
eﬂf
dk = dr < k=In(e” +1 .
/ /1+emm n(e®*+1)+c¢
—_——
e

par conséquent
y(z) = (In(e® + 1)+ c)e*,c € R.
est la solution générale de (E1).

2.
(1+z2)y +y=1+In(l +2)....(E)

(E2) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogéne associée a (Fs) est
(z+ 1)y +y=0.

Résolution de l’équation homogéne :

Ona: p p )
Y -y Y -
= =" 2 = d
de x+1 Y x—i—lx

d
(x+1)y’+y=0<:>(a:+1)£+y=0<:>

d’ot en intégrant on a

dy / -1 1
— =-— de=Inlyl=—Injlx+1|4+¢c1=In—— +¢1, ¢ €R,
” o | | |+ PSR

et par suite

1 k
D y=det'——=>y=——, k= +e € R.
‘I+1|e Y e o] Y o avec e

Finalement, la solution générale de (EH3) est

ly| =

k
y@) =
La variation de la constante
On fait varier la constante k , on a alors
Y (z) = Ex+1)—k
(x +1)2

puis on remplace y et y' dans (Eg) on obtient

K 1) -k k dk
((xz—:_ 1))2 —|—$+ 1= I+In(l+z) e kK =1+In(l+z) & e 1+In(14+2) < dk = (1+In(1+z))dz

(1+x)



d’ot en intégrant on a

/dkzz/(l—Hn(l—i—x))dw:/dw+/ln(1+x)dm

Pour calculer [In(1 + x)dx on utilise l'intégration par parties, pour cela, on pose
(o Je=t L] =
g(z) =In(1 + ) 9(x) =15

par conséquent

a da::xln(l—l—x)—fw

[ In(1 + z)dx :xln(1+x)—fl+m e

dr=zln(l+2) - [de+ [ 5

=zln(l+2z)—z+In(1+=z)+.

d’ot
k=z+zln(l+z)—xz+n(l+z)+ =xzln(l+z)+In(l+2z)+cceR.
Donc
c
= In(1 In(1 =1In(1 eR.
Y(#) = T @Il +2) +In(1+2) +¢) = In(1 +0) + e
est la solution générale de (Es).
3. Y
Y : = e ST ... (E3)
anx
(1)
y(3)=0
(E3) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. L’équation homogéne associée & (E3) est
y/ + Yy -0
tanx
résolution de l’équation homogéne, ona
d d 1 cos
y + b e Y Y __ dx:—,xd:ﬁ
tanx dx tanx Y tanx sinx
alors en intégrant des deux cotés on obtient
d,
dy _ / _ c?s xdw
Yy sinz
|
f - ff(:c()azi)z
Slnlyl = —lnlsinz|+¢
<Inlyl = —In(sinz)+cy, car sin(z) > 0 sur]0, 7|
A |y| = |sirllm\661
_ k _ c1
<~ y = snz’ k = +ect,
Finalement la solution générale de (EHj) est
k
y(@) = sin x
La variation de la constante
On fait varier la constante k , on a alors
, k' sinx — kcosx
y(@)=—75—"—
sin“ x
puis on remplace y ety dans (E3) on obtient
k'sinz — kcosx k cosx  oim
_ —
sin? x sinx sinx



et par suite on a
k/

—— =" & dk = sin xe®**dx
sin z

alors en intégrant des deux cotés, on obtient
k=—e%+c,ceR

et par conséquent

est la solution générale de (Es3).

T cosI 1
Onay(2)20<:><—e 2+c> —5 =0<+<=c=1 donc
sin —

2

est la solution générale de (I).

Solution d’exercice 3 (Equations différentielles linéaires du 2°"° ordre & coefficients constants)

Rappel :

Définition 8 Les équations différentielles linéaires du 2 ordre a coefficients constants s’écrivent sous
la forme :
v +ay +by = f(2)einn. (E)

ou a,b € R et f est une fonction continue.

La solution générale de (E) s’écrit sous la forme : y =y, + yn ol y, est une solution particuliére de (E)
et yp est la solution de l'equation homogeéne (sans second membre).

Equation homogéne :

FEquation caractéristique :

e Si A >0 on a deuz racines réelles vy et ro dans ce cas la solution de (Ey) s’écrit sous la forme
yp = C1e"* 4+ Che™%; 1,02 € R

. ¢ Si A =0 on a une racine double r et dans ce cas la solution de (Ey,) s’écrit sous la forme
yn = (Crz + Cy)e"™™; C1,C2 € R

. Si A <0 on a deux racines complexes et conjuguées r1 2 = o £ if et dans ce cas la solution de (Ep)
s’écrit sous la forme
yn = e*¥(C cos fx + Coysin Bx); Cq1,Co € R.

Résolution de l’équation avec second membre :
La solution générale de (E) s’écrit sous la forme : y =y, + yn.
La solution particuliere de I’équation (E) dépand de la forme de la fonction f.

y' =4y +3y =2z + e ".....(E1)

L’équation homogeéne associée a (E1) est
y' —4y + 3y =0.......(FH;)

L’équation caractéristique de (EHy) est



On a A =4>0, dou léquation (EC1) admet deuz racines réelles distinctes 1 = 1 et ro = 3. Les solutions de
l’équation homogéne (EHy) sont donc les fonctions :

yh(l‘) = (C1e” + 0263x; C,Cy € R.

Recherche d’une solution particuliére y, de (Ey) :
On a le second membre de I’équation (E1) est

fla) = 2+ 1)

Comme r = —1 n’est pas racine de l’équation caractéristique, donc on cherche une solution particuliére de (E1)
sous la forme :
yp(2) = (az +b)e ™.

ot a,b€R. On a
Y, (x) = ae™® — (ax + b)e™ "y, = —2ae”" + (ax + b)e™ "

En substituant dans I’équation (E1) les expressions de yp, y]’o et de yg ; on obtient
(E1) = (8ax +8b—6a)e ™ = (2x + 1)e™“.

Par identification, on obtient le systéme suivant :
8& = 2 — a = 1
8b— 6a = 1 b &
= 16
D’ot, une solution particuliére y, de (Ep) est

1 5\ _,
Yp(z) = VAT Y A

yx) = yntuyp

1
= (Ci1e* + Cgegx + (4.%' + 156) e~ * (C1,Cy € R.

Finalement,

est la solution générale de ’"équation (E1).
2.
y' — 4y + 3y = 2z + 1)e".......(E2)

L’équation homogéne a déja été résolue a la question précédente. Pour résoudre [’équation avec second membre,
on remarque cette fois que r = 1 est racine simple de I’équation caractéristique. On cherche donc une solution
particuliere sous la forme

yp(x) = z(ax + b)e”.

ot a,beR. On a
yp(x) = (2az + b)e” + (ax® + bx)e™; sy = (2a + 2b + dazx + ax® + bx)e”.
En substituant dans l’équation (Es) les expressions de yp,y, et de y, ; on obtient
(B2) = (—4ax + 2a — 2b)e” = (22 + 1)e”.

Par identification, on obtient le systéeme suivant :
=2 fae]
2 —2b =1 I
D’ou, une solution particuliére y, de (Eq) est

wio) = (-5 =) e

y) = yntup
= G+ O 4 (-5 —a)e”; O, CrER.

Finalement,



est la solution générale de ’équation (Es).
3. y" +y =cosz, y(0) =4'(0) =0 (Proléme de Cauchy).

y' +y =coswz,....... (E3)

L’équation homogéne associée o (F3) est
L’équation caractéristique de (EHs) est

On a A =1>0, dou léquation (EC3) admet deuz racines réelles distinctes r1 = 0 et ro = —1. Les solutions
de l’équation homogéne (EHs) sont donc les fonctions :

yh(l‘) = 0160 + Coe™ =01 + Ogeim; C,Cy € R.

Recherche d’une solution particuliére y, de (Es) :
On a le second membre de 'équation (Es3) est

f(@) = cos(x)

Comme i n’est pas racine de I’équation caractéristique, donc on cherche une solution particuliére de (E3) sous
la forme :
yp(x) = acosx + bsinx

ot a,beR. On a
y,(x) = —asinz 4 beosx;y, = —acosx — bsinx

En substituant dans ’équation (E3) les expressions de yp,y, et dey, ; on obtient :
(E3) = —acosx — bsinzasinz 4+ bcosx = cosx = (b —a) cosz — (a + b)sinz = cosz.
Par identification, on obtient le systéeme suivant :
b—a=1
{ a+b=0 = {

D’ou, une solution particuliére y, de (Es3) est

N[

S e
I
= |

—cosx sinz
+ .

Yp(z) = B)
Finalement,
y(@) = untyp
—cosT
= C1+Ce ™™+ 5 + 555 C1,Cz e R.

est la solution générale de ’équation (Es).
Pour le probléme de Cauchy on a :

—cosr sinx

2 + 2

y(x) =C1 + Cre™ " +

en dérivant : )
sinz  cosx

/ — _C —x
y' () 2¢ 7+ 5 + B
on remplacant par les conditions initiales y(0) = 0 et y'(0) = 0, on obtient :
Ci1+Cy = % . . 1
{_02_’_%:0 :>C1—06tC2—§.

et par suite la solution du probléme du Cauchy est

—Ccosx n sinx
2 2 2




