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Chapitre 1 : Analyse combinatoire

Définition :

L’analyse combinatoire est une branche des mathématiques qui étudie comment
compter les objets. Elle fournit des techniques de dénombrements particulierement utiles en
théorie des probabilités.

1. Principe fondamental de I'analyse combinatoire

Si une procédure quelconque peut étre représentée den, facons différentes, si apres, cette
procédure peut étre présentée den,facons différentes, et si ensuite une troisieme procédure
peut étre présentée densfacons différentes, et ainsi de suite, alors le nombre de fagons

différentes permettant d’exécuter les procédures dans 1’ordre indique est égal au produit

N=n; X n, Xnsz X...

Exemple :

Supposant qu’une plaque d’immatriculation contient deux lettres distinctes suivies de
trois chiffres dont le premier est différent de zéro. Combien de plaques différentes peut-on
imprimer ?

Réponse :

Il y a 26 facons différentes d’imprimer la premicre lettre, 25 facons différentes

d’imprimer la seconde lettre, 9 fagons différentes d’imprimer le premier chiffre et dix facons

différentes d’imprimer les deux autres chiffres, on déduit que I’on peut imprimer :
L1 L2| C1| C2| C3
N =26 X 25X 9x 10 x 10 = 585000 Plaques différentes

2. Les techniques de dénombrement

2.1. Le cas d’un tirage sans répétition (sans remise)

Un tirage est sans répétition lorsque chaque objet tiré ne peut étre observé qu’une seule fois
2.1.1. Arrangement

Un arrangement de p éléments dans un groupe parmi n éléments est une disposition

ordonnée sans répétition de p éléments on note :

n!
A =—0
" (n—p)!




Exemple :
Combien de mots a 2 lettres distinctes peut-on former avec les lettres a,b,c ?
Réponse : (n=3, p=2), I’ordre est important, il s’agit d’un arrangement sans répétition

Onadonc:ab ba ac ca bec cb

L2 31 3x2x1l
Donc :A3 = G- o - 6

2.1.2. Permutation
Une permutation est un arrangement sans répétition de n objet parmi n en tenant compte
de 'ordre (Autrement dit, c’est une liste ordonnée d’entiers distincts entre 1 et n).

(Par convention,ona: 0! =1!=1)

B,=nl=nxn—-1)xn-2)x..x3x2x1

Exemple 1:

Combien de mots a 3 lettres distinctes peut-on former avec les lettres a,b,c ?
Réponse :
(n=p=3), I’ordre est important, il s’agit d’une permutation sans répétition
abc acb bac bca cab cba

Donc:P; =3!'=3x2Xx1=6
Exemple 2 :

Combien y a-t-il de fagons de placer huit personnes autour d’une table ?
Réponse :
(n=p=8), I’ordre est important, il s’agit d’une permutation sans répétition

Pg=8'=8X7X6X5%Xx4x3x2x1=40320

Exemple 3 :

4 Américains, 5 Suisses et 7 japonais doivent s'asseoir sur un méme banc, et doivent
rester groupés par nationalité. Combien y a-t-il de dispositions possibles ?

Réponse :

Al| A2| A3| A4| S1| S2| S3| S4| S5(J1|J2 |J3 (J4 |J5 |J6 |J7

Les américains (4!) Les suisses (5!) Les japonais (7!)
P=4!x5!x7Ix3l! (Le 3! pour I'emplacement des trois nationalités)
2.1.3. Combinaison
Une combinaison sans répétition de p éléments parmi n est une disposition non

ordonnée (on ne tient pas compte de ’ordre) on note :

P n!
P=—
" Pl(n-—p)!




Exemple :
Combien de combinaisons de 2 lettres distinctes peut-on former avec les lettres a,b,c ?
Réponse :
(n=3, p=2) I’ordre n’est pas important, il s’agit d’une combinaison sans répétition
Il existe donc trois combinaisons possibles quisont :ab ac b,c

3! 3xX2x1 6
2 — = = - = 3

3 7 23-2)1 T 2x1x1 2

Propriétés : pour toutentiernetptelque:0<p <n,ona:

Cl=1;, Cr=1; Cl=Ccr=mn; CP = C; P (Formule de symétrie)
(a+b)" =Xp_, CraP b™P (Bindme de Newton)
2.2. Le cas d’un tirage avec répétition (avec remise)
Un tirage est avec répétition lorsque chaque objet tiré peut étre observé plusieurs fois
2.2.1. Arrangement

On dit un arrangement avec répetition de p objets distincts toutes dispositions ordonnées

de p objets parmi les n objets ou un objet peut apparaitre plusieurs fois.

AP —

Exemple :
Combien de mots differents de 5 lettres peut-on faire avec les lettres du mot
« COMBIEN » telle que une lettre peut apparaitre plus d’une fois.

Réponse : (n=7, p=5), ’ordre est important, il s’agit d’un arrangement avec répétition

35
llya:A; = 75 = 16807mots différents.
2.2.2. Permutation

Ici on veut déterminer le nombre de permutations dans un ensemble de n objets quand

certains de ces objets sont indistinguables les uns des autres.

Théoréme :

llya B, = m Permutations différentes de n objets parmi lesquels n,
indistinguable entre eux, n, autres entre eux également....... ,nientre eux.
Exemplel :

Considérons le mot « CELLULE ». Le nombre de mots possibles (avec ou sans

signification) que 1’on peut écrire en permutant ces 7 lettres est :

P, = L = 420 mots en considérant deux groupes de lettres identiques L(3fois) et E(2fois)
213!



Exemple 2 :

Parmi les 10 participants a un tournoi d’échec, on compte 4 Russes, 3 Américains, 2
Anglais et un Brésilien. Si dans le classement du tournoi on ne peut lire que la liste des
nationalités des joueurs mais pas leurs identités, a combien de classements individuels
différents une telle liste correspond-elles ?

Réponse :

10!
4131211

2.2.3. Combinaison

Pio = 12600 classements possibles

Une combinaison avec répétition de p objets pris dans un ensemble E = {x1, X2, ... , Xn}
de n objets est une maniere de sélectionner p fois de suite un objet dans E, sans tenir compte
de l'ordre des p choix et «avec remise », le méme objet pouvant donc étre sélectionné

plusieurs fois, on note :

cP P =(n+p—1)!
n = tntp=1 T Tpr(p — 1)

Exemple :
Lors d’un sondage, on pose a 100 étudiants une question comportant 3 réponses
possibles.
-Quelle est le nombre de configuration peut-on avoir ?
Réponse :
(n=100, p=3), I’ordre n’est pas important, le nombre de configuration possibles est une

combinaison avec repétition :
3 4 _ . _ 1020 102x101x 100 x 99!
€100 = Cioots-1 = Coz = 3, (99)! 3x2x1x99!

Récapitulatif des technigues de dénombrement

= 171700 configurations

Arrangement Permutation Combinaison

(ordre important) (ordre important) (ordre n’est pas important)
Sans P _ n! o n
répétition " (n-p)! P,=nl=nxn-1)! " Pi(n-p)!
Avec- : Az =n” P”:n I X n ln>!< X 1! C,Z:CTzl)’fp‘l:(Zl—i_p_l)!
répétition 18 X Mg X X My I'(n—1)!



https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble

3. Exercices corrigés :
Exercice 1 :

Une loterie avec 100 inscrits, on tire 3 numéros au hasard, combien y a-t-il de gagnants
possibles si :
a) lls gagnent tous 6000DA.
b) Le premier gagne 6000DA, le deuxiéme en gagne 5000DA et le troisieme 2000DA.
Corrige exercice 1 :
a) Ici, l'ordre n’est pas important,
(n=100, p=3), il s’agit d’une combinaison sans répétition

3= 100! _ 100! _ 100 X 99 x 98 x 97!
10077 31(100 — 3)! ~ 3!x 97! 6 x 97!

b) Ici, l'ordre est important,

= 161700 possibilités

(n=100, p=3), il s’agit d’un arrangement sans répétition :

100! 100X99x98x97! o
Ao = oo = P = 970200 possibilités
Exercice 2 :

Combien peut-on former de plaques d’immatriculation différentes constituées de :

a) quatre chiffres ?
b) quatre chiffres distincts ?
c) quatre chiffres dont le premier est différent de zéro ?
Corrigé exercice 2 :
a) (=10, p=4), I’ordre est important, il s’agit d’un arrangement avec répétition

A%, = 10* = 10000
b) (n=10, p=4), I’ordre est important, il s’agit d’un arrangement sans répétition.

4 10!
Ao = oo = 10X 9 X 8% 7 = 5040.

c) AL-A3,=9x103=9000

Exercice 3 :

Avec les lettres A, B, C, D, E et F combien de mots différents de 5 lettres peut-on former :
a) au total ?

b) si les répétitions des lettres ne sont pas permises ?

c) si les répétitions des lettres ne sont pas permises et le mot commence par une consonne ?



Corrigé exercice 3 :

a) (n=6, p=5), I’ordre est important, il s’agit d’un arrangement avec répétition.
A2 =6°=7776

b) (n=6, p=5), I’ordre est important, il s’agit d’un arrangement sans répétition.

5 ___6
AR = o = 720

C) AAAZ =4x(5X4%x3x%x2x1)=480
Exercices 4 :

Les 7 tomes d’un dictionnaire de I’économie sont rangés au hasard dans une
bibliothéque.

a) De combien de fagon peut-on les classer ?

b) Parmi toutes ces fagcons combien y en-t-il ou les tomes 1,2,3 se trouvent cote dans cet
ordre ?

Corrigé exercice 4 :
a) Le nombre de fagons de classer les 7 tomes est :

P,=7'=7X6X5%x4%x3x2x1=5040
b) Il'y a 5 places possibles pour le tome 1, les places du tome 2 et du tome 3 sont
déterminees. 11y a 4 ! facons de ranger les 4 autres tomes.

On aalors 5.4 ! fagons possibles.
Exercices 5 :

Soit un lot de 7 pieces dont 4 sont bonnes et 3 sont défectueuses
a) Combien d’échantillons de 3 piéces peut-on realiser ?
b) Combien parmi ces échantillons contiennent 3 bonnes pieces

c) Combien parmi ces échantillons contiennent au moins une piece bonne ?
Corrigé exercice 5 :

a) Le nombre d’échantillons qu’on peut réaliser est :

N =C3=35
b) Le nombre d’échantillons qui contiennent 3 bonnes pi€ces
N=C}=4
C) Le nombre d’échantillons qui contiennent au moins une bonne piece

N = CICZ + C2CL + C3C9



