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Chapitre 4 : Lois de probabilité d’une variable aléatoire discréte
1. Introduction :

Il est toujours possible d’associer a une variable aléatoire une probabilité et ainsi ce qu’on
appelle une loi de probabilité.

Identifier la loi de probabilité suivit par une variable aléatoire est essentiel car cela conditionne
le choix des méthodes employées pour 1’étude des phénomeénes aléatoires.
2. Loi de Bernoulli :

On dit que la variable aléatoireXsuit une loi de Bernoulli lorsque I’ensemble des résultats
possibles se réduit & deux résultats possibles « Succés » ou « Echec »(2 = {S, E}).

L’ensemble des réalisationsX = {0,1} Tel que :

{P(X =1)=p (p : probabilité de succes)
P(X =0) =q (q =1 —p:probabilité de I'échec)

P s’appelle le parametre de la loi de Bernoulli.

Onnote : X~B(P)

X =x; 1 0 Total

P(X = x;) 4 1-p 1

2.1. Caractéristiques :
-L’espérance :E(X) = p
-Lavariance: V(X) =p X q
Exemple :
On lance un dé bien équilibré. Soit X la variable aléatoire donnee par :

. { 1 (succés) si le résulat est égale a 6
(0 (échec)si le résulat est inférieure a 6

PE=0)=q=(1-p)= (15 =2
X=0=q=01-p=0-9==

PX=1)= =%
Donc : X~B (%)
X =x; 1 0 Total
Px=x) | z | 2 | *

6
L’espérance :E(X) =p = %

Lavariance: V(X) = p X q :éxzzi



3. Loi de Binomiale :
Démontré pour la premicre fois par le suisse Jacob Bernoulli en 1713. Elle est ’'une des
distributions de probabilité les plus répandues en statistiques appliquées.
Soit X :Q" > /R" (X =X,+X,+--X,)
On dit que la variable aléatoireXsuit une loi de Binomiale de paramétres n et p lorsqu’on
répete n fois une épreuve de Bernoulli de maniére identique et indépendante, On
note : X~B(n,p). OU: n est le nombre de répétition de 1’expérience de Bernoulli et p est la

probabilité d’avoir le résultat succes.

La probabilité pour queX = k, ¢’a d obtenir le succes lors des nexpériences est donnée par :

n!
— 1) = kpkn-k .k —
P(X =k) =Ctp q™ avec: Cf = 1!

3.1. Caractéristiques :

L’espérance : E(X)=E(X,+ X, +-X,)= ZE(_Y_,. )= Zp =nxp
i=1 i=1

La variance : V(X)=V(X,+ X, +--- X, )= i V(X,)= ZHLPQ =nxpxq
i=1 =1
Exemple :
On jette 20 fois une piéce de monnaie dans les mémes conditions.
Calculer la probabilité d’avoir :
1) 13 fois pile
2) 8 fois face.
Corrigé :
La variable aléatoireXqui donne le nombre de succes obtenu suit une loi binomiale de

paramétres n=20 et p= 0.5. C'est-a-dire : X~B (20, 0.5).

... [Succes:Pile — 1) — (k k 20—k
soit: {échec: e P(X = k) = Ck,(0,5)%(0,5)

1) P(X =13) =(;3(0,5)*3(0,5)7 ~0,074
2) Ici, avoir 8 faces sur 20 épreuves est 1’équivalent d’avoir 12 piles, donc on a :
P(X = 12) = ¢}2(0,5)*2(0,5)% =0,120
Exercicel :

On interroge 10 étudiants de la méme maniére (chacun de maniere identique et
indépendante) s’ils aiment les statistiques, on part du principe que 60% des étudiants aiment
les statistiques.

Soit X : la variable aléatoire associée au nombre d’étudiants qui aiment les statistiques.
1-Quelle est la probabilité que 6 étudiants aiment les statistiques ?

2-Quelle est la probabilité que 3 étudiants n’aiment pas les statistiques ?



Corrigé de I’exercice 1 :
La variable aléatoire X associee au nombre d’étudiants qui aiment les statistiques suit
une loi binomiale de paramétre n = 10 et p = 0,6. On note : X~B(10,0.6).
1- P(X =6) =C5(0,6)°(0,4)* = 0,25
2- lIci, si 3 étudiants parmi 10 n’aiment pas les statistiques c’est 1’équivalent de dire que 7
étudiants aiment les statistiques, d’ou :
P(X =7) ={,(06)7(0,4)® = 0,215
Exercice 2 :
Dix pour cent (10%) des articles produits par une machine sont défectueux. On préléve
au hasard 6 articles. Quelle est la probabilité que parmi ces 6 articles :
1) Un est defectueux
2) Moins de 3 sont défectueux
Corrigé de I’exercice 2 :
La probabilit¢ qu'un article soit défectueux parmi la production de la machine est :
p = P(défectueux) = 0,1. La probabilité que cet article soit non défectueux est:
q = P(non défectueux) = (1 —p)=(1-0,1) =0,9
L’expérience est répétée n=6 fois et indépendamment, alors :
X - B(n,p) = B(6,0.1), donc:P(X = k) = CX(0,1)*(0,9)6~*
1) P(X = 1) = €4(0,1)1(0,9)5 = 0,35
2) PX<3)=PX=0+PX=1)+ PX=2)
P(X <3) = €2(0,1)°(0,9)° + €2(0,1)1(0,9)° + €2(0,1)?(0,9)* = 0,53 + 0,35 + 0,1 = 0,98
4. Loi de Poisson :
Découverte au début du 19°™ siécle par le magistrat francais : Simon-Denis Poisson.
La loi de Poisson intervient dans la modélisation de phénomenes aléatoires ou le futur est
indépendant du passé. Elle s’applique donc aux phénomenes accidentels ou la probabilité Pest
trés faible(P < 0,05). Par exemple, elle peut intervenir dans des probléemes de pannes de
machines, les appels téléphoniques, etc.
Définition :
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A (X~P(A)), si pour

k
tout entier k, sa loi de probabilité est donnée par : P(X = k) = e™* % A: Espérance de X

4.1. Caractéristiques :
L’espérance :E(X) = A;
La variance : V(X) = A.



Exercice :
Une centrale téléphonique recoit en moyenne 300 appels par heure. On suppose que le

nombre d’appels pendant un intervalle de temps suit une loi de Poisson.
Calculer la probabilité que durant deux minutes la centrale recoit :

1) Trois appels

2) Au moins un appel

3) Au plus deux appels
Corrigé :

Pendant deux minutes la centrale recoit en moyenne 2 x%: 10appels.A = 10est le

parametre de la loi de poisson.

Si Xest la V. A représentant le nombre d’appels durant deux minutes on a :

3

10
1)P(X =3)= 6_10? = 0,0067

0

10
2PX 21)=1-P(X=0)=1-e"1"—-=09999

102

P <2)=PE=0)+PX=1+PX=2) =e(1+22+2) = 00025
4.2. Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson :
Lorsque (n) devient tres grand ou p trés petit, les calculs de probabilité par la loi binomiale peut
étre approximative a d’autre loi de probabilité.
Condition d’approximation par la loi de Poisson :
Une loi binomialeB (n, p)peut étre approximer par une loi de poisson de paramétre A = n X p si:
> mnestgrand (n = 50)
> p est petit (P <0,1)
Exercice :
On opere 100 fois une expérience aléatoire dans laquelle la probabilit¢ d’avoir succes est
p=0,05.
1) Calculer la probabilité d’avoir 3 succés
2) Calculer la probabilité d’avoir au moins 5 succes
Corrigé :
1) La probabilité d’avoir 3 succes
P(X = 3) = (€3,,(0,05)3(0,95)°7 =0,139~ 0,14.
2) La probabilité d’avoir au moins 5 succes
PX=5=1-PX<5=1-[PX=0+PX=1+-+ PX=4)]
Onan=100>50 e P =0,05<0,1, donc les deux conditions d’approximation de la loi

Binomiale par la loi de Poisson sont satisfaites, d’ou :



k
B(100,0.05)~P(A) = e~ x% avec : A = np = 100 x 0,05 = 5

P(X=3) = e-5§:o,14
PX=5=1-P(X<5)

PX=25)=1-[PX=0+PX=D+PX=2)+PX=3)+PX =4)]
0 1 2 3 54

5
-5 -5 -5 -5 -5
PX=5)=1 [e x0!+e ><1!+e ><2!+e ><3!+e X !

59 5! 5% 53 5t
—t =ttt

— -5
PXz5)=1-e>|Gr+rtort3rt g

P(X>5)=1-0,4405 = 0,5595
5. Loi Géométrique

La loi geométrique est une loi de probabilité discréte qui modélise 1’observation du
nombre d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes devant se succéder pour espérer
un premier succes. C'est-a-dire au lieu de réaliser un nombre fixé d'essais lors d'un schéma de
Bernoulli, I'expérimentateur s'arréte au premier succes. La valeur qui nous intéresse est le
nombre d'essais effectués jusqu'au premier succes inclus. Le nombre de succes est donc fixé a
1, mais le nombre d'essais total X est aléatoire et peut prendre n'importe quelle valeur entiére
supérieure ou égale a 1.

On dit alors qu’une variable aléatoireXsuit une loi géométrique, si sa loi de probabilité est
donnée par : P(X = k) = p(1 — p)¥ 1,
(avec p la probabilité de succes et k le nombre de tirage) X —» G(P)
5.1. Caractéristiques :

L’espérance :E(X) = % )

Par exemple, il faut en moyenne six essais pour obtenir un 6 avec un dé non truqué
(I'inverse de 1/6).

La variance :
1-p ¢

V(X) = pZ = F

Exemple :

Une urne contient 4 boules blanches et 6 boules rouges. On les tire une a une avec
remise jusqu’a ce que I’on obtienne une boule blanche. Soit X : la variable aléatoire “rang de
la premiére boule blanche”. X suit une loi ggométrique de paramétre p=4/10.

e Calculer la probabilité de tirer la premiére boule blanche au cinquiéme tirage.

e Calculer ’espérance et la variance de la variable aléatoire X.


http://www.jybaudot.fr/Probas/loiproba.html
http://www.jybaudot.fr/Probas/bernoulli.html
http://www.jybaudot.fr/Analyse/inverse.html

Corrigé :

e La probabilité de tirer la premiére boule blanche au cinquieme tirage

4 16\* 24

— — —_p)o 1= ([—) =— =
P(X =5) =p(1-p)*" = (10) 5 = 000024

e Espérance :
E(X)—l— ! —1><10—25

I

10
e Variance :
1 6 6 00

_-“P_T0_° _

V(X) = 7 =16 10>< G 3,75

6. Loi uniforme :

On dit qu’une distribution suit une loi uniforme lorsque toutes les valeurs prises par la
variable aléatoire sont équiprobables. Si n est le nombre de valeurs différentes prises par la
variable aléatoire :

Vi=12.,n P(X=2x)==

6.1. Caractéristiques :
n+1

Espérance : E(X) = -~

— 2_
Variance V(x) = @@ _n-1
12 12

Exemple :
La distribution des chiffres obtenus au lancer d’un dé bien équilibré suit une loi

uniforme dont la loi de probabilité est la suivante :

X; 1 2 3 4 5 6
P(X = x;) 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
Espérance :
6+1 7
EX)=——==
09) 5 3
Variance :
6—1 35
VX =—f—=1



