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ntroduction

En attribuant conjointement, en 2003, le prix Nobel d’économie a I’ Américain
Robert F. Engle et au Britannique Clive W. J. Granger, 1’ Académie des sciences
de Suede a récompensé deux économistes dont les travaux sur les méthodes éco-
nométriques des séries temporelles ont contribué a améliorer la fiabilité des pré-
visions économiques et financieres.

L’ Académie, dans un communiqué, écrit : « Les lauréats de cette année ont
développé au cours des années 1980 de nouvelles méthodes statistiques qui por-
tent sur deux propriétés caractéristiques de beaucoup de séries temporelles : la
volatilité saisonniere et la non-stationnarité. »

Plus précisément, c’est la volatilité dynamique qui a valu son prix a Robert
F. Engle, pour désigner des fluctuations susceptibles de varier fortement dans le
temps. Il a mis en évidence le concept de modele a erreurs ARCH (modéle auto-
régressif a hétéroscédasticité conditionnelle) particulicrement adapté a 1’étude
de la volatilité des prix des actifs sur les marchés financiers, avec des périodes
calmes et des variations de faible amplitude suivies par des épisodes agités et
d’importantes fluctuations.

Parallelement, la distinction du Britannique Clive Granger est venue couron-
ner ses travaux sur les méthodes d’analyses temporelles économiques avec une
tendance commune : la co-intégration. C.W.J Granger a montré que 1’étude de
données non stationnaires avec des méthodes classiques d’analyse des séries
temporelles stationnaires peut donner des régressions fallacieuses (spurious
regression) et donc des conclusions erronées.

En récompensant ces deux économistes, I’ Académie royale des sciences de
Suede a souligné I’'importance croissante de 1’analyse statistique pour la modé-
lisation des phénomenes économiques, mais aussi 1’indispensable amélioration
des instruments d’analyse et de prévision dans un environnement économique
de plus en plus incertain.
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Ce manuel, s’inspirant des travaux de ces auteurs, traite, en effet, de 1’éco-
nométrie des séries temporelles et des méthodes de la prévision a court terme
réalisée a partir de séries chronologiques. Ces prévisions peuvent étre élaborées
a partir d’une seule série chronologique, c’est le cas univarié ou bien étre le
résultat de plusieurs séries chronologiques que I’on met en relation, c’est le cas
multivarié.

Cette troisieme édition est enrichie par des nouveaux exercices et integre les
développements les plus récents de I’analyse univariée des séries temporelles.

Nous ne considérons dans cet ouvrage que le cas univarié et deux grandes
parties sont abordées :

La partie I traite des méthodes standards de traitement des séries temporelles
(méthodes de désaisonnalisation et lissage exponentiel).

Dans la partie II la chronique est considérée comme un échantillon d’un pro-
cessus aléatoire univarié ; dans cette partie sont présentés les modeles ARMA
stationnaires, 1’analyse spectrale, puis les problemes de la non stationnarité des
chroniques (tests de racine unitaire). L’estimation et la validation des processus
ARIMA, qui fondent I’algorithme de Box et Jenkins, sont ensuite abordées.
Enfin, les mode¢les non linéaires (ARFIMA, ARCH...) sont traités dans un der-
nier chapitre.

Ce livre fait appel a des notions d’économétrie! et de statistiques d’un niveau
de maitrise en sciences économiques. Les exposés théoriques sont illustrés par
des exemples et des exercices qui permettent au lecteur de se familiariser de
maniere concrete a la pratique du traitement des séries chronologiques.

Nous avons voulu, par une alternance systématique de cours et d’exercices,
répondre a un besoin pédagogique qui est de mettre rapidement en pratique les
connaissances théoriques et ainsi, d’utiliser de maniere opérationnelle les acquis
du cours. De surcrotit, le recours a des logiciels, lors de la résolution des exer-
cices, permet une découverte de ces outils et donne une dimension pratique que
recherchent I’étudiant et le praticien. Ce manuel constitue un livre d’apprentis-
sage facilement accessible ; c’est pourquoi les démonstrations les plus com-
plexes font I’objet de renvois a une bibliographie plus spécialisée.

Afin que le lecteur puisse lui-méme refaire les exercices, les données utili-
sées (sous format Excel et Eviews) ainsi que les programmes de traitement
« Batch » de Eviews sont disponibles par téléchargement sur le serveur web :

http://regisbourbonnais.dauphine.fr

Dans ce livre, nous voulons donner aux lecteurs (étudiants, chercheurs, éco-
nomistes d’entreprise) tous les éléments tant théoriques (sans démonstration et

1. Nous recommandons au lecteur souhaitant se familiariser avec 1’économétrie et désirant faire
quelques exercices d’applications la lecture de Bourbonnais R., Econométrie : cours et exer-
cices corrigés, Dunod, 7¢ éd., 2009.
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exposé superflus) que pratiques lui permettant de résoudre les problemes aux-
quels il est confronté dans la manipulation des séries temporelles. Ce livre
s’adresse en premier lieu aux étudiants (sciences économiques, gestion, écoles
de commerce et d’ingénieurs...) dont la formation requiert une connaissance
dans le domaine de I’économétrie des séries temporelles. Gageons qu’il sera un
support de cours indispensable et un allié précieux pour préparer les séances de
travaux dirigés.

N’oublions pas cependant le praticien de I’économétrie (économiste d’entre-
prise, chercheurs...) qui, confronté a des problemes d’estimation statistique,
trouvera dans ce livre les réponses pratiques aux différentes questions qu’il peut
se poser.

Enfin, nous exprimons toute notre gratitude a toutes les personnes — col-
legues et étudiants — qui ont eu la gentillesse de nous faire des commentaires et
dont les conseils et les suggestions contribuent a la qualité pédagogique de ce
livre. N?us restons, bien entendu, les seuls responsables des erreurs qui subsis-
teraient'.

1. Les lecteurs souhaitant faire des remarques et des commentaires peuvent nous contacter.
Régis Bourbonnais : regis.bourbonnais @dauphine.fr
Michel Terraza : terraza@lameton.univ-montp1.fr
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Partie |

'analyse classique
des series
chronologiques

Une série temporelle ou encore chronique est une succession d’observations au
cours du temps représentant un phénomene économique (prix, ventes...) ; par
hypothese, le pas du temps des observations est considéré constant : I’heure, le
jour, le mois, le trimestre, I’année. Nous supposons également que la chronique
ne contient ni observations manquantes, ni valeurs aberrantes ou accidentelles
sur toute la période d’observation. Si tel est le cas une correction des données
est réalisée en utilisant la méthode de 1’extrapolation linéaire, la prévision de la
(ou des) valeurs en cause ou encore 1’intuition du modélisateur. La valeur cou-
rante en ¢ de la chronique est notée x,, ou ¢ le temps est compris entre 1 et n avec
n le nombre total d’observations de la chronique. On appelle # le nombre de
points ou de valeurs a prévoir de la chronique. La prévision de la série tempo-
relle — de (n + 1) a (n 4+ k) connaissant I’historique de x; a x, — porte le nom
d’horizon de la prévision.

Il est toujours utile, en premiere analyse, de représenter 1’évolution temporelle
d’un phénomene a 1’aide d’un graphique ayant en ordonnée la valeur du phéno-
mene économique x; et en abscisse le temps ¢. Comme le temps est discret, le gra-
phique obtenu est un diagramme en béatons. Par tradition, on retient le polygone
des fréquences de la représentation nommé : profil temporel de la chronique.
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Les techniques traditionnelles de traitement des chroniques procedent par
décomposition puis reconstitution de la chronique pour effectuer la prévision.
Cette approche suppose que la structure de la chronique peut étre décomposée
en éléments simples (modélisables), et donc plus facilement prévisibles, pour
ensuite étre reconstituée pour donner la prévision de la chronique.

Les premieres études sur les chroniques ont amené a considérer de facon
standard quatre grandes composantes :

— la tendance ou « trend » notée T,, censée décrire le mouvement de long
terme, de fond ou encore structurel du phénomene. Ce mouvement est tra-
ditionnellement représenté par des formes analytiques simples : polyno-
miales, logarithmiques, exponentielles, cycliques, logistiques. C’est ainsi
qu’en économie la tendance contient des cycles longs de Kondratieff
(cycle apériodique de 40 a 60 ans), de Kuznets (20 ans), des cycles de
Juglar (cycle de crise de 10 ans)... ;

— la composante cyclique notée C,. En conjoncture, elle est représentée par
le cycle de Kitchin d’une période de 3 a 5 ans. Dans la plupart des travaux
sur les séries temporelles, la tendance et le cycle sont regroupés en une
seule composante appelée I’extra-saisonnier E; ;

— la composante saisonniere notée S, : composante cyclique relativement
réguliere de période intra-annuelle et qui correspond souvent a des phé-
nomenes de mode, de coutume, de climat... ;

— la composante résiduelle notée R,. Elle rassemble tout ce que les autres
composantes n’ont pu expliquer du phénomene observé. Elle contient
donc de nombreuses fluctuations, en particulier accidentelles, dont le
caractere est exceptionnel et imprévisible (catastrophes naturelles, greves,
guerres...). Comme par hypothese ce type d’événement est censé étre cor-
rigé, le résidu présente — en général — une allure aléatoire plus ou moins
stable autour de sa moyenne.

Remarquons que ces différentes composantes s’entendent pour des séries
économiques, le plus souvent, mensuelles ou trimestrielles liées a la conjonctu-
re. Dans le domaine de 1’entreprise, les composantes sont conservées mais les
périodicités sont parfois différentes (hebdomadaire par exemple).

La technique de décomposition- reconstitution repose, bien évidemment, sur
un modele qui I’autorise. Ce modele porte le nom de schéma de décomposition.
Il en existe essentiellement trois grands types :

— le schéma additif qui suppose 1’orthogonalité (indépendance) des diffé-
rentes composantes. Il s’écrit : x, = E, + S; + R,. Dans ce schéma la sai-
sonnalité est rigide en amplitude et en période ;

— le schéma multiplicatif : x, = E, x S; + R,, dans lequel la composante sai-
sonniere est liée a I’extra-saisonnier (saisonnalité souple avec variation de
I’amplitude au cours du temps) ;
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— le schéma multiplicatif complet : x, = E, x S, x R, (interaction générale
des trois composantes). Il est actuellement le plus utilisé en économie. 11
est commode puisque le logarithme de la chronique conduit au schéma
additif.

En définitive, dans ces méthodes traditionnelles, deux questions sont impor-
tantes : I’existence d’une saisonnalité et le type de schéma a retenir ; elles consti-
tuent le chapitre 1 de cette partie. Nous examinons par la suite (chapitre 2) les
techniques de prévision.

Partie ] 7






analyse
de la saisonnalité

étude de la saisonnalité est un préalable au traitement d'une série

chronologique. En effet, lorsque cette composante existe, il

convient de l'isoler afin de pouvoir analyser les autres caractéris-
tiques. Une désaisonnalisation systématique, sans tester I'existence de
cette composante, peut créer un « bruit » parasite nuisible a I'analyse de
la chronique et donc dégrader la qualité de la prévision. Dans ce cha-
pitre, nous allons, par conséquent, présenter les techniques permettant
de tester I'existence d'une composante saisonniére, puis nous examinons
les méthodes de désaisonnalisation.

a détection de la saisonnalité

a représentation graphique et le tableau
de Buys-Ballot

L'analyse graphique d'une chronique suffit, parfois, pour mettre en évidence une
saisonnalité. Néanmoins, si cet examen n'est pas révélateur ou en cas de doute,
le tableau de Buys-Ballot permet d'analyser plus finement I'historique. La figu-
re 1.1 des ventes trimestrielles d'un produit festif indique une saisonnalité mar-
quée au quatrieéme trimestre, ce que nous pouvons confirmer a l'aide du tableau
de Buys-Ballot.

L’analyse de la saisonnalité ® 9
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Figure 1.1 — Ventes trimestrielles en milliers d'unités

Le tableau de Buys-Ballot est un tableau complet a deux entrées dans lequel
sont consignées les valeurs de x;. Il est constitué (cf. Tableau 1.1) en ligne par
les années et en colonne par le facteur & analyser (mois, trimestre...). Les
moyennes et les écarts types! des années et des trimestres (ou des mois selon le
cas) sont calculés ainsi que pour l'ensemble des observations de la chronique.

Tableau 1.1 — Exemple de constitution d’un tableau de Buys-Ballot
pour des ventes trimestrielles (calculs arrondis)

Dates TI 12 13 T4 Moyenne Ecart type
Année 1 1248 1392 1057 3159 1714 842,69
Année 2 891 1065 1118 2934 1502 831,02
Année 3 1138 1456 1224 3090 1727 795,48
Moyenne 1092 1304 1133 3061 Moyenne Ecart type
générale général
Ecart type 149 171 69 94 1647,7 829,74

Nous pouvons alors classer les trimestres pour chaque année par valeurs

décroissantes (cf. Tableau 1.2).

Tableau 1.2 — Classement des trimestres en fonction de leur valeurs

Années

Année 1 T4 T2 T1 T3
Année 2 T4 T3 T2 T1
Année 3 T4 T2 T3 Tl

1. La formule de I’écart type utilisée est celle de la population.
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La lecture du Tableau 1.2 indique la persistance du trimestre T4 a se classer
en premicre position quelles que soient I'année et la position de « creux » occu-
pée par le trimestre T1, ce qui nous conduit a retenir 1'existence d'une saisonna-
lité rigide. Cette technique trés simple permet la détection de la saisonnalité et
aussi d'en préciser la nature.

nalyse de la variance et test de Fisher

L'examen visuel du graphique ou du tableau ne permet pas toujours de détermi-
ner avec certitude 1'existence d'une saisonnalité, de surcroit il interdit 1'automa-
tisme de traitement qui peut s'avérer nécessaire dans le cas d'un nombre impor-
tant de séries a examiner. Le test de Fisher a partir de 1'analyse de la variance
permet de pallier ces deux inconvénients.

Ce test ! suppose la chronique sans tendance ou encore sans extra-saisonna-
lité. Dans le cas contraire cette composante est éliminée par une régression sur
le temps (extra-saisonnalité déterministe), ou par une procédure de filtrage
(extra-saisonnalité aléatoire).

Soit :
N le nombre d'années,

p le nombre d'observations (la périodicité) dans l'année (trimestre p = 4,
mois p = 12, etc.).

x;; 1a valeur de la chronique pour la i*™ année (i = 1...,N) et la j*™ pério-
de (j = 1..., p) supposée telle que x;; = m;; + ¢;; ; les ¢;; sont les résidus consi-
dérés comme aléatoires formés d'éléments indépendants : e;; — N(0; 0?) .

Les m;; sont les éléments d'une composante de la chronique qui s'écrivent :
m;; = a; + b; avec b; qui mesure 1'effet période en colonne du tableau et a; qui
mesure l'effet année en ligne du tableau.

Deux effets absents sont testés contre deux effets significativement présents :
— si I'effet période (ici trimestre) est significatif, la série est saisonniére ;
— si I'effet année est significatif, ceci suggere deux interprétations.

* La chronique de départ n'a pas été transformée, elle possede alors des
paliers horizontaux.

* La chronique a été transformée, des changements de tendance existent dans
la chronique.

1. Laloire, 1972.

L’analyse de la saisonnalité e 11



Le déroulement du test est le suivant :

1) Calcul de la variance totale du tableau

Soit S; la somme totale des carrés :

ST = XN: Xp:(xij — x..)2 avec

i=1 j=1

1 N P .
X = E E x;; : moyenne générale de la chronique sur les N x p
N X p &=+~ =
i=1 j=1
observations.
1 P
X, = — E x;; : moyenne de l'année i
y
=

1 N
=y Z x;;: moyenne de la période j

i=1

Comme x;; = m;; + ¢;; avec ¢;; — N(0; 0%) et m;; = effet période + effet
année, nous obtenons :

ST = Z Z(Xij — X..)z

i

=Y D [ —x)+ Oy —x) + (i —xi = x +x)]

= ZZ(‘XI - x--)2+Z Z(XAJ‘ - X..)2+Z Z(x,-j — X —)c_j-i-)c,,)2

+ (terme rectangle nul)
=p Z(x,-. - x..)2 + N Z()C.j — X..)2 + Z Z(xi_,- — X — X + .X'..)z
i J i J

S;=S8, +S, + Sk

(année)  (période) (résidus)

Le tableau 1.3 présente les calculs intermédiaires avec les notations précé-
dentes.
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Tableau 1.3 — Calculs des moyennes par année et période

Périodes 1 J )4
Moyennes
années
Années
1 X1 X1 X1p
1 P
i Xil Xij Xip Xi, = — inj
Jj=1
N XN1 XNj XNp
N
Moyennes e 1 &
o D o I
périodes TN H " Np g
i=1 j=li=1

Nous utilisons ces résultats pour effectuer I'analyse de la variance de la série

(Tableau 1.4).

Tableau 1.4 — Analyse de la variance pour détecter une saisonnalité
et/ou une tendance

Somme des carrés Degré de liberté Désignation Variance
2 Variance Sp
S, =N Xj—X.. p—1 V, =
’ ; ( ! ) Période p—1
Variance Sa
Sa=PY (x —x.)? N -1 V4=
,Z Année N -1
Sg = ( Dx(N = 1) Variance Ve = s
2 p—1)x — R
Xij —Xj, — X j+x_, 4qi _
IZJZ( ij i J ) Résidu (p—l)(N—l)
Variance v St
S N —1 T= "
T xp Totale Nxp-—1

A partir de ce tableau 1.4, nous pouvons construire les tests d'hypotheses.
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2) Test de I'influence du facteur colonne, la période (mois ou trimestre :
H, = pas d'influence)

1%
Calcul du Fisher empirique F,. = VP que I'on compare au Fisher lu dans la table
R

F* avi=p—1etv,=(N—1)(p—1) degrés de liberté.

viiv
Si le Fisher empirique est supérieur au Fisher lu dans la table, on rejette I'hy-
pothese H,, la série est donc saisonniere.

3) Test de l'influence du facteur ligne, la tendance (H, = pas d'in-
fluence du facteur année)

V.
Calcul du Fisher empirique F, = VA que I'on compare au Fisher lu dans la table
R

Ff avs=N—-1letv,=(N—1)(p—1) degrés de liberté.

U330
Si le Fisher empirique est supérieur au Fisher lu, on rejette I'hypothése H,
la série est donc affectée d'une tendance.

Exercice n° 1.1

fichier C1EX1
Test de détection de la saisonnalité a partir des données du Tableau 1.1

On demande d'effectuer le test de détection de saisonnalité et de tendance a partir des
données du Tableau 1.1.

Solution

Nous trouvons les résultats suivants (p = 4,N = 3) :
x..=1647,67 ;

x1.=1714; xp. =1502; x3. =1727

x1=1092,33; x, =1304,33; x3=1133; x4 =3061
S, = 80066 015,31 ; Sy =127 650,68 ; Sg = 68 026,67 ;
St = Sa+ Sp + Sp= 8 261 692,66

. . S,/3 )
a) Test de saisonnalité : F, = ;;6 = 237,14 que 1'on compare a F30,’é)5 =4,76. La série
R ;
est donc saisonniére.
Sa/2

b) Test de tendance : F, = = 5,63 que l'on compare a on_’éﬁ = 5,14, I'hypothese

Sr/6
H, est rejetée ; la chronique est affectée d'une tendance (a la limite de la significativité
pour un seuil de 5 %). Dans ce cas il convient de refaire le test apres élimination de la
tendance, soit par régression sur le temps soit par un passage aux différences premiéres
(cf. chapitre 5).
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a fonction d'autocorrélation

On appelle coefficient d'autocorrélation d'ordre 1 le coefficient de corrélation
linéaire simple calculé entre la série chronologique et cette méme série décalée
d'une période de temps. Les coefficients d'autocorrélation sont calculés pour des
ordres allant de 0 a K, K étant le décalage maximum admissible. On choisit en

n n
général 3 <K < 3 mais aussi K égal a 2 ou 3 fois la période de la saisonnali-

n . . N
té, K = 3 sin > 150 ou encore comme certains auteurs le suggerent K = /n.

Tableau 1.5 — Exemple de calcul d’une corrélation

Retards Autocorrélation
12 3. t n 0 ro=1
1 2 3. t+1 n—1 1 r
1 2 3. t+2 n—2 2 r
t+k n—k k Ik
t— K n—K K rK

La représentation graphique de la fonction d'autocorrélation (notée FAC) est

appelée corrélogramme.

Le coefficient d'autocorrélation d'ordre k est donné par :

D —F) (i — T)

t=k+1

Tk

t=k+1

t

Xn: (x, — f1)2 Xn: (X — f2)2

t=k+1

Z XX — (n— k)X 1x,

=k+1

\/(ixf—(n—k)ff

=k+1

_ 1
avec X =

n—=k

n
2

t=k+1

t=k+1

1
n—=k

Xy =

—(n— k)fg)

n
E Xi—k

t=k+1

Le test de signification sur le coefficient r, permet de sélectionner les coef-
ficients d'autocorrélation significativement différents de O ; il peut, si n est suf-
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fisamment grand, s'effectuer comme pour un coefficient de corrélation linéaire
simple. Soit p; la valeur vraie de r, et I'hypothése H, : p, = O contre I’hypo-
theése alternative H, : p, £ O.

s 7 TN .
Sous I’hypothese H, la quantité 7z, = %\m — 2 obéit a une loi de
p— rk
Student & n —2 degrés de liberté (ou a une loi normale centrée réduite si
n > 30) dans lequel n est le nombre d’observations servant a calculer le coeffi-

cient d’autocorrélation. Si 7. > t,j:;’/ ?, I'hypothése H, est rejetée (13 valeur

n

de la loi de Student au seuil « a n — 2 degres de liberté).

Pour n grand, si la série est sans tendance et de variance relativement
constante au cours du temps, (cf. chapitre 6) nous pouvons poser
X1 =X, =X (x = moyenne de la série chronologique), Var (x,) = Var (x,_;) et
nous pouvons écrire la formule simplifiée suivante :

R, 1 - _ _
ry = — avec Ry = —— Z (x; —x) (x,_y —x) et Ry = Var (x,)
Ry n—k 1=k+1

La représentation graphique de la fonction d'autocorrélation (notée FAC) est
appelée corrélogramme comme l'illustre la figure 1.2.

T

1

e

Figure 1.2 — Exemple de corrélogramme

Les graphiques suivants indiquent 1'allure « attendue » de la fonction d'auto-
corrélation dans des cas simples. Ils permettent de vérifier que la FAC joue bien
le role de décomposition temporelle de la chronique. Soit les quatre processus
X175 X2, X3, €L X4, générés artificiellement et dont les représentations sont pré-
sentées figure 1.3.

X =R, (R, = variable aléatoire gaussienne)
Xy = ait +ay+ R, (t = tendance t = 1...n)
X3 =S, + R, (S, = saisonnalité pure de quatre périodes)

Xy =ait +ay+ S + R,
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2 40
1 30+
0 20 4
-1 10+
B A e I w0 e e I o T T T T T T T T
88 89 90 91 92 93 94 95 96 88 89 90 91 92 93 94 95 96
—X1 — X2
25 60
204 50
15 404
104 30
54 20
B 10
-5 T T T T T T T T o T T T T T T T T
88 89 90 91 92 93 94 95 96 88 89 90 91 92 93 94 95 96
—X3 — X4

Figure 1.3 — Représentation des processus analysés

Les corrélogrammes respectifs de chacun des processus sont présentés sur la
figure 1.4.

1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0
-0.5 ] -0.5
-1.0 -1.0
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16
- X1 . X2
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 1 0.0
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
2 4 6 8 10 12 14 16 2 4 6 8 10 12 14 16
. X3 . X4

Figure 1.4 — Corrélogrammes des quatre processus
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Les termes du corrélogramme de x;, sont tous faibles a I'exception (fortuite)
d'un seul, ceci est caractéristique d'une variable aléatoire de type « bruit
blanc! ». Le corrélogramme de x,, avec une décroissance lente de ses termes est
spécifique d'une série affectée d'une tendance. Les termes tres élevés (4, 8, 12 et
16) du corrélogramme de x;¢ révelent la saisonnalité de quatre périodes. Enfin,
le corrélogramme de x4¢ est une combinaison des trois précédents.

Exercice n° 1.2

fichier C1EX1

Calcul d’une fonction d’autocorrélation

A partir des données relatives aux ventes du Tableau 1.1, on demande de calculer la FAC
et de tester la significativité des coefficients d'autocorrélation par rapport a 0.

Solution

Nous allons détailler sur le tableau 1.6 les calculs pour un coefficient, par exemple ry,
c'est-a-dire la corrélation entre x; et x;_».

Tableau 1.6 — Exemple de calcul pour un coefficient d’autocorrélation d’ordre 2

t Xy X—2 (=¥ (2 —X2)  (x —¥1)? (x1—2 — ¥2)*
1 1057 1248 195 360,56 431 162,99 88 518,15
2 3159 1392 —222 259,17 209 0540,47 23 629,84
3 891 1057 402 349,24 676 391,15 239 336,23
4 1 065 3159 —1045292,60 419 813,28 2602 672,32
5 1118 891 390 149,56 354 775,05 429 051,24
6 2934 1 065 - 586 700,47 1490 767,59 230 899,47
7 1138 1118 246 239,35 330 659,57 183 372,34
8 1456 2934 —357132,95 66 167,26 1927 598,84
9 1224 1138 199 297,67 239 052,53 166 154,12
10 3090 1456 - 123 679,42 1896 046,27 8 067,63
Somme 17 132 15458 —-901 668,23 7995 376,17 5899 300,68

1. Nous examinons, en détail, au chapitre 3 les caractéristiques d'un bruit blanc, succession de
variables aléatoires homoscédastiques et non corrélées.
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X1 =1713,2etx, =1545,8
n

Z (xr —X1) (xr—2 — X2)

1=k+1 —901 668,23 0.13
rh = = = —0,
? n n /7995 376,17+/5 899 300,68
Yoo =x)? )Y (2 —%)
t=k+1 t=k+1
Le ¢ empirique est égal pour n = 10 et ry = —0,13 : 1. = el v/n—2=0,38.Le
coefficient n'est pas significativement différent de 0. 1- r,g

Le Tableau 1.7 indique 1'ensemble des valeurs de la fonction d'autocorréla-
tion que I'on compare a la valeur lue dans la table de Student pour un seuil de
5 % et an — 2 degrés de liberté. Seul le coefficient d'autocorrélation d'ordre 4
est significativement différent de O ; la périodicité des données étant trimestriel-
le, ce « pic » est donc attribué a la saisonnalité des données.

Tableau 1.7 — Calcul d’une fonction d’autocorrélation

Retards Tk n A ddl tlua095
0 1 12 - - -
1 -0,395 11 1,29 9 2,262
2 -0,132 10 0,38 8 2,306
3 -033 9 0,95 7 2,365
4 0,952 8 7,62 6 2,447
e spectre

En premiere analyse le spectre d'une chronique peut s'interpréter comme étant
la décomposition de sa variance dans le domaine des fréquences. Le spectre est
un graphique présentant en abscisse les fréquences d'apparition des cyclicités,
ces fréquences s'exprimant :

— en radians pour la pulsation w ;
— en hertz pour la fréquence X ;
— en unité de temps pour la période 7,

en ordonnée sont portées les valeurs du spectre qui peuvent étre assimilées aux
différentes variances des cyclicités de la fréquence w, T ou A.

21
w=—=27TA
T
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A partir de ce graphe, nous pouvons mettre en évidence, dans la structure de

la chronique, une cyclicité (Acos (wot + go)) de fréquence w,, d'amplitude A et
de phase ¢, si la valeur spectrale en w, est élevée.

Nous verrons ultérieurement (chapitre 4) une définition plus rigoureuse de
cet instrument ainsi que des simulations donnant la forme « attendue » du
spectre.

a sélection du schéma

La saisonnalité d'une chronique peut parfois étre influencée par l'extra-saisonnier
et/ou le résidu. C'est de 1'existence de ces interactions que sont nés les schémas de
décomposition des séries chronologiques : additif, multiplicatif et multiplicatif
complet. Nous présentons deux techniques simples pour sélectionner le schéma.

a procédure de la bande

La procédure de la bande consiste a partir de I'examen visuel du graphique de
I'évolution de la série brute a relier, par une ligne brisée, toutes les valeurs
« hautes » et toutes les valeurs « basses » de la chronique. Si les deux lignes sont
paralleles, la décomposition de la chronique peut se faire selon un schéma addi-
tif ; dans le cas contraire, le schéma multiplicatif semble plus adapté. L'examen
visuel du graphique des données du Tableau 1.1 révele un schéma de type addi-
tif. Les figures 1.5 et 1.6 illustrent une interprétation de cette procédure.

Schéma additif

50 t — t t t — t t +— t t t — t !

T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4

Figure 1.5 — Exemple de schéma additif

20 e ANALYSE DES SERIES TEMPORELLES



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4 T1 T2 T3 T4

Figure 1.6 — Exemple de schéma multiplicatif

e test de Buys-Ballot

Le test de Buys-Ballot est fondé sur les résultats du Tableau 1.1 (calcul des
moyennes et des écarts types par année). Le schéma est, par définition, additif si
I'écart type et la moyenne sont indépendants ; il est multiplicatif dans le cas
contraire. Lorsque le nombre d'années est suffisant, nous pouvons estimer par la
méthode des MCO les parametres a; et ay de 1'équation o; = a;x; + ao + &;
apres avoir vérifié sur le graphique de régression (o;, X;) que le nuage peut étre
représenté par ce type de modele. Dans le cas, ol le coefficient a; n'est pas signi-
ficativement différent de O (test de Student) alors on accepte I'hypotheése d'un
schéma additif ; dans le cas contraire, nous retenons un schéma multiplicatif.

Bien qu'ici le nombre d'années (= 3) du Tableau 1.1 (Fichier C1EX1) soit tres
faible, nous procédons, a titre d'exemple, a I'estimation du modele :

o; = —0,065%x; + 929,57 + ¢;
(—0,35)

R*=0,12
n=3
(.) = t de Student.

Le coefficient a; n'est pas significativement différent de 0, nous pouvons
conclure a un schéma de type additif.

Ces deux procédures conduisent parfois a des résultats ambigus. Il est recom-
mandé dans ce cas d'utiliser un schéma multiplicatif complet. De plus, lorsque le
phénomene économique est observé sur un historique important, il arrive fré-
quemment que la structure de la chronique se modifie en passant d'un schéma
additif a un schéma multiplicatif. Il convient donc de ne pas confondre la pério-
de historique avec le nombre d'observations : il est possible d'avoir beaucoup
d'observations sur un laps de temps faible (des cours boursiers cotés en continu
par exemple), ou la structure de la chronique a peu de risque de se modifier.
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es méthodes de désaisonnalisation

Lorsque qu'une série chronologique est structurée par une saisonnalité, les com-
paraisons inter-temporelles du phénomene nécessitent une chronique Corrigée
des Variations Saisonnieres notée CVS ou encore désaisonnalisée.

Désaisonnaliser une chronique, c'est éliminer la saisonnalité sans modifier
les autres composantes de la chronique. C'est une opération délicate ce qui
explique le grand nombre de méthodes de désaisonnalisation.

Le choix de la technique la mieux appropriée dépend de la nature détermi-
niste ou aléatoire (stochastique) de la saisonnalité de la chronique :

— lorsqu'elle est rigide (c'est-a-dire déterministe, bien marquée et répétitive),
les méthodes de régression et 1'emploi de coefficients saisonniers iden-
tiques sur la période historique sont adaptés ;

— lorsqu'elle est souple, c'est-a-dire aléatoire en amplitude et/ou en période,
les techniques de filtrage par moyennes mobiles (CENSUS par exemple)
doivent étre utilisées.

e principe de la conservation des aires

L'analyse de la saisonnalité a pour but une nouvelle répartition du profil « intra-
annuel » de l'historique, sans modifier le niveau atteint en cumul annuel : les
moyennes annuelles de la série brute et de la série CVS doivent étre identiques.
Ce principe de base — appelé le principe de la conservation des aires — permet de
calculer des coefficients saisonniers définitifs.

* Dans le cas d'un schéma additif la somme des coefficients doit étre nulle.
Soit S le ™ coefficient provisoire, on calcule la somme des coefficients :
P
S = Z S; avec p la période de la saisonnalité.
j=1
Si S =0, les S; sont les coefficients saisonniers définitifs.

Si S = 0, les coefficients saisonniers sont normés afin que leur somme soit
nulle.

Les coefficients définitifs sont donnés par : §; = §; — S.

* Dans le cas d'un schéma multiplicatif la moyenne des coefficients, pour une
année donnée, doit étre égale a 1.

Soit S; le j™¢ coefficient provisoire, on calcule la somme des coefficients :

P
S = Z S; avec p la période de la saisonnalité.
j=1
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Les coefficients définitifs sont donnés par : 7 = §; /S.

La méthode de désaisonnalisation doit étre adaptée au type de saisonnalité :
rigide ou souple.

as d'une saisonnalité rigide

1) Méthodes de désaisonnalisation par régression

a) Régression sur le temps

La figure 1.7 illustre le traitement d'une désaisonnalisation de ce type pour une
série trimestrielle, schéma qu'il est facile d'adapter au cas d'une périodicité dif-

férente.
Multiplicatif .
P MCO —tableau des — (rjnethode
—’ _’ N rapports u rapport
Rl +bt St = xt/E[ " sa?s%nniers a la tendance
X, =T
! . N . B — tableau des  — méthode
Additif =5 Sf =X —Et H différences—» de la différence
A > saisonniéres  a la tendance
Multiplicatif 5 moﬁnne
complet médiane o
Multiplicatif :
¥ coeticens | > Y =4
provisoires
Log x, |t 81/5,18515, 1 Additif :
g= L — -
$=3% ]ZSJ. | ZSJ' 0
Multiplicatif :
-> S*_ﬂ
coefficients i g
saisonniers .
définitifs Additif :
| > §/=5,-5
Y
i - CVS _ #[.CVS _ #
Antcl‘l/gg XY = xS =X, /8
(")

Figure 1.7 — Traitement pour une chronique trimestrielle
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Exercice n° 1.3

fichier C1EX1

Désaisonnalisation selon un schéma additif

On demande de désaisonnaliser la série des ventes du Tableau 1.1 selon un schéma addi-
tif

Solution

Les résultats de cette méthode, a partir des données du Tableau 1.1, sont consignés sur
le Tableau 1.8.

Tableau 1.8 — Calcul des coefficients saisonniers par le rapport a tendance
— schéma additif

Dates (2) (3) (4) (5)
Ventes E, Ecart = VENTES CVS
Ventes — E,

T1 1248,30 1308,79 - 60,49 1711,16
T2 1392,10 1370,42 21,68 1704,55
T3 1056,60 1432,04 —375,44 1602,30
T4 3159,10 1493,66 1665,44 1838,09
T1 890,80 1555,29 — 664,49 1353,66
T2 1065,30 1616,91 —-551,61 1377,75
T3 1117,60 1678,54 —-560,94 1663,30
T4 2934,20 1740,16 1194,04 1613,19
T1 1138,20 1801,79 - 663,59 1601,06
T2 1456,00 1863,41 —407.41 1768,45
T3 1224,30 1925,03 - 700,73 1770,00
T4 3090,20 1986,66 1103,54 1769,19
Moyenne 1647,73 1647,73
Ecart type 866,72 151,60
cv! 0,53 0,09

S —462,85 = (—60,49 — 664,49 — 663,59)/3

S —312,44 = (21,68 — 551,61 — 407,41)/3

S3 —545,70 = (—375,44 — 560,94 — 700,73)/3

Sa 1321,00 = (1665,44 4 1194,04 4+ 1103,54)/3

1. CV = coefficient de variation (rapport de I'écart type a la moyenne).
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La tendance E, = ao + a,t est estimée a partir des données de la colonne (2).
Les coefficients de régression sur le temps sont égaux a : a, = 61,6 et
ay = 1247,2. Les écarts entre la série observée (colonne 2) et la tendance
(colonne 3) donnent les coefficients saisonniers provisoires. Puis on rassemble
les écarts relatifs aux mémes trimestres afin de calculer leurs moyennes. Nous
pouvons vérifier que la somme est égale a 0, le principe de la conservation des
aires est vérifié, la normalisation des coefficients saisonniers ne s'impose pas.

Enfin, nous pouvons calculer la série CVS (colonne 5) par différence entre la
série brute et le coefficient saisonnier du trimestre considéré. Le coefficient de
variation — rapport de 1'écart type a la moyenne — diminue considérablement
entre la série brute et la série CVS : c'est l'effet réducteur de la variance de la
désaisonnalisation.

L'utilisation de la méthode des MCO pour ajuster la tendance de la chronique
nécessite un tableau de Buys-Ballot complet, ce qui limite (outre le choix de la
forme rigide de la tendance et de la saisonnalité) la portée de cette méthode.

b) Régression sur fonction trigonométrique

La série chronologique est ici approchée au moyen de fonctions :
— l'extra-saisonnalité par un polynéme de degré k,
— la saisonnalité par une somme de termes trigonométriques.

Dans cette derniere somme, le premier terme a pour période, la période de la
saisonnalité ; les autres termes ont pour période, des périodes harmoniques. Ces
fonctions trigonométriques sont des cycles du type A cos (wt + ¢) avec :

A l'amplitude du cycle,

. . 27 »
w la pulsation, en radian, avec w = T = 27 A ou T, en unité de temps, est la
période de la saisonnalité (7 =12 pour une série mensuelle, 7 =4 pour une série
trimestrielle), A la fréquence en hertz, ¢ la phase, en radian, du cycle a l'origine.

Cette expression contient deux inconnues A et ¢. Il est difficile d'utiliser,
dans ce cas, les MCO pour estimer les coefficients car 1'expression est non
linéaire ; c'est pourquoi on recourt a la forme développée :

A cos (wt + ¢) = A { cos wt cos ¢ — sin wt sin ¢} = B; cos (wt) + y; sin (wt)
avec f; = Acosgpety, = —Asing

A titre d'exemple, considérons une série chronologique mensuelle organisée
selon un schéma additif : x, = E, + S, + R,

Avec cette méthode, la chronique est modélisée par un polyndme de degré
quelconque k plus une somme de fonction trigonométrique.

m

. ,
t 2
X, =y + Zaii—' + ZA,- cos <7it +<pi> + R,
i=1 : i=1
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avec :
— périodicité mensuelle 7 = 12 ;

— k le degré du polynéme ;

— m le nombre d'harmoniques <m = ; —-1= 5)

Pour un extra-saisonnier linéaire, par exemple, le modele s'écrit :

5 27 |
x,:a0+a1t+2A,~cos Elt+¢)i + R,

i=1

> 21 | L 2w
x,:ao—i—alt—l—z B; cos Ezt—l—yi sin Elt + R,
i=1

21 2 2 21
X, = oy + oyt + By cos Et + B, cos ?t + B3 cos Tl + B4 cos Tt

. 2@ . 2w
t+ y38In —1 + Yy SIN —1

t+ in 2% t+ in 2%
Sin —— sin —
4 V2 4 3

ny 21
COS —
> 12 6

2,4

27
+]/5 sin 2’—4I+R,

Nous sommes en présence d'un Modele Linéaire Général Simple (MLGS) ou
x; est la variable endogene et = 1, 2...,n

L'application de la méthode des MCO a ce modele donne les estimations des
parametres :

5 5
~ o~ o~ - 2-7-[_ o~ . 27‘[
X, =0y + ot + E B cos Ell—l— E y; sin 1—1t
i=1 i=1

La chronique désaisonnalisée est égale a

x (Z,B, cos —ZZ+Z]/, sin —zt)

Cette méthode porte le nom de régression sur fonction trigonométrique ou
régression sur séries de Fourier.

Cette technique est aussi une modélisation compléte de la structure de la
série chronologique ; elle peut donc étre utilisée comme méthode de prévision.
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En tant que technique de désaisonnalisation, elle présente les intéréts de la
simplicité de mise en ceuvre (un logiciel de régression multiple suffit), de la rapi-
dité des calculs, de la fiabilité par l'utilisation de la théorie des tests de la régres-
sion ; les inconvénients sont liés aux hypotheses de la méthode des MCO (en
particulier I'hypothese de non-colinéarité des variables explicatives) et a l'extra-
saisonnalité qui est assimilée a une fonction de type polyndme.

Cette méthode convient bien pour des séries a la structure trés rigide, mais
elle n'est pas toujours bien adaptée pour des séries économiques ou les compo-
santes sont le plus souvent mouvantes.

Exercice n° 1.4

fichier C1EX4

Désaisonnalisation par fonction trigonométrique

On demande de désaisonnaliser par régression sur fonction trigonométrique les données
de production d'électricité en Australie connue mensuellement sur 31 ans.

Solution

L'application de cette méthode sur les données de production d'électricité en Australie,
entre janvier de I’année 1 et décembre de 1’année 31, peut étre programmée a partir du
logiciel Eviews (fichier C1IEX4.PRG) a 1'aide des instructions suivantes (le schéma étant
multiplicatif, nous prenons le logarithme de la série brute) :

GENR TREND = @trend

GENR LELEC = LOG(ELEC)

SCALAR PI =3.14116

FOR !I=1TO 5

GENR CS!I =COS(2*PI/12*TREND*!I)

GENR SN!I = SIN(2*PI/12*TREND*!I)

NEXT

EQUATION EQl.LS LELEC C TREND CS1 CS2 CS3 CS4 CS5 SN1 SN2 SN3 SN4 SN5
GENR LELECVS = LELEC - (C(3)*CS1+C(4)*CS2+C(5)*CS3+C(6)*CS4+C(7)*CS5+
C(8)*SN1+C(9)*SN2+C(10)*SN3+C(11)*SN4+C(12)*SN5)

GENR ELECVS = EXP(LELECVS)
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Les résultats de la régression sont les suivants :

1S// Dependent Variable is LELEC
Included observations : 372

Variable CoefficienStd. Errort — Statistic Prob.
(¢ 7.348962 0.008593 855.2390 0.0000
TREND 0.005601 4.01E-05 139.7001 0.0000
csl —0.053527 0.006087 —8.794380 0.0000
Cs2 —0.004526 0.006086 —0.743596 0.4576
Cs3 0.017199 0.006086 2.825898 0.0050
Cs4 —0.000707 0.006086 —0.116124 0.9076
CSs5 —0.019774 0.006084 —3.250100 0.0013
SN1 —0.094215 0.006087 —15.47682 0.0000
SN2 0.016409 0.006086 2.696039 0.0073
SN3 0.002221 0.006086 0.364936 0.7154
SN4 0.000238 0.006087 0.039103 0.9688
SN5 —0.012598 0.006088 —2.069302 0.0392
R—squared 0.982319 F-statistic 1818.237

Les variables sont dans I'ensemble significatives a 'exception de CS4, SN3 et SN4 dont
les probabilités critiques sont supérieures a 0,05.
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Figure 1.8 — Série de production d’électricité brute et CVS
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L'examen de la figure 1.8 indique les limites de cette méthode : si la désai-
sonnalisation fonctionne bien au centre de I'historique, il demeure « un bruit »
aux extrémités.

¢) Régression sur variables indicatrices

Le principe est identique au précédent. L'extra-saisonnalité (E,) est modélisée
par une fonction polynéme, la composante saisonniére (S,) par un ensemble de
variables dichotomiques!, notées IN D, ;.

T

k i
t
X, =y + E o + E 8;IND,; + R, avec t =1, 2...,n et T la période de
i=1 i=1

l:
la saisonnalité (la plus souvent 7 = 12).

IND,; =1 sit correspond a la période saisonniere (ou ¢ est congru a i
modulo 7),

= (0 sinon.

Soit une chronique trimestrielle (T = 4) obéissant & un schéma additif et
possédant une extra-saisonnalité E, de type linéaire (k = 1).

Le schéma structurant de la chronique s'écrit alors :

4
X =O[0+a1t+28[INDI,i +Rt

i=1

Sous forme matricielle ce modele s’écrit :

X1 1 1 1 0 0 O [o4)) Rl
2 01 0 Oflo
B 30 01 0f31d
=l 4000 1|68
. T L O N .
X, 1 n .. || 04 R,

Dans la pratique, la 7°™® variable indicatrice n'est pas utilisée car la somme
des T variables indicatrices serait alors égale au vecteur unité et il y aurait donc
colinéarité stricte avec le vecteur unité relatif au terme constant. Il existe plu-

sieurs solutions a cette colinéarité2. La plus utilisée consiste & ne calculer que

1. Les termes de variables indicatrices, variables muettes sont aussi employés, les Anglo-Saxons
utilisent le terme de variable dummy. Pour des exemples d'application ¢f. Bourbonnais (2009).
2. Nous pouvons estimer aussi un modele sans terme constant sur variables centrées.
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T — 1 coefficients de saisonnalité et de vérifier pour le 7™ le principe de

4
conservation des aires : Z 86 =0=68,=—(8; +6,+ 63)

i=1

Le modele sous forme matricielle s'écrit alors :

ol [t 1 1 0o o w| [ R)]
12 0 1 0 o
.3 0 0o 1 5,
=4 -1 -1 -1 5| T
. 10 0 55
X, 1 n . . . R,

Les deux méthodes (fonctions trigonométriques et variables indicatrices)
conduisent a des résultats similaires. Elles présentent des avantages et des incon-
vénients identiques. Ces méthodes ne sont applicables que pour désaisonnaliser
des séries chronologiques structurées selon un schéma additif ou multiplicatif
complet.

Exercice n° 1.5

fichier C1EX1

Désaisonnalisation a I’aide de variables dichotomiques

On demande de désaisonnaliser les ventes du Tableau 1.1 par la méthode des variables
dichotomiques.

Solution

On génere donc trois variables indicatrices IND1, IND2 et IND3 puis on effectue la
régression avec les ventes comme variable a expliquer et quatre variables explicatives
(IND1, IND2, IND3 et une tendance).

Les résultats de la régression (cf. Tableau 1.9) indiquent les quatre coefficients saison-
niers.

S1 =—552,89
Sy, = —342,52
S3 = —515,48

D'ou S4 = 1410,89 (puisque la somme des quatre coefficients saisonniers doit étre
nulle).
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Tableau 1.9 — Résultat de la régression sur variables indicatrices (Eviews)

Dependent Variable : VENTE
Included observations : 12

Variable Coefficient Std. Error t - Statistic Prob.
C 1637.104 107.4081 15.24190 0.0000
TREND 1.625000 14.76525 0.110056 0.9155
IND1 - 552.8958 86.41142 - 6.398412 0.0004
IND2 - 342.5208 83.85051 - 4.084899 0.0047
IND3 - 515.4792 83.85051 - 6.147597 0.0005
R - squared 0.976356 F - statistic 72.26444

Nous remarquons que la tendance n'est pas significative.

N

d) La correction des variations saisonnieres a effets saisonniers additif
et multiplicatif simultanés!

Dans la pratique les séries chronologiques ne sont pas toujours le résultat d’un
schéma de décomposition additif pur ou multiplicatif pur. Le schéma de décom-
position mixte peut étre de la forme suivante : x, = (7, x S¥) + S*, avec T, =
Tendance, S,M = coefficient saisonnier multiplicatif, S[A = coefficient saisonnier
additif.

Estimateurs des moindres carrés pour le schéma mixte
Notations :
—n : nombre de cycles (d’années) d’indice courant i

— p : périodicité de la série, nombre de périodes (d’indice courant k) dans le
cycle

—i:indicedecycle; i =1,...,n
—k : indice de période ; k = 1,2,... p : k = (¢t — 1 modulo p) + 1

—t : indice de date d’observation, t = (i — 1) p + k correspondant a la k°
période du i€ cycle

—x, = x, : série brute a ladate t = (i — 1) p + k correspondant a la k® pério-
de du i€ cycle

— T, : valeur de la vraie tendance a la date ¢
— T, = T} : tendance linéaire estimée a la date ¢

— S : coefficient saisonnier fixe multiplicatif associé a la période k

1. Cf. Bourbonnais R. et Vallin Ph., 2007.
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— S @ coefficient saisonnier fixe additif associé a la période k

— E, : résidu, partie non expliquée de la série

Le principe consiste a déterminer simultanément par des estimateurs tenants
compte de la mixité du modele les deux jeux des coefficients saisonniers S} et S}*.

En observant que, si la tendance est connue (ou estimée), le modele est
linéaire en fonction des coefficients saisonniers, nous pouvons estimer les coef-
ficients saisonniers S} et S,j‘ (k =1,2,...,p) par les estimateurs des moindres
carrés, solution du systéme linéaire classique a 2 p inconnues et a 2 p équations :

S = (A'A)TAX

ou :

— X (np x 1) : le vecteur colonne des x, pour n cycles de p périodes consé-

1
Xy
cutifs, X = Y
X
x|
— X est composé des n sous matrices associées aux cycles i : X; = | --- |,
)
i=1...n
SM
. koo —
- S(2p x 1) : le vecteur colonne de composantes |: A i| ;k=1...p
k
T'I
—A(np x 2p) : lamatrice | T | ; ot T' est la matrice diagonale, d’ordre
T"1

p, d’éléments { Tk’} pour le cycle i, k variant sur les p périodes
— I est la matrice unité d’ordre p
— A’ transposée de A
— E : matrice colonne des résidus E,

Les estimateurs de S et S/ sont :

n
E Tk'x,’( — I’lkak
i=1

n

ST} T,

i=1

v
Sy =

SkA == fk - TkSl?/I

_ 1 & ) 1 <N .
Avec T; = — T etx;, = — X;.
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Nous retrouvons les estimateurs classiques du modele linéaire a une variable
explicative avec constante o, ici, la variable explicative est la tendance estimée
aladater: T, = T/. Ce résultat provient du fait que I’estimation des coefficients
saisonniers s’effectue par la résolution de p blocs indépendants de n équations.

Le modele de base est : x, = T, x S¥ 4+ S + E, ou avec la notation a deux
indices :

x, =T/ xS+ S} +E|

Le systeme s’écrit matriciellement : X = AS + E [1]

Chaque matrice carrée TV, i = 1,...n, de dimension (p x p) composant A
est de la forme :

T 0 0
T'=|0 T 0
0 0 T

On est donc ramené a p systetmes de n équations de régression indépen-
dantes, chaque systeme k, 1 < k < p, étant formé des n équations associées aux
n observations du k° cycle des n périodes permettant d’estimer les deux para-
metres S et ;' par les résultats classiques de la régression linéaire a deux
variables.

L’ensemble des équations de régression du systéme k s’écrit :
x; =T, xS +S'+E,, pouri=12,...n

Remarque : si A’A est inversible (c’est le cas en particulier si 7, = a;t + a,
avec a; #* 0), les estimateurs des coefficients saisonniers qui minimisent la
somme des carrés des résidus sont solutions du systeme : § = (A’A)'A’X [2]

Les sous-matrices diagonales permettent un calcul matriciel relativement
aisé et la relation [2] fournit les estimateurs présentés.

Cette méthode d’estimation des coefficients saisonniers permet de tester la
significativité des coefficients des deux types et, par suite, d’opter pour ’un des
trois modeles (additif, multiplicatif, mixte).
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Exercice n° 1.6

fichier C1EX5 (énoncé et solution)

Un exemple d’application de saisonnalité mixte
(additive et multiplicative) : le cas de la téléphonie mobile

Le marché de la téléphonie mobile est un marché récent, trois opérateurs interviennent
sur le marché frangais : Orange, SFR, et Bouygues Telecom. Ce caractere oligopolis-
tique engendre une activité marketing trés forte et des offres nouvelles trés fréquentes.

Nous nous situons fin 1999 (marché non encore mature), période pour laquelle la pré-
vision du nombre d’abonnés (les achats des cartes Sim') s’avérait cruciale pour chacun
des opérateurs. La saisonnalité (cf. figure 1.9) indique un pic tres important au mois de
décembre (cadeaux de fin d’année pour les particuliers), puisque le nombre d’abonnés
est deux fois plus élevé que la moyenne des ventes de I’année.

Deux segments de marché bien distincts coexistent en termes de comportement et de sai-
sonnalité : le professionnel et le particulier.

1200 -
1000 1 i
800 [ |
600 -|
400 -

200 4

janvos [ ®

—=— nombre d'abonnés

Figure 1.9 — Nombre d’abonnés (cartes Sim vendues)
a la téléphonie mobile en France en milliers

Sur cet historique de ventes (janvier 1995 a juin 1999, 54 observations) nous allons
appliquer les trois méthodes de désaisonnalisation (cf. Tableau 1.10), bien que le sché-
ma additif s’avere, au vu du graphique, a proscrire.

1. Lacarte Sim (Subscriber Identity Module) est 1a carte a puce que 1’on glisse dans I’appareil télé-
phonique et qui permet I’identification de 1’abonné.
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Tableau 1.10 — Coefficients saisonniers estimés selon trois méthodes

Schéma Mixte

Mois Additif Pur | Multiplicatif Pur Additif Multiplicatif
Janvier -29,29 0,88 -43 0,93
Février -67,27 0,81 22,4 0,70
Mars — 35,87 0,93 33,8 0,78
Avril -67,24 0,83 24,6 0,72
Mai -64,94 0,89 61,0 0,63
Juin 45,67 1,14 -23,1 1,20
Juillet —22,54 0,94 4,0 0,93
Aolt - 113,40 0,63 10,3 0,60
Septembre 10,96 1,03 -11,7 1,09
Octobre 40,16 1,13 -21,2 1,21
Novembre 13,65 1,02 —34,6 1,16
Décembre 290,12 1,78 -61,3 2,05

A la lecture des coefficients saisonniers estimés, nous constatons de fortes différences.
1l est intéressant de constater que dans le cadre du schéma mixte, les coefficients addi-
tifs et multiplicatifs ne connaissent pas le méme profil d’évolution. Cela nous suggere
que pour le marché professionnel, justifiable plutdt du schéma additif car déja stabilisé
dans les années 1998, le profil saisonnier n’est pas le méme que pour les particuliers,
relevant du schéma multiplicatif avec un marché en pleine expansion soumis a trois
pointes : juin (avant les départs en vacances), octobre (rentrées scolaire et universitaire)
et décembre (fétes de fin d’année).

Afin d’évaluer la pertinence de ces trois méthodes, nous comparons la somme des car-
rés des écarts (cf. Tableau 1.11) entre valeurs observées et valeurs ajustées a I’aide d’un
modele a tendance linéaire et saisonnalité.

Tableau 1.11 — Somme des carrés des écarts entre les valeurs observées
et les valeurs ajustées

Schéma additif Schéma Schéma mixte
multiplicatif
Somme des carrés 312 501 90 163 40 801
des écarts
Degrés de liberté 54-11=43 43 32
Carré moyen 7 267,46 2 096,81 1 316,16

En faisant ’hypothese de la normalité des écarts, nous pouvons procéder a un test de
Fisher tel que :

(90163 —40801)/11
- 40801/32

*

=3,51 > F)}%, =2,10.
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Ce test laisse présager qu’il existe une différence significative de la somme des carrés
des écarts entre le schéma multiplicatif et le schéma mixte.

Comme nous pouvions 1’anticiper, le schéma additif s’avere trées mauvais et le schéma
mixte préférable au schéma multiplicatif pur (carré moyen deux fois plus faible).

Nous comparons (cf. figure 1.10) les résidus d’estimation entre le schéma mixte et le
schéma multiplicatif.

-100

—®—Résidus schéma Multiplicatif —8—Résidus schéma Mixte

Figure 1.10 — Résidus d’estimation schéma multiplicatif et schéma mixte

Sur la période 1995 a 1998, le schéma multiplicatif procure des résidus d’estimation
d’égale amplitude aux résidus du schéma mixte. En revanche, apres 1998 — période
d’émergence du marché pour les particuliers — le schéma mixte fournit un ajustement de
meilleure qualité, comme 1’illustre le Tableau 1.12.

Enfin, nous pouvons noter que dans le cas d’utilisation de cette méthode pour élaborer
des prévisions, des variables d’intervention pour décembre 1997 et décembre 1998
devraient étre intégrées au modele.

Tableau 1.12 — Somme des carrés des écarts entre les valeurs observées
et les valeurs ajustées sous-période janvier 1998 a juin 1999

Schéma multiplicatif Schéma mixte

Somme des carrés des écarts 47 709 14713

Le schéma mixte, sur cet exemple et sur la totalité de la période, semble préférable a un
schéma multiplicatif. De plus, il permet d’identifier pour ce marché les coefficients sai-
sonniers multiplicatifs et additifs correspondants a deux marchés distincts (profession-
nels et particuliers) qui émergent a partir de 1998.
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2) Les méthodes de filtrage

Un filtre est une transformation mathématique de la chronique. La chronique
entrante porte le nom d'input du filtre et le résultat de la transformation (la chro-
nique sortante) porte le nom d'output.

Xy Vi
_ FILTRE —_—
entrant sortant

Le filtre le plus utilisé pour désaisonnaliser une chronique est celui de la
moyenne mobile.

a) Les moyennes mobiles simples

La moyenne mobile simple est un filtre symétrique a horizon fini!. Il s'agit d'une
succession de moyennes arithmétiques de longueur choisie égale a L (appelée
ordre de la moyenne mobile). Les formules générales de filtrage par moyenne
mobile symétrique sont les suivantes :

N

*Si l'ordre de la moyenne mobile correspond & un nombre impair
(L=2m+1,avecm € N*),y, = Xiti

i=—m

2m + 1

* Si l'ordre correspond a un nombre pair (L = 2m, avec m € N*), il faut
recourir a un artifice de calcul afin de faire correspondre le terme central x;,
a la valeur de la moyenne mobile y;.

1 1 i=m—1 1
i = m |:§xz—m + i:—zm:+1 Xiyi + Exz+mi|

Les moyennes mobiles simples ont pour propriétés d'éliminer une saisonna-
lit¢ de période égale a I'ordre de la moyenne mobile, de laisser « passer » 1'ex-
tra-saisonnalité et de lisser le résidu. Ces propriétés fondent les méthodes de
désaisonnalisation utilisant ces filtres. Par construction, les moyennes mobiles
sont plus courtes — en nombre d'observations — du fait de la perte de m valeurs
aux extrémités de la chronique.

b) Désaisonnalisation par les moyennes mobiles simples

L'organigramme de désaisonnalisation de la chronique par 1'usage de la moyen-
ne mobile simple est identique a la figure 1.7, seule change 1'étape de calcul de
l'extra-saisonnalité (la tendance) qui est appréhendée, dans ce cas, par une
moyenne mobile d'ordre égal a la période de la saisonnalité.

1. Ce filtre est décrit plus précisément au chapitre 4.
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Exercice n° 1.7

fichier C1EX1

Désaisonnalisation par moyenne mobile selon un schéma additif
On demande de désaisonnaliser la série des ventes du Tableau 1.1 par moyenne mobile
(schéma additif)

Solution

Les résultats de cette méthode sont consignés sur le Tableau 1.13.

Exemple de calcul :

E3 = (0,5 x 1248 4+ 1392 4 1057 4- 3159 + 0,5 x 891)/4 =1 669,34

Les écarts relatifs aux mémes trimestres sont rassemblés et leurs moyennes sont calcu-
Iées (coefficients saisonniers provisoires). Enfin, les coefficients saisonniers sont nor-
malisés afin de respecter le principe de la conservation des aires.

Tableau 1.13 — Calcul des coefficients saisonniers par écart par rapport
a la moyenne mobile

DATES VENTES Ez (4) VENTES CVS
Ecart =
Ventes — E,
T1 1 248,30 1841
T2 1392,10 1745
T3 1 056,60 1 669,34 -612,74 1565
T4 3 159,10 1 583,80 1575,30 1705
T1 890,80 1 550,58 - 659,78 1484
T2 1 065,30 1 530,09 — 464,79 1418
T3 1117,60 1 532,90 -415,30 1626
T4 293420 1 612,66 1321,54 1480
T1 1138,20 1 674,84 — 536,64 1731
T2 1 456,00 1707,67 - 251,67 1 809
T3 122430 1732
T4 3090,20 1636
Moyenne 1647,73 1647,73
Ecart type 866,72 136,63
CvV 0,53 0,08
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Tableau 1.13 — Calcul des coefficients saisonniers par écart par rapport
a la moyenne mobile (suite)

Coefficients saisonniers provisoires Coefficients

saisonniers
définitifs
Si —598,21 = (—659,78 — 536,64)/2 —592,70
$ —358,23 = (—464,79 — 251,67)/2 —352,72
S3 —514,02 = (—612,74 — 415,30)/2 —508,51
Sa 1 448,42 = (1 575,30 + 1 321,54)/2 1 453,93

Somme —22,04 0,00

Nous pouvons calculer la série CVS par différence entre la série brute et les coefficients
saisonniers définitifs du trimestre. Le coefficient de variation, 1a encore, diminue consi-
dérablement entre la série brute et la série CVS.

L'utilisation de coefficients saisonniers identiques pour la période historique de
la chronique montre que cette technique est surtout utilisable dans le cas d'une sai-
sonnalité rigide.

as d'une saisonnalité souple

1) Les méthodes CENSUS'

La désaisonnalisation par la moyenne mobile simple d'une chronique est sou-
vent insuffisante pour diverses raisons (saisonnalité fluctuante, extra-saisonnali-
té complexe...).

En 1954, J. Shiskin, spécialiste des cycles économiques, propose une métho-
de de désaisonnalisation utilisant, de fagon itérative, plusieurs moyennes
mobiles. Shiskin, chercheur au Bureau of Census des Etats-Unis a donné le nom
de Census-1 a cette méthode. Depuis 1954, elle a connu de nombreuses amélio-
rations a partir de Census-2 et ses onze versions expérimentales. En 1967,
Shiskin associé a A. H. Young et J. C. Musgrave propose la version
Census x 11 qui est restée longtemps la méthode la plus utilisée pour désai-
sonnaliser les chroniques (notamment par 1'INSEE). En 1979, E. B. Dagum fait
évoluer la version Census x 11 en Census x 11 ARIMA.

Enfin actuellement, le bureau of Census utilise la version X12-ARIMA
(appelée aussi Reg-ARIMA) développée par Findley.

1. Pour approfondir sur la désaisonnalisation cf. Darne, 2002.
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Comme les méthodes Census sont baties a partir d'itérations successives de
moyennes mobiles d'ordre différent pour mieux appréhender 1'extra-saisonnali-
té (E;) de la chronique ainsi que les fluctuations de la saisonnalité, elles font
perdre de l'information a l'extrémité terminale de la chronique. Cette perte d'in-
formation est comblée par une prévision de type Box et Jenkins (cf. chapitre 7),
avant la désaisonnalisation de la chronique, d'un nombre de points égal a la perte
d'information inhérente a l'utilisation des moyennes mobiles.

De facon concurrente, d'autres méthodes ont vu le jour, par exemple celle
CPB X11 élaborée par le Central Bureau of Statistics des Pays Bas. Il s'agit
d'une version corrigée de la technique CPB1 — créée en 1980 par le Central
Planning Bureau. Elle a été construite pour des chroniques dont la saisonnalité
évolue rapidement (instabilité du schéma de décomposition).

Nous présentons, 2 titre illustratif, 'algorithme! simplifié, en cinq étapes, de
la version trimestrielle de Census x 11 selon un schéma additif.

a) Premieére estimation de la composante saisonniére

Application d'une moyenne mobile (M°) centrée d'ordre 5 avec pour coeffi-
cients : 0,125 ; 0,250 ; 0,250 ; 0,250 ; 0,125 a la série x,. Soit z, la série filtrée
(premigre estimation de la tendance) ; on calcule S1, = x;, — z, puis, de nou-
veau, on applique a la série S1, une moyenne mobile (M') centrée de 5 ans avec
pour coefficients : 0,111 (en t —8 et t +8) ; 0,222 (en t —4 et t +4) ;
0,333 (en ) ; (la somme des cinq valeurs étant divisée par 0,999). La série résul-
tante est lissée par un filtre S de coefficients —0,125 (ent — 2 et + 2) ; —0,250
(ent — 1l ettt + 1);et 0,750 en ¢. La série filtrée est une premiere estimation des
coefficients saisonniers CS1,.

b) Premiere correction pour valeurs aberrantes

Pour chaque trimestre, 1'écart type o; de CS1; est calculé et on corrige les
valeurs de S1, a l'extérieur de l'intervalle CS1 & o,. La nouvelle série ainsi
obtenue est lissée par le filtre M' puis par le filtre S. La série résultante est une
deuxieme estimation des coefficients saisonniers CS2,, soit x“"*' = x, — CS2.

¢) Estimation de la tendance

On applique a x5! une moyenne mobile de Henderson d'ordre 5 ayant pour coef-

ficients : —21 (ent — 2 ettr +2);84 (ent — 1 ett + 1) ; et 160 en ¢, le total étant
divisé par 286. La série résultante zz, est une nouvelle estimation de la tendance.

d) Evaluation finale de la composante saisonniére

L'estimation de la saisonnalité est donnée par : S2, = x, — zz;, on lui applique
une moyenne mobile de 7 ans de coefficients 1 (en# — 12 et  + 12) ; 2 (en
t—8ett+8);3(ent—4 ett+4);et3ent; afin dobtenir une somme
annuelle des coefficients nulle, on applique au résultat le filtre S et on appelle

1. Laroque 1977
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C S, le résultat obtenu. Enfin, une derniére correction des valeurs aberrantes est
effectuée sur la série CVS : xV$* = x, — CS..

Toutes ces opérations sont itérées deux fois. Cette méthode utilise 21
moyennes mobiles dont il est démontré qu'elles se regroupent en une seule por-
tant sur 28 trimestres de part et d'autre de l'instant considéré. Cette méthode
d'analyse n'est donc applicable qu'a des séries longues de minimum huit années
d'historiques. Le lecteur peut facilement par lui-méme utiliser cette méthode
fondée sur l'utilisation du filtre moyenne mobile.

Exercice n° 1.8

fichier C1EX4

Désaisonnalisation par la méthode de Census X11

On demande de désaisonnaliser par la méthode de Census X11, la série de pro-
duction d'électricité en Australie, mensuellement sur 31 ans.

Solution

L'application de cette méthode (sur les vingt dernieres années), selon un schéma multi-
plicatif, peut étre utilisée directement (Fonction PROCS) a partir du logiciel Eviews.
Nous ne pouvons pas présenter, dans le cadre restreint de ce manuel, I'ensemble des
calculs. Seuls les graphiques de la série brute et CVS sont présentés (cf. figure 1.11).

14000

12000
10000
8000
6000 -

4000 4 o A4

2000

Figure 1.11 — Série de production d’électricité brute et CVS (méthode Census X11)

2) La démodulation complexe

C'est l'analyse des signaux physiques en radiodiffusion et en télécommunica-
tion. La démodulation est 1'opération qui consiste a faire varier les caractéris-
tiques de la fonction sinusoidale, fonction qui représente la décomposition de
Fourier d'un signal.
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Nous pouvons résumer les principales étapes de la méthode! de la fagon sui-
vante.

Soit une chronique x,, t = 1..., n qui présente une saisonnalité de période T

. L. . R 2
et x! la chronique obtenue de x, en la multipliant par e’“0" oll, wy = — est la
0

fréquence de la saisonnalité :

1 —iwgt

X, = x,e = x, cos (wot) — ix, sin (wot) = U, — 1V,

Soit F un filtre passe-bande, c'est-a-dire un filtre qui conserve les fluctua-
tions de basses fréquences (proche de zéro, comme par exemple la fréquence
d'un extra-saisonnier) et qui élimine celles des moyennes et hautes fréquences.

On appelle démodulé complexe, noté %,**’, I'application de ce filtre F a x

X = F(x)) = F(U) — iF(V,)
=3~ iz

On caractérise le démodulé complexe d'un processus réel par son module
(R,) et par son argument (6,). Pour w, € [0; m] on a:

R, =2z + 2

0, = Arctg <—i)
zy

R, représente 1'amplitude du démodulé complexe et 6, sa phase.

On appelle remodulé complexe x,(wo) la série chronologique qui décrit I'évo-
lution temporelle de la fluctuation de fréquence wy, ici la saisonnalité. Elle est

telle que :
x 0 = 0 gliwon — (z) — iz}) (cos wot + i sin wyr)

Pour un processus réel et pour w, € [0; 7], nous avons :

X0 = 27/ cos wyt + 2z, sin wot

Ainsi, de maniere pratique pour une série mensuelle, on calcule le remodulé
2n 2w 27 2w

ERENEREYS
somme de tous ces remodulés constitue 1'évolution de la saisonnalité. La chro-

2
pour la période % puis pour les périodes harmoniques

nique désaisonnalisée est alors : x&"% = x, — )" des remodulés complexes.

1. Mélard, 1975.
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Cette méthode nécessite une forme additive ou une forme multiplicative
complete de la structure de la chronique. Elle présente un intérét certain puis-
qu'il est possible de calculer I'évolution de 1'amplitude et de la phase du remo-
dulé. Cette technique est cependant trés peu employée pour désaisonnaliser les
chroniques en raison de la nature du filtre F. En effet, il est indispensable de
choisir un filtre « passe-bande » de type moyenne mobile. Or, la bande passan-
te de ce filtre est d'autant plus étroite que la fréquence w, est proche de 0 et donc
que l'ordre de la moyenne mobile est élevé. Ceci entraine une perte d'informa-
tion importante au début et a la fin de la série.

Comme par ailleurs, la moyenne mobile est un filtre imparfait pour les hautes
fréquences, on recourt a un compromis combinant deux moyennes mobiles (d'ou
le nom de double fenétre attribué a cette méthode). Nous pouvons vérifier gra-
phiquement, que pour une série mensuelle, la combinaison optimale est réalisée
avec des moyennes mobiles ! d'ordre 12 et 18 ; mais il y a une contradiction
entre la finalité du résultat recherché et les longueurs des moyennes mobiles qui
font « perdre » 15 observations aux extrémités de la chronique.

Exercice n° 1.9

fichier C1EX4

Désaisonnalisation par démodulation complexe

On demande de désaisonnaliser par la méthode de démodulation complexe, la série
de production d'électricité en Australie, mensuelle sur 31 ans.

Solution

L'application de cette méthode, selon un schéma multiplicatif, peut étre programmée a
partir du logiciel Eviews a l'aide des instructions suivantes (C1EX9.PRG) :

GENR TREND = @trend

SCALAR PI =3.14116

GENR LELEC = LOG(ELEC) 'Schéma multiplicatif
GENR SY =0

FOR !I=1TO 5

IF !T=1 THEN SCALAR w0 =12 ENDIF

IF !I=2 THEN SCALAR w0 =6 ENDIF

IF !I=3 THEN SCALAR w0 =4 ENDIF

IF !T=4 THEN SCALAR w0 =3 ENDIF

IF !I=5 THEN SCALAR w0 =2.4 ENDIF

GENR U = LELEC*COS (2*PI/w0*TREND)

GENR V = LELEC*SIN(2*PI/wO*TREND)

" CALCUL DES MOYENNES MOBILES D'ORDRE 12 ET 18
GENR F1 = @MOVAV(U,12)

GENR FU = @MOVAV(F1,18)

1. Terraza, 1981.
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GENR F1 = @MOVAV(V,12)

GENR FV = @MOVAV(F1,18)

IF !I=1 THEN GENR R = 2+*sqr(FU"2+FV*2) ENDIF

GENR Y!I = 2*FU*COS (2*PI/wO*TREND)+2*FV*SIN(2*PI/w0*TREND)
GENR SY = SY+Y!I

DELETE Y!I

NEXT

" CALCUL DE LA SERIE CVS

GENR LELCVS = LELEC - SY

GENR ELECVS = EXP(LELCVS)

ELEC ELECVS R
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2
Figure 1.12 — Production d'électricité brute, CVS et module R, pour wy = 1—721

3) La méthode TRAMO-SEATS

Cette technique fait partie des méthodes paramétriques fondées sur 1’extraction
du signal d’une chronique qui correspond a une de ses composantes. Elle repo-
se essentiellement sur 1’analyse spectrale (cf. chapitre 3) et s’apparente de ce fait
a la démodulation complexe. La méthode TRAMO (« Times series Regression
with ARIMA noise, Missing observations and Outliers ») est un logiciel qui
modélise a ’aide d’un processus ARIMA (cf. chapitre 6) la série brute. Il est
complété par le programme SEATS (« Signal Extraction ARIMA Series ») qui
décompose la série et qui en extrait le signal choisi en utilisant 1’analyse spec-
trale. Cette méthode! est a rapprocher de celle de Koopman? qui utilise le logi-
ciel STAMP.

1. Cf. Gomez V., Maravall A., 1997.
2. Koopman S. J. et alii, 1995.
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révision d'une série
chronologique

ans ce chapitre nous examinons les méthodes traditionnelles de

prévision des séries chronologiques. Nous nous intéressons tout

d’'abord au cas d'une chronique dépourvue de saisonnalité et aux
méthodes de prévision susceptibles d'étre utilisées : extrapolation de ten-
dance, lissage exponentiel simple et double. Puis nous traitons le cas des
séries chronologiques affectées d’'un mouvement saisonnier, nous envisa-
geons alors les méthodes de prévision permettant I'extrapolation des dif-
férentes composantes et le modéle de Holt-Winters. Ces techniques,
extrémement simples a mettre en ceuvre a partir d'un tableur, sont main-
tenant utilisées couramment en entreprise pour la prévision des ventes,
par exemple.

révision d'une chronique non saisonniére

Si une chronique ne possede pas de saisonnalité ou a été désaisonnalisée, il est
indispensable de tester la présence ou non d’une tendance. Les tests relatifs a
cette détection utilisent la plupart des instruments déja présentés pour 1’existen-
ce de la saisonnalité, a savoir :

— la représentation graphique de la série brute ;
— I’analyse de la variance ;
— la fonction d’autocorrélation ;

— le spectre.
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Le graphe du résidu de la chronique — hors tendance et hors saisonnalité —
avec les hypotheses stochastiques classiques (espérance nulle ou constante,
homoscédasticité, indépendance) se présente comme une série de nombres au
hasard limitée en amplitude par deux bandes paralleles. On en déduit que toute
autre forme du graphique est révélatrice de I’existence d’une extra-saisonnalité
dans la chronique. L’utilisation de la décomposition de la variance (tableau de
Buys-Ballot) conduit en présence d’une tendance a un effet ligne significatif qui
s’élimine lorsque la série est transformée par les différences premieres ou par
une régression sur le temps (cf. chapitre 5).

Lorsqu’une tendance existe et présente une forme analytique assez pronon-
cée, comme une tendance linéaire par exemple, la fonction d’autocorrélation de
la chronique posséde des valeurs élevées qui décroissent lentement!. De méme
la fonction spectrale (cf. chapitre 4) se caractérise par des valeurs importantes
aux tres basses fréquences.

Ces instruments peuvent étre nécessaires, mais ils sont insuffisants. En effet,
la forme d’une fonction d’autocorrélation ou d’un spectre n’est pas toujours
révélatrice d’une tendance qui néanmoins peut exister.

Cette recherche de tendance peut étre complétée a partir de tests de détection
d’une tendance.

ests de détection d'une tendance

1) Le test du Turning Point

Pour une chronique x,, un Turning Point est une observation telle que (x,_; < x,
et x; > x,,1) ou (x,_; > x; et x, < x,41). On appelle T le nombre de ces points
de retournement. Si x, est un bruit blanc alors la probabilité d'avoir un retourne-

. . 2(n
ment au temps ¢ est 2/3, soit sur n observations % retournements. On peut

donc démontrer que :

2(n—3) _
3

16n—29
VIT] = & ~opetT — N (E[T]; VIT))

E[T] =

t

Une valeur importante de 7 — E[T] indique que la chronique fluctue beau-
coup plus rapidement qu'un bruit blanc.

1. Les Anglo-Saxons parlent de 1’absence de cut-off, ¢’est-a-dire de rupture brusque de la fonction
d’autocorrélation.
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Une valeur de T — E[T] tres négative indique 1'existence d'une corrélation
positive entre valeurs voisines.
T — |

On rejette I'hypothese de bruit blanc au seuil de 5 % si : —— > 1,96.
or

2) Le test des signes

Ce test est fondé sur le nombre de fois ou 1'écart entre deux valeurs successives
est positif, soit s cette fréquence. On démontre que :

n—1) _
2 ~o
n+1

Els] =

s

Vis] = ~olets — N (5 07)

On peut vérifier qu'une valeur importante de (s — w,) indique la présence d'une

tendance dans la chronique. On rejette alors I'hypothese de bruit blanc au seuil
|S — Mv'

de5 % si—— > 1,96.
O

3) Le test de rang (Rank Test)

Ce test est souvent utilisé pour détecter des tendances linéaires dans les séries
brutes. On appelle p le nombre de paires (i,j) tel que x; > x; avec j > i ou
{ i=1,...n—-1
j=1,...n—1
On démontre que :

-1
Elp]l = % Ny
Vipl = = 1)8(2n+5) ~oyetp — N(u,:0,)

Une valeur élevée de la différence (p — u,) indique la présence dans la
chronique d'une tendance linéaire. L'hypothese de bruit blanc est alors rejetée si
\p - Mp\

Op

> 1,96 au seuil de 5 %.

Ces trois tests sont essentiellement utilisés pour détecter 1'existence d'une ten-
dance linéaire dans une chronique ; ils sont moins performants pour rechercher
la présence de mouvements de long terme comme, en particulier, des cycles. Ils
peuvent utilement compléter les méthodes traditionnelles de recherche d’une
tendance dans une chronique non saisonniere (cf. partie I).
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Si les tests décrits dans ce chapitre indiquent 1’absence d’une tendance, cela
signifie pour les méthodes classiques, que la chronique n’est structurée que par
le résidu R,. Ce résidu — par hypothese — est une succession de nombres au
hasard indépendants entre eux, donc sans structure et de moyenne nulle. La pré-
vision de la chronique est donc la moyenne de ce résidu c’est-a-dire égale a 0 ou
a une constante si la série n’est pas centrée.

En réalité, nous verrons ultérieurement que ce résidu peut avoir une structure
sans qu’il possede une tendance. C’est par exemple une structure autorégressive
« a mémoire », il est donc prévisible mais par les méthodes présentées lors de la
partie 2.

nalyse par régression

Si une tendance existe suite aux tests effectués sur la série brute, 1’utilisation
correcte des techniques suppose que 1’on puisse distinguer la tendance détermi-
niste de la tendance aléatoire. La tendance déterministe est celle qui se présente
sous une forme analytique pour I’ensemble des observations de la chronique.
Elle peut étre linéaire ou non.

La technique des moindres carrés ordinaires (MCO) fournit les estimateurs
de a et b respectivement notés : (a,b) ainsi que les nombreux tests associés
(tests des parametres, test des résidus, test d’adéquation...).

— la tendance non linéaire est transformable en tendance linéaire : (fonction
puissance, fonction logistique...) ; la méthode employée est celle des
moindres carrés ordinaires sur les données transformées ;

—la tendance non linéaire est non transformable par anamorphose ; on
recourt 2 des algorithmes d’optimisation non linéaire! afin d’estimer ses
parametres.

Ces méthodes postulent des parametres constants dans le temps et la prévi-
sion porte plutdt le nom d’extrapolation de la chronique. Elle reste utile pour
estimer les tendances « lourdes » des phénomenes économiques, « toutes choses

étant égales par ailleurs »2.

1. Ces algorithmes de recherche de racines dans les polyndomes sont du type Newton-Raphson,
Powell, Marquardt ou Nelder et Mead (cf. Himmelblau, 1972).
2. Un exemple d’extrapolation par les MCO est donné a I’exercice 2.3 de ce chapitre.
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Exercice n° 2.1

Fichier C2EX1

Estimation d’un modele de diffusion de type Logistique

Le Tableau 2.1 présente les ventes cumulées (en milliers d’unités) d’un CD audio d’un
artiste a succes sur 19 semaines.

Tableau 2.1 — Ventes cumulées sur 19 semaines (milliers d’unités)

Semaines Ventes
1 44,7
2 61,0
3 81,3
4 105,8
5 134,0
6 165,6
7 200,1
8 236,9
9 2754
10 315,0
11 355,2
12 3953
13 4348
14 473,3
15 510,1
16 544.9
17 577,3
18 607,0
19 6339

On demande d’estimer les ventes par un modele de diffusion de type Logistique selon
deux méthodes :

— en faisant ’hypothese d’un seuil de saturation a 800 000 unités,

— en estimant I’ensemble des parametres du modele a 1’aide du « solveur » du tableur
Excel.

Solution

Le modele logistique s’exprime de la maniere suivante :

Ymax

T Tt

avec :
Ymax l€ seuil de saturation,

b et r deux parametres caractéristiques du modele (b > 0 et —1 < r < 0).
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Les propriétés sont les suivantes :
Sit - —oo alors y, — 0,
sit — 00 alors ¥, = Ymax.

Le point d’inflexion de la courbe est fixe, il est atteint lorsque les ventes cumulées repré-
sentent 50 % du seuil de saturation yax.

La représentation graphique est une courbe en « S ». La figure 2.1 présente 1’évolution
des ventes cumulées en fonction des semaines. Ce graphique peut suggérer une évolu-
tion selon un modele de diffusion, nous serions alors a proximité du point d’inflexion.

700

500 =
400 .

300 "

200 .

100 -

Figure 2.1 — Ventes cumulées

Les données correspondent visuellement a un modele de type logistique dont nous
allons estimer les parametres. Par analogie avec un précédent CD du méme artiste, on
pense que les ventes maximums seront de 800 000 unités.

Pour procéder a I’estimation des parametres avec yna.x = 800, nous allons linéariser la

. ymax
fonction : y, = .
onction @y, l+brt
Ymax g et Iy Ln(M—l) — Ln(b) + ¢ Ln(r)
Vi Vi Vi

(Ln = logarithme népérien).

Vi Vi
et le modele linéaire s’écrit donc : Y, = ag + ait + &, avec b = e® et r = e,

. N Vinax 800
Soit a calculer la nouvelle variable a expliquer: y, =Ln( — — 1] =Ln -1

Les résultats de I’estimation de la régression sur le temps (¢ = 1,2,....,19) sont les sui-
vants : Y; = 2,788 — 0,224«
Ymax 800

Le modele estimé s’écrit : y, = =
1+brt  1+416,25x0,7988

Eneffet: b =e% = &> = 16,25 et 7 = et = e 0 =0,7988
La résolution analytique (cf. onglet solveur) donne les résultats suivants :

717
= dmax , le seuil de saturation est donc de 717 (avec
1+ brt 1+ 14,72 x 0,785"

somme des carrés des écarts = 699,34).

i
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e lissage exponentiel

La technique du lissage exponentiel est utilisée dans le cas d’une chronique
affectée d’une tendance aléatoire!. Nous supposons, dans ce chapitre, que ce
type de composante se présente lorsque son évolution n’est pas modélisable par
une forme fonctionnelle.

Les techniques de lissage exponentiel ont été introduites par Holt en 1957
mais surtout par Brown en 1962.

Le lissage regroupe l’ensemble des techniques empiriques qui ont pour
caractéristiques communes d’accorder un poids plus important aux valeurs
récentes de la chronique. Ces méthodes portent aussi le nom de filtrage, car il
s’agit d’une opération mathématique transformant un entrant x, en une nouvelle
chronique sortante y,.

Les méthodes de lissage exponentiel non saisonnier supposent que la chro-
nique de départ est structurée de la facon suivante :

A= ﬁ(k) + &
ou : E[e,] =0
Ele’] =02 Vi
Elge/] =0 Vi, V', Vt#1¢
1% fonction polynomiale (de degré k) dont les parametres dépendent du temps.
Les méthodes de lissage se différencient entre elles selon le degré de £,* ; les
degrés les plus utilisés sont k =0 etk = 1.
¢ Ainsi, si k = 0, la série s’écrit :
x,=a,+¢&VvVt
avec a, = a constante sit € {n;; n,} C {1; n}. Uensemble {n,; n,} porte le
nom d’ensemble (ou intervalle) local. Cet intervalle peut correspondre au
pas At de la chronique ou encore a la période de prévision. La méthode de

lissage exponentiel adaptée a ce type de modele est le lissage exponentiel
simple (LES).

eSik=1alorsx, =a,+bt+e¢ VvVt
avec :
a, =aetb,=bsit e{n;n,} C{l;n}
La méthode employée dans ce cas est le lissage exponentiel double (LED).

Lorsque k est quelconque, la méthode de lissage porte le nom de lissage
exponentiel général, noté LEG.

1. Le chapitre 4 présente les tests statistiques permettant de distinguer les tendances déterministes
des tendances aléatoires (ou stochastiques).
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1) Le lissage exponentiel simple (LES)

a) Formulation générale

Supposons que x; représente les ventes d’un produit quelconque en ¢. Ces ventes x;,
peuvent étre considérées comme le résultat d’'une combinaison linéaire infinie de
ses valeurs passées, le poids (ou I’influence) du passé sur le présent étant décrois-
sant avec son ancienneté. Nous pouvons €crire la combinaison linéaire selon :

Ziei=bx,_ +byx, o+ ... +bx,y+... avech, > by > ...>b, > ...

Elle représente la valeur lissée de la chronique x, calculée en ¢+ — 1. Par
hypothese et lorsque les parametres sont estimés, cette valeur lissée peut Etre
considérée comme la valeur prévue de x, calculée en t — 1 pour ¢ Soit :
-1 = xrpfl,t =%

Le probléme est donc de déterminer les coefficients b, conformément a 1’hy-
pothese du lissage. Pour cela on suppose que la combinaison linéaire obéit a un
modele géométrique normalisé (modele de Koyck) :

—1il est géométrique car les poids de la combinaison linéaire décroissent
exponentiellement ;

— il est normalisé car la somme des poids est égale a 1.

Pour que les poids (b;) décroissent exponentiellement, on écrit :

b =b(1—2)% 0<A<1l k=12...eth eR
D’oﬁ:Zbk:bZ(l—A)k
k=1 k=1

Or Z(l — X)* est la somme d’une progression géométrique de raison (1 — A)
k=1
inférieure & 1, d’obt Y b, = b

k=1

1—2
A

, on constate donc que les poids ne sont pas

normalisés.

Pour les normaliser on les divise par leur somme, tel que :

by

wp =

=A(1 =1 = Za)k =1,
bk k=1

[

k=1

En remplagant les poids w; dans le modele géométrique infini :

Zi =% = x g+ A1 = )x 0+ A1 = A)x 5+ ...

=4 (= Nxiy
i=0
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Cette formule peut aussi s’écrire! :

}\, = )\,x,,1 + (1 — )\,)[)\,thz + )\,(1 — )\,)X[,3 + .. ] Soit :
X =R + (1 — V)X

Sous cette forme le lissage est une moyenne pondérée de la derniere réalisa-
tion et de la derniere valeur lissée.

Ouencore : X, = X, + A(x_; — Xi_1)

Le lissage apparait comme le résultat de la dernicre valeur lissée corrigé par
une pondération de I’écart entre la réalisation et la prévision.

Le parametre A, appelé la constante de lissage, joue un rdle important :

— lorsque A est proche de 0, la pondération s’étale sur un grand nombre de
termes du passé, la mémoire du phénomene étudié est forte et la prévision
est peu réactive aux dernieres observations ;

—lorsque A est proche de 1, les observations les plus récentes ont un poids
prépondérant sur les termes anciens, la mémoire du phénomene est faible
et le lissage est tres réactif aux dernieres observations.

La figure 2.2 illustre le poids décroissant accordé au passé en fonction de dif-
férentes valeurs de A.

A un instant donné de Ihistorique, le calcul de X, = x”,, est réalisable
puisque tous les éléments de la formule sont connus. Pour la prévision de la
chronique (t =n+ 1..., n + h, avec n 4+ h I’horizon de prévision du modele)
ce calcul ne peut étre effectué que pour le premier pas du temps.

| —®-0.30 —+0.60 —#—0.80 —%— MOYENNE |

21 =2
0.80
0.70
0.60
0.50
0.40
0.30
0.20 -
0.10
0.00

—N
-9 -10

Figure 2.2 — Pondération décroissante de I'information avec son ancienneté :
comparaison entre une moyenne classique (poids identique = 0,10) et trois valeurs de
A (poids géométriqguement décroissant)

1. Dans certains ouvrages le lissé est z; et la formule du LES s’écrit X;41 = Ax; + (1 — A)X; ce
qui harmonise 1’ensemble des formules du lissage mais pose un probleme d’écriture pour I’er-
reur de la prévision
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En effet :

Pour t=n+1= x4 =ix, +(1-Mx,=x,,., (&, x,, et X, sont
connus).

En revanche, pour t=n+4+2= X, =2+ —=2x,4 = an o la
valeur de x,,; est inconnue. La seule information dont nous dlsposons est sa pre-
vision X,.. En substituant cette valeur dans 1’équation, on obtient X, » = X4
et plus généralement X, = X,4.

Les valeurs prévues a partir d’un LES sont donc identiques entre elles et
égales a celle prévue en n + 1. Ce résultat est conforme a I’hypothese de base
du modele X, = a, = a sur un intervalle local (celui de la prévision).

Il est possible de calculer le délai moyen de réaction — certains auteurs par-
lent d’age moyen de I’information — qui est la moyenne pondérée des coeffi-
cients de lissage.

A=" or Zk(l — A)" =1 (par construction).

Zm —) i=0

A=Al —2) +20(1 — A2 +3r(1 —2)° + ...
=AA =2 +20=-0*+30=1)°+..]
=AS
Calculons I’expression : S — (1 — 1)S = AS

S=0=2)+21=2)>+31=21>+...
—(1=MS=—(1-=-1)2=2(1=21)>=31=-1*—...

AMS=0=D+A=1)*+UA=21)1>+...
1 1=
I—(1=x A

=(1—2) x

D’ou : _ 1—a
A= ——
A
Si A =1, I’age moyen est nul puisque seule la derniere valeur est prise en
compte ; si A = 0 ’4ge moyen est infini puisque seule la valeur initiale est prise
en compte.
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b) Utilisation du LES

e Choix de la constante A

La valeur optimale du coefficient de lissage, a un instant donné, résulte d’un
compromis entre I’inertie liée a I’intégration des données lointaines et la sensi-
bilité aux valeurs récentes.

En cas d’erreur de prévision constatée, deux interprétations sont possibles :
—il s’agit d’un accident, le coefficient doit alors étre diminué afin de gom-

mer ’effet de cette valeur anormale pour le calcul des prochaines prévi-
sions ;

—il s’agit d’une rupture de tendance durable, le coefficient doit étre aug-
menté afin d’intégrer le plus rapidement cette nouvelle tendance pour le
calcul de la prévision.

L’ arbitrage est trés délicat entre ces deux hypotheses!.

Si nous étions tentés de choisir A = 1 pour prendre en compte le passé
immédiat et augmenter la réactivité, le role de filtrage des aléas que doit assurer
le lissage serait inopérant.

En effet, X, = A Z(l —N'x_i

i=0
Var(%)) = AZVar< Z(l - x)"x”,)
i=0

Or x; = a, + &, d’ou sur un intervalle local Var(x,) = o7 et Vt et '(t # )
les variables x, et x,» sont indépendantes. D’ou :

Var(%,) = A*Var(x,) Z(l — )%

i=0

= AVar(x)[1+ (1 =2+ A= 2)*+...]

2
=A Var(x,)m
= )»ZVar(x,);
1—1421—22
A
= Var(x,)m
Nous avons donc :
Var(x;) A
Var(x,) 2—X

1. Cf. Bourbonnais et Usunier, 2007, p. 70 a 78.
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dans le cas ol A = 1, X, a la méme variance' que x,.

Pour assurer un role de filtrage efficace, il convient de choisir un A faible,
mais alors on perd en réactivité.

La figure 2.3 présente, en ordonnée les valeurs du rapport de I’écart type de

e L [ A . A
la série lissée a I’écart type de la série brute < ﬁ) et, en abscisse, 1’age du

lissage pour différentes valeurs de A.

A la lecture de cette courbe, on comprend pourquoi la valeur de A = 0,3 est
tres couramment choisie : lorsque le coefficient A est inférieur a 0,20, I’age du
lissage s’accroit trés vite pour un gain faible de filtrage ; au-dela de 0,4, la qua-
lité du filtrage décroit tres vite pour une faible réduction de 1’age moyen.

1.00 ¢
0.90 4

0.80 4
0.70 + /
0.60 +

0.50 LAMBDA=0,3

LAMBDA=0,6

LAMBDA=0,2

0.40 1+

R le de filtrage du lissage

Rapport des carts-types s rie liss e sur s rie brute

0.00 t t t t t t t + + 1
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00

Age moyen de l'information

—&—LAMBDA

Figure 2.3 — Valeur du coefficient A, dge moyen de l'information et filtrage

* Détermination de la constante de lissage A

Nous ne citerons ici que deux approches de calculs permettant en partie de
répondre au dilemme précédent.

— la valeur du coefficient de lissage est celle qui minimise la somme des car-

n n
rés des erreurs de prévision passée : Min E e,2 = E (x, —X,)* : c’est la
t=1 =1

1. Nous pouvons vérifier ce résultat a partir de la formule de lissage. Lorsque
r=1=% =x" |, =x_1 et Var(x;—) = Var(x,) = Var(x;) = o2 . On parle dans ce cas
de prévision naive.
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technique de calcul la plus couramment employée ; son principe est
simple : pour I'intervalle donné (0; 1) des valeurs de X, les prévisions sont
simulées avec un « pas » assez fin (0,01 par exemple). Nous retenons la
valeur de A qui rend minimum la somme des carrés des écarts de prévision.
L utilisation d’un « solveur » sur les tableurs permet de résoudre ce pro-
bléme. On peut aussi utiliser un algorithme d’optimisation de type dicho-
tomique comme le font la plupart des logiciels ;

— procédure de régulation d’un coefficient de lissage : a partir d’un certain
nombre d’indicateurs (amplitude de I’erreur de prévision, prévision biai-
sée...), une procédure de régulation du coefficient de lissage détermine sa
valeur idéale a un instant donné. Contrairement a la méthode précédente,
dans laquelle un coefficient optimal sur la totalité de la période historique
est déterminé, cette approche permet d’estimer la valeur jugée la plus effi-
cace a I’instant ou la prévision est calculée.

* Initialisation des calculs

Dans la formule du LES X = Ax_ + (1 — V)X,

Pourt =1: X = Axg+ (1 — A)Xp on a xy et xo = x”, ; inconnus.
Pourt =2 : % = Ax; + (1 — A)X; seul X; est inconnu.

Plusieurs solutions existent pour démarrer les calculs a la période t = 2 :
— prendre la moyenne arithmétique! des x,_ ;

— poser x; = x, Cette méthode est la plus simple et la plus utilisée? ;

— réaliser une prévision arriere de la chronique’, ¢’est-a-dire parcourir la
chronique par le LES de la date n a la date 1 en utilisant comme démarrage
des calculs la méthode précédente et faire la prévision pour la valeur 1.

* Choix du nombre d’observations en fonction de A
Il est possible de déterminer le nombre d’observations en fonction de la
valeur de A. En effet, la pondération des observations décroit de maniere géo-
métrique jusqu’a devenir négligeable au deld d’un temps ¢+ = K. Soit A cet
impact proche de 0. Par exemple, nous avons vu précédemment que la formule
(o]
du LES s*écrit: % =2 ) (1 = A)'x,_i_;.
i=0
La somme des poids de ce lissage a partir de I’instant t = K est égale a :

ik(l — ) :Ai(l —N'=0-=-0F

i=K i=K

1. Brown, 1962 ; Montgomery et Johnson, 1976.
2. Makridakis et Wheelwright, 1983.
3. Abraham et Ledolter, 1983.
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De ce fait nous avons : (1—-A)¥=A— KLn(1—A)=LnA et
LnA

~ Lon(1—»n)

Par exemple, en finance, le systtme « RISKMETRICS » de J.P. Morgan
utilise dans ses calculs la valeur (1 — 1) =0,94 et A=1 %. Le nombre
d’observations pour estimer les parametres de leur modele est alors de

Ln0,01
~ Ln0,94

* Intervalle de confiance de la prévision

= 74 jours.

Var(x,) A

Var(x,) 2—X

Nous avons montré précédemment que :

Le résidu (erreur) de la prévision effectuée ent — 1 pourzest: e, = x, — x;.
D’ou :

Var(e,) = Var(x,) + Var(x,) puisque x, et X, sont indépendants.

Dot Var(e,) = Var(xy) [ 1+ —— ) = Var(x,) ( — 20,
ol Var(e,) = Var(x, — ) = Var = )=
u é; X Xt 2_)\( 2_}\’

2—A

Lintervalle de confiance & 100(1 — o) % de la valeur prévue de x, en t — 1
(oudet=n+1an+ h) s’écrit donc :

Prob { —1%/ < L’; <r? Y = 10001 — a) %
Oy ] ——
2-a

. [ 2
—Prob { x, € [x, + %0, ﬁ] = 100(1 — o) %

avec /2 la valeur de loi normale centrée réduite. Pour un intervalle de confian-
ce a 95 %, nous avons :

IC =%, £ 1,960, i
2—A
Exercice n° 2.2

Calcul d’une prévision par un LES

Soit les données observées de la série x; consignées sur le Tableau 2.2. On demande de
calculer une prévision par un LES — assortie de son intervalle de confiance & 95 % — a
un horizon de trois périodes. La constante de lissage A est égale 0,3.
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Solution

Tableau 2.2 — Prévision a partir du modéle de lissage exponentiel simple

t Xy X; er = X; — Xy
1 30 30 0

2 40 30,00 10,00
3 40 33,00 7,00
4 30 35,10 -5,10
5 20 33,57 - 13,57
6 20 29,50 -9,50
7 30 26,65 3,35
8 30 27,65 2,35
9 28,36

10 28,36

11 28,36

On initialise X} = x; = 30
Pour ¢ = 2 (prévision calculée en ¢t = 1 pour # = 2) nous avons :
H=xy=03xx+0,7x% =30=x

Pourt=3:%3 =0,3x40+0,7 x 30 =33

Pourt = 8, X3 = 0,3 x 30 4+ 0,7 x 26,65 = 27,65
Pourt =9, X9 = 0,3 x 30 + 0,7 x 27,65 = 28,36
Pourt =10, 11 5510 Zfll =:€9 = 28,36

Y —x)?

T =7,56 (formule des petits échantillons) et
n—

Nous avons o, =

2
— = 1,085
22—

[ 2
D’ou : IC =%; £ 1,960y 3= 28,36 +1,96 x 7,56 x 1,085

IC = 28,36 + 16,08 = [12,28; 44,44]

3) Le lissage exponentiel double (LED)

a) Formulation générale
Le modele du lissage exponentiel double s’applique a une chronique du type :

X, =a,+bt+¢e aveca, =a,b,=bVt,te[n;n,] Cl[l;n]
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Comme son nom I’indique la technique du LED consiste a effectuer un lis-
sage de la série déja lissée. Supposons que 1’on se situe sur un intervalle local et
calculons la valeur lissée du modele déterministe : x, = a + bt

Nous avons :
Zr = A AL = Dx o+ A1 — A2 x5+ ...

:AZ(I —Ni@a+bit—1-1))

i=0

= \a i(l —A)' + Abt i(l — ) —Ab i(l — ) (1 +1)
i=0

i=0 i=0
1 1 ,
= ha— + Abts = Ab[1+2(1 = 2) +3(1 = 1) + .. ]

_ _ 2
Or1+2(1—)»)+3(1—)»)2+...:1 (1/\'\)+(1 AM +

>

1
= I+ =D =1+ ]

1

)\'2

1 1
D’oilz,,l:a—l—bt—bxza—i—b(t—l—l—l)—bx

1—A
ZHza—l—b(t—l)—bT

Zi1=a+b(t—1)—br
S Zi1 = X1 — bx = (X1 —221) = bx

Ce résultat montre qu’il y a un biais égal a b2 entre la valeur observée et la
valeur lissée sur un intervalle local quand le modele est linéaire. Le LES est
donc une méthode inadaptée pour prévoir les séries brutes localement linéaires ;
ce résultat va nous permettre d’établir le LED.

On appelle zz, le lissé de z, et on effectue la méme démonstration que précé-
demment puisque z,_; est encore une forme linéaire : z, | = (a — bX) + b(t — 1).

On obtient :
221 = (@ — b)) + b(t — 1) — bx
=(a—2br)+b(t—1)

La figure 2.4 illustre ce résultat.
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X1
X1 %4-1 %1
S’ Zr-1
bA z
— Z
A { -1
1

Figure 2.4 — Ecart entre série brute, le LES et le LED en't — 1

Les séries lissées z,_; et zz,_; présentent donc un €cart bA sur I'intervalle
local. Nous pouvons donc écrire : x;, | — 2,1 = 2,1 — 221 = bA

Cet intervalle local peut s’interpréter comme un pas du temps. Chacun des
points de la chronique x; est le départ d’une droite a + bt et peut étre considéré
comme son ordonnée a l’origine. Les formules précédentes peuvent donc
s’écrire quel que soit ¢ :

Xi—1 = 22,1 — Z%-1-
Soit : a,_; =2z,_1 — 22,1
~ 1
De méme : b,_;, = i(z,_l — 2Z1).

Dans ces expressions z;_; et zz,_; sont des valeurs lissées ; les résultats des
calculs sont donc affectés a I’instant ¢+ — 1. Dans ces conditions la valeur trou-

vée par le LED n’est pas une valeur prévisionnelle. On choisit donc, comme
pour le LES :

Zo1 =% = Ax_ + (1 — DXy

et
iqi—1 = ;;r = Az A1 =Mz + A1 — )\)zzt—3 +...

= Az + (1 = N2z = A% + (1 — V3,

Les formules générales du LED sont donc les suivantes :
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% = Aoy + (1= D%
T =A% (- MR

a, =2% — %

b, = %(3;1 —i);i: I_Tk
X, =a+b (t=2,....n+1)

Xpwin = Guir F by x b (h=23,..)

n,n+h

La prévision par un LED est donc une droite qui a pour ordonnée a I’origine
et pour pente les dernicres valeurs trouvées de a, et b,. On peut, par conséquent,
extrapoler cette droite a I’horizon £ ; mais il convient de limiter cet horizon de
prévision car la qualité de la prévision se dégrade rapidement avec I’accroisse-
ment de 4.

b) Utilisation du LED

¢ Initialisation
En ¢ = 1 nous avons :
{/x\] = )\.)Co + (1 — )\.)/x\o
EC\I == )\.?1 + (1 - A.);C\O
Comme x,, Xy, X; et X, sont inconnus, les calculs débutent en ¢ = 2 ou seuls
X, et x, ne sont pas déterminés.
11 existe différentes procédures d’initialisation pour le LED :
— la plus simple consiste a choisir : X; = x; et x; = X; soit X; = x; = x; ;

— une autre approche cherche a déduire X, et X, en utilisant les formules a,
eth,pourt =1:

a1 =2x =) R = a — b,
b, = i(XI —X1) {xl =a; — 2Ab,

Comme a; et b; sont I’ordonnée a I’origine et la pente de x, = a; + bt + &,
nous pouvons les estimer par les MCO a partir de I’historique de la chronique x;
pour ¢ = 1...,n. Néanmoins il convient de noter que cette procédure est en
contradiction avec le LED qui s’applique sur une chronique localement linéaire.

¢ Choix de la constante A : les méthodes présentées pour le LES sont
employées de maniere identique pour le LED.

¢ Construction d’un intervalle de confiance de la prévision
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Lintervalle de confiance! de la prévision x,,, de x, notée x” ., (ou sur un
intervalle local) est calculée a partir de la variance de 1’erreur de prévision don-
née par :

Var(en,n+h) = O—XZC}%
avec 0 = Var(x,),pourt =1...,net

-

Cl=1+—"o
N (ST

(1443 4 532) +20(1 = )1+ 30) + 2521 = 27 ]

avec A =1—A

L’intervalle de confiance a 100(1 — o) % de la valeur prévue de x, en t — 1
(oudetr=n+1an+ h) s écrit donc :

P
Xn — Xan
S _Tnh et = 100(1 — ) %

Prob {—t‘”z <
O'XC;,

= Prob {x,,, € [x),,, £1*%0,C,]} = 100(1 — @) %

avec 1%/? 1a valeur de loi normale centrée réduite. Pour un intervalle de confiance
2 95 %, nous avons :

IC = x?

n,n+h

+ 1,960, C,.

Cet intervalle de confiance dépend de I’horizon de prévision h contrairement
au LES.

Exercice n° 2.3

Prévision d’une chronique a partir d’un LED

Soit les données observées de la série x, consignées sur le Tableau 2.3. On demande de
calculer une prévision par une méthode de lissage double (LED) a un horizon de trois
périodes. La constante de lissage X est égale 0,5.

Solution

Exemples de calculs :

a) ’)?1 =x1 =10
X2 =0,5x1 + 0,551 = 0,5 x 10+ 0,5 x 10 =10
X3 =0,5x2 +0,5x2 = 0,5 x 20+ 0,5 x 10 = 15

1. Abraham et Ledolter, 1983, p. 128-129.
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Tableau 2.3 — Prévision a partir du modele de lissage exponentiel double

t X X ?f a by Xy, et

1 10 10 10

2 20 10,00 | 10,00 10,00 0,00 | 10,00 | 10,00
3 20 1500 | 12,50 17,50 2,50 | 20,00 0,00
4 30 17,50 | 15,00 | 20,00 2,50 | 22,50 7,50
5 40 23,75 | 19,38 28,12 437 | 32,49 7,51
6 40 31,88 | 25,63 38,13 625 | 4438 |-438
7 50 3594 | 30,79 | 41,09 515 | 4624 3,76
8 50 4297 | 3688 | 49,06 6,09 | 5515 |-5,15
9 46,49 | 41,69 51,29 480 | 56,09
10 60,89
11 65,69
12 70,49

T = 0,5xg + 0,555 = 0,5 x 50 + 0,5 x 42,97 = 46,49

b) X =% =x; =10
% =055 +0,5% =0,5x 10+0,5 x 10 = 10
X3=05%34+0,5%, =05x 15+0,5 x 10 = 12,5

X9 = 0,5% +0,5%g = 0,5 x 46,49 + 0,5 x 36,88 = 41,69

c) A

0,5

d) x{g = ag + by = 51,29 + 4,80 = 56,09

- 1-05

€) xg 1o = a9 + by x 2 =51,29 + 4,80 x 2 = x¢y + by = 56,09 + 4,80 = 60,89
X1 =ag+by x3=51,29+4,80 x 3 = 60,89 + 4,80 = 65,69

x{1y =ao+by x 4=51,29 44,80 x 4 = 65,69 + 4,80 = 70,49
f) Var(x,) = 02 = 193,75 = o, = 13,92

C?=2,07;C3=2,67;C}=341;C;=430

Ci=144;C,=1,63;C3=185; C4 =207

IC; = 56,09 4+ 1,96 x 1,44 x 13,92 = [16,81; 95,38]

IC> = 60,89 £ 1,96 x 1,63 x 13,92 = [16,43; 105,37]

IC3 = 65,69 4 1,96 x 1,85 x 13,92 = [15,23; 116,18]

IC4 = 70,49 £ 1,96 x 2,07 x 13,92 = [14,03; 126,98]
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¢) Le modéele avec tendance de Holt

La méthode que nous venons de présenter est celle de Brown. Nous pouvons
aussi utiliser le lissage de Holt qui comprend deux parametres : un pour 1’or-
donnée a I’origine a, et I’autre pour la pente b,.

Deux lissages distincts sont effectués :

— le lissage de la moyenne a avec un coefficient de lissage o, o € [0; 1] ;

— le lissage de la tendance b avec un coefficient de lissage B8, 8 € [0; 1].

On peut démontrer qu’il existe une correspondance entre le coefficient de lis-
sage de Brown et les deux coefficients de Holt!.

* Formulation

Lissage de la moyenne : a, = ax, + (1 —a)(a,_1 + b,_1)

Lissage de la tendance : b, = B(a;, — a,_1) + (1 — B)b,_,

Prévision calculée en ¢ a un horizon de & périodes : X,4, = a, + hb, avec :

x, = valeur observée de la série en ¢

a, = moyenne lissée de la série en ¢

b, = tendance estimée en t.

¢ Initialisation (pour t = 1)
— initialisation de la moyenne lissée : a; = x; ;
— initialisation de la tendance : b; = 0.

Les formules générales peuvent ensuite étre utilisées. Un exemple complet
de calcul est présenté, par la suite, a partir du modele de Holt-Winters.

4) Le lissage exponentiel généralisé (LEG)

Le degré k du polyndme f* peut étre augmenté ce qui permet de définir des lis-
sages exponentiels de degré supérieur a 1. Il en est ainsi du LET (lissage expo-
nentiel triple) pour lequel k£ = 2. D’une maniere plus générale, on peut définir
un lissage exponentiel général non saisonnier noté LEG qui s’applique a une
chronique du type :

Xy = f(l,,B) + &

ou t = temps
B = vecteur (k + 1,1) des parametres inconnus

f = une fonction dépendant des parametres et du temps

1. Sia =aBf @2 —abf)etsi B =af /2 —aP) avec «? = coefficient de lissage double de Brown,
le modele de Holt est équivalent au lissage exponentiel double de Brown.
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Ce modele s’écrit sous la forme matricielle suivante :

X = f/(t),B + &

@) =1fo@),... fi(t),... fr(¥)] transposé du vecteur f(¢) de dimension
(k+1,1).

Vecteur de dimension (k + 1,1)

Dans cette écriture, le temps est une variable dépendante, f'(¢) est le vecteur
des fonctions d’ajustement et il vérifie 1’écriture suivante : f(t + 1) = L - f(¢)

L 41441y €5t appelée matrice de passage.
k est le degré du polyndme qui doit s’ajuster aux données :

tk
fOr) = o Vi, Vk

L est une matrice triangulaire inférieure qui a pour élément générateur /;;. Il
est tel que :

lij=0 sii<j
l,-j:; sii>j
(i =
Exemples d’écriture :
—-si k=0 x,=po+e
fo)y=1 fr@®)=1 L=1.
—si k=1 X =Po+pit +e o
Jo() =1 fH@) =1 S =1[1;1] L(2,2)=[1 1i|

Avec cette écriture tres générale, les valeurs du LEG de Brown sont obtenues
a partir de :
n—1
. , 2
Min Y (1 =)' [x,-, — f'(t)f]
=0
f'(¢)B: prévision de x,,_,

Lorsque les parametres sont connus, nous pouvons résoudre cette équation et
obtenir les estimations suivantes pour t = n :

B, = F'k,

n—1
Fo=) (=) f(=D (=)

t=0

n—1

k, = Zoa — ) f(=)x,_,
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La prévision calculée en t = n pour la date t = n + h est alors :

'an,n+h = f/(h)E

I1 est possible — comme pour les autres méthodes — de construire des inter-
valles de confiance prévisionnels. On démontre que :

Var(e, i) = 02[1+ f/(WF' x ' f(h)] = 02C?

avec sz = Var(x,), pourt =1...,nete,,,; les erreurs de prévisions.

L’intervalle de confiance a 100(1 — «) % de la valeur prévue de x, ent — 1
(oudet =n+1 an+ h)s’écrit donc :

Xpan — xF
Prob {—ta/z < % < ta/z} = 100(1 —O()%
oxCp

= Prob {x, € [x,,, £1°%0,.C;]} = 100(1 — ) %

n,n+h

avec t%/? la valeur de loi normale centrée réduite. Pour un intervalle de confiance
a 95 %, nous avons :

IC =%, £ 1,960, C,

Cet intervalle de confiance dépend de 1’horizon de prévision /.

L’intérét du lissage exponentiel réside dans sa tres grande facilité de mise en
ceuvre et dans la restitution des résultats aisément compréhensibles et donc mai-
trisables.

Cependant, il faut noter que cette technique ne peut étre employée que sur
des historiques sans saisonnalité ou préalablement désaisonnalisés.

Nous allons aborder maintenant des méthodes de prévision traitant simulta-
nément les composantes extra-saisonniere et saisonnieére d’une série chronolo-

gique.

révision d'une chronique saisonniére

En toute rigueur, une chronique saisonniere doit étre traitée selon le schéma pré-
cédent a savoir distinguer le cas d’une saisonnalité déterministe du cas d’une
saisonnalité aléatoire.

Les tests qui permettent cette distinction sont récents. Ils sont présentés dans
la seconde partie de I’ouvrage. La saisonnalité déterministe est donc, ici, celle
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qui se présente sous la forme d’une cyclicité tres marquée réguliere en période
et en amplitude (selon le schéma) ; tous les autres cas seront considérés comme
des saisonnalités aléatoires.

nalyse par régression

Lorsque la saisonnalité est considérée comme déterministe, la méthode a utili-
ser pour la modéliser est la méthode des moindres carrés ordinaires (MCO). Si
on suppose que la chronique est structurée selon une composante extra-saison-
niere et une saisonnalité de type déterministe (simultanément) alors on peut
employer les techniques de la régression sur fonction trigonométrique et la
régression sur variables dichotomiques pour modéliser cette structure. L’ analyse
du MLGS fournit tous les instruments permettant de prévoir de facon efficace
ce type de série brute : tests de parametres, tests du R?, tests de colinéarité, tests
des résidus, etc.

Il peut arriver que la tendance de la chronique soit de type aléatoire alors que
la saisonnalité reste déterministe ; c’est sur ce constat que Harrison a construit
son modele de prévision qui combine la technique du LED de Holt (lissage a
deux parametres) avec la régression sur fonction trigonométrique pour la partie
saisonniere.

tilisation des coefficients saisonniers

Les coefficients saisonniers calculés par les méthodes présentées au chapitre 1
représentent le profil saisonnier moyen de la chronique. En faisant I’hypothese
que la saisonnalité se reproduit a I’identique, ils peuvent étre utilisés pour pré-
voir les valeurs de cette composante. La chronique CVS est alors modélisée par
une fonction cinématique' ou par une technique de lissage exponentiel. La pré-
vision de la chronique est ensuite obtenue par agrégation des différentes com-
posantes en fonction du schéma de décomposition retenu.

1. Sauf dans le cas de la désaisonnalisation par la différence ou le rapport a la tendance qui sup-
pose le choix, a priori, de cette fonction.
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Exercice n° 2.4

Fichier C1EX1

Prévision par agrégation des composantes extra-saisonnalité et
saisonnalité

En reprenant les données du tableau 1.1 du chapitre 1 et la série désaisonnalisée selon
la technique des moyennes mobiles (cf. exercice 1.7 du chapitre 1), on demande de cal-
culer une prévision pour la quatriéme année re-saisonnalisée selon trois méthodes :

a) une extrapolation d’une droite de tendance,
b) une prévision par un LES (1 = 0,3),
¢) une prévision par un LED (A = 0,3).

Solutions

a) Calcul de la tendance (7;)

A partir des données CVS calculées au chapitre 1 par la méthode des moyennes mobiles,
nous pouvons utiliser la fonction « DROITREG « du tableur Excel qui permet de cal-
culer I’ensemble des parametres relatif a une tendance. Les résultats figurent sur le
Tableau 2.4.

Tableau 2.4 — Résultats de la régression sur le temps et correspondance
avec les statistiques usuelles

- 1,18 1 655,34 a do
11,97 88,14 8ay b2

0,000972 143,219 R £
0,00973 10 F* ddl
199,727 205 108,93 SCE SCR

Le modele d’extrapolation s’écrit donc :

xEVS =1655,34 — 1,18t + ¢,

R? = 0,000972 (La droite de régression n’explique que 0,09 % de la variance de x¢"V5).

Validation de I’estimation de la régression :
* Tests de significativité du coefficient de régression et du coefficient de corrélation

z{;‘l =|-1,18]/11,97 = 0,099 < t?(,)os = 2,23. On accepte I’hypothese Hy, le coefficient

de la pente de la droite n’est pas significativement différent de 0.

Dans le cas d’un modele de régression simple, nous avons I’équivalence de ce test de

2
Student avec celui du Fisher entre F* = R/ = SCE/L =
(1—R2/(n—2) SCR/(n—2)

0,00973 = (1)
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F* =0,00973 < F{'}g = 4.96,

on accepte I’hypothése Hy, le coefficient de détermination R% n’est pas significative-
ment différent de 0.

Le tableau 2.5 présente I’ensemble des résultats avec :

—colonne (4), T; = 1655,34 — 1,18t pourr = 1...,16.

— colonne (5), e, les résidus d’estimation (x&"S — T;)

— colonne (6), S; les coefficients saisonniers calculés a 1’exercice 5 du chapitre 1.

— colonne (7), x,P la prévision re-saisonnalisée soit 7; + S;

Le test de Durbin et Watson d’autocorrélation des erreurs ne peut étre mené du fait du

nombre trop faible d’observations, cependant la lecture des résidus e, — colonne (5) —

semble indiquer une autocorrélation visible par les séquences de résidus positifs et négatifs.

En définitive, la tendance linéaire estimée sur la chronique désaisonnalisée n’est pas

significative, son utilisation génére méme une autocorrélation des résidus. La prévision

de la chronique se résume donc a la valeur moyenne des ventes CVS sur les trois ans —

moyenne de la colonne (3) xS = 1647,67 — a laquelle on ajoute la saisonnalité ; soit
PM — (s

x; 1% =xCVS 45, calculé a la colonne (9).

Les résidus entre la série brute et les prévisions par extrapolation de tendance et

saisonnalité sont calculés a la colonne (8) et ceux entre la série brute et les prévisions

Tableau 2.5 — Prévision par extrapolation de la tendance
et ajout de la saisonnalité

O @ | 6 “4) ®) (6) Q) ® ® 10

t Xt x,CVS T; er S x,PT”’ elen xtPMoy e,MDy

1 | 1248|1841 | 1654,17| 186,83 |—592,70| 1061 | 186,83 | 1055 | 193,33
2 [ 13921745 | 165298 92,02 |-352,72| 1300 | 91,84 | 1295 | 97,16
3 1057|1565 1651,80| —86,80 | —508,51| 1143 | —-86,69 | 1139 | —82,56
4 13159]1705|1650,62| 54,38 |1453,93|3105| 54,55 | 3102 | 5751
5 891 | 1484 | 164944 |-16544|-592,70| 1057 |- 165,94 1055 | — 164,17
6 | 1065|1418 | 1648,26|—-230,26 | —352,72| 1296 |-230,24| 1295 | —229,64
7 [1118]1626 | 1647,08| —21,08 | -508,51| 1139 | —20,97 | 1139 | —21,56
8 (2934|1480 | 164589 |—165,89|1453,93| 3100 |-165,62| 3102 | - 167,39
9 | 1138|1731 |1644,71| 86,29 |-592,70| 1052 | 86,18 | 1055 | 83,23
10 | 1456|1809 | 1643,53| 16547 |—-352,72{ 1291 | 165,19 | 1295 | 161,06
11 | 1224 |1732|1642,35| 89,65 |[-508,51|1134| 90,46 | 1139 | 85,14
12 |3090 (1636 | 1641,17| —5,17 [145393|3095| —4,89 | 3102 | -11,39
13 1 639,98 —592,70 | 1047 1 055

14 1 638,80 —352,72| 1286 1295

15 1637,62 -508,51| 1129 1139

16 1636,44 1453,93 | 3090 3102
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par moyenne et saisonnalité sont calculés a la colonne (10). Nous pouvons remarquer

que la somme des carrés des résidus du modele « naif » moyenne et saisonnalité
12

SCRMoY — Z(eM )2 — 205 357,68 est A peine supérieure i celle du modéle par extra-
1=1

11
polation de tendance SCRLES — Z e,2 =205170,05.
=1

SCR
L’indicateur MSE =

(« Mean Squared Error ») est égal a :

205 357,68 205 170,05
MSEMoy — —G = 17113,14 MSETer = —7 = 17 097,50

b) Prévision par un LES (A = 0,3)
L ’application du lissage simple 2 la série lissée £CVS (tableau 2.6) ne présente aucune

difficulté, puis la saisonnalité est ajoutée. La somme des carrés des résidus (écarts entre
série brute et série prévue) est égale a :

12
SCRMES =) "¢} =276 478,20.
t=2

276 478,20
MSELES = — = 25134,38

Tableau 2.6 — Prévision par un LES et ajout de la saisonnalité

t Xy xtCVS )?,CVS S; xtP e

1 1248 1841

2 1392 1745 1841,00 | —352,72 1488 -96
3 1057 1565 1812,20 | —508,51 1304 — 247
4 3159 1705 1738,04 | 145393 3192 -33
5 891 1484 1728,13 | —592,70 1135 — 245
6 1 065 1418 1654,89 | —352,72 1302 - 237
7 1118 1626 1583,82 | —508,51 1075 42
8 2934 1480 159648 | 145393 3050 - 116
9 1138 1731 1561,53 | —592,70 969 169
10 1456 1 809 1612,37 | —352,72 1260 196
11 1224 1732 1671,36 | —508,51 1163 61
12 3090 1636 1 689,55 | 145393 3143 -53
13 1673,49 | —592,70 1081

14 1673,49 | -352,72 1321

15 1673,49 | —508,51 1165

16 1673,49 | 145393 3127
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¢) Prévision par un LED (A = 0,3)
L’application du lissage double (tableau 2.7) ne présente, la encore, aucune difficulté, a
la série prévue par le LED %P, on ajoute la saisonnalité. La somme des carrés des rési-

dus (écarts entre série brute et série prévue) est égale a :

12
SCRMEP =% "¢} =275688,33
t=2

275 688,33
MSELED — — - 25062,58

Tableau 2.7 — Prévision par un LED et ajout de la saisonnalité

t Xy xtCVS )GICVS ):ctCVS a; b, itP S; xtP e
11248 1841
2| 1392|1745|1841,00 | 1841,00| 1841,00{ 0,00 |1841,00| —352,72 | 1488 | —96
311057|1565(1812,20 |1832,36|1792,04| —8,64 | 178340 | —508,51 | 1275 |-218
4 (13159|1705]|1738,04 | 1804,06|1672,02| —28,30| 1 643,72 | 145393 [ 3098 | 61
51 891 | 1484|1728,13 |1781,28(1674,97|-22,78 | 1652,19 | —592,70 | 1059 |- 169
6|1065|1418|1654,89 |1743,37|1566,41|—-3792|1528,50 | —352,72 | 1176 |-110
71 1118]1626|1583,82 [1695,50| 1472,14|-47,86| 142428 | —508,51 | 916 | 202
812934 | 1480(1596,48 |1665,79|1 527,16{ —29,71 | 149745 | 145393 | 2951 | —17
9 [ 1138|1731|1561,53 |1634,52| 1488,55|-31,28| 145727 | —592,70 | 865 | 274
10 1456 1809 1612,37 [1627,87| 1596,87| —6,64 | 1590,23 | —352,72 | 1238 | 218
111224 1732|1671,36 | 1640,92| 1 701,80 13,05 |1714,85 | — 508,51 | 1206 18
1213090 | 1636|1689,55|1655,51|1723,60| 14,59 | 1738,19 | 145393 | 3192 |- 102
13 1673,49 [ 1660,90| 1686,07| 5,39 |1691,46 | —592,70 | 1099
14 1696,86 | —352,72 | 1344
15 1702,25 | —508,51 | 1194
16 1707,64 | 145393 | 3162

Les résultats obtenus par le LES ou le LED sont moins performants sur la période his-
torique selon le critere de recherche du minimum du MSE. Par ailleurs les résidus pré-
visionnels sont affectés dans les deux cas d’une tendance.

La « bonne » méthode de prévision est donc la plus simple ; celle qui consiste a ajouter
les coefficients saisonniers a la valeur moyenne des ventes CVS. La figure 2.5 illustre le
graphique des ventes brutes et prévues a I’aide de cette méthode.
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Figure 2.5 — Graphique des ventes brutes et ventes prévues

révision par lissage exponentiel de Holt-Winters

Si la saisonnalité est de type aléatoire (ce qui est fréquent en économétrie), nous
pouvons recourir aux techniques de désaisonnalisation par filtrage (méthode
Census ou démodulation complexe) ou encore a des méthodes de lissage expo-
nentiel.

Si nous appliquons une méthode de type Census, on obtient non pas des coef-
ficients saisonniers mais une matrice de coefficients qui autorise la prévision de
la saisonnalité. Cette méthode est donc a la fois une méthode de désaisonnalisa-
tion et une technique de prévision de la chronique. Elle est classée parmi les
méthodes qui permettent de prendre en compte des saisonnalités aléatoires puis-
qu’on peiut démontrer qu’elle se résume a un filtre linéaire de type Moyennes
Mobiles'.

Il en est de méme des méthodes de démodulation complexe et TRAMO-
SEAT qui permettent de séparer la partie saisonniére de 1’extra-saisonnalité de
la chronique. Ces deux composantes peuvent alors étre modélisées séparément
et combiner différentes approches de prévision pour chacune d’entre elles.

Dans le prolongement du paragraphe précédent nous pouvons considérer que
la tendance et la saisonnalité sont aléatoires et utiliser le lissage exponentiel
pour en effectuer une prévision combinée. Cette technique a été mise au point
par Holt et Winters (1960). 11 s’agit d’un lissage exponentiel double (LED) de
Holt a deux parametres pour la partie non saisonniere et d’un lissage exponen-

1. Cf. Laroque, 1977, ou Gourieroux et Monfort, 1990.
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tiel saisonnier a un parametre de Winters. Cette méthode de lissage exponentiel
comporte, donc, trois parametres a estimer et il en existe deux versions : une ver-
sion multiplicative et une version additive.

1) Le schéma multiplicatif

La chronique s’écrit dans ce cas :
x = (a; + bt)S; + &

Trois lissages distincts sont effectués :

—le lissage de la moyenne a avec un coefficient de lissage o, avec
ae[0;1];

—le lissage de la tendance b avec un coefficient de lissage B, avec
B el0;1];

—le lissage de la saisonnalité S avec un coefficient de lissage y, avec
y € [0; 1].

* Formulation

Lissage de la moyenne1 tap=o(x /S _,) + (1 —a)a,_ +b_y)

Lissage de la tendance : b, = B(a; —a,_y) + (1 — B)b,_,

Lissage de la saisonnalité : S, = y(x,/a,;) + (1 — y)S,—,

Prévision a un horizon de A périodes :

Xepn = (@, + hb)S,_ i sil<h<p
X = (a, + hbr)St—2p+h sip+1<h<2p
avec? :
S
Xevh = X1y

a; = moyenne lissée de la série en ¢

x, = valeur observée de la série en ¢

=~

S, = coefficient saisonnier en ¢

p = périodicité des données (p = 12 en mensuel, p = 4 en trimestriel)

b, = tendance estimée en .

Dans certaines écritures du modele les coefficients saisonniers vérifient la

P
propriété : Z S; = p selon le principe de la conservation des aires.

i=1

1. On utilise S;_, car S, n’est pas encore connue.
2. Il convient de noter la différence d’écriture retenue pour la prévision avec celle du LES et du
LED de Brown.
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2) Le schéma additif
La chronique s’écrit dans ce cas : x;, = a;, + b;t + S, + ¢

* Formulation

Lissage de la moyenne : a, = a(x, — S;_,) + (1 — a)(a,_; + b,_1)
Lissage de la tendance : b, = B(a;, —a,_y) + (1 — B)b,_,

Lissage de la saisonnalité : S, = y(x, —a,) + (1 — y)S,—,

Prévision a un horizon de 4 périodes :
Xean = (@, + hb) + Si_pin sil<h<p

Xepn = (a; +hb,) + Sispin sip+1<h<2p

14
Dans ce cas le principe de la conservation des aires implique : Z S, =0.

i=1
Les parametres «, B et y sont optimisés comme pour les méthodes non sai-
sonnieres en minimisant la somme des carrés des erreurs prévisionnelles entre
la valeur observée de la chronique et les valeurs prévues.

3) Initialisation du modéle de Holt-Winters

Comme pour les autres méthodes de lissage, dans la pratique, il y a un proble-
me de démarrage de la technique : les valeurs de départ peuvent étre estimées
par la méthode des moindres carrés ordinaires ou plus simplement initialisées
pour la premiere année (r = 1...,p) de la maniere suivante :

e Initialisation de la saisonnalité

Les coefficients saisonniers pour la premiere année sont estimés par la valeur
observée en t(x;) divisée par la moyenne x des p premieres observations de la
premiere année.

S;=x,/x pourt=1...,p

* Initialisation de la moyenne lissée : a, = x
* Initialisation de la tendance : b, = 0

La technique d’initialisation proposée par Montgormery et Johnson est pré-
férable bien que plus complexe : Il s’agit de calculer les moyennes arithmétiques
des k premieres périodes X1,. .. ,X;.

Puis :

X — X
bozi aozx]——bo

(k—1p

|
SR aN}
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Exercice n° 2.5
Fichier C1EX1

Prévision par le modele de Holt-Winters

Utiliser la version additive du modeéle de Holt-Winters avec « = 0,4 ; 8 =0,1 et
y = 0,3 pour calculer une prévision a un horizon de cinq trimestres a partir des données
du tableau 1.1 du chapitre 1.

Solution

Le tableau 2.8 illustre le calcul de la prévision a I’aide du modele de Holt-Winters (1’ini-
tialisation est effectuée par la méthode la plus simple).

eInitialisation (p = 4)

ap = a4 = moyenne de la premiére année = 1 714

by =b4=0

S =x; — 1714 pour t = 1,2,3,4.

a=04;8=0,1;y=0,3

* Exemples de calcul! pour la ligne r = 7

ap =a(x; — Si—p) + (1 —a)(a—1 + bi—1)

a7 = a(x7 — 83) + (1 —a)(ae + be)

a7 =0,4 x (1118 — (—657)) + 0,6 x (1488,95 + (—21,08)) = 1590,73
by = Blar —ar—1) + (1 — B)b;—

by = Blar —as) + (1 — B)bs

b7 =0,1 x (1590,73 — 1488,95) + 0,9 x (=21,08) = 1590,73
Si=y—a)+ {1 —y)S—p

S7=y7—an+ 1 -y)S3

$7=0,3x (1118 —1590,73) + 0,7 x (—657) = —601,72

f Si

SF=5-=

P

1. Des différences concernant les décimales peuvent apparaitre du fait que le tableur utilise tous
les chiffres apres la virgule.
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i=8
25 ~56,3
SE=8— = — 601,72 — 7 — 587,64
7 4 4

Toen = (@ +hb) + S7

Xor1 = (ag + 1 x be) + S¢_4
X7 = (1488,95 + (—21,08)) + (—657,00) = 810,88

* Prévision a partir de r = 12

/x\t+h=(az+hbt)+sf, I<h<p

p+h
T3 = (1696,85 4+ 1 x 3,88) 4 (—512,67) = 1 188,058
T4 = (1696,85 + 2 x 3,88) + (=317,15) = 1387,46
Fis = (1696,85 4+ 3 x 3,88) + (=579,33) = 1129,15
16 = (1696,85 + 4 x 3,88) + 1409,15 = 3 121,51
Xiph = (ar +hb) + S 2p1n p+1<h<2p

F17 = (1696,85 + 5 x 3,88) + (=512,67) = 1203,56

Tableau 2.8 — Exemple de prévision a partir du modéle de Holt-Winters
(schéma additif) avec « = 0,4 ; 8=0,1 ;y =0,3

t Dates Xt a; by S; S¥ X e;

1 |Année 1:Ty7| 1248,30 - 466,00 | — 466,00

2 T 1392,10 -322,00 | - 322,00

3 T3 1 056,60 - 657,00 | — 657,00

4 Ty 3159,10 |1 714,00 0,00 1445,00 | 1 445,00

5 |Année2:T1| 890,80 [1571,20 | — 14,28 | — 530,26 | — 516,19

6 T 1065,30 | 148895 | —21,08 | —352,59 | —338,51 | 1234,92 | - 169,92
7 T3 1117,60 |1590,73 | -8,79 | -601,72 | — 587,64 | 810,88 307,12

8 n 293420 | 1544,76 | — 12,51 | 142827 | 1442,34 | 3026,93 | — 92,93
9 |Année3:Ty| 1138,20 [1581,03 | —-7,63 | —504,09 | -512,67 | 1016,06 | 121,93

10 T 1456,00 |1 661,84 1,21 —308,56 | — 317,15 | 1234,88 | 221,11

11 T3 1224,30 |1 722,49 7,16 -570,75 | =579,33 | 1 075,41 | 148,59

12 Ty 3090,20 |1 696,85 3,88 1417,74 | 1409,15 | 3171,99 | - 81,99
13 | Année 4 : T 1 188,05

14 T 1 387,46

15 T3 1129,15

16 T4 3 121,51

17 | Année 5: Ty 1203,56
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En combinant les différentes possibilités structurelles de I’extra-saisonnalité
et de la saisonnalité, nous pouvons décrire la plupart des méthodes de cette pre-
miere partie.

* Si I’extra-saisonnier et la saisonnalité sont rigides, la méthode de la régres-
sion sur fonction trigonométrique ou sur variable dichotomique se justifie.

* Si I’extra-saisonnier et la saisonnalité sont souples, on recourt au lissage
exponentiel de Holt-Winters.

* Si les composantes sont de natures différentes, la désaisonnalisation par
une méthode de moyenne mobile ou de Census est une étape préalable avant de
traiter la nature rigide ou souple de 1’extra-saisonnier.

Cela résume le traitement général d’une chronique sachant qu’il n’est pas
possible (en 1’état) de traiter simultanément les deux composantes : saisonniere
et extra-saisonniere. Il est envisageable de contourner cette difficulté en procé-
dant a une désaisonnalisation préalable de la chronique par une méthode de
moyenne mobile d’ordre égal a la périodicité des données ou par une méthode
de Census ou TRAMO-SEAT.

Nous ne pouvons pas traiter dans le cadre de ce manuel 1’exhaustivité des
méthodes classiques de prévision a court terme en particulier pour le lissage
exponentiel! ; il donne cependant de I’analyse d’une chronique les principaux
aspects retrouvés dans les logiciels spécialisés dans le traitement des séries chro-
nologiques et d’économétrie.

1. Mélard, 1990.
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Partie Il

raitement des séries
temporelles, réalisations
de processus aléatoires

Les techniques traditionnelles de prévision des séries temporelles se révelent
dans la plupart des cas insuffisantes pour prévoir les phénomenes économiques.
En dehors des méthodes de lissage, elles sont construites a partir de I’extrapola-
tion de composantes déterministes qui mutilent la réalité économique. Les sta-
tisticiens ont pu observer que ces instruments forgeaient le plus souvent mieux
qu’ils n’informaient sur les réalités intrinseques des séries. C’est ce qui explique
I’engouement des chercheurs a investir ce domaine dans les années 1970 suite
aux travaux de Box et Jenkins qui proposent une nouvelle « philosophie » du
traitement des séries temporelles. Ils considerent en effet qu’a un instant ¢, la
valeur x; de la chronique est un état d’une variable aléatoire. Ce faisant sur une
période d’observation, la chronique est constituée par 1’ensemble d’une succes-
sion d’états de variables aléatoires. Cette famille de variables aléatoires indexées
par le temps, porte le nom de processus aléatoire et la chronique, succession
temporelle d’états, celle d’échantillon ou de trajectoire du processus aléatoire.
En procédant de cette fagon, il est alors possible de recourir a I’ensemble des tra-
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vaux concernant les processus aléatoires pour en faire bénéficier les chroniques
économiques. Mais en économie I’expérience n’est pas renouvelable. On dispo-
se donc, en tout et pour tout, du seul échantillon temporel : la chronique réali-
sation du phénomene. Il faut, en conséquence, recourir a I’hypothese forte d’er-
godicité qui suppose que I’estimation des moments du processus pour chacun
des instants ¢ tend vers 1’estimation des moments le long du processus et donc
vers les moments temporels de I’échantillon.

La théorie des processus aléatoires a débuté en 1927 avec les travaux de Yule
quand ce dernier a introduit la notion de choc aléatoire ou encore d’impulsion
dans les séries temporelles. Cette notion, associée a celle de composante non
périodique, a permis de caractériser le processus aléatoire dont les principales
propriétés ont été décrites par Kolmogorov en 1933. En 1930, Wiener générali-
se I’analyse harmonique introduite en 1850 par le mathématicien francais J. B.
Fourier au cas stochastique. L’idée de cette généralisation est que, sous certaines
conditions, le processus stochastique peut étre décomposé en une somme infinie
de sinusoides de fréquences déterministes différentes mais d’amplitude aléatoi-
re (alors que pour I’analyse harmonique de Fourier les amplitudes sont aussi
déterministes). C’est le caractere périodique de la décomposition harmonique
qui a conduit Khintchine en 1934 a introduire la classe des processus aléatoires
stationnaires. En particulier est définie la stationnarité d’ordre 2 qui impose au
premier moment du processus (I’espérance mathématique) d’étre indépendant
du temps et a la covariance de n’étre fonction que du retard entre deux instants.
Cela se traduit, par exemple, au niveau de la chronique échantillon par une
absence de tendance et de variance explosive ou amortie. En 1938, Wold décom-
pose dans le domaine du temps les processus aléatoires selon deux processus
orthogonaux dont I’un est dit déterminable et I’autre indéterminable. Le premier
est appelé ainsi car il peut étre exactement prévu. Le second est le résultat d’une
combinaison linéaire infinie de chocs aléatoires : c’est le processus de Yule. Il
s’agit d’un processus qui — a cause de ses caractéristiques — ne peut tre exacte-
ment prévu. En 1954, Wold bitit, a partir de la classe des processus indétermi-
nables, les modeles linéaires ARMA stationnaires. La partie autorégressive de
ces processus notée AR (AutoRegressive Process) est constituée par une combi-
naison linéaire finie des valeurs passées du processus. La partie moyenne mobi-
le notée MA (Moving Average Process) est constituée d’une combinaison linéai-
re finie en ¢ des valeurs passées d’un bruit blanc, c’est-a-dire d’un processus
aléatoire formé d’une succession de variables aléatoires indépendantes et d’es-
pérance mathématique nulle. Wold montre que la classe ARMA est suffisante
pour représenter la plupart des cas concrets. En 1960, le théoreme de Wold-
Cramer résout le probléme de la prédiction linéaire au sens des Moindres Carrés
des processus ARMA (théoreme de la décomposition canonique des processus
ARMA). En 1970, dans la premiere édition de leur ouvrage puis en 1976 dans
la deuxieme édition, Box et Jenkins rassemblent tous ces travaux épars dans une
méthodologie itérative ayant pour but la prévision d’une chronique. Dans les
années 1980, plusieurs auteurs, en particulier Granger et Sims, ont étendu 1’étu-
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de des processus aléatoires univariés a celle des processus aléatoires multivariés,
c’est-a-dire des processus représentés par plusieurs chroniques échantillons.

Dans le cas univarié, I’algorithme utilisé est celui de Box et Jenkins. La figure 1
le présente sous sa forme la plus traditionnelle.

Transformation

|

MCO Box-Cox
filtres

— Identification

Estimation

Tests
d'adéquation

oui |

Prévision

Figure 1 — Traitement dans le cas univarié

Il s’agit d’un algorithme itératif en cinq étapes. La premiere a pour objet de
transformer la chronique échantillon afin d’éliminer d’éventuelles non station-
narité (tendance, saisonnalité...). Les caractéristiques de la chronique sont alors
rapprochées de celles théoriques des processus ARMA afin d’identifier le pro-
cessus générateur. ’estimation des parametres — réalisée a partir du critere des
moindres carrés — permet de valider ou d’invalider le modele retenu.
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Les itérations entre ces quatre étapes permettent de sélectionner un proces-
sus qui apres prise en compte des différentes transformations de départ (recolo-
ration) peut étre utilisé pour prévoir, dans une 5¢ étape, la chronique.

Dans cet algorithme, les modeles sélectionnés (les modeles ARMA) sont des
modeles linéaires. Plus récemment, certains auteurs (Tong, 1990, par exemple)
ont associé a cette démarche des processus non linéaires. Cette non linéarité peut
concerner le moment d’ordre 1 du processus (la moyenne pour 1’échantillon), on
les appelle modeles TAR (Threshold — AR), modeles Bilinear, modeles EXAR
(AR EXponentiels), etc.

Cette non linéarité peut aussi concerner la variance de la chronique échan-
tillon (moment d’ordre 2 du processus) ; ces modeles de type ARCH
(AutoRegressive Conditionnal Heteroscedasticity) ont été introduits par Engle
en 1982. Ils ont donné lieu a la construction de nombreux autres modeles
(Guegan, 1994) combinant ce principe avec ceux des modeles ARMA (CHAR-
MA, GARCH...).

Dans cette partie nous définissons les processus ARMA dans le domaine du
temps (chapitre 3) puis dans celui des fréquences (chapitre 4). Nous présentons
les tests de non stationnarité (chapitre 5) qui permettent de transformer les chro-
niques échantillons pour les identifier (chapitre 6) dans la classe des processus
ARMA. L’estimation, les tests et la prévision font I’objet du chapitre 7 et enfin,
le chapitre 8 concerne quelques extensions aux modeles a mémoire longue
(ARFIMA), a structure chaotique et enfin, aux modeles a erreurs ARCH.
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rocessus aléatoires
stationnaires
et processus ARMA

éfinition d'un processus stochastique

Un processus aléatoire est une application X qui associe au couple (w,?) la
quantité x,(w). Elle est telle que V¢ € T fixé, x, est une variable aléatoire défi-
nie sur un espace probabilisé.

Un processus stochastique est donc une famille de variables aléatoires indi-
cées par t noté (x;,t € T) ou encore x,.

Dans la suite de I’exposé, I’espace des indices T est le temps, ¢ est alors 1’ins-
tant d’observation de la variable aléatoire x sur I’individu w, @ € 2 avec 2 1’es-
pace fondamental permettant de définir la variable aléatoire. Si T est I’ensemble
des réels, le processus est dit continu. Si 7 = Z ou N ou N* ou N* borné, le pro-
cessus est dit discret.

Pour w fixé, x,(w) porte le nom de trajectoire (nous dirons réalisation) de x
pour I’individu w.

On suppose, par la suite, que la série temporelle notée x,, t € N* bornée (soit
une succession d’observations régulierement espacées dans le temps d’une
valeur économique) est une réalisation d’un processus stochastique discret, uni-
varié¢, de méme nom et notée aussi et sans ambiguité x,, t € N* borné.

La chronique est dite échantillon ou réalisation du processus aléatoire et ce
dernier est appelé le processus générateur de la chronique.
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es processus stationnaires

éfinition d'un processus stationnaire
au sens strict : la stationnarité forte

Soit un processus aléatoire réel x,, t € T.

Le processus x, est dit strictement ou fortement stationnaire si V le n-uple du
tempst; <t <...<t,telquet; € T etpourtouttempsh € Tavect; +h €T,

Vi, i =1,...,n, la suite (X, 44,...,X;,+;) a la méme loi de probabilit€ que la
suite (x;,,- .. ,X;,).
La loi de probabilité qui correspond a la suite (x,,,...,x;,) est caractérisée

par sa fonction de répartition, d’ol la définition équivalente de la stationnarité
forte :

VX, X0), V(1) et VA

Plx, <xi,....x,

w < Xa] = P[xtl+h < Xiyeo s Xpygh < Xul.

Ainsi un processus aléatoire est strictement stationnaire si toutes ses carac-
téristiques, c’est-a-dire tous ses moments, sont invariants pour tout changement
de I’origine du temps.

Dans le cas ol un processus x;, ¢t € T esttelque T = R, Z ou N alors on peut
vérifier que si x, est un processus strictement stationnaire :

Elx,] =m VieT

Vix,] = o? YteT

covlx,,x,] = y[|t — s]|] VieT,VseT,t+s
Ou encore : cov(x;,x;1x) = cov(Xa,Xo4) = ... = cov(x,,X,_¢)

La covariance dépend de la différence de temps seule et non du temps.

cov[x,,x,] existe si E [xf] <oo et E [xf] < 0o (d’apres I'inégalité de
Schwarz).

Il s’agit donc d’une famille de variables aléatoires réelles homoscédastiques
et corrélées.
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a stationnarité d'ordre deux des processus :
la stationnarité faible

Le processus x;, t € T est dit faiblement stationnaire si seuls les moments
d’ordre 1 et d’ordre 2 sont stationnaires. Par exemple, si E [xf] dépend du
temps ¢ alors le processus est faiblement stationnaire.

Les processus stationnaires d’ordre 2 sont des processus générateurs de chro-
nique sans tendance en moyenne et sans tendance en variance mais cela ne signi-
fie pas que les séries temporelles ont une représentation graphique stable.

e processus Bruit Blanc (White Noise)

Soit le processus, x;, t € T. Si pour tout n-uple du temps t; < t, < ... < t,, les
variables al€atoires réelles suivantes x,, — x;,...,x,, —x,  (différences pre-
mieres) sont indépendantes, il s’agit d’un processus a accroissements indépen-
dants.

Le processus x,, t € T est dit a accroissements indépendants stationnaires si
de plus la loi de probabilité de (x,,, — x;) Yh € T ne dépend pas de ¢.

Un Bruit Blanc! est un processus stochastique a accroissements non corré-
1és. 11 est dit Bruit Blanc « fort » si les accroissements sont indépendants. Il
s’agit donc d’une suite de variables aléatoires réelles homoscédastiques et indé-
pendantes. On 1’appelle aussi processus i.id. (processus discret formé de
variables mutuellement indépendantes et identiquement distribuées). Si la loi de
probabilité de x, est normale alors le Bruit Blanc est nécessairement i.i.d. Il est
parfois dit Bruit Blanc gaussien et noté alors n.i.d. (normalement et identique-
ment distribuée).

Un Bruit Blanc est donc tel que :

E[x]=m VteT
Vix,] = o? VieT
cov[x,,X;19] = ¥ (0) =0 VieT, VO eT

Si E [x,] = 0, le Bruit Blanc est centré, ce que I’on suppose par la suite.

Un processus i.i.d. ou n.i.d. est nécessairement stationnaire mais tous les pro-
cessus stationnaires ne sont pas i.i.d. ou n.i.d., dans ce dernier cas le processus
stationnaire est dit 2 mémoire, c’est-a-dire qu’il existe une loi de reproduction
interne au processus qui est donc modélisable.

1. Appellation donnée par les ingénieurs par référence au spectre de la lumiere blanche
(c¢f. Chatfield, 1984).
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Le tableau 3.1 illustre les différents types de processus.

Tableau 3.1 — Les différents types de processus aléatoires

Processus non stationnaire Processus stationnaire

Processus bruit blanc

Processus bruit blanc gaussien

Il existe aussi des processus non stationnaires (cf. chapitre 5), mais également
des processus qui ne sont pas des bruits blancs bien que I’espérance soit indé-
pendante du temps et les covariances nulles mais dont la variance dépend du
temps (hétéroscédasticité).

‘ergodicité

Les processus aléatoires recourent a 1’hypothese d’ergodicité pour les échan-
tillons qui les constituent. Pour bien comprendre cette hypothese que 1’on utili-
se souvent de facon naturelle, il convient de définir ce que I’on entend par
« moment dans le processus » et « moment le long du processus ».

Pour cela schématisons des processus aléatoires stationnaires et non station-
naires en supposant qu’a un instant ¢ la loi de probabilité de la variable aléatoire
est gaussienne.

Les figures 3.1 et 3.2 montrent que les moments du processus se calculent
dans le processus pour I’instant donné et que la réalisation simultanée d’un
nombre d’épreuves doit étre suffisant pour que ce calcul ait lieu.
Théoriquement, un processus peut étre assimilé a une expérience, nous pouvons
donc obtenir plusieurs échantillons résultant de ces expériences. La théorie de
I’inférence statistique garantit la stabilité des estimations de ces moments. Mais

Figure 3.1 — Processus aléatoires stationnaires
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nlx (t4) Gx(t4)

n, (tl) Gx(tl)

Figure 3.2 — Processus aléatoires non stationnaires

on peut aussi calculer les moments de 1’échantillon, par exemple la moyenne
+n
temporelle X, dans le cas discret : x = Lim Yox, teZ.
n—oo 21 + 1 n

Lorsque ces moyennes existent, elles sont indépendantes du temps tout en
pouvant étre différentes d’un échantillon a I’autre.

On dit qu’un processus aléatoire est ergodique si on peut obtenir des estima-
teurs absolument corrects (i.e. sans biais et convergents) de ses caractéristiques
(les moments) a partir d’un seul échantillon : la série temporelle.

a fonction d'autocorrélation
et la fonction d'autocorrélation partielle

a fonction d'autocorrélation
La fonction d’autocovariance d’un processus x, centré est une fonction de :
keZ — y, = E[x;x, ] € R.

Elle est estimée par :

1

R, =
Tk

n
Z X X_, keZ"

t=k+1

1 n
avec Ry = - fo = V[x,]
t=1
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La fonction d’autocorrélation (notée FAC) de x, est une fonction de :

ke Z— p.el[—1;+1]

Yk o Ry
avec p, = —. Elle est estimée par r;, = —
Y0 Ry

Le graphe de la fonction d’autocorrélation porte le nom de corrélogramme.

La variance des autocorrélations est donnée par! :

K
V[]—lizK k
pel = - i <k.

i=—K

Remarque : On note p; le coefficient d’autocorrélation théorique (inconnu)
et r; le coefficient d’autocorrélation estimé a partir de la chronique échantillon.

En utilisant la symétrie des p;, I’estimation r; de p; et en supposant qu’au-
dela de K les p; sont nuls, on obtient :

1 K
Vird = ;<1 +2;r3)

Pour n grand, la distribution d’échantillon de I’estimateur r, suit asymp-
totiquement une loi normale. La variable normale centrée réduite est :

x_ lre — poxl

VVIrd

,
Sous H, : o, = 0, I'indicateur t* = — (K < k) est alors calculé et sa

NV VIrd
valeur absolue est comparée au r* lu dans la table de la loi normale
(t*/* = —1,96, valeur de la table de la loi normale pour un seuil de « = 5 %).
Si [t*| > 1,96 on rejette I’hypothese H, (pour les calculs on prend K = k — 1).
On peut aussi construire un intervalle de confiance pour p; 2 95 % :

IC = £+1,96 x /V|[r¢] avec K < k. Comme la variance de r, se modifie
avec k, cet intervalle n’est pas constant.

Si on suppose que x, est i.i.d., alors, par définition, tous les coefficients d’au-

. 1 ..
tocorrélation sont nuls et donc K =0 et V[r,] = — Vk. Sous cette condition
n

/1

IC = £1,96 x ,/ —, et c’est cet intervalle qui figure sur le corrélogramme (test
n

de I’hypothese H, : p, = 0).

1. Bartlett, 1946.
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a fonction d'autocorrélation partielle

La fonction d’autocorrélation partielle (notée FAP) d’un processus x, centré est
une fonctionde k € Z — py € [—1; +1]. Elle s’analyse de maniére analogue au
coefficient de corrélation partielle : il s’agit de la corrélation entre x, et x,_, I’in-
fluence des variables x,_,_; pour (i < k) ayant été retirée. Les autocorrélations
partielles empiriques, notées ry, sont obtenues des autocorrélations partielles
théoriques p;, en remplagant les p; par leurs estimations r;.

Soit la matrice P, symétrique formée des (k — 1) premieres autocorrélations

de x, :

L Pk—1

La FAP est la succession des p, =

P1
1

Pr—1

ke N

*

k

avece :
k

| P}| = déterminant de la matrice P, dans laquelle on a remplacé la derniére
colonne par le vecteur [p; ... o]

L Pk—1 Pk

1 1 ,01_

Par exemple, calculons p;;, p2 et p33

P11 =—|Pl*| P =[1] P'=]pil
| P
_ P
P11 = 1 = P

On constate que la premiere valeur de I’autocorrélation partielle est égale a
la premiere valeur de I’autocorrélation.
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|P2*| 1 P1 1 P
=m P=la 1 m=l, 2
P2=0p 2T le 1 *“Llo p

o P2 — P}
2 =
1—p}
| Py L o o L o p
,033=|P| Pr=1p 1 p Pr=|p 1 p
} P pr 1 P2 P1 P3
s = pi = pip2(2 = p2) + p3(1 = p})
33 =

1—p3 —2p7(1 = p2)

Rapidement, les calculs se compliquent, ¢’est pourquoi on utilise I’écriture
récurrente de p;; :
P1 sii =1.

i—1
Pi — Z Pi—1,jPi-j
j=1
i—1
1 - Z Pi-1,jPj
j=1

Ol\l 'OU - pifl,j - pil‘pifl‘,',j aVCCj - 1,2,. .. ,i - 1 et ,Oi,i - /Oii'
Dans la pratique le calcul des éléments de la FAP utilise les équations de
Yule-Walker, définies au chapitre 6.

Pour des grands échantillons, les coefficients p;; d’un processus AR(p) sont
asymptotiquement distribués selon une loi normale d’espérance nulle et de

1
variance V[ ] = — pour k > p (Quenouille, 1949). Ce résultat est utilisé pour
n

un py quelconque. 11 est alors possible de construire un test d’hypotheses pour
Prk -
Sous I’hypothese Hy : o = 0.

r
On calcule t* = M

@

Comme pour I’autocorrélation, le test de signification est effectué en utilisant
la loi normale N(0,1) par comparaison avec un ¢ lu dans la table (r*/> = —1,96,
valeur de la table de la loi normale pour un seuil de = 5 %). On déduit aussi un

/1
intervalle de confiance a 95 % de oy : IC = |:i1 ,96 —i| . On constate que cet
n

intervalle est constant et identique a celui de FAC lorsque x, est un bruit blanc.
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nalyse des fonctions d'autocorrélation

Lorsque nous étudions la fonction d’autocorrélation d’une série chronologique,
la question qui se pose est de savoir quels sont les termes r;, qui sont significa-
tivement différents de 0.

En effet, par exemple si aucun terme n’est significativement différent de 0,
on peut en conclure que le processus étudié est sans mémoire et donc qu’a ce
titre il n’est affecté ni de tendance ni de saisonnalité. Ou encore si une série men-
suelle présente une valeur élevée pour ry, (corrélation entre x, et x,_1,), la série
étudiée est certainement affectée d’un mouvement saisonnier!.

1) Test d'un coefficient d'autocorrélation

Le test d’hypotheses pour un terme p; est le suivant :
Hy:p.=0
Hy:p#0

Nous avons vu précédemment que si x; est i.i.d. et pour un échantillon de
taille importante (n > 30) le coefficient p; tend de maniere asymptotique vers
une loi normale de moyenne 0 et d’écart type 1/4/n. Sous I’hypothese H, I’in-
tervalle de confiance du coefficient p; est alors donné par :

1
pr =017 —
N

n = nombre d’observations.

Si le coefficient calculé r;, est a I’extérieur de cet intervalle de confiance, il
est significativement différent de O au seuil o (en général o« = 0,05). La plupart
des logiciels fournissent, avec le corrélogramme, I’intervalle de confiance ce qui
autorise une interprétation instantanée.

Nous devons souligner une limite des tests a 5 %. En effet, lorsqu’une fonc-
tion d’autocorrélation est calculée pour un nombre important de retards, nous
pouvons nous attendre a ce que quelques-uns soient, de maniere fortuite, signi-
ficativement différents de 0. Si & est le nombre de retards, le nombre possible de
faux rejets est alors de 0,05 x &, pour un seuil de confiance de 5 %.

2) Test d'un ensemble de coefficients d'autocorrélation

Le test de Box-Pierce permet d’identifier les processus de marche au hasard.

1. 1l s’agit méme d’un test de détection de saisonnalité (cf. chapitre 1).

Processus aléatoires stationnaires et processus ARMA o 91


Elias
Texte surligné 

Elias
Texte surligné 


Si x,, est une marche au hasard alors cov(x,,x,_;) = 0 ou encore p, = 0 Vk,
d’ou le test d’hypotheses :

Hy:pr=pp=...=pxg =0

H, : il existe au moins un p; significativement différent de 0.

Pour effectuer ce test, on recourt 2 la statistique Q (due & Box-Pierce!) qui
est donnée par :

h
2
0=nd r
k=1

h = nombre de retards, r, = autocorrélation empirique d’ordre k£, n = nombre
d’observations.

La statistique Q est distribuée de maniere asymptotique comme un x> (chi-
deux) a h degrés de liberté. Nous rejetons, donc, I’hypothese de bruit blanc, au
seuil «, si la statistique Q est supérieure au x? lu dans la table au seuil (1 — «)
et i degrés de liberté.

Nous pouvons utiliser aussi une autre statistique, dont les propriétés asymp-
totiques sont meilleures, dérivée de la premiére qui est le Q' de Ljung et Box? :

h 2

r
Q'=nn+2) ) ——
;n—k

qui est aussi distribué selon un x? a h degrés de liberté et dont les regles de déci-
sions sont identiques au précédent. Ces tests sont appelés par les Anglo-Saxons :
« portmanteau test ».

Exercice n° 3.1

Calcul des termes d’un corrélogramme et de leur intervalle
de confiance a partir des éléments d’une chronique

Soit la chronique X, suivante :

Xy 10 3 -1 3 2 5 3 2 -1 3

1. Box et Pierce, 1970.
2. Ljung et Box, 1978.
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a) Calculer les trois premiers termes de la FAC (ry, 2 et r3).

b) Donner un intervalle de confiance a 95 % pour pj, p2 et p3 et tester la significativité
de ry, rp et r3.

¢) Calculer les trois premiers termes de la FAP (ryy, r et r33).

d) Donner un intervalle de confiance a 95 % pour p;1, p22 et p33 et tester la significati-
vité de ryy, rpp et r33.

e) Calculer la statistique de Ljung-Box pour 4 = 3, la série x; est-elle un bruit blanc ?
Solution

a) Le coefficient d’autocorrélation d’ordre k est donné par :

> = X)k — %)

t=k+1
rp =
n n
—\2 — 2
Z (s —X1) Z (xr—k —X2)
t=k+1 t=k+1
1 n 1 n
x| = Xt Xy = Xt—k
— > — >
1=k+1 1=k+1

Soit ri = 0,021 ; r, = —0,502 ; r3 = —0,348

b) En utilisant la formule de Bartlett, on obtient :

1
Vinl=-=-—-=01;
n
1 2 1 2
Vinnl=-(1+2r) = E(l +2 % (0,021)%) ~ 0,1
n

1 1
Virsl=—(1+ 207 +13) = o+ 2(0,021% 4 0,502%)) ~ 0,15

Les intervalles de confiance a 95 % sous I’hypotheése Hy : px = 0 pour k = 1,2,3 sont
égaux a :

/1 /1
k=1: {—1,96 —;+1,96 —i| =[—1,964/0,10; +1,964/0,10] =[—0,620; 0,620] = r;
n n

n’est pas significativement différent de 0.

k=2 : [-1,964/0,10; +1,964/0,10] = [—0,620; 0,620] = r» n’est pas significative-
ment différent de 0.

k=3 : [-1,964/0,15; +1,96,/0,15] = [—0,759; 0,759] = r3 n’est pas significative-
ment différent de 0.

c¢) En utilisant les estimations ry, rp et r3 de p;, p2 et p3, nous obtenons :
rip =r1 = 0,021
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o 1 1 e 1 0,02177' 1 0,021
2=l ] A | [Coson] = mm=os2
rn o1 " 0,021 1 —0,502

r31 1 rn n -1 r
rl=|n 1 n r
r33 rpory 1 r3
1 0,021 —0,5027~!' [ 0,021 —0,185
=1 0,021 1 0,021 -0,502 | = | —0,489 | = r33 = —0,431
—-0,502 0,021 1 —0,348 —0,431

1
d) Sous I’hypothése Hy : prx =0 pour k =1,2,3, nous avons pgr — N[0,/ = |
n

1 1
les intervalles de confiance a 95 % sont alors égaux a : |:—l,96,/ —; +1,96,/ :| =
n n

[—0,620; 0,620]

Aucun coefficient n’est a I’extérieur de I’intervalle, ils sont donc non significativement
différents de 0.

e) Soit le calcul suivant :

3 2 2 2
0,021 -0,502 —0,348
12[( - )« : R : )

i| =5,86

Cette statistique est a comparer au chi-deux lu dans la table a trois degrés de liberté
(5,86 < X? % =17.381), on accepte ’hypothese Hp de nullité des coefficients d’auto-
corrélation. La série x; est donc un bruit blanc, ce qui est cohérent avec les résultats du

point b.

Exercice n° 3.2

Fichier C5EX3
Exemple d’analyse des FAC et FAP au CAC40

On demande de calculer et d’analyser les corrélogrammes simple et partiel de 1’indice
CAC40 en niveau et en différences premieres (cf. exercice 5.3 du chapitre 5).

Solution

La figure 3.3 présente les corrélogrammes simple (Autocorrelation) et partiel (Partial
Correlation) du CAC40.

Nous constatons que la fonction d’autocorrélation simple (colonne AC) décroit tres len-
tement, cela est typique d’une série non stationnaire. En revanche, la fonction d’auto-
corrélation partielle (colonne PAC) a seul son premier terme significativement différent
de O (I’intervalle de confiance est stylisé par les pointillés).
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La statistique de Ljung-Box est calculée (colonne Q-Stat) pour chaque retard 4, assor-
tie de sa probabilité critique.

Par exemple calculons la Q-Stat pour 4 =4 :

4 r2
Q' =nt+2)) —*
mn—k

n

0,9892 N 0,9762 N 0,9642 N 0,9532
1159 1158 1157 1156

:1160x1162[ ]:4387,86
Cette statistique est a comparer au chi-deux lu dans la table a quatre degrés de liberté
(4387,8 > Xf’% =9,48), on rejette I’hypothése Hy, il existe au moins un coefficient

d’autocorrélation significativement différent de O (évidemment ici le test est inutile, la
simple lecture du corrélogramme nous fait rejeter I’hypothese Hp).

Included observations: 1160

Autocorrelation Partial Carrelation AL PAC C:-Stat Prob
| [

0588 0889 M36E 0.000
I 0.576 -0.049 22457 0.000
I 0864 0.020 3329.0 0.000
I 0.953 0.015 4357.8 0.000
I 0.941 -0.055 54202 0.000
I 0828 0.024 B427.5 0.000
I 0817 0.002 74112 0.000
I 0.807 0.035 8373.4 0.000
I 9 0.856 -0.005 9314.4 0.000
I
I
I
|
|
I

o e e T o O N W L

10 0.885 -0.038 10233, 0.000
11 0.874 -0.018 11128, 0.000
12 0.862 0.004 12002. 0.000
13 0.850 -0.040 12852. 0.000
14 0.838 0.003 13673. 0.000
15 0.827 0.000 14483. 0.000

Figure 3.3 — Corrélogrammes simple et partiel du CAC40

Nous calculons ensuite, les fonctions d’autocorrélation simple et partielle sur le CAC40
en différences premieres (figure 3.4). Nous constatons que — presque — tous les termes
sont dans I’intervalle de confiance a I’exception des retards 1 et 9, et que la probabilité
critique de la statistique de Ljung-Box est, pour presque tous les retards, supérieure a
0,05 (acceptation de Hp). Le CAC40 en différences premicres est bien slr stationnaire
et peut étre considéré ici comme un processus de marche au hasard.
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Included observations: 1159

Autocarrelation Partial Caorrelation AL PACZ (-5tat Prob

1 0.082 0.082 4.4625 0.035
20010 -0.014 45772 0.101
3 -0.03% -0.038 B.3597 0.095
4 0.05% 0.064 10.409 0.034
5 -0.015 -0.024 10665 0.058
§-0.020 -0.018 11.145 0.034
0017 -0.000 11,493 0119
g -0.008 -0.012 11.572 0171
89 0044 0.045 13.813 0.129
10 0.021 0.016 14.347 0.158
11 0018 0.016 14.712 01596
12 0.040 0.043 16.558 0167
13 -0.003 -0.018 16.634 0.217
14 -0.051 -0.049 19.6852 0.141

i
I
I

i
|
|
I
I

i
|
|
|
I
I
I 15 -0.009 0.001 19.741 0.182

Figure 3.4 — Corrélogrammes simple et partiel de D (CAC40)

a classe des processus aléatoires ARMA
linéaires et stationnaires

Il est possible de définir la classe des processus ARMA a partir du théoréeme de
décomposition des processus de Wold.

e théoréme de décomposition de Wold'

Soit le processus centré réel ou complexe Z, stationnaire et de variance finie. Il
existe trois processus 7;, x;, a, qui vérifient les propriétés suivantes :

°Z, =T, +x

ou T; et x; sont deux processus orthogonaux (indépendants).

Le processus 7; est dit processus singulier (ou encore processus détermi-
nable). Il s’agit d’une composante dont chaque valeur peut se calculer a partir
d’une combinaison linéaire finie ou infinie de ses valeurs passées. C’est donc un
processus dont nous pouvons déterminer exactement la prévision. Par opposi-

1. Wold, 1954.
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tion au processus précédent, x, porte le nom de processus indéterminable.

¢ a, est un Bruit Blanc centré, E[a,] = 0.

+00
ex,= Y Wa_; avecty,=1,1 €R (1)
.f={ e
0
J varie de —oo a 400 dans le cas complexe, j varie de 0 a 0o dans le cas réel
+00
et Z zbjz. < +o00 .

-

Un processus x;, centré, stationnaire d’ordre 2, peut s’écrire selon 1’expres-
sion (1) précédente.

La condition sur les ¢; assure ’existence des moments d’ordre 2 du proces-
sus, on dit que x, est convergent en moyenne quadratique.

En effet, considérons la formule (1) sous sa forme développée dans le cas réel :
X =a +va_,+va,_,+...

et calculons, par exemple, la variance de x;
VIx] = E[(x, — Ex))*]. Or E(x) = ) v;E(a,_;) =0.
j
D’ou
Vix] = Elx]]
= Ela> +ia? | +5a? , + ...+ dohaa,, + ... +]
Supposons que la suite des 1); est telle que :

1

=1 =5 . ¥, = |

La somme (14+1;+v¢;+...) =1 +¢; +¢]+...) est, dans ce cas, la
1
somme d’une progression géométrique de raison > elle est convergente et la

variance de x, est finie.

Supposons que la suite des 1); est telle que :

=1 =v2 .. y=y
La somme (1 4 1] + 15 + ...)est, & présent, la somme des termes d’une

progression géométrique de raison 2 ; elle est non convergente et la variance de
x, est infinie.
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Cette condition de I’équation (1) sur les 1); est €également importante dans la
suite de I’exposé! car sous cette forme le processus x, peut étre considéré
comme la sortie d’un filtre linéaire dont I’entrée est un Bruit Blanc «, et de fonc-
tion de réponse impulsionnelle les valeurs successives des ;. Or ce filtre est
stable si la fonction de réponse est constituée d’une suite de valeurs dont la
somme est convergente.

Enfin, le processus x, peut étre réécrit en utilisant 1I’opérateur de retard B tel
que :

Biy, = y._; ol y, est un processus quelconque.
On aura dans le cas réel :
X =a +va_,+v,a_,+...
X, =a, +¢,Ba, +,B%*a, + ...

x,=0+¢v,B+v,B*+ .. )a,

x, = p(B)a, (2)

¥(B) porte le nom de polyndme d’opérateur et on peut lui appliquer la plupart
des théorémes courants de mathématiques.

ropriétés de l'opérateur retard

Examinons les propriétés de 1’opérateur B.

Ba = a, I’opérateur d’une constante a est une constante

B’x, = x,

(1 — B)2x, # (1 — B*)x, en effet :

(1-=B)2x, =1 —=2B+B)x, = x;, — 2X,_1 + X0 F+ X, — X,_»

(B'+ B)x, = B'x, + Bix; = x,_; + x,_;

B'(B/x,) = B'x,_; = x,_;_;, de méme B'(B’x,) = B'"Vx, = x,_;_;

B7x, = x,

Xt
(1—aB)’

Démonstration : multiplions de chaque co6té la relation précédente par
(I —aB).

(1—aB)(14+aB+a*’B*>+a’B*+..)x,=(1 —aB)

Si |a| < 1 la somme infinie (1 +aB +a’*B*>+a’B* + .. )x, =

Xy

(1—aB)

Xy

(1—aB+aB —a’B*+a’B> —a*’B>+ .. )x, = x,

1. Cf. chapitre 4
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Comme |a| < 1, a"B"x, converge vers 0 lorsque n tend vers I’infini. Ainsi,
les deux membres de la relation sont égaux.

éfinition des processus ARMA

1) Les processus MA et AR
Le processus stationnaire défini par les formules (1) ou (2) est appelé processus
Moyenne Mobile infini. Il est noté MA(co0).

Considérons le processus simple suivant pour lequel (B) est un polyndme
de degré 1.

x, = (1 + 1, B)a, et par commodité posons |, = —,.

Le polyndme (1 — ¢, B)~! est inversible si et seulement si [¢;| < 1. Dans le
cas ot |¢}| < 1 on peut écrire! :

oo

(=B = =) B

i=0
Nous pouvons calculer :
a,=1—-49B)'x
a =+ ¢\B+y¢7B* +..)x,

+00
28 wiEa 3)
j=0

Cette formule (3) est équivalente a la formule (1) pour I’écriture du proces-

~+00
sus a,. Pour que a, soit un processus stationnaire il faut donc que E Y soit
j=0
convergente.

Il s’agit d’une progression géométrique de raison ¢, et sa convergence est
assurée lorsque |¢|| < 1, ou encore lorsque || < 1.

Considérons la formule (3) précédente sous sa forme développée.
a =x + w/lxt—l + w/lzxt—z +.. .+ "/J/ljxtfj + ...

et posons 77; = 1. Alors :

a =X +mX_ +mx o+ ...+ T+

1. Cf. Gourieroux et Monfort, 1990, p. 172-176.
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a, = x,+mBx, + 1yB*x, + ...+ 1;Bix, + ...

a=(14+mB+mB*+...+7,B +..)x,

a, = (B)x, 4
On appelle processus autorégressif noté AR, I’écriture (4) du processus et

lorsque le polyndome d’opérateur particulier 7w (B) comporte une infinité de
termes, il est dit processus AR(00).

Enfin, observons que la formule (4) de I’AR(co) découle de 1’écriture
x, = (1 +,B)a,. Or cette écriture est celle d’'une MA d’ordre 1 puisque le
polyndme d’opérateur a pour degré 1. Nous pouvons également montrer (en uti-
lisant 1’écriture (4) avec un polyndme m(B) de degré 1) que I’écriture d’un
MA (o0) peut étre issue d’'un AR(1) d’ou la correspondance :
AR(1) = MA(c0)
MA(1) = AR(c0).

Considérons la formule (4) précédente a, = 7 (B)x, et multiplions les deux
membres par (B) :

Y(B)a; = Y(B)mw (B)x;. Or, ¥(B)a, = x, d’apres la relation (2), d’ou :
Y(B)m(B) =1

Nous pouvons résumer les résultats précédents selon la figure 3.5.

Théoreme de Wold
+ oo
X, =da ) MA(1)
! j=$pf =] > x,= (1+y B,
x,=yB)a, (2) T
11— 71
MA (o) y
=Py
-y te
¥j =7y a=Yyix,_. 3
Far el
. =-TT
bt a,=m(B)x, (4)
AR(1) -
a,= (1 +7 B)x, AR(e)

Figure 3.5 — Relation entre théoreme de Wold, processus AR et processu MA
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2) Les processus ARMA non saisonniers

Les processus ARMA — mélanges de processus AR et MA — sont nécessaire-
ment, en pratique, finis. Ils sont issus de deux processus :

* Le processus MA(g) défini a partir de la formule (1) :

x,=a, —6a_—...—0,a,_,
x=01-6B—...—0,Ba,
Xy = Qq(B)at (5

0;, €lément du polyndme d’opérateur fini 6, (B), joue le rdle de —1); dans la for-
mule (1).

* Le processus AR(p) défini a partir de la formule (4) :

X =¢x1+ ...+ dx_, +a

Il s’écritaussi: (1 —¢pB —... —¢,B")x; = a,
¢p(B)xt =a, (6)

¢; élément du polyndme d’opérateur fini ¢,(B) joue le role de —m; dans la for-
mule (4).

* Le processus ARMA(p,q) s’écrit alors :
¢»(B)x, = 0,(B)a, )

Dans cette écriture le processus est centré (E[x,] = 0). Plus généralement on
peut considérer des processus avec constante :

¢p(B)xt =un+ Qq(B)Cl, (7’)
On remarque que :

ARMA(0,9) = MA(q)
ARMA(p,0) = AR(p)

A partir de la formule (7), nous pouvons écrire a condition que ¢;'(B)
existe :

_ 6,(B)

¢ (B)
et g de définir un nombre assez important de modeles (c’est le principe dit de
« parcimonie de Box et Jenkins »).

X; a, ce qui montre qu’il est possible avec des degrés peu élevés de p
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Exemples d’écritures :
—AR(1): (1 = B)x, =a, < x, =x,_1 +a,
—AR®2): (1 =B — ¢ BH)x, = a, <= x, = P1X,_1 + Pox,_» + a,
-MA():x, = —-6,B)a, < x, = a, — 61a,_,
~-MAQ):x,=(1—-6,B—-0,BYa, & x, =a, —6a,_, — 6a,_,
—ARMA(L, 1) : (1 —=¢B)x, = (1 —0,B)a, < x, = ¢1x,_1 +a, — 61a,_,
— ARMAC(1, 2) avec constante :
(1 —¢:B)x, =+ (1—6,B—6,B)a,
= x=p+oix +a —0a_, —ba_,

a stationnarité et l'inversibilité des processus

1) Conditions de stationnarité et d’inversibilité
Considérons le MA(1) précédent de la formule (2) : x, = (1 + ¢, B)a,.

Nous avons vu qu’il peut s’écrire selon la forme (3) d’un AR (oc0) sous la
condition que |, | < 1, condition qui permet d’inverser le polynome (1 + v, B).

1
Dans ce cas, la racine en B du polyndme (1 + ¢, B) est B = —1!}— et comme
1

|, < 1 alors |B| > 1. Cette condition est appelée condition d’inversibilité du
processus. Ce résultat peut &tre généralisé pour le polynéme 6 (B) des processus
MA et pour le polyndme ¢ (B) des processus AR.

1

Le théoreme' suivant peut maintenant étre énoncé :

* Un processus AR est toujours inversible. Il est stationnaire lorsque les
racines de ¢,(B) = 0 sont a I’extérieur du cercle unité du plan complexe.

)4
A—¢B—...—¢,B") =0 0,(B) =0 [[(1 —;8) =0
Jj=1
Ces conditions de stationnarité se rameénent a |u;| < 1V j.

* Un processus MA est toujours stationnaire. Il est inversible si les racines de
0,(B) = 0 sont a I’extérieur du cercle unité du plan complexe.

q
(1—6,B—...—0,B) =0 0,B8) =0 [[1—yB)=0

j=1

Ces conditions d’inversibilité se rameénent a |y;| < 1V j.

1. Il s’agit d’une utilisation du théoreme de Doob, 1953, p. 577.
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* Les conditions de stationnarité et d’inversibilité de I’ARMA sont donc res-
pectivement données par la partie AR et la partie MA de I’ARMA.

Ce résultat, sous forme de théoréme, joue un rdle crucial dans 1’utilisation
ultérieure des processus ARMA car il conditionne 1’existence méme de ces pro-
cessus, d’ou les différentes techniques de recherche de ces conditions.

2) Recherche des conditions de stationnarité et d’inversibilité
des processus ARMA

Deux cas se présentent concretement pour cette recherche :

— le processus est connu (i.e. les parametres ont déja été estimés). Dans ce
cas, la recherche de la stationnarité et de I’inversibilité permet de vérifier
la validité du processus générateur ARMA de la chronique. Le probleme
mathématique est le calcul des racines de polyndmes. Lorsque ces derniers
sont de degré peu élevé (< 2), le résultat est immédiat. Pour des ordres
plus importants, il est indispensable de recourir a des algorithmes de
recherche de racines des polyndmes : le plus souvent celui de Newton-
Raphson ;

— le processus est inconnu (dans le sens ou il n’a pas encore été estimé). Il
convient de déterminer, dans ce cas, les plages de variations des parametres
qui conditionnent I’existence des processus ARMA. Ceci ne peut étre
effectué que pour des processus ol les degrés des polynomes sont faibles.

Pour des polyndmes de degré 1, le résultat est simple a établir.
Soit le processus AR(1) :
d(B)x; =a, < (1 = pB)x, = a;, <= x; = 1x,1 + @

D’apres le théoreme précédent (ce processus est toujours inversible) la sta-
: . . : 1
tionnarité requiert la recherche de la racine | — ¢ B =0 <= B = (;
. . . 1
Le processus est stationnaire si et seulement si :
|B| > 1 «<—

1
Un calcul identique donne les conditions d’inversibilité d’'un MA(1).

>l -1<¢g <0et0< ¢, <1.

Pour des polyndémes de degrés 2 ou 3, nous pouvons opérer de la maniere
suivante.

Considérons les racines du polynéme 6, (B) :
6,(By=1-6B—...—6,B"=0
qui s’écrit aussi :
B,(By=B*—6,B """ —...—-6,=0
soit en posant F'? = B~4
Fi—6,F " —...—6,=0
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on obtient ainsi 1’équation caractéristique de 1’équation de récurrence homo-
gene :
a, —60a,_y—...—6,a,_,=0.

Si les racines de 6,(B) sont a I’extérieur du cercle unité, les racines du poly-
nome en F sont a 'intérieur du cercle unité. Ce probleme se ramene donc 2 la
recherche des racines d’une équation caractéristique.

On peut utiliser le théoréme de Routh - Samuelson!.

Soit I’équation homogene suivante :
yt+b1yt—l+~--+bnyt—n=0 (b0=1)

et son équation caractéristique bor" + b;r"' + ...+ b, = 0 (b, = 1), on forme
les sommes suivantes :

<>
Il

by CR(=DC

i=0 k=0

by,=1=b+by—...+(=D)""b,_; + (=1)"b,

Ci—0 k<i
avec = our
k P k>i
et la matrice M :
~b, b; bs b; .
by éz 24 bjfl
0 b b
0 b b
M: 0 O bQ
0O 0 O
0 0 bo

1. Samuelson, 1971.
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Théoréme

Une condition nécessaire et suffisante pour que les racines de I’équation
caractéristique de 1I’équation homogene soient en module a I’intérieur du
cercle unité est :
by > 0
A >0
A, >0

Ai>0

A, >0

ou les A; sont les mineurs principaux dans 1’ordre naturel de la matrice M.

3) Applications

* Soit le processus AR(1) : ¢, (B)x, = a;, <= (1 — ¢ B)x; = a,
On ale polyndme : 1 — ¢ B =0

B —¢ =0
r+b1=0
b0=1etb1=—¢1 (Vl=1)

i=1
EOZZbi:b0+b1:1_¢l

i=0
i=1
by =Y bi(n—2i)=by(n—0)+b(n—2)=by—b
i=0
=l-¢(-D=1+¢
]+¢1:| b0>0<:>1—¢1>0

et les conditions <1
1— ¢ } o)

d’oﬁM:[
A1>0<:>1+¢1>0

* Typologie des solutions d’un processus AR(1) en fonction de la valeur
de ¢|

Do <1
1
= —a,
1—¢B

=(+¢B+¢ B +..)a =) ¢la;
i=0
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Solution stationnaire par construction :

2) |¢1| =1 = x, est non stationnaire (processus de marche au hasard
défini au chapitre 5) ;

3) |¢1] > 1 = x, est non stationnaire explosif.

¢ Soit le processus AR (2) : (1 — ¢ B — ¢, B*)x, = q,
Cherchons les conditions pour que :

(1—¢1B—¢$B) =0

ou encore :
B?—¢B'—¢,=0
soit :
r24+br+b,=0avecn =2
by=1; b =—¢; by=—¢
. n 2
bo=) bi=) =bi+b+b=1-¢—¢
i=0 i=0
by =Y bi(n—2i)=2by—2b, =2 +2¢;
i—=0
by=1—b +b,=1+¢ —¢,
24 2¢, 0 0 0 T
l—¢—¢ 1+¢—¢ 0 0
M= 0 24+ 2¢, 0 0
- 0 1—¢1—¢ 14+¢d—¢, O
0 0 2+ 2¢, 0o ...
i l—¢—¢ O ...

D’ou les conditions :

Eo=1—¢1—¢2>0
A1=2+2¢2>0
Ay =24+20)(0+¢1 —¢2) >0

qui peuvent s’écrire aussi :

l—¢1—¢,>0
l+¢, >0
l+¢1—¢>0
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* Typologie des solutions

)
¢2=1_¢1 ¢2=1—¢1
+1 A
1
-2 -1 0 +1 +2
"I""""""m #2= -1
B -1 C

Figure 3.6 — Solution géométrique

La figure 3.6 illustre la résolution graphique de la recherche des conditions
de stationnarité d’'un AR(2). L’intérieur du triangle A B C représente I’ensemble
des couples (¢;,¢,) pour lesquels le processus AR(2) est stationnaire. Il s’agit
aussi des coordonnées des racines de 1’équation : (1 — ¢, B — ¢, B*) =0 qui
possede des racines réelles et complexes. La zone intérieure hachurée corres-
pond au cas des racines complexes.

Ce résultat est identique pour les couples (6; et 6,) du processus MA(2).

es processus ARMA saisonniers

Il existe deux types de processus ARMA :
— les processus ARMA non saisonniers : ARMA(p,q) définis précédemment
— les processus ARMA saisonniers : ARMA, (P, Q)

Pour ces derniers, s et s’ représentent des pas de temps constants et différents
de un. On leur donne le nom de « période de la saisonnalité » du processus AR
stationnaire pour s et de « période de la saisonnalité » du processus MA inver-
sible pour s’.

P est I’ordre du processus AR saisonnier.

Q est ’ordre du processus MA saisonnier.

Par extension de I’écriture des ARMA non saisonniers, les processus
ARMAs, s'(P, Q) prennent la forme :

Xy = ¢sxtfs + ¢2sx172s +...+ ¢PSXI*PS
+ a; — Qs’at—s/ - 925/(1[—25’ T eee T OQS/a[—QS,
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Par exemple :
Soit le processus ARMA |, ¢ (1, 2), il s’écrit :

X = PrX_1n + a — 60,6 — 012a,_1»

Il s’agit de la mé&me écriture qu’un ARMA non saisonnier, mais 1’ordre s’ap-
plique uniquement aux valeurs de ¢ = s et a ses multiples. En effet, considérons
le processus : AR ,(1). Il s’€crit : x; = ¢doxi—12 + @

Soit:x;, =0xx,_14+...4+0 X x_11 + ProXs_12 + a;

Ce processus AR ,(1) est équivalent a un AR(12) «trou€ »
pr=...6u=0

Sous forme de polyndmes d’opérateurs le processus ARMA saisonnier
s’écrit alors :

I avec

X, — ¢ B°X, — ... — pp,BTx, =a, —0yB"a, — ... — 0,y B q,
(1—¢B —...—¢p,B™)x, =1 —0,B" —...—0psB%)a,
¢r(B)x, = 0y(B*)a,

Ils peuvent s’écrire aussi avec une constante dans le second membre :

¢p(B*)x, = 1+ 0o (B)a,

Les conditions d’existence des ARMA purement saisonniers sont identiques
a celles déja indiquées pour les ARMA non saisonniers.

Remarque : les processus ARMA saisonniers sont aussi nommés par cer-
tains auteurs processus SARMA.

es processus ARMA non saisonniers
et saisonniers a la fois
Il en existe de deux sortes :
— les processus ARMA additifs notés : ARMA(p,q)+ ARMA,(P,Q). lls
s’écrivent : [qbp(B) + ¢p(B*) — 1] X, = [Gq(B) + QQ(BS/) — 1] a,. Dans la
pratique, ils sont rarement employés ;

— les processus ARMA multiplicatifs notés : ARMA(p,q)x ARMA,y (P, Q).
Soit sous forme d’opérateurs : ¢,(B)¢p(B*)x, =0,(B)0y(B*)a,
(avec s > p ets’ > g). Ils sont équivalents a des processus :

ARMA(p + Ps,q + Os’). Soit :

1. Un processus est qualifié de troué lorsque certains des retards (de type AR ou MA), de rang
inférieur a ’ordre du processus, sont affectés d’un coefficient nul.
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(I1-¢B—...—¢,B")1 —¢,B —...— ¢p,B")x,
=(1—-6B—...—0,B)(1 —6,B" ... —0p,B% ),
Ces processus ARMA non saisonniers et saisonniers a la fois, possédent des
conditions d’existence toujours identiques a celles des ARMA non saisonniers
et peuvent exister avec une constante dans le second membre.
Exemples d’écriture des processus saisonniers :
ARMA(1,2) x ARMA |,(1,1)
(1 —¢:B)(1 — ¢sB%)x, = (1 —6,B —6,B*)(1 — 6,,B")a,
(1 —¢1B — ¢ B® + 16 B")x,
= (1 — 913 — 9232 — 912812 + 91912313 + 02912314)(1[
= X = Gixig + PeXi—6 — P1PeXi—7
+a, —6ia,1 — 620, 5 — 012a,-12 + 010120, -13 + 020120, 14

Remarque : ARMA(1,2) + ARMA6’12(1,1) s’écrit :

[(1 = ¢ B)(1 — ¢6B®) — 1]x, = [(1 — 6,B — 6,B>)(1 — 6,,B") — 1] q,
Soit :
[(1 = ¢1B = ¢eB)]x; = (1 —6:B — 6,8 — 61,B")a,

Exercice n° 3.3

Recherche des conditions de stationnarité et d’inversibilité
des processus
e MA(D) : x; = a; + 0,8a;_
xr=a; +0,8q,_1 = (1 +0,8B)a;
Onal+08B=0=— B=—1,25d0ou|B|>1
Le processus est inversible.
M MA(l) Xy =ar — O,Sa,_l
xr =a; —0,8a,—1 = (1 —0,8B)a,t
Onal—-0,8B=0=— B=1,25dou|B| > 1
Le processus est inversible.
. MA(Z) X =ar + 0,6(1[_1 — 0,3(1[_2
xr = a; +0,6a,_1 — 0,3a;_o» = (140,68 — 0,3B%)a,
Onal+0,6B—03B2=0=— B; =3,08 et B =—1,08 d’ot |B;| > 1

Le processus est inversible, nous pouvons vérifier que les parametres —0,6 et 0,3 sont
dans la zone non hachurée (racines réelles) de la figure 3.4.
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*AR(1) : x; = 0,9x,_1 + a;
(1—0,9B)x;, =a; = (1 —0,9B) =0 = B = 1,11 d’ou |B| > 1
Le processus est stationnaire.
¢ AR(1) : x; = —0,9x;-1 + a;
14+09B)x; =a;, — (1+0,9B) =0=— B = —1,11 d’ou |B| > 1
Le processus est stationnaire.
*AR(2) : x; = 0,9x,-1 — 0,7x;,_2 + a,
(1=0,9B+0,7BY)x; =a; = (1 —0,9B +0,7B%) =0
+9 +i4/199 9 /199

B=—— =4 _4+i——
= 14 VIRV

2
9\* V199
p= (H) + T) ~1,20= p > 1 ce processus est donc stationnaire,

nous pouvons vérifier que les parametres 0,9 et —0,7 sont dans la zone hachurée (cas
complexe) de la figure 3.4.

*ARQ2) :x; =x-1 = 0,1x, 2 + a;
5 5 +1+ /0,6
(1=B+01B)x =a = (1-B+0,18) =0= B =—_——
— By =887 et B, = 1,13 d’0l [Bi| > 1.
Le processus est stationnaire, les parametres 1 et —0,1 sont dans la zone non hachurée
(racines réelles) de la figure 3.4
* MAQ2) :xr = +ar —0,5a;,—1 + 0,1a,_
x=(1—05B+0,18%a, = (1—-0,58+0,1B) =0
= A=0,25-04=-0,15
_0,5+i4/0,15 0,5 Iy 0,15

— B

0,2 02" "702
0.5\ [J0.15\° L
p= \/(0—2) + ( 0.2 ) ~ 3,16 = p > 1 ce processus est donc inversible, nous

pouvons vérifier que les parametres 0,5 et —0,1 sont dans la zone hachurée (racines
complexes) de la figure 3.4.
* ARMA(1L,1) : x;, = 0,8x;—1 +a; —0,7a;—
(1-0,8B)x; = (1 —0,7B)ay,
—1-0,88 =0 Soit B = 1,25 d’olt |B| > |
1-0,7B = 0 Soit B = 1,43 d’ol |B| > 1
Ce processus est stationnaire et inversible.
* ARMA@B,2) : x; = 2,5x-1 — 0,5x;—2 — x;—3 +a; + a;—1 + 2a,—»
1) Ecrire le processus sous forme de polynome d’opérateurs
X — 2,51 +0,5x, 2 +x;,3 =at +a,—1 +2a;,—»
(1=2,5B+0,5B2+ B*x;, = (1 + B +2B%q,
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2) Le processus est-il stationnaire ?
Recherchons les racines de 1’équation : (1 —2,5B 4 0,5B> + B3) =0

Il existe une racine évidente By = 1, nous pouvons donc factoriser :
(1-B(1-15B—B%H) =0

(1-—1,5B— B%) =0= A = 6,25 = deux racines : —2 et 0,5
Nous avons donc : (I — B)(1 —2B)(1+0,5B) =0

Le processus est donc non stationnaire.

Ou encore :

1 —¢1B—¢oBZavecd =1,5¢et ¢ =1
l—¢p1—¢pp=1-15-1=-15<0

I+¢pp=14+1=2>0

I+ —po=14+15-1=15>0

3) Ce processus est-il inversible ?

(1+B+2B)=0= A=-7=7i%

—14i7 1
= B=——""" =4
4 47!

2
B 12+ﬁ L7 8
p= 4 4 6" 16 V16

— p <1 ce processus est donc
non inversible.

1 V2
p: —_ =

— ~ 0,71
2 2

Ce processus est donc non stationnaire et non inversible.

ARMA(0,1) x ARMA, (1,0) : x; = 0,8x;—4 + a; + 0,84,

(1-0,8B%x; = (1+0,8B)q

Le processus est-il stationnaire ?

(1-0,8B%) = 0= (1,25 — B*) =0 = (1,057—B)(1,057 + B)(1,118 — i?B%) =0
Soit: By = 1,057 ; B, = —1,057 ; p = /(1,58)2 = 1,58 > 1

Le processus est donc stationnaire.

Le processus est-il inversible ?

(1+0,8B) =0=> B=—1,25 d’ou |B| > 1

Ce processus est donc stationnaire et inversible.

Exercice n° 3.4

Exemples de génération de processus ARMA a I’aide d’Eviews

Soit les processus suivants :
MA() : x; = a; +0,8a;—1 .
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MAQ®) : x; = a; +0,6a,_1 — 0,3a;_»

AR(1) : x, = 0,9x,—1 + a;

AR®2) :x; =0,9x,—1 — 0,7x,—2 + a;

ARMA(L,1) : x;, = 0,9x,—1 + a; + 0,8a,_

ARMA(0,1) x ARMA, ((1,0) : (1 — 0,8B%x, = (1 +0,8B)a,

(a; est un bruit blanc gaussien de variance 4).

On demande de les générer (sur 500 observations) a partir du logiciel Eviews.

Solution

Les instructions Eviews permettant de générer les processus sont les suivantes
(C3EX3.PRG) :

CREATE U 500 ‘Création de l’espace de travail
GENR a = NRND*4

GENR MAl = a+.8%a(-1)

GENR MA2 = a+.6*a(-1) - 0.3*a(-2)

GENR ARl = 0

SMPL 2 500

GENR ARl =.9*ARI(-1) +a

SMPL 1 500

GENR AR2 = 0

SMPL 3 500

GENR AR2 = 0.9*AR2(-1) - 0.7*AR2(-2) +a

SMPL 1 500

GENR ARMA = 0

SMPL 2 500

GENR ARMA =.9*ARMA(-1) +a+0.8*a(-1)

SMPL 1 500

GENR SARMA = 0

SMPL 5 500
GENR SARMA

0.8*SARMA(-4) +a +0.8*a(-1)

Exercice n° 3.5

Calculs des caractéristiques de différents processus
et études des propriétés d’inversibilité et de stationnarité

Calculer I’espérance, la variance et la covariance des processus suivants et conclure sur
leur stationnarité et inversibilité.

& — n.i.d.(0,02)
a) X, =& — &1
b) x; = be; + ce—y
€) X = &6

d)x; =x_1+¢& avec xo =0
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Etudier les conditions de stationnarité et d’inversibilité des processus suivants filtrés par
leurs différences premieres.

e)x; =x-1+¢&
) xi=—x1+&
g x =at+b+g

Etudier les conditions de stationnarité et d’inversibilité du processus suivant filtré par
leurs différences secondes.

h) x, =at> +bt +c+¢

Solutions

a)x; =& — &1

E(x;) =0 ; Var(x;) = Var(e;) + Var(g,—1) + Cov(g,&,—1) = 02 + 0} = 207

E(xixi—pn) = E[(er — &r—1)(&r—n — &1—p—1)]
=E(&16r—n — €181—h—1 — €1—18—h + &—16—p—1) =0 Vhh > 1

En effet, pour h = 1 —

E(xixi4+1) = E[(&r — &1—1)(61—1 — &1—2)] = E(&18—1 — €161—2 — &—181—1 + &1—1€1-2)
=0+0-02+0= -0

Ce processus est donc stationnaire.

Remarques : Ce processus s’écrit aussi x; = (1 — B)g; ; il s’agit d’'un MA(1) station-
naire, par définition, et non inversible puisque le polyndme opérateur de sa partie MA a
pour racine B = 1.

b) x; = be; + ¢

E(x)) =0 ; Var(x;) = (b* + *)o?

E(x;x,—1) = E[(be; + cer—1)(be;—1 + c&1—2)]
= E(bzstst,l + bcere—o + cber_160—1 + czst,lst,z)
=040+ cho? +0 = cho?

E(xixi—p) =0Vh,h>1

Ce processus est donc stationnaire.

Remarques : Ce processus s’écrit aussi x; = (b + ¢B)g; ; il s’agit d’'un MA(1) station-

naire, par définition, et inversible si |B| = b/c > 1 soitsic >0etb >cousic <0 et
b < c.

€) X = &8
E(x)=0;Var(x)) =07 x 0l =0
E(xix;—p) = Eler&i—161—n6—n—11=0VYh £ 0.
Ce processus est donc stationnaire.
d)xr =x-1+¢& avec xo =0
11 11
Ce processus s’écrit par substitution : x; = xg + Z g = Z &j
j=1 j=1

E(x;) =0 ; Var(x,) = 02 + 02 + ...+ 0} = ta?
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t t—h
E@xn)=E || & || D e || vrh>0
j=1 j=1

=Ellei+...+e—1-nte—nt+eti—nt...+e)er+ ...+ &—1-n+ &—n)l
=Elef +er1e2+...+ 16
+ 8% + &8+ ...+ E28
+ ...
=+ 8,27,1 +&—pe1+ ...
+ &—hy181 .o+ E—nErv1-n
+eer+ .ot egpl+ ...
=E[e}]+.. . +E[2,1+0+...
=O‘82+0‘82+...+082
E(xx,—p) = (t — h)o?
Dol E(x;x;—p) = to} = V(x;) pour h =0
E(x;x,—p) = |t — hlo? pourh % 0
Ce processus est donc non stationnaire.
Remarques :

* Pour & quelconque, nous pouvons écrire E (x;x,/) = agzMin(t,t/).

* Ce processus s’écrit aussi (1 — B)x; = &, il s’agit d’un AR(1) inversible, par défini-
tion, et non stationnaire puisque le polyndme opérateur de sa partiec AR a pour racine
B =1 (processus de marche au hasard).

e) x; = x;—1 + & Soit Ax; = &
En effet, Ax; = ¢, est un bruit blanc stationnaire.
f) x; = —x;—1 + & soit (1 + B)x; = &

Ty = Ax; = (1 = B)xy

D’olt x; = (1 — B)~!'T;. En remplacant ce résultat dans I’équation de départ, nous obte-
nons :

1+B)(1-B)7'T, =&
Soit: (1+B)T; =(1—B)g; =T, = —T—1 +& —&—1

Ce processus a pour racine —1 pour son polyndme opérateur de sa partie AR et pour
racine 1 pour son polyndme opérateur de sa partie MA. Il est donc non stationnaire et
non inversible.

g x,=at+b+eg
v=Ax; =1 —=B)x;=[at+b+e —alt —1)—b—¢e_1]
vy =a+ (1 — B)g

Ce processus est un MA(1) avec constante donc stationnaire, par définition, et non inver-
sible puisque le polyndme opérateur de sa partie MA a pour racine B = 1.
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h)x, =at’ + bt +c+¢

v =A% = (1-B)x =1 - B)[(-B)x]=(1-Buw
wy=x—x_1=at>+bt+c+e—alt—12—blt—1)—c—g_1
wy =2at+b—a+¢e —&_

vy = (1 — B)w; = wy — wy—

vw=2at+b—a+¢e —¢e_1—2at—1)—b+a—¢e_1+¢&_2

vy =2a+ & — 261+ &—2

v =2a+ (1 —=2B+ BYe =2a+ (1 — B)?g

Ce processus est un MA(2) avec constante donc stationnaire, par définition, et non inver-
sible puisque le polyndme opérateur de sa partie MA a pour racine double B = 1.
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es processus aléatoires
dans le domaine
des fréquences

e chapitre est consacré a I'analyse des séries temporelles dans le

domaine des fréquences. Elle est souvent plus riche en terme d'in-

terprétation, mais nécessite un recours a des techniques mathé-
matiques plus complexes. Nous examinons en . le role des filtres et leurs
conséquences sur les séries chronologiques analysées. L'interprétation du
spectre d'une chronique fait |'objet de la section Il. Enfin, nous démon-
trons, en lll.,, les formules des spectres relatives aux processus ARMA.

iltrage linéaire d'un processus aléatoire

éfinitions
Soit x, un processus aléatoire a valeurs dans R ou dans C.
Un filtre est une transformation mathématique notée J’, qui associe au pro-

cessus entrant x, dans le filtre un processus sortant y, :

input 5 output

N e

Xy

Il existe de nombreuses familles de filtres qui différent :

— selon I'échelle du temps (filtres en temps réel, en temps différé...) ;
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— selon la mémoire du filtre : fini, infini ;

— selon le caractere stochastique ou déterministe du filtre ;

— selon sa forme mathématique.

Parmi ces familles de filtre, on utilise les filtres linéaires invariants dans le
temps. Ce type de filtre, noté J, possede les deux propriétés suivantes :

—la correspondance x, — y, est linéaire : si x; et x* sont deux entrants et &, 8

2 o~ 1 2 1 oY 2y .

deux nombres réels quelconques, alors I (ax, +8x;) = o I(x,) + I (x)) ;

— la correspondance J est invariante par translation sur I'axe des temps (cor-
respondance homogene) : J[x,1,] = Yi,-

Soit un processus entrant x, et le processus sortant y, d'un filtre J. Le pas

d'échantillonnage du processus, noté Ar, est supposé constant et égal a 1. Soit

coi® oty oo, .. @o,. .. (une suite de coefficients de pondération a valeurs dans
Rout e Nett € N*.

Le filtre linéaire invariant dans le temps s'écrit alors :
Slxl=y =) ¢Xeoudx] =y =Y ¢x
Dy Dt

ou D, est le domaine de variation de t. Si par exemple :
+00

—t€e€Zetquey = Z ¢ x4, le filtre est symétrique et infini ;

T=—00

+q
-t €[—q;+q]l,q € Netquey, = Z ¢ X4+, le filtre est symétrique et fini ;

T=—q
+00
—teNetquey = Z @ X4+, le filtre est & un seul coté asymétrique et infini.
=0

Les filtres de la famille 3 se différencient donc par le domaine de variation
de 7 et par les valeurs prises par ¢..

a fonction de réponse impulsionnelle
et la fonction de réponse en fréquence du filtre

L'ensemble des valeurs prises par les coefficients de pondération, quand t
parcourt son domaine de définition, constitue le graphe de la fonction de répon-
se impulsionnelle du filtre. On l'appelle ainsi parce qu'elle correspond, formel-
lement, a une entrée qui est une suite d'impulsions ou de fonctions de Dirac.

Soit x; un processus de Dirac, il s'écrit par exemple :
x, =1 pourt =—1

x; =0pourt# —1.
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Appliquons-lui le filtre ¥, suivant :

Se] =D bXipe =¢ ) Xiye (pEN)
=1 =1

Ona:
Sx)=¢site{—p—1,...,-2}

J(x;) = 0 ailleurs.

La figure 4.1 illustre la fonction de réponse impulsionnelle de ce filtre.

X S(x,)

| | | | |
-3 -2-1 0 2 3 t -p-1...-3 -2 -1 0 t

(Entrée) (Sortie)

Figure 4.1 — Fonction de réponse impulsionnelle du filtre

La série des ¢, (que I'on a supposés constants) correspond a la sortie du filtre
lorsqu'une entrée égale a 1 est injectée pendant une unité de temps. C'est donc
la réponse a une impulsion unitaire, ce qui justifie 1'appellation de la fonction ;
p estlalongueur du filtre, appelée aussi la mémoire puisqu'apres p pas de temps
(de —p — 1 a —2) la sortie devient nulle.

Considérons a présent l'action du filtre linéaire choisi symétrique a mémoire
infinie, sur un processus d'entrée x, = e

+00
(\S[x,] _ Z ¢ eiw(t+r)
N - T

T=—00

On constate que :

o0
Ja] =€y D Pt

T=—00
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J[x,] = €' A,, que l'on peut schématiser :

X, = SCTNEN y, = enerw

~ Ce qui montre que le filtre I laisse passer au coefficient A,, prés la fonction
e'”. Le facteur A, porte le nom de fonction de réponse en fréquence du filtre.

Généralisation
Considérons une fonction aléatoire Z(¢) continue a valeurs réelles ou com-
plexes. A chacune des valeurs de Z(¢) est associée une pondération.

Les ¢, précédents sont alors notés ¢ (t). Cette fonction ¢(t), T € R, est a
valeur dans R ou dans C.

Supposons que la fonction ¢ (t) vérifie les conditions d'application du théo-
réme de Plancherel ! et en particulier qu'elle soit de carré intégrable.

Dans ces conditions, nous pouvons démontrer que ¢ (t) admet une transfor-
mée de Fourier notée A(w) appelée fonction de réponse en fréquence du filtre.
Les deux fonctions ¢ (7) et A(w) forment une paire de transformées de Fourier.

+00
A(w) = / ¢ (t)e “rdr

1 Foo )
$(0) = — / A@)e ™ do

27 J_ o

+00
= / A(M)e?™ dx avec w = 2 A

9]

1. Théoréme de Plancherel : Soit x(¢) une fonction appartenant a l'espace des classes d'une fonc-
tion de carré intégrable sur R. Cet espace est muni de la norme de la convergence en moyenne

1/2
quadratique : ||x(?)|| = [/ [x(t)]zdt] . La fonction étant de carré intégrable vérifie :
R

[ / [x(l)]zdt:| < 00. Dans ces conditions / " x(t)e_iz” Mdr converge en moyenne quadra-

R —a

tique, lorsque @ — oo, vers une limite x(A) appelée transformée de Fourier de x(7) et x(A)

appartient aussi a l'espace des classes de fonctions de carré intégrable.

Réciproquement / ™ x()etiZTM ) converge en moyenne quadratique, lorsque a — oo vers
—a

x(t) appelée transformée inverse de Fourier.
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onction de transfert, fonction de gain
et fonction de phase du filtre

La fonction de réponse en fréquence définie dans le cas continu peut étre décom-
posée au moyen de la relation d'Euler :

400 400 +oo
Alw) = / ¢(t)e"dr = / ¢ (t) cos wrdr — i/ ¢(7) sin wtdr

= A(w) —1 Ax(@)

2
A(w) est une fonction périodique de période 27 (ou A dans le cas discret).

Sa partie réelle A, (w) est une fonction paire et sa partie imaginaire A,(w) est
une fonction impaire.

A(w) est une fonction complexe, on peut donc 1'écrire sous sa forme polaire :
A(w) = G(w)e@

G (w) le module de la forme polaire s'écrit par définition :

G(w) = VA () + AX(w) = VIA(0) = VT ().

La fonction G(w) est appelée fonction de transfert du filtre et la fonction
T(w) = |A(w)]* = G*(w) — produit de A(w) par son conjugué — porte le nom
de fonction de gain du filtre !.

L'argument 6 (w) est construit a partir de :

A
cos O (w) = (@)
G(w
et de:
A
sin () = 22(@)
G(w
A A
Soit tan 6 (w) = (@) et 0(w) = arctan 2(@)
Al () A1 w

0 (w) porte le nom de fonction de phase du filtre. On peut constater facile-
ment que lorsque le filtre est symétrique alors 6(w) = 0. Dans ce cas,
Alw) = G(w).

1. Selon I'appellation de Granger (1969).
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Compte tenu de la parité de A;(w) et de A,(w), G(w) est une fonction paire
et 6 (w) une fonction impaire. 7' (w) — carré de G(w) — est une fonction paire a
valeurs réelles.

Ainsi un filtre est défini dans le temps par sa fonction de réponse impulsion-
nelle et dans le domaine des fréquences, par sa fonction de réponse en fréquen-
ce que l'on peut synthétiser au moyen de la fonction de transfert (ou de gain) et
de la fonction de phase. La fonction de gain est la représentation traditionnelle
dans le domaine des fréquences du filtre. Elle indique 1'action du filtre sur les
différentes composantes qui structurent la série brute.

Pour illustrer cette action, considérons le filtre I et x(¢) une fonction conti-
nue, par exemple, l'entrée cosinusoidale : x(¢) = A cos wt.
N eiwt + efia)t
y(@) =3x(@®)] =3 [Af}
A . .
= 2 43 ()
) +00 ' .
Comme : J (e7') = / ¢(r)e " dr = [ei‘”’A(w)]

alors :

% [A@e" + A

AG(w) {

y(®)

ei(wt+9(w)) _|_ e—i(wH—G(w))
]
y(t) = AG(w)cos[wt + 6(w)]

L'oscillation de départ a son amplitude augmentée ou réduite par G(w) et
elle est déphasée — par rapport a I'entrée — de 6 (w).

Supposons, par exemple, que l'entrée du filtre soit la superposition de deux
oscillations, une de basse fréquence w; (cycle long) et l'autre de haute fréquence
w, (cycle court).

Si nous désirons réduire l'oscillation de haute fréquence en conservant au
maximum 1'oscillation de basse fréquence, il faut choisir un filtre de fonction de

G(w)

0 0, o, 7

Figure 4.2 — Exemple d’une fonction de transfert
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transfert G(w) qui a une valeur nulle pour w = w, et une valeur proche de 1
pour = w,

Cette fonction de transfert (cf. figure 4.2) est une fonction de transfert théo-
rique et il n'est pas toujours possible de construire un filtre qui lui corresponde.
En général, ce probleme est résolu en choisissant parmi les filtres existants celui
qui possede la fonction de transfert la plus proche de celle désirée.

xemples de filtres linéaires

1) Le filtre aux différences d'ordre p non saisonnier

Le filtre aux différences d'ordre p peut se déduire des filtres aux différences
d'ordre 1 successifs ; le filtre aux différences d'ordre 1 noté x, , est donné par :

Xigp =X — X1 = X — th = (1 - B))C,

Le filtre aux différences d'ordre 2, noté x, , s'écrit alors :

Xot = X1y — Xi—1 = X — Xop — X1 + X2
=x, — 2%, +x,_, = x, — 2Bx, + B%x,
= (1 — B)’x,

Soit :
X2, = (1= B)xi, = (1 = B)[(1 - B)x,]
= (1 - B)’x,

En généralisant, 1'écriture a 1'ordre p est la suivante :

Xpi = (1= B)x,_1, = (1= B)(1 - B)"'x,
= (- By,

On développe (1 — B)” a partir du bindbme de Newton :

X = (=DChx, + (=) 'Coxiy + ...+ (1)’ Clx,,
P

Xpr = Z DeXi o
=0

avec ¢, = (=) "Clet Y ¢, =Y (—1)"C} = 0 (criture d'un filtre linéai-

re et invariant).

Ce filtre asymétrique est appelé filtre 2 un seul coté. A partir de son écriture,
la réponse en fréquence peut étre déterminée :
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V4
Ap@) =) e
=0

Soit d'apres la relation d'Euler :

p p
Ay@) =14 (D) "Cleoswr —iY (=D "Clsinwr

=1 =1

que l'on peut écrire sous sa forme polaire (fonction de transfert) :
)
G,(w) = [2(1 — cos w)]/* = 27 sin” 5

La fonction de gain s'écrit : T,(w) = Gf, (w) = [2(1 — cos w)]*?
T W

La fonction de phase de ce filtre est alors : 6,(w) = p [5 - 5]

Le filtre est ainsi enti€rement caractérisé.

Lorsque w varie entre O et 7w, G,(w) est une fonction croissante de 0 a 27.
Pour w =0 (p > 2) et w = 7, la fonction présente respectivement un minimum
et un maximum. Le point de coordonné (;r/3 et 1) indique le renversement d'in-
fluence du filtre sur les composantes de la chronique : en-deca de ce point elles
sont réduites et au-dela accrues. Enfin, le déphasage introduit dans les cycles est
d'autant plus important aux basses fréquences que l'ordre p de la différence est
grand.

De ce filtre général, les caractéristiques du filtre aux différences premieres
(trés utilisé en économétrie) peuvent &tre déduites. Il s'écrit pourp =1 :

1
X1 = Xp — X1 = E DX

=0
Avec: ¢y =1, ¢, = —1

Il a pour fonction de réponse en fréquence :

1
A(w) = Zq},e_i‘“ =1— cosw+isinw

=0

et pour fonction de transfert :
)
Gi(w) = /2(1 —cos w) = [2(1 — cos w)]"/?> = 2 sin 5

et pour fonction de phase :

01 (w) =

| S
SRS

Nous pouvons remarquer que G,(w), la fonction de transfert du filtre aux
différences secondes est égale & G}(w) = T)(w) la fonction de gain du filtre aux
différences premieres.
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G,(w), T () G(w)=G}(®)

G,(®)= G} (w)=T,(®)

Gio)

/3 T

Figure 4.3 — Exemples de fonctions de gain et de transfert

En rendant « discret » I'axe des abscisses (w;,j = 1,...,m), nous pouvons
représenter graphiquement les évolutions des fonctions de transfert et de gain du
filtre aux différences.

La figure 4.3 illustre des fonctions de gain et de transfert, on constate que pour
une chronique mensuelle, les cyclicités de période 6 mois restent inchangées
alors que les fluctuations longues sont amoindries voire éliminées. En revanche,
les oscillations de courtes périodes (3 mois par exemple) sont amplifiées.

2) Le filtre aux différences d'ordre p saisonnier

Soit y, la sortie du filtre aux différences d'ordre p saisonnier de période s et x,
la chronique entrante : y, = (1 — B*)”x,

Ce filtre a pour fonction de gain :
T(w) = (2 —2cos sw)’ = 27(1 — cos sw)”

Il s'agit d'une fonction périodique qui posseéde des maxima :

' K2n 7w s — . — . .
o® = — + —pourk =0,..., (s pair) ou (s impair)
s s
TH(w) = 2%

et des minima :
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o k2w s . s . .
w® = —— pourk =0,... ,E(s pair) ou (s impair)
s

T"w) =0
Ce filtre élimine la composante de fréquence nulle (tendance) et les compo-

. . k2w . o .
santes cycliques de périodes — (saisonnalité et ses harmoniques) ; en revanche,

il introduit ou amplifie les fluctuations de périodes 2 s (et ses harmoniques).

Nous pouvons déduire de ce filtre général, le filtre aux différences saison-
nieres d'ordre s utilisé le plus couramment : y, = (1 — B*)x;,

Considérons le cas d'une chronique mensuelle (s = 12), le filtre a pour fonc-
tion de gain :

T(w) =2 — cos 12w)

pour fonction de transfert :

2
G(w) = VT(@) = /22 sin’ T") — 2 sin 60

et pour fonction de phase :

f(w) = —= +6
w) = 2 «w

T(u)j)

224 2w/12 28 216 2n/4 2n/3 2n/2.4 b

Figure 4.4 — Fonction de gain de filtre y, = (1 — B'?)x,
pour une saisonnalité mensuelle
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La figure 4.4 illustre la représentation graphique de 7T (w;) avec
(wj, j =1,...,m) ; le filtre élimine bien une saisonnalité de période s = 12
mois, une fluctuation de basse fréquence (tendance) mais introduit dans le «
bruit » de la chronique des oscillations de périodes 24 mois, 8 mois, ...

3) Le filtre de la moyenne mobile simple

Soit y,, la sortie du filtre de la moyenne mobile simple de la chronique entrante
x,, elle s'écrit sous sa forme générale :

Ve = Xq: ¢zxr—r

T=—q

1
¢ = 1 V1 € [—¢; +¢q] (moyenne mobile impaire)
q

+1

¢ = Lvie {=q:+4q}
T 4q ’

(moyenne mobile paire)

¢(2>:i‘v’re{—q+1'+q—1}
T 2q ’

Considérons, par exemple, le cas d'une moyenne mobile impaire. La fonction
de réponse en fréquence associée au filtre s'écrit :

q
1 .
M@ =3 s —e™

T=—q
Soit d'apres la relation d'Euler :
1 q
Al(w) = m |:1 +2; coswr:|
Apreés transformation ! on obtient :

1
| sin<q+§>w

29 + 1 sin 2
2

A(w) =

La fonction de gain est alors :

1. Terraza, 1979, p. 96.
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1 2
1 sin(q+§)a)

X
29 + 1 sin(i)

2

T(w) =

En procédant de maniere identique pour la moyenne mobile paire, nous obte-
nons :

@) 1 . ta)z
1 = | — sin —
S(w 2qs a)qcog2

Ces filtres linéaires sont symétriques et ne possédent pas de ce fait de fonc-
tion de phase.

. . 2k
Les fonctions de gain ont des zéros aux fréquences w = —— avec
s
s . s—1 L
k=1,....qetqg= > dans le cas pairet g = — dans le cas impair.

Lorsque la longueur de la moyenne mobile est choisie égale a la période de
la saisonnalité, celle-ci (et ses harmoniques) est éliminée. Le filtre conserve ou

o . e 27 .
amoindri les fluctuations de basses fréquences (inférieures a —) et élimine les
s

cyclicités des hautes fréquences. On appelle « bande passante » l'intervalle de

2
fréquence [0; —] et le filtre porte alors le nom de « filtre passe bande ».
s

Tz(mj)
1,
0.9 1
0.8 4
0.7 4
0.6 4
0.5 4
0.4 1
0.3 4
0.2 4
0.1 4

0 ®
2n/12 4m/12 on/12 8/12 10m/12 bis

Figure 4.5 — Fonction de gain T,(w;) pour une série mensuelle (s = 12)
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Cependant, en ce qui concerne les hautes fréquences, la fonction de gain posse-
de des lobes secondaires qui introduisent dans la chronique des bruits parasites.

Avec s = 12 et w; pour j = 1,...,m, la figure 4.5 illustre la représentation
graphique de la fonction de gain 75 (w;).

4) Les combinaisons de filtres

I est possible a partir des filtres décrits précédemment, de construire de nou-
veaux filtres dont on connait les caractéristiques. En effet, nous pouvons démon-
trer que la fonction de gain (ou la fonction de transfert) d'un filtre résultant de la
combinaison de plusieurs filtres est €gale au produit des fonctions de gain de
chacun des filtres.

A titre d'exemple !, considérons y, la série filtrée de x, aprés passages suc-
cessifs dans les filtres aux différences d'ordre d et aux différences saisonniéres
d'ordre D.

Soit : y, = (1 — B)¥(1 — B*)?x,

La fonction de gain de ce filtre utilisé traditionnellement dans I'algorithme 2
de Box et Jenkins est :

T(w) = 29(1 — cos w)?2P(1 — cos sw)? = 29*P(1 — cos w)4(1 — cos sw)?”
La figure 4.6 illustre le graphique de la fonction de gain pourd = D =1 et
s = 12. Ce filtre combine les propriétés des deux filtres :
— élimination de la composante des basses fréquences et saisonnieres ;
— amplification ou introduction d'autres fluctuations a des fréquences différentes.

T(wj)

12
10
8
O@Mﬁ”z 10w12 o,

2n/12 4n/12 8n/12 T

o

IS

N

Figure 4.6 — Fonction de gain pourd = D =1 ets =12

1. Terraza, 1981, p. 149.
2. Cf. chapitre 6.
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Exercice n° 4.1

Propriétés du filtre du Lissage Exponentiel Simple (LES)

a) Montrer en utilisant la formule du lissé en 7 que le LES est un filtre linéaire a un seul
cOté.

b) Définir ses fonctions de réponse en fréquence, de transfert, de gain et de phase.

¢) Etudier les propriétés du filtre 2 partir de l'analyse mathématique de sa fonction de
gain.

Solutions

a) Au chapitre 2, nous avons montré que la série temporelle x; transformée par un lissa-
ge exponentiel simple s'écrit :

o0
1 =% =A Z(l — ) X1
i=0
Il s'agit du lissé en 7 — 1 utilisé pour prévoir la chronique en ¢. Le lissé en ¢ s'écrit donc :
o0
a=2y (=W
i=0
Soit encore en utilisant 1'écriture des filtres :
o0
7 = ZA(I — M) " x,_ et dans ce cas ¢, = A(1 — )7
=0
Le LES est un filtre J tel que J[x;] = z,. En effet, si («,8) € R% ona:

o0
Slex! + g7l =Y A1 =0 [ax)_ + Bxi]
=0

= [2(:) Al — A)Txtl_r:| +8 [2(:) Al — A)Txtz_r:|

=z} + Bz; = a3x/ 1+ BIx]

o0
et Slxrtig) = DAL = M) Xrptg—1 = 2ty
=0

Le LES est un filtre linéaire asymétrique ou filtre a un seul coté.

b) La fonction de réponse en fréquence s'écrit :

A@) =Y A1 =0T = A+ A1 = N)e ™ + A1 — 1) 4
=0
1
1 —(1—Ae i
1 A1 = (1 = A)cos w) +i(1 — A)sin w]

=Al+(—Ne @+ A+12 204  ]=2

= A =
(I—(1=Mcosw) —i(l—A)sinw (1 —(1—A)cos @) +i(1—21)2sin? w

A —A(l —A)cos w . A1 —A) sin w

A = T T e ot =2 T T 20 —eos o £ (1= 7)2
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La fonction de transfert du filtre est alors :

G(w) = VIA)]* = VT(®)

La fonction de gain T (w) est donc égale a :

A2{[(1 = (1 = Mcos w]* + (1 — 1)? sin? o}

T(w) = 3
[(1 =201 = 1)cos w) + (1 — 1)?]
2 )2 _
@) = {14+ 1 =212=21-2) cos wz}
[d —2(1 = M)cos @) + (1 — 1)?]
}\42
T(w) =

[(1 —2(1 = A)cos @) + (1 — 1?2
La fonction de phase s'écrit :

_ A(1 — X)sin w
O(@) = Arcte s T 7 cos @]
(1 — A)sin w

6(6()) = ArCtgm

c) Etude de la fonction T(w) avecw € [0 ;7] etA €]0; 1] :

22 A2
===y ra ] e

22 22
[A—20—a)+ (1 -2 @-i?

wo=1=T(n)=

—222(1 — A)sin @
[(1 —2(1 = A)cos @) + (1 — 12

La dérivée T'(w) est égale a : T'(w) =

T’ (w) est du signe de —sin @ donc négative sur [0 ; 7]. T (w) est une fonction décrois-
}\'2
22
(cf. tableau 4.1 et figure 4.7) dépend de la valeur de A (programme Eviews

C4EX1.PRG).

sante du maximum (0 ; 1) au minimum <7r ) . La nature de cette décroissance

Tableau 4.1 — Exemples de décroissance T (w) en fonction des valeurs de A

© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

T(r/3) T(7/2) T(27/3) T(r)
A=038 0,77 0,62 0,52 0.44
A=05 0,33 0,20 0,14 0,11
A=02 0,05 0,02 0,016 0,01
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/3 /2 2m/3 T

Figure 4.7 — Exemples de fonctions de gain T (w) pour différentes valeurs de A

SiA=0= T(w) =0, la série lissée est nulle.
Six=1= T(w) =1, la série lissée z, est égale a la chronique x;.

Si A €]0; 1[=> T (w) est une fonction décroissante de w =0 a w = 7 et le lissage est
d'autant plus important que A est proche de 0.

En termes de fréquences, nous constatons que plus A tend vers zéro et plus
le filtre élimine les composantes de hautes fréquences tout en conservant celles
de basses fréquences. Le LES peut donc étre utilisé pour conserver dans une
chronique les cycles longs.

e spectre d'un processus aléatoire

es théorémes de représentation

L'analyse harmonique d'une fonction aléatoire Z(¢) réelle ou complexe est sa
décomposition en une somme de fonction de type a;z;(¢) ou les z;(¢) sont des
fonctions aléatoires du temps et les coefficients a; des variables aléatoires
réelles ou complexes mais indépendantes du temps. Dans 1'analyse harmonique,
les fonctions z;(¢) sont choisies complexes : z; () = €.

Ce choix est guidé par les propriétés d'orthogonalité et d'invariance de ce
type de fonction au facteur A(w) pres, suite a un passage dans un filtre de z; ()
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(cf. précédemment). L'analyse harmonique est donc une généralisation au cas
aléatoire de 1'analyse de Fourier, elle s'appuie sur deux théorémes :

— le théoréme de Loeve : ce théoreme présente la décomposition harmonique
+o00

de Z(t), selon : Z(t) = / e dU, (1) dans laquelle dUy;, sont des

variables aléatoires en général complexes ;

— le théoréme de Khintchine : il s'agit d'un théoreme équivalent a celui de
Loeve mais appliqué a la fonction d'autocovariance y,(6) de Z(¢) :

+00
yz(6) =/ e E {ldU, (M)’

oo

Si la fonction aléatoire Z(¢) est stationnaire et continue a l'origine alors :
E {|dUZ(A)|2} =dFz(X), ou les dFz(A) sont des accroissements jamais néga-
tifs de somme finie.

La fonction Fz(A) porte le nom de fonction de répartition spectrale (ou
spectre) de la loi de probabilité associée a la fonction aléatoire Z(¢).

F;()) est une fonction bornée, monotone non décroissante, continue a
gauche, et telle que lim Fz(1) = 0.
A—00

Grace a ces propriétés, nous pouvons définir par la fonction F, une mesure
de probabilité de Lebesgues et construire 1'intégrale de méme nom qui se
décompose en trois intégrales selon la forme unique suivante :

F,(0) = F,(0\) + F;(0) + F;(3)

oll F}() est une fonction absolument continue.
F; () est une fonction absolument discontinue,
F; () est une fonction singuli¢re.

On retient F}(A) qui est une fonction continue et dérivable, ce qui permet
d'écrire :

dF,(0) = f;()da

Si on utilise cette fonction f, (), notée par la suite f, (1) fonction continue
et absolument intégrale, dans le théoréme de Khintchine (appelé aussi théoréme
de Bochner — Khintchine ou encore de Wiener), on a :

+00 ) 1 +o00 )
yz(0) = / e fz(M)dn = - / e’ fz(w)dw

(o9
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On voit alors qu'il est possible d'appliquer a cette écriture le théoréeme de
Fourier et d'en déduire 1'expression de f7 (1) :

+00
fz(W) = / ey, (6)dd

o0

ou encore :

1 +o00 i
fz(0) = — / e 2"y, (6)do

21 J_ o

fz(A) porte le nom de fonction de densité spectrale ou encore de spectre de puis-
sance ou enfin de spectre de la fonction aléatoire Z(t).

Ainsi, la fonction d'autocovariance (décomposition temporelle de la fonction
aléatoire Z(¢)) et la fonction de densité spectrale (décomposition fréquentielle
de la fonction aléatoire Z(¢)) forment une paire de transformées de Fourier.

e spectre d'une série temporelle filtrée

Soit une fonction aléatoire Z(t) et y(¢) sa filtrée par un filtre . A partir du théo-
reme de Loeve, nous pouvons écrire que :

+00

SIZO] = y() = / AG)e™AU, (1)

—00

+o00
= / e {AM)dUZ ()

(o]

Nous pouvons démontrer que, si 1'entrant dans un filtre linéaire du type J est
une fonction aléatoire stationnaire alors, la fonction aléatoire sortante 1'est aussi,
nous pouvons donc écrire selon le théoréme de Loeve :

+o00
y(t) = f e?MdUZ (1)
dU,(A) = A(M)AUz(A)

ou A(X) est la fonction de réponse en fréquence du filtre qui s'écrit aussi
A(L) = G(L)e'®

On a alors :

E{|4v,60 | = E{1AGIP 14U, 6P} = [AGIP E {ldUz ()P}
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Or d'apres le théoréeme de Khintchine, nous savons que :

E {|de(x)|2} =dF,(0) = £,0)dx et E {|dU.()P} = dF.(1) = £.()dA.
D'olr :
L dr = [AM P fz00dh = G2V f(\)dr = T () fz(R)dA
Ce résultat important peut étre résumé par le schéma suivant :

Z(1) N y(t) stationnaire

¥ \
fz) «—f,(M)dr =T @) fz(M)dr

Le spectre de puissance d'une fonction aléatoire stationnaire d'ordre 2 filtrée
est égal au spectre de puissance de la fonction aléatoire entrante multiplié par la
fonction de gain du filtre 7'(A). Comme nous 1'avons montré dans le paragraphe
précédent, il est possible de connaitre a partir des formes analytiques de ces
filtres leurs caractéristiques de sorte que dans le domaine des fréquences 1'opé-
ration de filtrage est parfaitement maitrisée ; mais ces caractéristiques montrent
les multiples précautions qu'il convient de prendre lorsqu'un filtre est appliqué a
une série brute.

e spectre d'une chronique ou I'estimateur
spectral
Soit une chronique x, réalisation d'un processus aléatoire stationnaire d'ordre 2.
1 +o0 )
L'expression « discrétisée » du spectre s'écrit : f,(w) = — Z e y.(0).
27—
Considérons un processus x, réel. Sa fonction d'autocovariance est paire.
Pour un nombre de décalages 6 fini et égal a 2m + 1 avecm € N*,ona ! :
+m

fulw) = % > ¥:(6) cos b

O=—m

Pour obtenir I'estimateur de f,(w) il faut remplacer 1'expression théorique
¥x(0) par son estimateur noté R, () de variance minimale 2 qui est égal a :

1. Les formules retenues pour l'estimateur spectral sont celles de Granger (1969).
2. Cf. Jenkins et Watts, 1968.
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n—0
R.(0) = Y Z(x, — X)(x,49 — X). L’estimateur spectral s’écrit alors :
=1

~ 1 m
fi(@) = S— | R.(0) +2; cos wO R, (0)

Nous pouvons démontrer que l'estimateur obtenu est centré mais non conver-
gent. Il ne convient que pour les chroniques qui possédent des périodicités
strictes et sa représentation graphique (périodogramme, équivalent de la fonc-
tion d'autocorrélation dans le domaine du temps) possede une forme heurtée qui
la rend difficilement interprétable.

Pour contourner cette difficulté de la lecture du graphique, on estime pour
chaque fréquence non pas la valeur f, (w) mais une valeur moyenne sur des bandes
de fréquences égales dont la juxtaposition recouvre l'intervalle donné par w.

En pratique, on procéde a un lissage du spectre. La technique utilisée est
assimilable au filtrage précédent de la fonction aléatoire. Nous prenons autour
d'un nombre de points équidistants de 1'axe des fréquences, une moyenne pon-
dérée sur les fréquences voisines : on « perce » une fenétre dans le diagramme
des fréquences. Le choix d'une de ces fenétres est délicat car selon sa forme,
c'est-a-dire selon les facteurs de pondération choisis, des fuites spectrales aux
fréquences adjacentes pour une fréquence donnée sont possibles. Si a une fré-
quence w; du spectre d'une chronique existe un pic de puissance spectrale
importante, par rapport aux fréquences adjacentes, les lobes secondaires inhé-
rents a la fenétre spectrale peuvent générer, a leurs fréquences, des puissances
spectrales non négligeables. Il s'avere donc difficile de choisir une bonne fenétre
spectrale, car il faut que la puissance des lobes secondaires soit faible et que les
puissances aux fréquences adjacentes ne soient pas corrélées.

Deux fenétres sont les plus couramment employées en analyse spectrale :
— la fenétre de Tukey-Hanning,
— la fenétre de Parzen.

Pour la premiere de ces fenétres, nous pouvons démontrer que les pics secon-
daires n'excedent pas 2 % du pic principal et que les estimateurs spectraux aux
fréquences wy et w;,, ne sont pas corrélés. Elle présente néanmoins 1'inconvé-
nient d'engendrer, dans certains cas, des fuites a des puissances spectrales adja-
centes. Celles-ci peuvent étre alors négatives ce qui est en contradiction avec le
fait qu'un spectre, par construction, est toujours positif. Dans ce cas, il est pré-
férable de recourir a I'estimateur de Parzen.

L'estimateur spectral s'écrit alors :

fow) = AR(O)+2iAR(9) 9
) = — x x COS w
27 |77 = ’
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Les XA, sont les coefficients de pondération issus, ici, de la fenétre spectrale
de Tukey-Hanning :

1 147
A =—=|1+4+cos —
2 m

)\.0 = 1

An=0
Dans I'écriture de la fenétre et du spectre, m est le nombre de points choisis
sur I'axe des fréquences du spectre. C'est le degré de précision du spectre. Ainsi

m est choisi égal au retard maximum considéré pour le calcul de la fonction
d'autocovariance.

Pour j = 0, ..., m points pris sur l'axe des fréquences du spectre, l'estimateur
spectral en un point w; s'écrit :

Fw) = = R(O)+m§71R(9) I+ cos 22 0
W) = — x x COS — | COS w;
> 4 — m !

j n n
avecw; = —etmtelque: — <m < .
m 6 3

I est possible de calculer le biais de l'estimateur, c'est-a-dire la différence
entre 1'estimateur et sa valeur théorique ! :

0,063

m?2

0,063 1 B
2 fx(wj)‘{‘OX%: ()

m

Bloj) = E [ fu(@) = ()] =

avec f(w;) la dérivée seconde de f, (w;)

La variance de cet estimateur est donnée par :
N m .,
Var | f.(@) ] = 0.75% f2(w) pour ; # 0.
Pour obtenir un spectre estimé stable, il faut minimiser sa variance, or celle-
ci s'accroit avec le nombre de bandes m qui découpe 1'axe des fréquences et elle
. . m, Ay
diminue avec la longueur n de la série : le rapport — joue donc un rdle impor-
n
tant. En pratique, n est une donnée, la stabilité du spectre est d'autant meilleure
m . . N N . . et
que — est petit, ce qui se ramene a m petit. Pour avoir une haute fidélité du
n

spectre, il faut minimiser le biais et pour cela avoir m suffisamment grand.
D'ailleurs, nous pouvons constater que la fenétre de Tukey-Hanning est souvent
préférée aux autres a cause d'une valeur faible du biais, pour m donné.

1. Cf. Jenkins et Watts, 1968, p. 247-252.
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En définitive, pour une longueur de la chronique n donnée, il y a contradic-
tion entre une recherche de la stabilité qui entraine m a la baisse et une meilleure
fidélité qui fait augmenter m. C'est la raison pour laquelle, grace a I'expérience,

.. n n
cette valeur de m est choisie entre 3 et 3

Nous pouvons enfin transformer 1'expression précédente de l'estimateur
spectral :

o 1 ! 76
fulw)) = > [RX(O) +Y R.(0) [1 + cos 7] cos wje}

6=1

1 U 1 e .
= - |:RX(O) + Z R.(0) [cos ;0 + 3 [cos;(] +1)

=1
+cos—(j — 1)
m

1 m—1 1 m—1
= [RX(O) + Y R.(O)cos ;0 + > ; R.(0)cos w4

0=1
1 m—1
+§ ; R, (6)cos wj_l]

1 m—1
= - |:RX (0)+2) " R.(®)cos wje}

=1

m—1

1
+ oo | RO+ 2> " R.(0)cos w0

0=1

1 m—1
+ 5 [RX(O) +2 ; R.(0)cos a)j19:|
En posant :

1 m—1
L= 7 |:R,C ©0)+2 Z R.(0)cos wj0:| , I'estimateur spectral s'écrit :
0=1

filw)=025L, +0,5L;, +025L,,

C'est cette formule, plus simple, qui est utilisée dans les programmes infor-
matiques.
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a lecture d'un spectre

* Le spectre! est représenté graphiquement de la maniére suivante : En ordonnée,
on porte le plus souvent le logarithme népérien de la valeur spectrale en lieu et
place des valeurs brutes. En effet, en économie, les séries brutes sont souvent
structurées selon des fluctuations de période longue et de variance importante. Ces
fluctuations sont concentrées aux basses fréquences avec des valeurs spectrales
importantes. Sur la représentation graphique, elles masquent les valeurs spectrales
des fluctuations plus courtes. Les abscisses sont repérées par la période

1
T €] — 00 ; 2], la fréquence angulaire w € [0 ; ] car la fréquence A € [0; E].

¢ Puisqu'un bruit blanc est formé de variables aléatoires indépendantes et distri-
buées identiquement, sa fonction d'autocovariance est égale a la variance du pro-
cessus et elle est nulle ailleurs.

R.(0) = o} pour 6 =0
R, (0) = 0 ailleurs

En utilisant la formule précédente du spectre, nous pouvons constater que le
spectre d'un bruit blanc est :

~ 1

Le spectre d'un bruit blanc est une droite parallele a I'axe des abscisses
(cf. figure 4.8).

h@)

Figure 4.8 — Spectre d’un bruit blanc

1. Cf. Terraza, 1981.
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Il semble donc facile a priori d'identifier un bruit blanc a partir de son
spectre. Cependant, dans la pratique, on a plutot a faire a des pseudos bruits
blancs, c'est-a-dire a des processus pour lesquels la fonction d'autocovariance
n'est pas exactement égale a 0 lorsque 6 est non nul.

Dans ces cas, les valeurs spectrales sont relativement importantes les unes
par rapport aux autres, elles s'enroulent, cependant, autour d'une tendance plate.

* Nous pouvons démontrer que la quantité f, (w;) est une somme pondérée d'es-

timateurs spectraux empiriques, qui obéissent chacun a un x? a 2 degrés de

_— , o VA@)
liberté. En conséquence, la variable aléatoire @) obéitaun x*av=—
(@ m
degrés de liberté.
D'otr :
Prob | x2(@/2) < 29 < eyl 10
fe(w)

L'intervalle de confiance a (1 — «) % est égal a :

/() vi@)
(1 —a/2) < @) < X2@/2) Vj,j=0,....m

ou encore d'apres les remarques précédentes :

Log f.(w,) + Log ( ) < Log(f(w))

v
X (1 —a/2)

R v
< Log fi(@;) + Log (M)

Nous constatons que la stabilité de fx(wj) est d'autant meilleure que v est
grand.

Il est donc possible de construire autour du spectre des intervalles de confian-
ce, pour vérifier si un pic spectral est significatif, c'est-a-dire s'il est révélateur
de I'existence d'une cyclicité dans la structure de la chronique. Nous pouvons
alors procéder graphiquement de la fagon suivante : lorsqu'il est possible dans la
bande de confiance de tracer une droite parallele a I'axe des abscisses sans que
celle-ci ne rencontre sa borne inférieure ou sa borne supérieure, alors le pic est
jugé non significatif et significatif dans le cas contraire.

* L'interprétation des harmoniques permet aussi de conclure sur la signification
d'un pic. Lorsque la série brute est un cycle parfait du type A cos wyt représenté
sur une période T par un nombre de points important, (avec un pas de discréti-
sation faible) alors le théoréme de Fourier indique que la décomposition de cette
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série est elle-méme. En conséquence, la fonction spectrale théorique de cette
sinusoide parfaite, illustrée par un nombre de points trés important, est un point
ayant pour abscisse la fréquence de la cosinusoide et pour ordonnée une valeur
proportionnelle a I'amplitude de la cosinusoide (spectre de raie).

Dans la pratique, on utilise l'estimateur spectral lissé ; les fuites a travers la
fenétre de Tukey-Hanning peuvent engendrer sur le spectre aux fréquences adja-
centes de wy, des valeurs spectrales significatives. D'autre part, les cyclicités
périodiques de ce type ne se rencontrent pratiquement jamais dans les séries
brutes. On dispose en effet, de chroniques dont les cyclicités se répetent plu-
sieurs fois dans 'historique. En supposant que la période soit constante, le cycle
peut prendre des formes différentes :

—en dents de scie (c'est celle qui représente le principe de conservation des
aires) ;

—en forme de créneaux ;

— en forme de pics ;

—en forme de creux.

Dans tous ces cas, pour approcher la forme de ces cycles, la fonction cosinus
précédente s'avere insuffisante. Il est donc nécessaire (conformément au théore-
me de Fourier) de recourir a des cosinusoides de périodes de plus en plus
petites : les harmoniques.

Par exemple, pour approcher une cyclicité en dents de scie de période T, il
faut employer la cosinusoide de période 7, mais aussi des cosinusoides de
périodes T / 2, T / 3, etc. (les harmoniques) pour approximer la cyclicité de
départ.

En économie, les cyclicités de type saisonnalité, qui correspondent au sché-
ma précédent, ne sont pas parfaites car I'amplitude varie et le nombre de points
représentant un cycle sur la période est souvent faible. Il en résulte que sur les
spectres, les cyclicités de type saisonnieres apparaissent en position de fréquen-
ce fondamentale et de fréquence harmonique. Les valeurs spectrales aux har-
moniques sont d'autant plus accusées que la cyclicité de la chronique est diffici-
le a reconstituer (soit car tres fluctuante, soit car peu de points). Ce type de fluc-
tuation cyclique se manifeste donc sur le spectre par des raies d'abscisses har-
moniques et dont les ordonnées ont des valeurs spectrales continiment décrois-
santes.

Dans la pratique, comme on utilise une fenétre pour l'estimateur spectral, le
spectre d'une saisonnalité mensuelle par exemple, est constitué par des pics de
valeurs décroissantes aux fréquences :

27 21 21 21 21
W= W= W3 = Wy =
12 6 4 3 2,4

wy =
Nous pouvons nous aider de cette représentation pour déceler dans une série

brute 1'existence de deux saisonnalités en dents de scie. Supposons, en effet, que
la série brute comporte une saisonnalité de 12 mois et de 3 mois. Le spectre met
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en évidence cette double saisonnalité par un pic plus important en position de

) 2
fréquence 3

o L'effet sur le spectre d'une composante accidentelle

Nous pouvons constater qu'une perturbation ponctuelle unique en un point de la
chronique introduit une translation des valeurs spectrales vers les ordonnées les
plus fortes. L'introduction de plusieurs perturbations peut créer sur le spectre des
cyclicités de fréquences quelconques. Cet exemple montre une nouvelle fois
qu'il faut interpréter avec beaucoup d'attention des fluctuations lues sur le
spectre et qui n'ont aucun rapport a priori avec des fluctuations de type écono-
mique (Kondratiev, saisonnalités...).

¢ La fermeture de la fenétre spectrale

Cette fermeture est liée au nombre de points retenus pour estimer le spectre de
la chronique. Plus le nombre de points est important, plus la variance de I'esti-
mateur de la fenétre est petit, c'est-a-dire plus la fenétre est fine. De sorte que,
lorsqu'apparait sur le spectre un pic, celui-ci est robuste, s'il est conservé lors de
I'ouverture progressive de la fenétre spectrale. Dans le cas contraire nous pou-
vons conclure a une cyclicité de faible importance dans la chronique.

Concretement, une premiere estimation du spectre est réalisée avec m retards

. m . m .. .
puis avec 3 puis avec 3 a condition que m soit suffisant grand.

¢ Le choixde m

. . n_n )
Le nombre de points spectraux m retenu est choisi entre 3 et 3 pour les raisons

déja évoquées. Il peut arriver — si m n'est pas choisi judicieusement — que la lec-
ture du spectre indique une cyclicité de période a priori incompatible avec la
chronique de départ. Pour une chronique mensuelle saisonniere, le pic de la sai-
sonnalité correspond & une période de 11,5 mois par exemple (impossible car la
période est égale a 12 mois) ; cela tient au fait que m est le nombre de points

o 2m . .
retenu pour discrétiser le spectre. Comme w; = T si j est un point de 1'axe des
J
. ) T : L. 2 m 2m
abscisses,ona aussiw; = —avecj=0...m.Dou: — = — =T, = —.
En faisant varier j et m, nous constatons qu'il est possible d'avoir une période qui
ne corresponde pas a la période saisonniere.
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Exercice n° 4.2
Relation entre la variable m et les valeurs j

. . . n n R
Soit une chronique mensuelle de n = 300 points, 3 <m < 3 d'o 50 < m < 100.
Supposons que l'on choisisse m = 50. Une saisonnalité T; est au point :

2m 00 . S s
Ti=12=—=j= T3 = j = 8,83 comme j est entier, la cyclicité apparait a

1
Jj = 8 etest de période Tz = 5 ~ 12,5 mois.
Si on choisit m = 60, la cyclicité de 12 mois apparait au point j = 10.

Dans ce type de cas nous proposons la construction du tableau 4.2 suivant :

Tableau 4.2 — Relation entre les valeurs de j et de m

jlri{2(3(4|5(6|7|8[9|10(11|12|13[14|15|16(17 |18
m|6 (121824 |30| 36 42|48 54|60 [66 | 72| 78|84 | 90 | 96 (102|106

A
Y

(Tous les m grisés donnent une cyclicité 7 = 12 mois et correspondent a la
... h n
condition 3 <m < 5.)

Selon le cycle que 1'on veut faire apparaitre, on peut donc choisir m de telle
facon que les périodes de ces cycles correspondent a des valeurs entieres de j.

e spectre d'un processus ARMA

D'apres le théoreme de Wold, un processus stationnaire indéterminable est une
combinaison linéaire infinie des valeurs passées d'un bruit blanc, c'est-a-dire un
MA infini.

Il s'écrit pour x; réel :
[e¢]
X = E Y,a,_; avec P, réel ; 1y = 1.
—

On constate avec cette écriture, que le processus x; peut étre considéré
comme étant la sortie d'un filtre linéaire & mémoire infinie a un seul coté, ou
I'entrée est a;, le bruit blanc, la stabilité étant assurée par la condition de conver-

gence en moyenne quadratique sur les 1); : Z ¢f < 00.

Les 1; constituent la fonction de réponse impulsionnelle du filtre.

Les processus aléatoires dans le domaine des fréquences ® 143



La fonction de transfert du filtre peut donc étre déterminée et sa fonction de

gain aussi.

2
00

Z w efiZﬂ)rr
T

=0

Elle s'écrit : T, = |[A(L)|* = avec A(A) la fonction de

réponse en fréquence du filtreet vy, =1 ; L = 22 pour A = [0; 1/2].
T

Par ailleurs, si a, est I'entrée et x, la sortie du filtre, il existe la relation sui-
vante entre le spectre des deux processus : fy, (A) = T (&) f,, (A).

1
Or, le spectre du Bruit Blanc a, est: f,, (1) = 20a2t sur l'intervalle A € [0, E} .

De sorte que 1'on a la relation :

fu ) =202

qui s'écrit :
fa ) =207 (1447 +4hy(e™™)* +...)°
— zw(e—iZJTA)ZO.Z
ol 1/ est un polyndme d'opérateur et e 2"* joue le role de I'opérateur de retard
B qui intervient dans la définition des processus linéaires finis ARMA(p,q). On
en déduit le spectre théorique d'un processus x, possédant une structure

ARMA(p,q) o(B)
,q) X, = a
b5 =g
Il s'écrit :
—i27 2
fo V) = o2 M
B “ (e
Soit :
|1 — e _ge it _ g efiznqx|2
fa) =202 , : —
¢lefl27r)» _ ¢Ze—14nx — .= ¢p37127rpl|

Le numérateur et le dénominateur peuvent étre transformés en utilisant les
relations d'Euler, ce qui conduit a I'écriture pratique suivante :

q(j<k) q(j<k)

1+Z€2 229 cos j2mA+2 Z Z 0,6 cos(k— j)2m A
j=1 k=l

p(j<k) p(j<k)

1—|—Zq§ 22(}5] cos j2mA+2 Z Z @;Pr cos(k — j)2m A

fxt ()‘) :20
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I est donc possible avec cette formule de connaitre la forme théorique des
spectres des processus ARMA, non saisonniers, saisonniers, non saisonniers et
saisonniers a la fois.

Comme ces formes théoriques sont des formes analytiques, il est possible de
les étudier mathématiquement et de faire des simulations graphiques pour en
connaitre leur représentation.

Enfin, on peut calculer la variance du processus ARMA. Nous pouvons, en

1/2
effet, démontrer que 0> = / fro, ()dL).
0

q
. ‘. . i 2
Ainsi pour un MA(g) nous pouvons vérifier que : o} = o, (1 + E 91> et
j=1

2
at

1—¢f

pour un AR(1) : 0} =

Exercice n° 4.3

Calcul de la puissance spectrale d'un processus AR(2)

Soit le processus AR(2) : x; = 0,9x;_; — 0,4x;_2 + a; avec a; — (i.i.d.(0 ; aazt =1)

a) Ecrire le processus en utilisant I'opérateur de retard B. Le processus est-il station-
naire ?

b) Ecrire le spectre de puissance du processus puis étudier mathématiquement ses varia-
tions pour A € [0 ; 1/2].
Solutions

a) Le processus s'écrit : (1 — 0,9B + 0,4B%)x; = a;

Le polyndme d'opérateur du second degré a pour discriminant :

0,9+i/09 9 0,79
A=092—4x04=-079=0792— B= V27 _Z4; /W

0,8 8
. Lo 81 0,79 .
Ces racines complexes conjuguées ont pour module p = a + 064 = 1,58 supérieur

a 1. Le processus est donc stationnaire.

b) Le spectre d'un processus AR(2) s'écrit :

202

(L) = & )
Fu ) I+ ¢? + ¢2 —2¢1(1 — ¢) cos 2mx — 2 cos 4mh

Soit avec ¢; = 0,9 et ¢ = —0,4 et ol = 1.
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2
1,97 — 2,52 cos 2 A + 0,8 cos 4 A

fx, ()\) =

Sa dérivée est :
—2(2,52 x 27 sin 2w A — 0,8 x 47 sin 47w A)
(1,97 — 2,52 cos 2w A + 0,8 cos 4w 1)?2

£lL0) =

_ —47(2,52 sin 27 A — 1,6 sin 47 A)
T (1,97 — 2,52 cos 2w A + 0,8 cos 471)2

f;:()») =0=—2,52sin27A — 1,6 sin4xA =0
2,52 sin 2w A — 3,2 sin 2w A cos 2xA =0
sin 2w A (2,52 — 3,2 cos 27A) =0
= sin27A=0pour A=0etr =1/2

cos 2w h = 2,52/3,2 ~ 0,7875 = cos 38° ~ cos 0,6632 =— 1 ~ 0,106

Soit le tableau de variation suivant :
A 0 0,106 172

£L0) 0 + 0 -

fo ) 8 —7 1125 T 038

A=02=> f;,()) =3.68 ;4 =03 = f, (A) =0,95 ;1 =0,4=> f,, (1) = 0,47

La figure 4.9 illustre la représentation du spectre du processus AR(2).

£,

0,106 0,2 05

Figure 4.9 — Spectre du processus AR(2) : x, = 0,9x,_; — 0,4x,_» + a;
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Exercice n° 4.4

Simulation graphique du spectre de différents processus ARMA

On demande d'étudier les processus ARMA suivants et de simuler graphiquement leur
spectre pour A € [0 ; 1/2] et avec a;(i.i.d.(0 ; aazr =1).

a) AR(1) : x; =0,9x,_| + a;

b) AR(1) : x;, = —0,9x, — 1 + a;

c¢) MA(1) : x; = a; — 0,8a;—

d) MA(1) : x;, = a; + 0,84,

e) ARMA(1, 1) : x, = —0,3x,—1 + a; + 0,4a,—;
f) AR2) : x; = 0,7x,—1 — 0,2x,—> + a;
) ARQ2) : x; = —0,7x,1 — 0,4x,_2 + a;
h) MAQ2) : x; = a; +0,9a;_1 + 0,2a;_»
i) MAQ2) : x; = a; — 0,5a;—1 + 0,8a;_»
DAR (1) 1 x; =0,6x,-12 +a;

k) MA ,(1) : x; = a; + 0,6a;—12

Solutions

Nous n'étudions les fonctions spectrales que pour les processus AR(1) et MA(1), pour
les autres processus nous ne donnons que la forme analytique générale de leur fonction.
2072

«AR(D) : fy, (1) = .
(ORNEA ]+¢12—2¢1 cos 2 A

—¢1 sin 2w
fi.(\) =8nol 5 5
(1 + @7 — 261 cos 27 A)

Sur l'intervalle A € [0; 1/2] quand —1 < ¢ < 0, fy, (1) est continliment croissante et
quand 0 < ¢1 < 1, f, (1) est continlment décroissante. Ce spectre admet un point d'in-

flexion de coordonnées :
—(1+¢1) + /(1 +¢1)? + 3207

1
A1 = — Arccos
2

4¢1
2(702
fx; ()‘) = :
30 +¢0)) U+ +3207
2 a 2

e MA(1) : fi, (M) = 202(1 + 67 — 26, cos 27 1)
avec |01| < 1 pour que le MA(1) soit inversible et A € [0 ; 1/2].

f1,(0) =202 (476) sin 27 1) = 862 w6; sin 2w A
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Sur l'intervalle A € [0;1/2] quand 0 < 6; < 1, fy, (1) est continlment croissante et
quand 1 < 6y <0, fy, (1) est continlment décroissante. Ce spectre admet un point
d'inflexion de coordonnées :

{ A =1/4
S () =202 (1+6})

, 1467 =26 cos 27
* ARMA(1, 1) : fy, () =202 o
1+ @7 — 2¢1 cos 2 A

2072
«ARQ) : fr, (1) = 5
2): fo, ) 1+¢12+¢§_2¢1(1 — ¢p)cos 2w A — 2¢; cos 4 A

*MAQ) : fr, W) =202 (1 + 67 + 607 — 26, (1 — 62)cos 2mA — 26, cos 47 1)

AR (1) ¢ iy O1) 27,
A ¢122 —2¢12 cos 12 x 27\

* MA (1) : fi, (W) =202 (1 4 6%, — 2601 cos 12 x 27 1)

La simulation des spectres a l'aide d'Eviews est effectuée par le programme suivant
(C4EX4.PRQG) :

create U 100 «Création de 1l'espace de travail

scalar PI =3.14

genr t =@trend(l)+1

" Processus a

scalar PHI =0.9

genr ARl =2/(1+PHI*PHI-(2*PHI*cos(2*PI*t/200)))

" Processus b

scalar PHI =-0.9

genr AR1b = 2/(1+PHI*PHI-(2*PHI*cos(2*PI*t/200)))

" Processus C

scalar TET =0.8

genr MAL = 2% (1+TET*TET- (2*TET*cos (2*PI*t/200)))

" Processus d

scalar TET =-0.8

genr MAld = 2* (14+TET*TET-(2*TET*cos (2*PI*t/200)))

" Processus e

scalar TET =-0.4

scalar PHI =-0.3

genr num = (1+TET*TET-(2*TET*cos (2*PI*t/200)))

genr den = (1+PHI*PHI-(2*PHI*cos(2*PI*t/200)))

genr ARMA1l = 2*num/den

" Processus f

scalar PHI1 =0.7

scalar PHI2 =-0.2

genr AR2 =2/(1+PHI1"2+PHI2"2-(2*PHI1*(1-PHI2)*cos(2*PI*t/200))—-(2*
PHI2*cos (4*PI*t/200)))

" Processus g

scalar PHI1 =-0.7

scalar PHI2 =-0.4

'genr AR2g = 2/(1+PHI1"2+PHI2"2-(2*PHI1*(1-PHI2)*cos(2*PI*t/200))-(2*
PHI2*cos (4*PI*t/200)))

" Processus h
scalar TET1 =

.9
scalar TET2 .2

-0
-0
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genr MA2 = 2% (1+TET1"2+TET2"2- (2*TET1* (1-TET2)*cos (2*PI*t/200))-(2*TET2
*cos (4*PI*t/200)))

" Processus i

scalar TET1=0.5

scalar TET2 =-0.8

genr MA2i = 2%(1+TET1"2+TET2"2-(2*TET1* (1-TET2)*cos (2*PI*t/200))-(2*
TET2*cos (4*PI*t/200)))

" Processus j

scalar PHI =0.6

genr ARS1 =2/ (1+(PHI"2)-(2*PHI*cos(24*PI*t/200)))

" Processus k

scalar TET = -0.6

genr MAS1 = 2% (1+TET*TET-(2*TET*Cos (24*PI*t/200)))

La figure 4.10 illustre les représentations des spectres.

200
. o
150,
. p
100
50 2 2
50
20 40 0 0 100 0 40 80 80 100 20 40 60 80 100 20 40 80 80 1
[— AR [ AT
5 . P
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20 40 0 0 100 0 40 80 80 100 20 40 60 80 100 20 40 80 80 1
[— A — 7
10. 12 5.
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. .
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20 40 0 0 100 0 40 80 80 100 20 40 60 80 100

Figure 4.10 — Représentations des spectres des processus ARMA

Exercice n° 4.5

Estimations de spectres de chroniques simulées

On demande d'estimer les spectres des chroniques échantillons des processus suivants
avec a; — i.i.d.(0; 1) :

a) x1; = a;(n = 1000)
b) x2; = 0,5t + 10 + @, (n = 1000)

2wt
¢) x3; = 10 cos 503 + a; (n = 1000)

2t
d) x4 = 0,5¢ + 10 + 100 cos 1—”2 +a (n = 1000)

Les processus aléatoires dans le domaine des fréquences ® 149



2t 2t
lOcos%—i—lO—{—a, sicosll>0

€) xs; = 2 (n = 1000)
104+ a; sicos — <0
12
f) x¢: = a; avec perturbations aux observations n =200, 211,481, 600, 800, 900
(n = 1000).

2t 2t
g) x7; = 8 cos Et + 5 cos T[ + a,(n = 1000)

h) X8t =
2wt 2wt . 2t 2t
8cos —rt+5cos —t+10+a; si |8 cos —t+5cos —+¢t ) >0
12 3 12 3 (n = 1000)
. 27t 27t n=
10+a; si [8cos —t+5cos —¢t ) <0
12 3
Solutions

La figure 4.11 présente les spectres des huit processus simulés ; pour des raisons pra-
tiques, seuls les j premiers points des spectres sont représentés graphiquement.

R N A T T T T T,

[ SPECTRE DEXT — —SPECTREDEX e
6. 3
4 6
4
1
) 4
0 2 2,
0.
1 o
) 0
2 2
3 .
20 % G 8 100 120 140 160 160 D@ e e o 2 W0 6 8 100 120 140 160 160 T T T
¢ 60 0 o b 20 4 e B0
'— LOG du SPECTRE DE X5 — SPECTRE DE X6 | — SPECTRE DE X7 —_10G du SPECTRE X

Figure 4.11 — Spectres des processus

Commentaires :

a) xj; = a; : Spectre sans pic significatif qui s'enroule autour d'une tendance plate
(m =200).

b) x2; = 0,5¢ + 10 + a, : Spectre « rouge » typique dans le cas d'une tendance dans une
chronique (m = 200).

¢) x3; = 10 cos % + a; : Pic de période 12 (j = 30 pour m = 180) révélateur d'un
cycle de méme période dans la chronique.

d) x4 = 0,5t + 10 4+ 100 cos % + a; : Combinaison du spectre rouge et du pic de

période 12 (au point j = 30 pour m = 180).
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2t . 2t
=10cos — + 10+4a; sicos — >0
e) x5 = 12 2t : Apparition d'harmoniques de la
=10 + a, si cos 50 <0

période 12 pour « reconstituer la cyclicités en pics » (périodes 12, 6 et 3 aux points
Jj =30, 60 et 120 pour m = 300).
f) xe¢ =a, (perturbations aux observations n = 200,211,481, 600, 800, 900)
Apparition de pics artificiels dus aux perturbations dans le bruit blanc (m = 300).

2wt 2wt
g) x7, = 8 cos % + 5 cos %t + a; : double cycle de périodes 12 et 3 aux points
j =30etj =120 (pour m = 300).

g 27rtH_5 27”t+10+ (s 27”t+5 27ttt 0
cos 2 cos 3 ay si cos 2 cos 3 >

X 2t 2t
10+a; si | 8 cos Et + 5 cos Tt <0

h) xg; =

Cyclicités de période 12 au point j = 30 (pour m = 180). Les harmoniques de ce cycle
« masquent » le cycle de période 3 au point j = 120 en particulier I'harmonique de
période 4 (j = 90).
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es processus
aléatoires
non stationnaires

es chroniques économiques sont rarement des réalisations de pro-

cessus aléatoires stationnaires. La non-stationnarité des processus

peut concerner aussi bien le moment du premier ordre (espérance
mathématique) que celui du second ordre (variance et covariance du
processus). Dans la procédure de Box et Jenkins, la non-stationnarité est
repérée graphiquement (tendance, cycle long, saisonnalité explosive,
modification de structure...) ou encore au moyen de la fonction d'auto-
corrélation et du spectre de la série brute (fonction d'autocorrélation
lentement décroissante, spectre rouge...). |l n’existait pas avant les
années 1980 d'analyse rigoureuse, de tests permettant de déceler cette
non-stationnarité. En conséquence, les transformations utilisées étaient
les filtres aux différences et la formule de Box Cox qui contient comme
cas particulier le logarithmique des données. Dans ces conditions, il arri-
vait fréqguemment que la transformation soit mal adaptée aux caracté-
ristiques de la non-stationnarité ce qui avait pour effet d'introduire au
sein de la chronique des mouvements parasites (par exemple |'artefact
d'Adelman observé sur le spectre d’'une série filtrée par les différences
premiéres). Depuis les travaux de Nelson et Plosser (1982), les cas de non-
stationnarité les plus fréquents sont analysés a partir de deux types de
processus :

— les processus TS (Trend Stationnary) qui représentent une non-station-
narité de type déterministe' ;

- les processus DS (Differency Stationnary) pour les processus non sta-
tionnaires aléatoires. lls constituent, pour des chroniques saisonniéres
ou non, les modeéles de référence pour la construction a I'origine des
tests de racine unitaire en I'absence d’'hétéroscédasticité.

1. Par définition, un processus est aléatoire d’ou I’ambiguité du terme de processus déterministe.
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escription des processus TS et DS

Nous n’envisageons dans cette section que le cas de processus non saisonniers.

es processus TS

Un processus TS s’écrit : x, = f, + & ou f; est une fonction polynomiale du
temps, linéaire ou non linéaire et €, un processus stationnaire de type ARMA.

Le processus TS le plus simple est représenté par une fonction polynomiale
de degré 1. Ce processus s’écrit : x, = ag + a;t + &;.

Si g, est un bruit blanc (gaussien ou non), les caractéristiques de ce proces-
sus sont alors :

E[x] =ao+ait + Ele]] = ap + at
Vix]=0+V[e] =0}

cov[x;,x,] =0 pour ¢t # ¢’

Ce processus TS est non stationnaire car E[x,] dépend du temps. Comme
cette espérance est égale & ay + a;t, il s’agit a 'instant ¢ d’un chiffre certain.
Dans ce cas, nous pouvons estimer de facon efficace les parametres a, et a; de
la tendance, en utilisant la méthode des moindres carrés ordinaires (MCQO) sur
les couples de valeurs (x,,f) : ces estimateurs possedent la propriété d’étre
BLUE ! et peuvent donc étre employés par la suite pour réaliser une prévision
de la chronique. Connaissant a, et a;, le processus x, peut étre stationnarisé en
retranchant de la valeur de x, en 1, la valeur estimée @, + a,¢. Dans ce type de
modélisation, 1’effet produit par un choc (ou par plusieurs chocs aléatoires) a un
instant ¢ est transitoire. Le modele étant déterministe, la chronique retrouvera
son mouvement de long terme qui est ici la droite de tendance. Il est possible de
généraliser cet exemple a des fonctions polynomiales de degré quelconque mais
aussi a des formes f; non linéaires ou encore a des modeles ou &, est un proces-
sus de type ARMA.

es processus DS

Les processus DS sont des processus que 1’on peut rendre stationnaire par 1’uti-
lisation d’un filtre aux différences : (1 — B)?x, = B + &, ol g, est un processus
stationnaire de type ARMA ou encore un bruit blanc, § une constante réelle et
d T’ordre du filtre aux différences.

1. Best Linear Unbiaised Estimator, meilleur estimateur linéaire sans biais c¢f. Bourbonnais, 2009,
p- 55.
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Ces processus sont souvent représentés en utilisant le filtre aux différences
premieres (d = 1). Le processus est dit alors processus du premier ordre. Il
s’écrit :

(I-=Bx,=p+¢
X =x_1+B+e

ol & est un processus stationnaire de type bruit blanc (gaussien ou non).
L’introduction de la constante 8 dans le processus DS permet de définir deux
processus différents :

* B =0 : le processus DS est dit sans dérive.
Il s’écrit : x, = x,_; + &,

Il s’agit d’un processus autorégressif d’ordre 1 avec parametre ¢; = 1 ou
encore d’une équation de récurrence du premier ordre. Puisque ¢, est un bruit
blanc, ce processus DS porte le nom de modele de marche au hasard ou de
marche aléatoire (Random Walk Model). Un processus de marche au hasard
(random walk model) est un processus sans mémoire et donc par nature non pré-
visible ; pour ce type de processus, on parle parfois de la marche de I’homme
ivre (drunken behavior). Par exemple, les mouvements des cours des actions
sont per¢cus comme semblables a une marche au hasard, c’est-a-dire a un com-
portement imprévisible. Il est trés fréquemment utilisé pour analyser 1’efficience
de nombreux marchés comme ceux des produits de base ou financiers. La pré-
vision pour un tel modele est qualifiée de naive et sert de référence lors de com-
paraisons prévisionnelles.

Pour étudier les caractéristiques de ce modele, écrivons-le sous sa forme
moyenne mobile infinie :

Xr=x_1+¢&

X=X o+ & g =X =X 2+&11¢&
Xi2=X3+& 22— X =X3+t&2+& 118
etc.

Si le premier terme de la chronique est x,, le modele s’écrit alors :
t
X, = Xo + E &

Les caractéristiques de ce processus sont (en supposant x, certain) :
Elx]=x
Vix,] = to?
cov[x,xy] = o2 x Min(zt,t') sit # 1’
Par exemple :
cov(xs,x2) = El(xo + &1 + & + &5 4 €4) (X0 + €1 + &2)]
=E(e; X &) + E(&, x &) =207
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En effet, tous les produits E(e; x g/) =0 sit #£ t'.

Ce processus est non stationnaire en variance puisqu’elle dépend du temps.
Cette non-stationnarité est aléatoire. Pour stationnariser la marche aléatoire, il
suffit d’appliquer au processus le filtre aux différences premieres :

X =x_1+¢& = (1-B)x, =g

t
Dans 1’écriture développée de la marche au hasard, on constate que Z &
i=1
représente en ¢ une accumulation de chocs aléatoires de 1 jusqu’a ¢. Chacun
d’entre eux va donc avoir un effet permanent sur la série brute ce qui a pour
conséquence d’éloigner la série de sa valeur initiale x,. De sorte que si, a un ins-
tant quelconque ¢, se produit un choc important sur la série, I’effet de cette
impulsion éloigne la valeur de la série brute du point d’impact et 1’effet est per-
manent (et donc non transitoire), cette persistance d’un choc est appelée hysté-
résis.

* B = 0 : le processus porte alors le nom de processus DS avec dérive.
Il s’écrit :
X =x_1+B+¢&

Comme précédemment, on peut rechercher sa forme équivalente développée :

Xy = X4—1 +,8+8t

X=X+ Bte =x,=x2+28+e_+¢&
Xo=X3+Bter=x=x53+3B+e+se+¢g
etc.

Si on suppose la valeur d’origine x, connue et déterministe, on a alors :
t
X, = xo + pt + E &i
i=1
On peut analyser les caractéristiques de ce processus :

Elx;] = xo + Bt
Vix,] =to?

cov[x;,xy] =02 x Min(z,t') sit # t'

Le processus est non stationnaire de par son espérance et sa variance.
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L’espérance étant de la méme forme que celle d’un processus TS, on reconnait
dans ce processus une non-stationnarité déterministe et aléatoire a la fois.

La stationnarisation de ce processus est réalisée en utilisant le filtre aux dif-
férences premieres :

x=x_+B+e < 0-Bx,=8+¢

Soit en employant la forme développée :
t t—1
X, = xo + Bt + Zs,» et en calculant : x,_, = xo+ B — 1) + Zs,»

i=1 i=1

Ona:
Xxx—x_1=(0—-Bx,=B+¢
Pour résumer :
—un processus TS est prévisible par extrapolation de la variable temps ;

— un processus DS est une marche au hasard (la meilleure prévision est la
derniere valeur connue) si le corrélogramme des différences premieres indique
que ses termes sont non significativement différents de O ;

— un processus DS a une représentation ARMA en différences premieéres (un
processus générateur existe donc) si le corrélogramme des différences premieres
indique que quelques termes sont significativement différents de 0.

onséquences d'une mauvaise stationnarisation
du processus

Pour stationnariser un processus TS, la bonne méthode est celle des moindres
carrés ordinaires ; pour un processus DS il faut employer le filtre aux diffé-
rences. Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux implications d’un mauvais choix
de la technique de stationnarisation pour un processus. Nous utilisons pour cela
les études de Chan, Hayya et Ord (1977) et de Nelson C.R. et Kang (1981). Ils
ont analysé les répercussions sur les résidus d’un mauvais choix de stationnari-
sation du processus de départ.

1) Conséquence sur un processus TS

Pour un processus TS, la bonne méthode de stationnarisation est celle des
moindres carrés ordinaires. Supposons que 1’on applique au processus TS du
premier ordre un filtre aux différences premieres. A priori, comme le degré du
polyndme est 1, ce filtre peut &tre considéré comme correct puisqu’un filtre aux
différences d’ordre d élimine un polynome de méme degré (cf. chapitre 4).
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x. = Bo+ Bit + ¢ avec &, —> i.i.d. (0,07)
X =PBo+ Bt — 1)+ &
xi—xi =0—=B)x, =B +¢& —¢&_
Ax, =B+ 0,

Par analogie avec le cas précédent, on peut calculer les caractéristiques de ce
nouveau processus :

E[Ax:] = B

cov[Ax,,Ax,_,] =y
= E{[Ax, — E(Ax)]|[Axn — E(Ax,)]}
= E{[n1n.—}
= E{le, — ei_illern — &-pi}

D’ou
2052 h=0
V=13 —02 h={-1;+1}
0 ailleurs

La fonction d’autocorrélation p;, = i s’écrit alors (yy = 207) :

Yo
11 h=0
=1 — h={-1;+1
On > { +1}

0 ailleurs

Le processus obtenu Ax, n’a pas les caractéristiques d’un bruit blanc puisque
vi (ou p,) n’est pas la fonction d’autocovariance d’un bruit blanc. L’application
du filtre aux différences a créé une perturbation artificielle.

Le résultat peut s’analyser d’une facon différente en faisant appel a I’analyse
dans le domaine des fréquences. Le processus x, qui contient une tendance
déterministe a un spectre de type rouge, c’est-a-dire fortement relevé aux basses
fréquences, de par I’existence de la tendance que 1’analyse de Fourier assimile
a une période de longueur infinie. Lorsque 1’on applique la bonne méthode pour
stationnariser la chronique, il reste ¢, qui doit étre le spectre d’un bruit blanc
(parallele a I’axe des fréquences, cf. chapitre 4). Avec le filtre aux différences,
on obtient Ax, = 8, +¢&, —¢&,_; =y, qui est un MA(1) non inversible avec
constante.

Comme le spectre théorique d’'un MA(1) est :
F) =202(1 46, — 26, cos2mA).

Pour 6, = 1, le polyndme d’opérateur a une racine sur le cercle unité, soit :

f() =401 — cos 2 ))
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Sa dérivée f'(w) = 8mwo? sin27 A a pour racines A =0 et A = 1/2 et est
strictement positive pour A € [0; 1/2]. La fonction f(A) est donc croissante ; ce
n’est pas le spectre d’un bruit blanc.

2) Conséquence sur un processus DS

La bonne méthode de stationnarisation pour un DS du premier ordre est le filtre
aux différences premieres.

Supposons que 1’on applique la méthode des moindres carrés ordinaires
(régression sur le temps) sur les observations d’un échantillon du processus. Le
résidu de cette régression doit étre un bruit blanc.

Nelson et Kang montrent que, dans ce cas, les résidus sont de moyenne nulle,
mais leur covariance dépend de Ia taille de 1’échantillon et du temps. A partir de
simulations, ils indiquent que 1’élimination d’une tendance linéaire sur un pro-
cessus de marche aléatoire crée artificiellement une forte autocorrélation des
résidus pour les premiers retards et donc introduit un mouvement pseudo —
périodique d’ampleur d’autant plus importante que le nombre d’observations de
la chronique de départ est élevé. Dans le cas ou les €, sont autocorrélés positi-
vement (g, obéit 2 un AR(1) dans les simulations des auteurs) la concentration
fallacieuse aux basses fréquences du spectre des résidus est renforcée, alors
qu’elle est atténuée dans le cas d’une autocorrélation négative.

En conclusion, quand un processus TS linéaire est considéré comme un pro-
cessus DS, il y a amplification des valeurs spectrales de fréquences hautes qui
indique I’introduction dans la chronique traitée d’un mouvement cyclique court.
A contrario, lorsqu’une série DS est statistiquement traitée comme un TS, le
spectre de la série transformée posséde une concentration de ses puissances
spectrales autour des faibles fréquences. Il y a création, dans la chronique trans-
formée, d’un mouvement cyclique long. Ces résultats montrent sur le plan sta-
tistique et en particulier pour calculer une prévision, que le choix d’un proces-
sus DS ou TS comme structure de la chronique échantillon n’est pas neutre.

Les conséquences sont également importantes sur le plan économique.
Considérons, par exemple, le PIB d’un pays comme la France en valeur réelle!.
Si ce PIB est DS plutdt que TS, il est alors nécessaire de remettre en cause la
décomposition traditionnelle (tendance et cycle) et sa justification théorique :
I’indépendance des schémas explicatifs. Si le PIB est en effet DS, la croissance
et le cycle sont liés et ne peuvent étre en conséquence étudiés de fagon séparés.
Or, d’apres les travaux de Nelson et Plosser (1982) sur des chroniques macro-
économiques américaines, la variabilité constatée de la composante conjonctu-
relle serait due a une structure DS. Comme jusqu’a présent, I’analyse de cette
composante s’effectue a partir du résidu d’une régression entre le PIB et une ten-
dance déterministe, cette analyse surestime 1I’amplitude du cycle et sous - estime
I’importance de la tendance.

1. Cf. Ertur, 1992.
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Sur ce constat, Beveridge et Nelson (1981) proposent une décomposition des
processus selon une tendance stochastique (permanente) qui obéit a une marche
aléatoire avec ou sans dérive et une composante stationnaire (transitoire). Par la
suite Harvey (1988) utilise les modeles structurels a composantes inobservables
(modele tendance plus cycle et tendance-cycle) représentées sous forme d’un
modele espace d’états estimé par le filtre de Kalman.

Exercice n° 5.1

Conséquence d’une mauvaise stationnarisation d’un processus

Dans cet exercice on demande de générer, sur 200 observations, un processus aléatoire
de type bruit blanc gaussien de variance 25, puis de :

— générer une tendance déterministe de parametres ap =5 et a; = 1,
— générer une tendance stochastique avec dérive de terme constant 5,

— stationnariser ces deux processus selon les deux méthodes adaptées et non adaptées.
Solution

Le corrigé de cet exercice est réalisé a ’aide de Eviews, le fichier est en téléchargement
Fichier CSEX1.PRG :

Le Figure 5.1 illustre 1’allure des deux processus générés (YD = processus DS avec déri-
ve, YT = processus TS), nous remarquons la similitude de 1’allure de chacun des gra-
phiques : en effet, le processus avec dérive est DS et TS a la fois. Le simple examen du
graphique ne permet donc pas de se déterminer sur le type de processus, il faut recourir
a des tests statistiques.

L’examen des deux corrélogrammes des processus stationnarisés par les différences pre-
mieres indique un bruit blanc pour DYD (cf. figure 5.2) car tous les termes appartien-
nent a l’intervalle de confiance. En revanche, le corrélogramme du processus DYT
(cf. figure 5.3) a son premier terme significativement diftérent de O, le processus DYT
n’est donc pas un bruit blanc.

L’examen des deux corrélogrammes des processus stationnarisés par régression sur le
temps indique un bruit blanc pour RES1, résidu du processus YT, (cf. figure 5.4) car tous
les termes appartiennent a 1’intervalle de confiance. En revanche, le corrélogramme du
processus RES2, résidu du processus YD, (cf. figure 5.5) est caractéristique d’un pro-
cessus non stationnarisé. En effet, les termes du corrélogramme décroissent tres faible-
ment, RES2 n’est donc pas un bruit blanc.

1200
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Figure 5.1 — Les deux processus générés
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Figure 5.2 — Corrélogramme du processus DYD

Figure 5.3 — Corrélogramme du processus DYT

Figure 5.4 — Corrélogramme du processus RES1
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Figure 5.5 — Corrélogramme du processus RES?2

ests de racines unitaires non saisonnieres

Il apparait évident, a I’issu de la section précédente, que les structures DS et TS
jouent un rdle trés important dans le traitement statistique d’une chronique.
Comment choisir entre I’une ou 'autre des structures ? Les tests de recherche
de racine unitaire dans les processus générateurs tentent de répondre a cette
question.

Les tests de racines unitaires sont maintenant trés nombreux, ils peuvent étre
rassemblés selon I’hypothese testée.

* Les tests standards pour lesquels 1’hypothese H, concerne la présence
d’une racine unitaire contre I’hypothese H, de stationnarité du processus.
Ceci concerne les tests de Dickey-Fuller simple (1979), Dickey-Fuller
Augmenté (1981) qui sont a I’origine de ce type d’études. Ils ont connu par
la suite des extensions comme le test non paramétrique de Phillips-Perron
(1988), le test de Seo (1999) qui traite explicitement de 1’hétéroscédastici-
té dans les processus ou encore le test de Dickey et Pantula (1987) pour la
recherche de plusieurs racines unitaires.

e Les tests efficients. Dans les tests précédents I’un des modeles de base
prend en compte une tendance déterministe. Plusieurs auteurs ont montré
que 1’élimination de cette composante peut apporter un gain « efficient »
dans la recherche des racines unitaires. Les premiers tests de ce type ont été
présentés par Sargan et Bharsava (1983) et Schmidt et Phillips (1992). Les
plus utilisés sont cependant ceux de Elliot, Rothenberg et Stock (1996) et
de Ng et Perron (2001).

* Les tests avec rupture structurelle dans la chronique échantillon. Perron
(1989) montre que la présence d’un changement structurel de tendance
dont le processus générateur est stationnaire autour d’une tendance linéai-
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re a pour conséquence d’introduire un biais dans le test de racine unitaire.
L’ auteur propose donc un test de racine unitaire avec changement structu-
rel (exogene) de tendance. D’autres tests ont, par la suite, été€ développés en
particulier ceux de Zivot et Andrews (1992) avec estimation des dates de
changement structurel (endogene) de tendance et de Perron et Rodriguez
(2003) avec estimation de plusieurs changements structurels de tendance.

e Les tests de stationnarité avec hypotheése H, la stationnarité. Ces tests ont
donc pour hypothése H, la non stationnarité. Nous pouvons citer le test de
Kwiatkowski, Phillips, Schmidt et Shin (1992) souvent utilisé lorsqu’il exis-
te une autocorrélation des résidus des modeles en niveau ou en tendance esti-
més. Nous pouvons mentionner aussi les tests de Leybourne et Mc Cabe
(1994), de Xiao (2001) ou encore celui de Paparoditis et Politis (2003).

Dans cet ouvrage nous présentons tout d’abord en introduction le test de

Dickey — Fuller Simple, puis le test de Dickey — Fuller Augmenté qui permet-
tent de mettre en évidence le caractere stationnaire ou non d’une chronique par
la détermination d’une tendance déterministe ou stochastique. Nous décrivons
par la suite les tests les plus utilisés en pratique : Phillips et Perron puis le test
de Dickey et Pantula. Puis les tests de Elliot, Rothenberg et Stock et de Ng et
Perron et enfin le test KPSS (Kwiatkowski et alii.).

es tests de Dickey-Fuller simples

1) Les modeéles de base
Les modeles servant de base a la construction de ces tests sont au nombre de
trois :
[11 (1 — ¢ B)x, = a, Modele autorégressif d’ordre 1 : AR(1).
2] (1 — ¢ B)(x;, — u) = a, Modele AR(1) avec constante, ou E[x,] = u
[31(1 —¢B)(x;, —a — Bt) = a, Modele AR(1) avec tendance
eta, —> i.i.d. (0;0?)

Le principe des tests est le suivant : si dans 1’'un de ces trois modeles ¢; = 1,
alors le polynome d’opérateur du processus contient une racine unitaire (« Unit
Root ») B = 1. Le processus, d’apres le théoréme de Doob, est alors non sta-
tionnaire. Le choix de la spécification dépend des données traitées.

2) Caractéristiques des modéles
* Modele [1]
d—-—¢B)x,=a, &= x, =¢1x,_1 +a,
Soit I’hypothese Hy : ¢; = 1
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Le modele s’écrit alors sous cette hypothese :

1
A=Bx, =a, x5 =x 404 x5 =x+) a

i=1

Il s’agit d’un modele DS de « promenade aléatoire » dont les caractéris-
tiques non stationnaires ont été décrites précédemment :

Si H, est acceptée alors le processus stationnarisé est :

Ax, = a,

Si I’hypothese alternative H; : [¢;]| < 1 est acceptée, alors x, est un AR(1)
stationnaire.

* Modele [2]

(1=¢B)(x, —p) =a
X =¢x+c+aouc=pu(l—g)

Sous Hy : ¢y = 1.

Le modele s’écrit (avec ¢ = 0 par conséquent) : x, = x,_; + a,
C’est un modele DS de promenade aléatoire (soit le modele [1]).
On le rend stationnaire par la transformation : Ax, = a,

Sous I’hypothese alternative : H; : |¢;] < 1 on a un AR(1) stationnaire
avec constante.

* Modele [3]

(I=¢:B)(x;, —a — Bt) = a,
X, =X, +bt +c+a

avecc =a(l —¢)) + ¢ Betb=p(—¢))
Sous Hy : ¢ =1
Alors b = 0 et c = § etle modele s’écrit: x, = x,_; + B + a;

Il s’agit d’une promenade aléatoire avec dérive (processus DS avec dérive).

t
Sa solution est de la forme : x, = xo + Bt + Z a;
i=1
Il est non stationnaire, déterministe et aléatoire a la fois (c¢f. .B). On le rend
stationnaire par le filtre aux différences premieres : Ax, = 8 + q,

Avec I’hypothese alternative H, : |¢;| < 1, le modele peut s’écrire, en
posante, = x, —a — Bt : (1 — ¢ B)e, = q,.

164 e ANALYSE DES SERIES TEMPORELLES



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

1
—a
1—¢/B
est un processus ARMA (partie MA infinie), le processus x;, est un
processus TS avec erreur ARMA ; on peut le rendre stationnaire en calcu-
lant les écarts par rapport a la tendance estimée par les moindres carrés
ordinaires.

Considérons alors le modele : x, = o + Bt + ¢,. Comme &, = ;

En résumé, le tableau 5.1 synthétise la typologie des modeles.

Tableau 5.1 — Typologie des modeles

Modeéle 1 Modéle 2 Modele 3
Hy | DS sans dérive. DS sans dérive. DS avec dérive.
Stationnaire a I’ordre 1. Stationnaire a 1’ordre 1. Non stationnaire
Non stationnaire Non stationnaire al’ordre 1 et 2.
a I’ordre 2. a I’ordre 2.
H, | AR(1) AR(1) avec constante TS avec erreurs ARMA

3) Principe des tests de Dickey-Fuller

Sous I’hypotheése H,, le processus x, n’est pas stationnaire quel que soit le
modele retenu. Les regles habituelles de I'inférence statistique ne peuvent alors
pas étre appliquées pour tester cette hypothese, en particulier la distribution de
Student du parameétre ¢;. Dickey et Fuller ont étudié la distribution asympto-
tique de 1’estimateur ¢, sous I’hypothése H,. A ’aide de simulations de Monte-
Carlo ils ont tabulé les valeurs critiques pour des échantillons de tailles diffé-
rentes.

En 1976, Fuller considere le modele [1] : x, = ¢1x,—; +a, avec xo = 0 et
a, — i.i.d. (0; 02). Il note ¢, I'estimateur du maximum de vraisemblance de
¢1. On peut vérifier que :

n
th—laz
- =2
¢1 - ¢1 =Y -

Z(xt—l )2
t=2

Ce qui permet a I’auteur d’énoncer le lemme suivant.

t
Si ¢; =1 alors le modele [1] s’écrit x, = xo + Za,-. Soit ¢, 1’estimateur
i=1

des moindres carrés alors : (&5\1 -1 = 0,,(n") ou encore : Ve > 0, AM > 0,
MeRtelque P[l¢p — 1| >M xn'] <e
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A partir de ce lemme 1’auteur démontre la convergence de (31 — 1), Iesti-
mateur des MCO du modele : Ax, = (¢; — 1)x,_; + a,. Cet estimateur converge
plus rapiderp\ent vers sa vraie valeur que dans le cas |¢;| < 1. Rubin (1950) a
montré que ¢; est un estimateur convergent quelle que soit la valeur de ¢;, mais
cette statistique n’obéit pas a une loi normale. C’est pourquoi Fuller a utilisé des
simulations, par la méthode de Monte-Carlo, pour obtenir les valeurs critiques.
Par la suite Dickey et Fuller ont étendu ces résultats aux modeles [2] et [3] en
démontrant la convergence de (¢7 — 1) et (qﬁ, — 1) estimateurs des MCO de
(¢; — 1). Les auteurs ont choisi de tester la valeur (¢1 — 1) au lieu de qbl pour
des raisons purement statistiques. Cela n’est pas génant pour le test. En effet,
X, = ¢1x,_ + a, s’écrit aussi :

Xe—Xm1 = QiX_ — Xm T ay
Ax; = (¢ — Dxy +a,

Il est donc équivalent de tester comme hypothese Hy, : ¢, =1 ou
¢, — 1 = p =0, I’hypothese alternative H; est ici |¢;| < 1 ou encore le pro-
cessus x, est stationnaire. Ils construisent alors des « ¢ statistiques » analogues a
celles de Student du modele linéaire général. Le déroulement des tests est alors
le suivant :

— estimation par les moindres carrés ordinaires du parametre ¢; — 1 = p

des trois modeles : p,p*,p0 ;

— D’estimateur par les moindres carrés ordinaires fournit 7, ¢,«, t; avec par

752 ér—1
exemple t; = ———.
0

Si t; > tupue, alors on accepte I’hypothése H), il existe une racine unité

(cf. table 1 en fin d’ouvrage).

Le test se déroule de maniere identique pour les modeles de type [2] et [3].

Il convient cependant de noter que dans le cas de 1’acceptation de H,, on ne
peut pas appliquer les tests de Student classiques aux autres coefficients (b et ¢)
mais il faut recourir a des tables statistiques tabulées par simulation (cf. tables 2,
4 et 5 en fin d’ouvrage).

Remarque : les principaux logiciels d’analyse de séries temporelles calcu-
lent automatiquement les valeurs critiques de ;.

Ces tests révelent I’existence d’une racine unitaire mais restent insuffisants
pour discriminer entre les processus TS et DS surtout pour les modeles [2] et [3]
qui font intervenir d’autres variables explicatives que x,_;. Ils sont, par consé-
quent, complétés par les tests d’hypotheses jointes.
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4) Les tests d'hypotheéses jointes

Les tests d’hypotheses jointes concernent les modeles [2] et [3]. Ils permettent
de détecter une racine unitaire et de distinguer les processus DS des processus
TS linéaires.

e Modele [2]
X =¢1x_ +c+aouc=pu(l—g)

On effectue le test de recherche d’une racine unitaire, puis le test d’hypo-
these jointe noté H, : (c; ¢,) = (0; 1) contre ’hypothése H|'.

Pour effectuer ce test, on calcule la statistique empirique F)

5 _ (SCR.— SCRy)/2
"7 SCR,/(n—2)

avece |

SCR,. = somme des carrés des résidus du modele [2] contraint sous 1’hy-
potheése H,, soit

SCR. =) (x—x1).
t

SC R, = somme des carrés des résidus du modele [2] non contraint estimé
par les MCO.

n = nombre d’observations utilisées pour estimer les parametres du
modele!.

Le degré de libert¢é du numérateur (SCR. — SCR,) est égal a
(n —0) — (n — 2), puisqu’aucun parametre n’est a estimer dans le modele
contraint. Dans le cas ot I’hypothése H, est acceptée la nullité de ¢ peut
résulter d’une moyenne 1 nulle de la série temporelle. On réalise donc un
test de normalité de cette dernicre méme si les séries économiques (non
centrées) sont rarement de moyenne nulle.

Cette statistique F; est analogue a une loi de Fisher. Dickey et Fuller ont
tabulé les valeurs critiques de sa distribution empirique et asymptotique (il
en est de méme pour les statistiques F, et F3 qui suivent). Si F est supé-
rieur a la valeur @, lue dans la table a un seuil «, on rejette I’hypothese H,
a un seuil « (cf. table 3 en fin d’ouvrage).

1. Certains auteurs considerent que n est le nombre d’observations disponibles initialement,
cependant la régression sur un modele autorégressif entraine la perte d’une observation. C’est
pourquoi, pour ces auteurs, dans la statistique F le degré de liberté pour SC R, est parfois égal
an—1-2=n-3.
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* Modele [3]

Avec :
X =¢ix o +bt +c+a
b= B —¢))

c=a(l —¢)+¢p

Apres le test de racine unitaire, on effectue pour ce modele les tests des
deux hypotheses jointes suivantes :

H{ : (c; b; ¢1) = (0;0; 1) contre I'hypothése I'un des paraméetres est dif-
férent.

H} : (c; b; ¢1) = (c; 0; 1) contre I'hypothése I'un des paraméetres est dif-
férent.

Pour I’hypothése HZ, on calcule la statistique F, :

5 _ (SCR.— SCRy)/3
T SCR;/(n—3)

Pour I’hypotheése H, on calcule la statistique F; :

_ (SCR?— SCR;)/2
T SCRy/(n—3)

avec |

SCR. = somme des carrés des résidus du modele [3] contraint sous 1’hy-
pothése HZ,

SCRS = Z(x, — X;_ — az somme des carrés des résidus du modele [3]
t

contraint sous 1’hypothese H;,

SC R; = somme des carrés des résidus du modele [3] non contraint estimé
par les MCO.

n = nombre d’observations utilisées pour estimer les parametres du modele.

Les degrés de liberté du numérateur (SCR. — SCR3) ou (SCRZ — SCR»)
sont égaux a [(n -0 - - 3)] ou [(n ) e 3)] , compte tenu du
nombre de parametres a estimer.

Ces statistiques F, et F; sont analogues a une loi de Fisher, on se réfere
donc aux tables de Dickey-Fuller. Si F, est supérieur a la valeur lue dans
la table @, (cf. table 6), on rejette I’hypothese Hy a un seuil «. Si F; est
supérieur a la valeur lue dans la table ®;, on rejette I’hypothése H; a un
seuil o (cf. table 7).

Conclusion : Nous constatons que pour réaliser un test de Dickey et Fuller,
le résultat n’est pas identique selon 1’utilisation de 1’un des trois modeles comme
processus générateur de la chronique de départ. Les conclusions auxquelles on
parvient sont donc différentes et peuvent entrainer des transformations erronées.
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C’est la raison pour laquelle Dickey et Fuller et a leur suite d’autres auteurs, ont
élaboré des stratégies de tests. Celles-ci sont nombreuses mais ont été néan-
moins synthétisées et présentées de facon exhaustive par Ertur (1992). Nous pro-
posons (cf. Figure 5.6) une stratégie de test qui résume notre propos et présente
I’avantage de la simplicité. Cette stratégie est facilement automatisable a 1’aide
des outils de programmation de Rats ou Eviews. Les programmes Eviews per-
mettant de mener les stratégies de test de Dickey-Fuller ou de Dickey-Fuller
Augmenté sont en téléchargement : CS5-STRATEGIETEST-DF PRG
et & C5-STRATEGIETEST-DFA.PRG.

es tests de Dickey et Fuller augmentés

1) Transformations des modeéles de base

Dans les modeles précédents, utilisés pour les tests de Dickey-Fuller simples, le
processus est, par hypothése, un bruit blanc. Or il n’y a aucune raison pour que,
a priori, I’erreur soit non corrélée ; on appelle tests de Dickey-Fuller Augmentés
(DFA, 1981) la prise en compte de cette hypothése. Considérons par exemple le
modele [1], il peut s’écrire dans ce cas :

(1 — ¢, B)x, = z, ou z, est un processus AR(p — 1).

p—1
7= Ze,-z,_,- +a, ot a, —> i.i.d. (0;02).

i=1

z, 8’écrit aussi en utilisant le polynome d’opérateur : 6,_(B)z, = a,. En multi-
pliant les deux membres du processus AR(1) autocorrélé par 6,_,(B), on a :
0,-1(B)(1 — ¢ B)x, = a, ou encore I’AR(p) :

Xy = (91 + ¢1)-xt—1 +.. .+ (ep—l - 9p—2¢1)-xt—p+1 - p—1¢1-xt—p + a; [A]

Le processus x, obéissant & un AR(1) a erreurs autocorrélées d’ordre (p — 1)
est équivalent a2 un AR(p) a erreurs non autocorrélées, le processus a été blan-
chi. Les tests de Dickey — Fuller simples peuvent donc lui étre appliqués.
Cependant I’écriture du modele Ax; est plus complexe en raison de la présence
des 0;.

* Soit ’AR (1)

X=X +a

X, — X = Ax, = (o) — Dx,_ + a, avec a, —> i.i.d. (0;02)

* Le processus AR (2)
X, =0 X + X+ a;

Xy — X = 00X — X F QX — 00X + 00X 0+ 4
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Estimation du modele [3]
x,=c+bt+¢x,_|+a
Test d'hypotheses H et H30

On rejette Hjy ou 1—1%

Test deStudent b = 0

Processus TS : 1 ¢4l < 1
x,=c+bt+¢ix,_+a,

Test de Student

c=0
Non Oui
TS avec TS sans
constante constante

On accepte H et H?,

" R 2
Test d'hypotheéses H

On accepte H20

| Estimation du modele : Ax,=c + bt + a, |

Test deStudent b =0

Oui Non

Test deStudent ¢ =

0

Processus DS avec dérive :
Ax,=c+a,

Processus TS, Ax, suit une tendance
linéaire sans constante

Processus TS, Ax, suit une tendance
linéaire avec constante

Estimation du modéle [2]

x=c+Qux,_|+a,
Test d'hypotheses H et H 10

On rejette H ou H}]

Test de Student ¢ =0

Test de moyenne u =0

On accepte Hyet Hg)

Estimation du modele [1]

Y=ot
Test d'hypotheses H

Processus AR(1) :1¢I<1
X, =c+ox,_|+a,

Processus DS, sans dérive :

Ax,=a,

Processus AR(1) : 1 g1 <1
Y=PX 1 ta

Figure 5.6 — Exemple d’une stratégie des tests de Dickey-Fuller simples
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Ax, = () +ay — Dxoy —on(x—) — x20) +a;

Ax, = (o) +ay — Dxp — a2 Ax ) + @
* Le processus AR (3)

Xy = 01X, F 00X, 5 + 03X, 3+ a
X — X1 = 00X — X1+ 0oX, g — X, + X, o + 03X — 03X
+osx 3+ osx, 0 —as3x; 0+ a
Ax, = (o) + oy +az — Dx,p — () — x2) — o3(x— — X-2)
—az(xp — X3) + @
Ax; = (an+ oy + a3 — Dxiog — (0 + @3) Axi ) — 3Ax, 2 +a
On en déduit par récurrence I’écriture de I’AR (p) :

X, =0 X+ ...t o, +a

)4

-1
Ax, = (iozk — 1>x,1 — 1’2: ( Z ak>Ax,j + a, [B]
k=1 =1

k=j+1
En utilisant pour a4, a5, .. ., «, les coefficients de I’écriture [A], on a :
o =0, + ¢
o, =0, — 0,

O[pfl = prl - 0p72¢1
a, =—0, 10,
L’expression [B] s’écrit alors :
Ax, =01+ ¢ +0,— 019+ ...+ 9;;—1 - 9p—2¢1 - 9p—1¢1 — Dx,—y
p—1 )4
— Z ( Z o{k)Ax,j +a1‘
j=1 Nk=j+1
A, =[p(1 =6, —...—0, ) +0+6+...+6,, —1]x.,

p—1 )4
— Z ( Z ak>Ax,j + a;

j=1 Nk=j+1

p—1 )4
=[@-DA=0—... =0 D]x = ( > - ek_lcbj))Ax,_j +a,

j=1 Nk=j+1

que I’on peut écrire :

p
Ax, = px;_y — Z D;AX_j1 +a

=2
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Tester la présence de la racine unité, revient donc a tester la significativité du
coefficient qui se trouve devant x,_; comme pour le test de Dickey-Fuller
simple.

D’ou I’hypothese H, testée :

Hy:p=@—-—DU0-6—...—0,_1) =0 ¢, —1=0o0u¢ =1

Ainsi, quand les erreurs sont corrélées dans le modele [1], on transforme le
modele de départ selon I’écriture précédente (noté alors modele [4]) qui met en
évidence la racine unité sous H, ce qui implique la méme procédure de test

Dickey-Fuller simple. Les démonstrations précédentes s’étendent aux modeles
[2] et [3] appelés respectivement modeles [5] et [6].

En définitive, la conduite du test est identique au cas précédent : recherche
de la présence de racine unité, test d’hypothese jointe et enfin stratégie de test.

2) Principes du test DFA et tests d’hypothéses jointes

p—1
Soit : z, = ZG,-Z,_,- +a, avec a, —> i.i.d.(0; 6?) ou encore 6(B) z, = q, et
i=1

6(B) un polyndme d’opérateur de degré (p — 1).

a) Spécifications des modeles
e Modele [4]
(I —¢B)x: =z

Sous I’hypothése nulle d’une racine unitaire ¢, = 1, le modele s’écrit
alors :

X, = x,_; + z, ou encore Ax, = z, soit : 8(B) Ax, = a,

Il s’agit d’un processus DS autocorrélé, caractérisé par une non-stationna-
rité stochastique et stationnaire en différences.

Sous I’hypothese alternative |¢;| < 1, le processus x, est un AR(p) ; I’écri-
ture du modele est alors : A(B) x;, = a, avec A(B) =9(B) (1 — ¢ B) un
polyndéme retard d’ordre p. IlI s’agit donc d’un processus
AR(p) asymptotiquement stationnaire (cf. paragraphe précédent).

* Modele [5]
(I=¢B)(x, —u) =2z
qui peut s’écrire :
6B)(1 — ¢ B)(x, — ) = a,
6B)(1 —¢B)x, =0B)(1 — 1B+ a,
0B)(1 —¢B)x, =c+a, avecc=0(B)(1 —¢p,B)u
Sous I’hypothese nulle d’une racine unitaire ¢, = 1, il vient :

X, = X, + z, ou encore Ax, = z, soit : 6(B)Ax, = a,
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Il s’agit d’un processus DS autocorrélé, caractérisé par une non-stationna-
rité stochastique et stationnaire en différences avec ¢ = 0.

Sous I’hypothese alternative |¢;| < 1, le modele s’écrit :
6(B)(1 — ¢ B)(x, — ) = a, ou encore :

A(B)(x, — ) = a; avec A(B) = 0(B)(1 — ¢ B) un polyndme de retards
d’ordre p.

A(B)x, =c+a, avecc = A(B) u #+ 0.
11 s’agit donc d’un processus AR(p) avec constante asymptotiquement stationnaire.
e Modele [6]
(I =¢B)(x, —a — pt) =z,
Soit :
0(B)(1 — ¢ B)(x, —a — p1) = a,
Une démonstration analogue a la précédente permet d’écrire le modele
sous la forme :
0(B)(1 — ¢ B)x, = c+ bt +a,
avec b = 0(B)(1 — ¢)B et c = OB)[a(1 — §)) + ¢, 8].
Sous I’hypothése nulle d’une racine unitaire ¢; = 1, il vient :

X, = x;_1 + B + z, ouencore Ax, = 8+ z,. Soit : 0(B)Ax, = ¢’ + a, avec
¢ = BO(B)

Il s’agit d’un processus DS avec dérive autocorrélé, caractérisé par une
non-stationnarité de nature mixte : déterministe et stochastique.

Sous I’hypothese alternative |¢;| < 1, le processus est de type TS caracté-
risé par une tendance purement déterministe ; il s’écrit :

(1—-¢:B)=0o'+p't+z
ou encore :
A(B)x; = «'0(B) + B'8(B)t + a, avec A(B) =0(B)(1 — ¢, B).
b) Procédures de tests
Les tests ADF sont fondés, sous I’hypothese alternative |¢;| < 1, sur I’estima-

tion par les MCO des trois modeles (cf. paragraphe précédent) :

)4
Modele [4] : Ax, = px,1 — Y ;Ax,_ 41 +a

j=2

P
Modele [5] : Ax, = px,_; — Z D Ax_ 1 +Cc+a

j=2

P
Modele [6] : Ax, = px,_ — Y ©;Ax,_ 4 +c+bt +a,

j=2

avec a, —> i.i.d. (0;02).
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Le test se déroule de maniere similaire aux tests DF simples. Les tables uti-
lisées sont celles récemment tabulées par MacKinnon (1991). En effet, en pro-
cédant a un grand nombre de simulations MacKinnon estime pour des échan-
tillons de tailles différentes et pour n’importe quel nombre de variables
explicatives les valeurs critiques pour les tests de racine unitaire. Eviews indique
directement les valeurs critiques issues de ces tables de MacKinnon.

Détermination du nombre de décalages : La difficulté, pour utiliser ce type
de test, réside dans la connaissance a priori du degré de I’ AR de z,. Le nombre
de retards p doit étre choisi pour éliminer 1’autocorrélation des z,. La méthode
la plus simple consiste a retenir une valeur de p importante et a procéder par éli-
mination progressive en fonction de la significativité des retards (les tests de
Student classiques s’appliquent dans ce cadre). Des auteurs préconisent d’effec-
tuer les tests en prenant trois retards : 4, 8 et 12 et de comparer par la suite les
résultats au moyen des criteres AIC par exemple (cf. chapitre 7). Enfin, la valeur
de p peut étre déterminée selon les criteres d’information de Akaike ou Schwarz.
En partant d’une valeur de p suffisamment élevée, nous estimons les différents
modeles jusqu’a p = 0 puis nous retenons la valeur de p qui minimise les cri-
teres de Akaike ou Schwarz. Si la valeur p = 0 est retenue nous utilisons alors
le test de Dickey-Fuller simple.

3) Tests d’hypothéses jointes

Apres avoir recherché 1’existence d’une racine unitaire, on effectue les tests
d’hypotheses jointes.
e Premier test

Soit I’hypothése jointe notée! Hy : (c; p) = (0;0) dans le modele [5]
contre I’hypothese alternative H,' au moins un des éléments est différent.

Pour effectuer ce test, on calcule la statistique empirique Fj

_ (SCRc— SCRy)/2
~ SCRs/(n—(p—1 —2)

4

(Le p — 1 du dénominateur correspond au fait que la somme démarre a
j =2 et donc si, par exemple, p = 3 cela entraine I’existence de deux
variables explicatives).

SC R, = somme des carrés des résidus du modele [5] contraint par H(;‘ :

P p 2
Axt = Z CDJ'A)C[_J*_H + a,, soit SCRC = <Ax, — Z (Dijt—j+l)

j=2 j=2

SCRs = somme des carrés des résidus du modele [5] estimé par MCO.

1. Cette hypothese jointe correspond a celle H(; 2 (c; ¢1) = (0; 1) du modele [2].

174 e ANALYSE DES SERIES TEMPORELLES



n = nombre d’observations réellement utilisées pour estimer les para-
metres du modele.

Cette statistique F; est analogue a une loi de Fisher, elle a été tabulée par
Dickey-Fuller (1981). Si F, est supérieur a la valeur lue dans la table

@3, ,_,, onrejette I’hypothese H, aun seuil «.

¢ Deuxieéme et troisiéme tests

IIs correspondent aux hypothéses! nulles du modele [6] :
H; = (c; by p) = (0;0;0)
H : (c; b; p) = (c; 05 0)

Pour I’hypothese H;, on calcule la statistique Fs :

_ (SCRc—SCRy)/3
~ SCRe/(n—(p—1)—3)

5

o

Si Fs est supérieur a la valeur lue dans la table @, b2

these H; a un seuil .

on rejette 1’hypo-

Pour I’hypothese HP, on calcule la statistique Fy :

_ (SCR, — SCRy)/2
~ SCRs/(n—(p—1)—3)

6

SCR, = somme des carrés des résidus du modele [6] contraint par H :

p
sz :Z q)ijf,jJH +c+ a;, SOit

j=2

P 2
SCRy=)_ (Ax, =Y B AKX —?)

t j=2
SC Rs = somme des carrés des résidus du modele [6] estimé par MCO.

Si Fs est supérieur a la valeur lue dans la table ®
these HS a un seuil «.

n_p_a» ON TEjette ’hypo-

Nous pouvons alors nous référer a la stratégie (cf. figure 5.6) de test pré-
sentée précédemment.
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1. Ces hypotheses jointes correspondent a celles Hg (e by 1) =(0;0;1) et HO3 :
(c; b; ¢1) = (¢; 0; 1) des modeles [2] et [3].
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Exercice n° 5.2

fichier C5EX2

Exemple d’application des tests DF et DFA aux dépenses en produit
pharmaceutiques

On demande d’appliquer la stratégie des tests DF et DFA aux dépenses (CVS) en pro-
duits pharmaceutiques en France connues mensuellement sur 14 ans.

Solution

Soit les dépenses (CVS) de produits pharmaceutiques en France dont la Figure 5.7
illustre 1’évolution.

7000

6000

5000 4

4000 4

3000

2000 4

1000

SRR AR LSS SRR A A LS BARE RRAS R LR RARE
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14
— TOTPHARS A

Figure 5.7 — Evolution sur 14 ans des dépenses CVS en produits pharmaceutiques
en France

a) Test de Dickey-Fuller simple

Nous appliquons la stratégie de test de la Figure 5.6, ’estimation du modele [3]
Xx; = ¢ + bt + ¢1x,_1 + a, conduit aux résultats suivants :

Dependent Variable : TOTPHARSA
Included observations : 167
Variable Coefficient  Std. Error t-Statistic Prob.
C 1847.351 134.6594 13.71870 0.0000
TOTPHARSA(-1) -0.084314 0.078141 -1.07899%4 0.2822
@TREND 30.84197 2.242282 13.75472 0.0000
R-squared 0.980289 Sum squared resid 6315765

e Test Hy de racine unitaire :

¢1—1  —0,0843 — 1
a; 0078

la valeur lue dans la table a 1 % (= —4,04), on rejette donc Hp. L’hypothese de racine

unitaire est, bien entendu, rejetée.

= —13,87 est tres inférieure a

La statistique du ¢ empirique =
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* Test d’hypothese jointe Hj
(SCR? — SCR3)/2
SCR3/(n —3)
avec : SCRS? = Z(x, — X1 —'c)z = 13731662,67 somme des carrés des résidus du
t

Soit le calcul de F3 =

modele [3] contraint sous 1’hypothése HZ, soit le modele estimé suivant
A(TOTPHARSA) = 30,36 + ¢,

SCR3 = 6315765 (somme des carrés des résidus du modele [3] non contraint estimé par
les MCO).

n = 167 (nombre d’observations utilisées pour estimer les parametres du modele).
Nous obtenons F3 = (1372;?2366'57/(_1273175;?5)/2 = 96,28 qui est trés supérieure a la

valeur lue dans la table a 1 % (&3 = 8,73), on rejette donc H03.

Nous nous situons donc sur la partie de gauche de la stratégie de test de la Figure 5.6,
le coefficient b (coefficient de la pente de la tendance) est significativement différent de
0, nous pouvons conclure a un processus TS.

b) Test de Dickey-Fuller augmenté

Soit I’estimation du modele [6], d’apres la stratégie de test, nous utilisons directement
la fonction disponible dans Eviews pour déterminer le nombre de décalages (p = 2) par
minimisation du critere de Akaike.

La statistique du ¢ empirique (= —5,40) est inférieure a la valeur lue dans la table a 1 %
(= —4,01), on rejette donc Hy. L’hypothese de racine unitaire est rejetée.

Nous procédons maintenant au test d’hypotheses jointes conformément a la stratégie de
test (avec p = 3). Dans le logiciel EVIEWS, il faut directement rentrer la valeur
p—1=2.

ADF Test Statistic -5.409548 1 % Critical Value* -4.0162
5 % Critical Value -3.4377
10 % Critical Value -3.1428

*MacKinnon critical values for rejection of hypothesis of a unit root.

Augmented Dickey-Fuller Test Equation
Dependent Variable : D(TOTPHARSA)
Included observations : 165

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

TOTPHARSA(-1) -0.752872 0.139175 -5.409548 0.0000
D(TOTPHARSA(-1)) -0.315487 0.110114 -2.865087 0.0047
D(TOTPHARSA(-2)) -0.347998 0.074468 -4.673124 0.0000
c 1.31E+09 2.32E+08 5.639168 0.0000
@TREND(1981:01) 21453671 3964453, 5.411509 0.0000
R - squared 0.982175 Sum squared resid 5524702
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(SCRp — SCRe)/2

HS : (¢; b; p) = (c; 0; 0), soit le calcul de Fg =
o= (c;byp) =(c ), soit le calcul de Fg SCR/i—(p—1)—3)

avec SCRp = 6537019 (somme des carrés des résidus du modele estimé

2
Ax; = Zaij,_j + ¢ + a;) soit :
i=1

Dependent Variable : DTOTPHARSA

Included observations : 165

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

¢ 69.58873 15.94813 4.363441 0.0000
D(TOTPHARSA(-1)) -0.819789 0.063348 -12.94108 0.0000
D(TOTPHARSA(-2)) -0.596633 0.063348 -9.418286 0.0000
R-squared 0.523292 Sum squared resid 6537019

SCR¢ = 5524702 (somme des carrés des résidus du modele [6] estimé par MCO) :
(6537019 — 5524702) /2

= 5524702/(165 — 2 — 3)

1 % (@3 = 8,73), on rejette donc Hy.

Les tests DF et DFA de racine unitaire, nous font rejeter I’hypothese HO, les coefficients

de la tendance et du terme constant sont significativement différents de 0. Le processus

est de type TS (tendance déterministe). La « bonne méthode de stationnarisation »
consiste 2 calculer le résidu issu de la régression : TOTPHARSA = ay + ait + ¢;

6 = 14,65 qui est supérieur a la valeur lue dans la table a

Un « choc » sur les dépenses pharmaceutiques (déremboursement, promotion des géné-
riques...) a donc un impact instantané et n’affecte pas la pente de la tendance de long
terme.

Le programme Eviews (& fichier CSEX2.PRG) permettant d’effectuer 1’ensemble de
ces calculs est en téléchargement.

e test de Phillips et Perron

Le test de Phillips et Perron (1988) est construit sur une correction non paramé-
trique des statistiques de Dickey-Fuller pour prendre en compte des erreurs hété-
roscédastiques et/ou autocorrélées. Il se déroule en quatre étapes :

— estimation par les moindres carrés ordinaires des trois modeles de base des
tests de Dickey — Fuller et calcul des statistiques associées, soit ¢, le résidu
estimé ;

o . . S~ 1
— estimation de la variance dite de court terme des résidus 6> = — E el
n
t=1

— estimation d’un facteur correctif s> (appelé variance de long terme) établi
a partir de la structure des covariances des résidus des modeles précé-
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demment estimés de telle sorte que les transformations réalisées condui-
sent a des distributions identiques a celles du Dickey-Fuller standard :

1< ! i V1<
st = - Zef + ZZ (1 T 1) - Z e;e,_;. Pour estimer cette
t=1 i=1

t=i+1
variance de long terme, il est nécessaire de définir un nombre de retards /
(troncature de Newey-West) estimé en fonction du nombre d’observations

n, I ~ 4(n/100)*° ;

o —1) nlk—1)7;
— calcul de la statistique de PP : tqi;l = vk x ((pl,\ ) + L avec

O’¢;I \/%
)

G . 7z ~ LN . . .
k = — (qui est égal a 1 — de manitre asymptotique — si e, est un bruit
S[

blanc). Cette statistique est a comparer aux valeurs critiques de la table de
MacKinnon.

A

. (¢ — 1)
Nous remarquons que si kK = 1 alors t;] = ————, nous retrouvons la
£
1

statistique de Dickey-Fuller.

La stratégie de test de la figure 5.6 reste valide. Ce test se ramene dans le cas
ot les résidus sont homoscédastiques au test de Dickey-Fuller simple.

Il est a noter que les logiciels RATS et Eviews permettent directement 1’uti-
lisation de ces tests.

Le test de Hall (1990) est complémentaire du test précédent qui peut ne pas
étre valide lorsque I’ ordre autorégressif devient grand alors que I’ ordre de la par-
tie moyenne mobile reste fini. Ce test fait appel pour le calcul a une variable
dichotomique.

Le test de Ouliaris, Park et Phillips (1989) est une extension du test de
Phillips et Perron lorsqu’il existe une tendance polynomiale de degré k quel-
conque et le test de Perron (1989) ou cette tendance est lin€aire par morceaux.

e test de Dickey et Pantula (1987)

Dans le cas de I’existence, dans un processus, d’une racine unitaire détectée par
le test de Dickey-Fuller, il s’agit de vérifier I’absence d’autres racines unitaires
en réitérant ces tests sur les différences premiéres du processus. Dickey et
Pantula ont montré que cette procédure, qualifiée de séquentielle ascendante
(Barthélemy, 1996), peut se révéler fausse car les distributions statistiques sont
différentes selon I’existence d’une ou deux racines unitaires.
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Les auteurs proposent donc une procédure séquentielle descendante qui per-
met de tester simultanément 1’existence de plusieurs racines unitaires en se réfé-
rant aux tables de Dickey-Fuller.

Considérons par exemple le test concernant deux racines unitaires, pour cela
on spécifie le modele AR (2) suivant :

(1 —¢:B)(1 — ¢»B)x, = a, avec a, —> i.i.d. (0; 07?)

Soit x; = ¢1x,1 + haXi 1 — P1ax, 2+ ay
Pour faire apparaitre le polyndme (1 — B)? qui permet de stationnariser le
processus, on ajoute aux membres de 1’égalité la quantité —2x,_; + x;_, et on
obtient :
A’x; = (1= B)’x; = 1x,o1 + hoXi o — $ihoxi o — 2%, + X0 + G
Soit : A%x, = (@1 — DAx,_1 — (b — (P2 — Dximy +ay

En posant 0, = —(¢; — 1)(¢, — 1) et 6, = (¢¢, — 1) on obtient le modele
suivant :

Azx, = 92AX,,1 + 91)(,,1 + a;
Le test se déroule alors en deux étapes.

» Etape 1 : On teste ’hypothése nulle de deux racines unitaires contre I’hy-
pothese alternative d’une seule racine unitaire, soit H, : 6; = 6, = 0 contre
H,:0,=0. Sous I’hypothese H;, on effectue la régression
Azx, = 92Ax,_1 +a,.

—si ty, < 1" onrejette H, et on passe a I’étape 2 ;

—sity, > t'“* on accepte H,, le processus contient deux racines unitaires.

» Etape 2 : On teste I’hypothése nulle de la présence d’une racine unitaire
contre I’hypothese alternative d’aucune racine unitaire (processus station-
naire) dans Ax;, = (¢; — 1)x,_; + a,. Ce test sur (¢; — 1) est équivalent a
celui sur 6, du modele AZx,.

Ce test de Dickey et Pantula est donc simple a mettre en ceuvre en particu-
lier avec les logiciels Eviews ou RATS.

e test KPSS (1992)

Kwiatkowski, Phillips, Schmidt et Shin (1992) proposent un test fondé sur
I’hypothese nulle de stationnarité. Apres estimation des modeles [2] ou [3], on
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t
calcule la somme partielle des résidus : S, = E e; et on estime la variance de

i=1

long terme (s7) comme pour le test de Phillips et Perron.

2
EDBE:
La statistique est alors LM = — = —.

n
t

narité si cette statistique est supérieure aux valeurs critiques suivantes :

On rejette I’hypothese de station-

n =00 1 % 5% 10 %
Modele [2] 0,739 0,463 0,347
Modele [3] 0,216 0,146 0,119

e test de Elliot, Rothenberg et Stock (1996)

Ce test, noté ERS, de point optimal de racine unitaire repose sur une quasi-
différenciation de la série x,, il permet d’améliorer la puissance du test par rap-
port aux tests standards de Dickey-Fuller.

Soit: Y, =x, —ax,_ ety =z, —az,_,

Avec z; = 1 dans le cas sans dérive (modele [1] du test de Dickey-Fuller),
z; = 1,...,t dans le cas avec dérive (modele [2]),eta =1 —c/nouc="7sila
série ne semble pas contenir de tendance et ¢ = 13,5 si elle semble en contenir
une.

Soit le modele : Y, = y,a + ¢,. Nous procédons a I’estimation de a par les
Moindres Carrées Généralisés : Y, = y,a + e,. Ce qui permet de calculer la nou-
velle variable : Z, = x, — a'z,

P
Enfin, ’estimation du modele : AZ, = BoZ,_, — Z,BjAZ,,j + a, permet
j=1
de calculer la statistique E RS = ¢ statistique du coefficient 8, (rapport du coef-
ficient a son écart type) sous I’hypothese H, : By = 0.
Cette statistique ERS est a comparer aux valeurs tabulées par Elliot et alii.,
si ERS > ERS,,, nous acceptons I’hypothese H, dans le cas contraire elle est
rejetée.
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e test Ng-Perron (2001)

Ng et Perron proposent quatre tests statistiques fondés sur la méthode des
moindres carrés généralisés sur les données hors tendances (détrendées). Ces
tests sont une version modifiée des tests de Phillips-Perron (1988), Bhargava
(1986) et ERS (1996) qui sont robustes aux distorsions de taille lorsque les rési-
dus sont corrélés négativement.

3 )
2

Soit le terme : k = — avec x¢ la série x, hors tendance (détrendée).

n2
Les quatre statistiques sont définies par :

iz — TG fo)

2k
MZt = MZa x MSB
1
k\?2
MSB = <_)
fo
¢k —cen”'(x)?) . .
MPT = 7 si x, ne semble pas contenir de tendance.
0
(k=1 —=on'(x)) . :
MPT = 7 si x, semble contenir une tendance.
0
La valeur de f, est une estimation du spectre du résidu pour la fréquence O et
¢ = —7 si la série ne semble pas contenir de tendance et ¢ = —13,5 si elle

semble en contenir une.

Ces quatre statistiques sont a comparer a des valeurs critiques tabulées par
Ng et Perron.

Exercice n° 5.3

fichier C5EX3

Exemple d’application des tests DF, DFA, Phillips-Perron, KPSS,
ERS et Ng-Perron au CAC40

On demande d’appliquer la stratégie des tests DF, DFA, PP, KPSS, ERS et Ng-Perron a
I’indice CAC40 (indice représentatif de 1’évolution des cours de bourse) sur 1 160
observations quotidiennes.
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Solution

La Figure 5.8 illustre 1’évolution de I'indice CAC40, et nous suggere un processus de
type DS. Nous appliquons la stratégie de test de la Figure 5.6.

2400

2200 -

2000 -

1800 -

1600 -

1400

Figure 5.8 — Evolution de I'indice boursier CAC40

* Test Dickey-Fuller simple

La premiére étape consiste a I’estimation de modele [3] :

DF Test Statistic -2.053788 1 % Critical Value* -3.9710
5 % Critical Value -3.4161
10 & Critical Value -3.1300

Dependent Variable : D(CAC)
Sample (adjusted) : 2 1160
Included observations : 1159

Variable Coefficient Std. Error  t-Statistic Prob.

CAC(-1) -0.008447 0.004113 -2.053788 0.0402

C 14.93911 7.437617 2.008589 0.0448

@TREND(1) 0.002103 0.001896 1.108866 0.2677

R-squared 0.003870 Sum squared resid 491818.4
La valeur empirique ¢ 5, = —2,05 > aux trois valeurs critiques, on accepte 1’hypothese
Hy.

Nous effectuons maintenant le test de I’hypothese Hg 2 (c;b; 1) = (c; 0; 1).
On calcule la statistique F3 :
= (SCR? — SCR3)/2

SCR3/(n —3)

avec : SCRS = Z(x, —X—1 — 82 = 493729,2 somme des carrés des résidus du mode-
t

le [3] contraint sous 1’hypothese H, 3 soit :
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Dependent Variable : DCAC
Included observations : 1159

Variable Coefficient Std. Error  t-Statistic Prob.
(¢ 0.417204 0.606525 0.687861 0.4917
R-squared 0.000000 Sum squared resid 493729.2

Or SCR3 = 491818,4 (somme des carrés des résidus du modele [3])
493729,2 — 491818,4)/2

Dou: F3 = ( )/

491818,4/(1159 — 3)

Nous sommes amenés a accepter les hypotheses Hp et HO3

(F3 = 2,24 < &3 € [6,25; 6,30]). Nous allons sur la branche de droite de la figure 5.6 et

effectuons le test de 1’hypothese Hg, soit le calcul de la statistique

P (SCR. — SCR3)/3

>7T TSCR3/(n—3)

=224

SCR, = somme des carrés des résidus du modele [2] contraint (¢ = 0,b = 0,9 = 1)

t=1159
soit Z (CAC, — CAC,_1)* = 493930,9.

=1

493930,9 — 491818,4)/3

Dou: F, = ( )/
491818,4/(1159 —3)

pothese HO2 (F, = 1,65 < ®; € [4,68; 6,09]), nous estimons donc maintenant le mode-
le [2] et effectuons le test DF.

= 1,65. Nous sommes amenés a accepter 1’hy-

DF Test Statistic -1.805839 1 % Critical Value* -3.4388
5 % Critical Value -2.8645
10 % Critical Value -2.5683

Dependent Variable : D(CAC)
Included observations : 1159

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

CAC(-1) -0.007093 0.003928 -1.805839 0.0712
[¢ 13.63563 7.344864 1.856485 0.0636
R-squared 0.002811 Sum squared resid 492341.5

La valeur empirique lgr = 1,80 > aux trois valeurs critiques, on accepte I’hypothese Hy.

Nous effectuons maintenant le test de 1’hypotheése HOl , soit le calcul de
F (SCR. — SCR»)/2
SCRy/(n —2)
SCR. = 493930,9 (somme des carrés des résidus du modele [2] contraint sous 1I’hypo-
these Hol) et SCRy = 492341,5 (somme des carrés des résidus du modele [2]).
_ (493930,9 — 49234,1)/2

= =1,87.
492341,5/(1159 - 2)

Nous sommes amenés a accepter 1’hypothese HO' (F1 = 1,87 < & €[3,38;3,71]),

En une derniere étape, nous testons la nullité¢ de la moyenne du CAC40 :
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Test of Hypothesis : Mean = 0.000000

Sample Mean = 1863.760
Sample Std. Dev. = 154.5946

Method Value Probability
t-statistic 410.6054 0.0000

La moyenne est — largement — significativement différente de 0. Le processus est une
marche au hasard sans dérive.

* Test Dickey-Fuller augmenté
Nous appliquons la méme stratégie dans le cadre du test DFA.

Soit le modele [6] a 4 variables décalées, p = 5 (les décalages 6 et 5 sont non significatifs) :

ADF Test Statistic -2.278322 1 % Critical Value* -3.9711
5 % Critical Value -3.4161
10 ¢ Critical Value -3.1300

Dependent Variable : D(CAC)
Sample (adjusted) : 6 1160
Included observations : 1155
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Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
CAC(-1) -0.009478 0.004160 -2.278322 0.0229
D(CAC(-1)) 0.069846 0.029480 2.369234 0.0180
D(CAC(-2)) -0.005537 0.029536 -0.187468 0.8513
D(CAC(-3)) -0.036930 0.029539 -1.250236 0.2115
D(CAC(-4)) 0.069284 0.029507 2.348089 0.0190

c 16.77092 7.525601 2.228516 0.0260
@TREND(1) 0.002180 0.001901 1.146929 0.2516
R-squared 0.014213 Sum squared resid 486574.6
La valeur empirique 13, = —2.27 > aux trois valeurs critiques, on accepte I’hypothese Ho.

Nous effectuons maintenant le test de I’hypothése H?, soit le calcul de la statistique :
_ (SCRp — SCRg)/2
SCRe¢/(n—(p—1)—3)

6
SCRp = somme des carrés des résidus du modele estimé :

5
Ax; = ZajAij,_j+1 + ¢ + ay, soit :

j=2
Dependent Variable : DCAC

Included observations : 1155

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

c 0.381017 0.607099 0.627603 0.5304
D(CAC(-1)) 0.064750 0.029428 2.200260 0.0280
D(CAC(-2)) -0.010596 0.029488 -0.359321 0.7194
D(CAC(-3)) -0.041931 0.029492 -1.421760 0.1554
D(CAC(-4)) 0.064122 0.029454 2.177046 0.0297
R-squared 0.009541 Sum squared resid 488881.0
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R (488881 — 486574,6)/2
D’ou: Fg = =2,72 < ¥3 € [6,25; 6,30]
486574,6/(1155 — 4 — 3)

Nous sommes amenés a accepter les hypotheses Hy et Hg donc nous effectuons le test

de I’hypothese HO5 , on calcule la statistique Fs :

_ (SCRc — SCRe)/3
" SCRg/(n—(p—1)—23)

5

avec SCRc = somme des carrés des résidus du modele contraint :

5
Ax; =Y ajAxi_j1 +a, soit SCRe = 489048 4.

j=2
Dependent Variable : DCAC
Included observations : 1155
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
D(CAC(-1)) 0.065111 0.029415 2.213562 0.0271
D(CAC(-2)) —0.010298 0.029476 —0.349365 0.7269
D(CAC(-3)) -0.041620 0.029480 -1.411789 0.1583
D(CAC(-4)) 0.064475 0.029441 2.190018 0.0287
R-squared 0.009202 Sum squared resid 489048.4

(489048,4 — 486574,6)/3
486574,6/(1155 — 4 — 3)
donc acceptée.

Soit F5 = = 1,94 < &, € [4,68;6,09], I'hypothese H; est

Nous estimons donc maintenant le modele [5].
La valeur empirique fgr — 2,03 > aux trois valeurs critiques, on accepte I’hypothese Hy.
Nous effectuons maintenant le test de 1’hypothése H, soit le calcul de :

_ (SCRc —SCRs)/2  (489048,4 —487132,1)/2
T SCRs/(n—(p—1)—2)  487132,1/(1155 —4 —2)

4

=2,26 < & €[3,38;3,71]

ADF Test Statistic -2.031024 1 % Critical Value* -3.4388
5 % Critical Value -2.8645
10 % Critical Value -2.5683

Dependent Variable : D(CAC)
Included observations : 1155

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

CAC(-1) -0.008079 0.003978 -2.031024 0.0425
D(CAC(-1)) 0.069552 0.029483 2.359024 0.0185
D(CAC(-2)) -0.005917 0.029538 -0.200314 0.8413
D(CAC(-3)) -0.037283 0.029541 -1.262085 0.2072
D(CAC(-4)) 0.068936 0.029509 2.336098 0.0197
C 15.43264 7.435612 2.075503 0.0382
R-squared 0.013084 Sum squared resid 487132.1
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SCRc = 489048,4 (somme des carrés des résidus du modele estimé sous Hé‘ )
SCRs = 487132,1 (somme des carrés des résidus du modele [5])
Nous acceptons 1’hypothese Hé .

Il est inutile de re-procéder au test de la moyenne, les conclusions sont donc les
mémes : le processus CAC40 est une marche au hasard sans dérive.

Le programme Eviews (& fichier CSEX3.PRG) permettant de calculer les F corres-
pondants aux différents modeles peut étre té€léchargé du site Web.

* Test de Phillips-Perron

Nous procédons aux tests PP avec un nombre de retards / = 6 dans le cadre de trois
modeles.

Dans les trois cas, la valeur empirique du ¢ est supérieure aux valeurs critiques ; nous
acceptons I’hypothese Hyp de racine unitaire.

Hypothése : CAC posséde une racine unitaire

Troncature 1 = 6

Test de Phillips - Perron t Statistique ajusté Probabilité critique

Modéle [1] : modéle 0,50 0,82
sans constante

Modéle [2] : modéle -1,94 0,31
avec constante seule

Modéle [3] : modéle -2,20 0,49
avec tendance et constante

Les probabilités critiques sont toutes supérieures a 0,05, nous ne rejetons pas 1’hypo-
these ; le processus CAC40 possede une racine unitaire.

* Test de KPSS

Hypothése : CAC ne posséde pas une racine unitaire

Troncature 1 = 6

Test de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin LM Statistique Valeur critique a 5 %

Modéle [2] 2,58 0,46

Modéle [3] 1,31 0,14

La statistique LM est supérieure a la valeur critique (pour un seuil de 5 %) pour les deux
spécifications, nous rejetons 1’hypothese Hp, le processus CAC40 posseéde donc une
racine unitaire.

e Test ERS

Les résultats du test ERS sont les suivants :

Hypothése H; : CAC posséde une racine unitaire
Retard k = 0 (critére d’'information de Schwarz)

Elliott— P-Statistique Valeur critique Valeur critique Valeur critique
Rothenberg-Stock a10% ass als
Modéle [2] 7,34 4,48 3,26 1,99
Modele [3] 9,69 6,89 5,69 3,96
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Les statistiques P sont supérieures aux valeurs critiques (aux seuils de 5 % et 10 %)
pour les deux spécifications, nous acceptons 1’hypothese Hy, le processus CAC40 pos-

séde donc une racine unitaire.

* Test Ng-Perron

Les résultats du test Ng-Perron sont les suivants :

Hypothése H; : CAC posséde une racine unitaire
Modele [2] avec constante sans tendance
Retard k = 0 (critére d’information de Schwarz)
MZa MZt MSB MPT
Test Ng-Perron -3,35 - 0,95 0,28 7,17
Valeurs critiques 1% -13,8 - 2,58 0,174 1,78
5% -8,1 - 1,98 0,233 3,17
10 % -5,7 - 1,62 0,275 4,45
Hypothése H; : CAC posséde une racine unitaire
Modéle [3] avec constante et tendance
Retard k = 0 (critére d’information de Schwarz)
MZa MZt MSB MPT
Test Ng-Perron -9,79 -2,13 0,22 9,70
Valeurs critiques 1% -23,8 - 3,42 0,143 4,03
5% -17,3 -2,91 0,168 5,48
10% - 14,2 - 2,62 0,185 6,67

Les statistiques sont supérieures aux valeurs critiques (aux seuils de 5 % et 10 %) pour
les deux spécifications, nous acceptons I’hypothese Hy, le processus CAC40 posseéde
donc une racine unitaire.

Tous les résultats sont convergents, nous pouvons donc conclure que le processus
CAC40 n’est pas stationnaire.

S’agit-il d’un processus de marche au hasard sans dérive ? Nous allons le vérifier en cal-
culant le corrélogramme de la série filtrée par les différences premieres ceci afin de sta-
tionnariser le processus : DCAC; = CAC; — CAC,_.

1
08
08
04

02

Figure 5.9 — Corrélogramme du CAC40 en différences premiéres
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En premiere analyse, nous pouvons conclure que le processus CAC40 est une marche
au hasard sans dérive car tous les termes de la fonction d’autocorrélation des différences
premieres appartiennent a 1’intervalle de confiance. Cependant méme si la série filtrée
par les différences premieres ne laisse pas apparaitre des autocorrélations significative-
ment différentes de O (cf. figure 5.9) nous pouvons vérifier la présence d’une forte hété-
roscédasticité (cf. chapitre 8) caractéristique des processus a mémoire longue, ce qui
rejette donc cette hypothese de marche au hasard.

Exercice n° 5.4

fichier C5EX4

Exemple d’application des tests DF, DFA et Phillips-Perron et KPSS
au cours en dollars du baril de pétrole brut

On demande d’appliquer la stratégie des tests DF, DFA et PP au prix du baril de pétro-
le brut connu sur 2087 jours.

Solution

La figure 5.10 illustre I’évolution du cours du prix du pétrole brut (PPB).

28

24 |

20

T T T T T T T T
250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

Figure 5.10 — Evolution du cours du pétrole brut

* Test de Dickey-Fuller simple ou augmenté ?

Avant d’appliquer la stratégie de test de la Figure 5.6, nous déterminons si nous recou-
rons au test de Dickey-Fuller simple ou augmenté a partir du critere de Akaike. Pour cela
nous partons d’un modele avec constante et 6 décalages (donc 6 jours) dans le cadre du
test DFA et nous diminuons le nombre de décalages jusqu’a 0. Nous retenons le décala-
ge qui minimise le critere d’information de Akaike. Si le décalage O est retenu, nous uti-
lisons alors le test DF simple.

Le résultat fournit par Eviews 4 est de 2 retards :

Null Hypothesis : PPB has a unit root
Exogenous : Constant
Lag Length : 2 (Automatic based on AIC, MAXLAG = 6)
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Nous pouvons appliquer alors la stratégie de test et calculer I’ensemble des statistiques :

Tests d’hypothéses jointes (Dickey-Fuller Augmenté)

Calculé Lu Conclusion
Modele 6 :

Hy t* = —1,33 —3,41 Acceptée
Modele 5 :

Hy t* = —1,43 —2,86 Acceptée

Tests d’hypotheses jointes

HS Fs = 1,39 6,25 Acceptée
H Fs = 1,03 4,68 Acceptée
Hy Fy=1,19 4,59 Acceptée

Nous retenons un processus de type DS, PPB est 7(1).
* Test de Phillips-Perron

Nous procédons aux tests PP avec un nombre de retards / = 6 dans le cadre de
trois modeles. Dans les trois cas, la valeur empirique du ¢ est supérieure aux valeurs cri-
tiques ; nous acceptons I’hypothése Hy de racine unitaire.

Hypothése HO : PPB posséde une racine unitaire

Troncature 1 = 6

Test de Phillips-Perron t Statistique ajusté Probabilité critique

Modéle [1] : modéle 0,327 0,78
sans constante

Modéle [2] : modéle -1,37 0,59
avec constante seule

Modéle [3] : modéle -1,25 0,89
avec tendance et constante

Les probabilités critiques sont toutes supérieures a 0,05, nous ne rejetons pas I’hypothe-
se Hy ; le processus PPB posseéde une racine unitaire.

* Test de KPSS

Enfin, nous procédons aux tests KPSS.

Hypothése HO : PPB ne posséde pas une racine unitaire

Troncature 1 = 6

Test de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin LM Statistique Valeur critique a 5 %

Modéle [2] 1,51 0,46

Modéle [3] 1,21 0,14

La statistique LM est supérieure a la valeur critique (pour un seuil de 5 %) pour les deux
spécifications, nous rejetons I’hypothese Hy, le processus PPB posseéde donc une racine
unitaire.
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Tous les résultats sont convergents, nous pouvons donc conclure que le processus PPB
n’est pas stationnaire.

S’agit-il d’un processus de marche au hasard sans dérive ? Nous allons le vérifier
en calculant la fonction d’autocorrélation et la statistique de Ljung-Box sur la série
filtrée par les différences premicres ceci afin de stationnariser le processus :
DPPB, = PPB, — PPB,_;.

Nous pouvons conclure a la lecture du Tableau 5.2 que les probabilités critiques de la
Q - Stat sont toutes nulles, il ne s’agit donc pas d’une marche au hasard. Le processus PPB
est un processus non stationnaire, mais n’est pas une marche au hasard sans dérive!.

Tableau 5.2 — Fonction d'autocorrélation du PPB en différences premiéres

Décalage AC Q — Stat Prob
1 0,163 55,372 0,000
2 -0,072 66,197 0,000
3 —-0,042 69,890 0,000
4 —-0,036 72,567 0,000
5 -0,024 73,777 0,000
6 -0,029 75,549 0,000
7 —-0,003 75,568 0,000
8 0,062 83,713 0,000
9 0,047 88,335 0,000
10 - 0,007 88,452 0,000
11 —-0,042 92,140 0,000
12 - 0,040 95,461 0,000
13 -0,010 95,681 0,000
14 0,001 95,683 0,000
15 0,033 97,951 0,000

ests de racines unitaires saisonnieres

La premiere application de ces tests dans le cas saisonnier a été réalisée par
Hasza et Fuller (1981) puis par Dickey Hasza Fuller (1984). Ils s’adressent a des
chroniques pour lesquelles la saisonnalité est de période trimestrielle et portent
sur I’ensemble des fréquences correspondant aux racines unitaires. Ils ont été
complétés par celui de Hylleberg, Engle, Granger et Yoo (1990), noté HEGY qui
concerne la fréquence de chaque racine unitaire.

1. Pour compléter 1’étude des tests de racine unitaire non saisonniere, le lecteur peut se référer a
Darné, Terraza, 2002.
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Franses (1990) présente un test pour les chroniques possédant une saisonnalité
mensuelle, Beaulieu et Miron (1993) fournissent une nouvelle version de ce test!.

es modeles de base

D’une maniere générale, une série temporelle peut étre représentée par 1’un des
trois modeles suivants :

s—1
— modele saisonnier purement déterministe : x, = ap + B, + Z a;D;, +a,
j=1
ou a, — i.i.d. (0; aaz), s est la période de la saisonnalité et D;, une
variable muette relative a la saisonnalité ; ce modele peut s’étendre a des
tendances déterministes polynomiales de degré supérieur a un ;

— modele saisonnier aléatoire stationnaire : ¢ (B) x, = i, + a, ou p(B) est
un polyndme d’opérateurs dont les racines sont a 1’extérieur du cercle
unité du plan complexe et u, est un terme quelconque entre une constante,
une tendance et des variables muettes relatives a la saisonnalité ;

— modele saisonnier intégré : ¢(B) x, = u, + a, ot ¢(B) est un polyndome
d’opérateurs qui possede au moins une racine unitaire (d’olt son nom d’in-
tégré).

L’ utilisation du filtre aux différences saisonnieres proposé par Box et Jenkins
sous la forme : (1 — B*) = AS(B) permet de déterminer les racines unitaires
saisonnieres contenues dans le filtre moyenne mobile S(B).

Les tests de HEGY et de Franses utilisent cette décomposition pour les poly-
nomes (1 — B*) et (1 — B'?), on obtient alors respectivement 4 et 12 racines
unitaires, par exemple :

(1—BY=(—B)1+B)(1—iB)(1+iB)

Tous les termes autres que (1 — B) correspondent a des racines unitaires sai-
sonnieres, a savoir (—1) pour la période 2 (fréquence ) et +i pour la période 4
(fréquence £ /2).

Pour tester I’hypothese qu’un polyndome ¢(B) possede des racines sur le
cercle unité du plan complexe on I’écrit en utilisant la proposition de Lagrange?.

1. Pour une présentation de ces tests pour des saisonnalités de longueur impaire détaillée se réfé-
rer a Darné, Litago et Terraza, 2002.

2. Tout polynéme (infini ou rationnel) a valeurs finies distinctes et non nulles pour les différents
points (61,...,0,), éventuellement complexes, distincts de zéro, peut s’exprimer selon les

4
termes de polynomes élémentaires et d’un reste selon la forme : ¢(B) = ZkkA(B)/Sk(B)

k=1
+ A(B)¢*™*(B) ol : A est un ensemble de constantes, ¢**(B) un polyndme d’opérateur en B
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e test de Hylleberg, Engle, Granger et Yoo (HEGY)

En utilisant ’expansion de ¢(B) donnée par la proposition de Lagrange avec
9121, 022—1, 03=i, 94=—l ) SIZI—B, 52=1+B, 8321—IB,
84 =14+iBet A(B) = (1 — B*. On obtient alors :
@(B) = A B(1 + B)(1+ B*) + A(—B)(1 — B)(1 + B?)
+A3(—iB)(1 — B)(1+ B)(1 —iB)
+1(B)(1 — B)Y(1+ B)Y(1+iB) + (1 — BY)¢*(B)
On simplifie cette expression en appelant H(B) la somme du deuxieme
terme :
©(B) = H(B) + (1 — BY¢*(B) et en utilisant le processus ¢(B) x, = u, + a,,

ona:

e (B)(1 — B4)xt =—-HB)x, + p, +a

C’est cette expression qui est la base du test mais on ne peut pas estimer les A;
puisqu’ils sont complexes, on regroupe alors les parties réelles et complexes de
I’expression et on pose :

7'[1:—)\.1; JTZZ—)\,Z; 2}\,3:—7T';+17T4, 2)\.4:—7[3—17’[4

Ce test, de saisonnalité trimestrielle, est fondé sur le fait que ¢(B) a une
racine unitaire en 6; si et seulement si A, = 0. Pour tester cette hypothese,
on estime par les MCO une équation de régression appelée « régression auxi-
liaire » :

©*(B) X4y = T\ X1 4-1 + TaX oy + T3X3,-0 + TaXz 1 + W, + G

avece @
X1, =04 B+B>+BY)x, ;x, = —(1— B+ B>— BY)x, ;
x5, =—(1=BH)x ;x4, = (1= B)x,

Dans cette équation ¢*(B) est inconnu. Plusieurs solutions ont été propo-
sées, en particulier, celle qui consiste a augmenter le retard du polynome jusqu’a
ce que le résidu soit un bruit blanc ou que 1’un des critéres de comparaison des

B P
(infini ou rationnel), 8;(B) = 1 — o A(B) = l_[ 3k (B) avec p I’ordre de la périodicité.
k k=1
P
En ajoutant et en soustrayant A(B) Z A dans la proposition, on obtient la forme alternative :
k=1

P p
9(B) =Y MAB)(1 — 8(B))/5k(B) + A(B)¢™ (B) avec ¢*(B)=¢™(B)+ Y A et

k=1 k=1
@(0) = ¢*(0).
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modeles soit minimum (AIC ou BIC, par exemple, cf. chapitre 7). Le plus sou-
vent ces tests sont réalisés avec ¢*(B) = 1.

L’hypothese nulle du test porte sur la significativité des parametres de la
régression auxiliaire (lesquels sont équivalents aux A;), Soit :

Hy : A, =0 contre H, : 1, # 0.

Supposons, par exemple, que A; = A, = 0 et que ¢*(B) = 1, en substituant
ces valeurs dans : ¢*(B)(1 — BY)x, = —H(B)x, + , +a,,ona:

(1 — BHx, = M(—=iB)(1 — B)(1 + B)(1 —iB)
+M3EB)(1—B)Y(1+B)Y(1+iB)+ u +a

En introduisant la décomposition de (1 — B*) on obtient :

1-B)1+ B){(l —iB)(1+4+iB) — A;(—iB)(1 —iB)
—ha(@B)Y(1+ B)Y(1 +iB)}x, = 1 +a
Cette équation possede deux racines unitaires B =1 et B = —1. Ce sont

celles qui manquent aux coefficients A; et X,. Le filtre pour rendre stationnaire
ce processus est dans ce cas égal a :

(1-B»)=({1-B)(1+B)

e test de Franses

Le principe du test de Franses est identique a celui de HEGY. Les formules sont

cependant plus complexes du fait a présent des douze racines unitaires.
L’expansion de ¢ (B) est toujours réalisée a partir de la proposition de Lagrange.
La procédure de Franses pour rendre possible I’estimation des parametres de
¢(B) est la suivante :

* Séparation des parties réelles et imaginaires de chaque terme de ¢(B) puis
regroupement des termes communs. On définit alors la série des régres-
seurs ¢;(B) :

11
¢1(B) = (1 +ZB,) ;

j=1
¢:(B) = (1+ B*(1 - B)(1+ B*+ B®) ;
¢3(B) = (1 — B))(1 + B* + B®)
@4(B) = (1 — BY(1 — V3B + B®)(1 + B> + B%)
@s(B) = (1 — BY(1 +~/3B + B>)(1 + B>+ BY) ;
¢s(B) = (1 —B*(1—B*+ B"(1 — B+ B?) ;
¢7(B) = (1 —B"(1 — B>+ BY(1+ B + B?)
@s(B) = (1 — B"?)
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« Elimination des termes complexes de ¢(B) par I'utilisation de parametres
7; définis de la manicre suivante :

Al =—T

Ay = —T,

Ay = —i(m3y +714)/2 5

Ay = —(—imy +714)/2 ;

As = ims — ((1+iv/3)/2)76 ;

he = —imts — ((1 +i+/3)/2) 76 5

A= —imy — ((1+iv/3)/2) 7

Ag = imy — ((1 —iv/3)/2)ms ;

Ao = +i/3me/3 — ((1 + (1/3)iv/3)/2) 710

Ao = —i\/§n9/3 - ((1 - (1/3)1\/5)/2)”10 ;
A= —i/3m/3 = (A + (1/3)iv3)/2)m 5
Ao = i3m0 /3 — ((1 = (1/3)iv/3)/2) 1.

* Substitution des ¢;(B) et des m; dans ¢(B) qui est alors une expression
linéaire sans terme complexe.

Si on considere, par exemple, que le processus est saisonnier intégré et si on
pose :

Xy = ¢;(B)x, pour i ={1,8} et x;, = —¢;(B)x; pour i ={2,...,7}, on
obtient la régression auxiliaire des tests :
@ (B)Xg = T X1 -1 + TaXo 1 + T3X3,1 + TaX3, 0 + TsXay 1 + TeXas2

+ T7X5, 1 + TgXs, 2 + ToXe,—1 + MioXe1—2 + T11X7,—1 + T2 X7,2 + Uy + &

On estime par les MCO cette équation, avec le plus souvent, ¢*(B) = 1 ou
bien ¢*(B) avec L retards choisis comme indiqué précédemment. L hypothese
H, des tests est : ¢(B) = 0 contre ’hypothese H; : ¢(B) # 0. Ces tests contrd-
lent la significativité des douze parametres m; de la régression auxiliaire (les-
quels sont équivalents aux ;). Puis on réalise :

— des tests individuels H, : 7, = 0 contre H, : m; # O pourk = 1,...,12 ;
— des tests pour les racines complexes conjuguées :

Hy:m =m =0contre H, : m; # m; # O pour j =3,5,7,9, 11 et i = 4,
6, 8, 10, 12. (On les note 73 N 74, s N 76, €tC.) ;

— un test pour 1’ensemble des coefficients :

Hy:mj=...m;=0contre H, : w; # ...m; # 0 pourj =3,4,..,12 (onle
note m3 N ...N7T).

Les valeurs critiques de ces tests ( statistiques pour les tests individuels et F
statistiques pour les tests conjoints) ont été tabulées par Franses.
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Exercice n° 5.5
Application du test de Franses

On demande d’appliquer le test de Franses aux deux processus suivants simulés sur
1092 observations : x; = 0,8x,_12 + a; (Processus stationnaire autorégressif saisonnier
de période douze) et x; = x,—12 + a; (Processus intégré autorégressif saisonnier de
période douze) avec a; —> N(0; 1).

Solution

On applique a ces deux processus une recherche de racines unitaires selon la procédure
de Franses. Le Tableau 5.3 et le Tableau 5.4 donnent les résultats détaillés des calculs
pour les statistiques ¢ et F ainsi que des criteres d’évaluation et de comparaison (cf. cha-
pitre 7) des différentes régressions auxiliaires.

Les régressions auxiliaires ont pour notations :
nc = pas de constante ; ¢ = avec constante ; nd = pas de variable dummy ;

d = avec variables « dummy » ; nt = pas de tendance linéaire ; + = avec tendance
linéaire.
(Ce sont les modeles de base présentés au paragraphe I1I.A.).

Pour le premier processus (Tableau 5.3) I’introduction de variables déterministes (par
exemple ¢, d, t) dans le modele purement aléatoire, n’améliore pas significativement la
qualité globale de I’ajustement (R") et n’entraine pas une variation sensible de I’auto-
corrélation des résidus (Q statistique) ainsi que des criteres de comparaisons des
modeles (AIC, SBIC).

Nous pouvons constater la présence des racines unitaires par les tests t aux seuils de
5 et 10 % sur 3, 75, 79, 711, que I’on ne retrouve pas avec les tests F. En définitive, ce
processus ne posseéde pas de racine unitaire, mais il est difficile de sélectionner le pro-
cessus générateur de la chronique méme si on peut constater que la statistique SBIC est
la plus faible pour la régression attendue (nc,nd,nt).

Pour le deuxieéme processus (Tableau 5.4), 1’intr0ducti_02n de variables déterministes
entraine une faible variation a la hausse des statistiques R ; elle est plus marquée pour
les criteres (Q statistique et SBIC). Les tests ¢ et F indiquent que les douze racines sont
unitaires pour les deux premiéres régressions et pour les régressions (c,nd,t) alors que
les racines non unitaires apparaissent avec les régressions incorporant des variables
dichotomiques saisonniéres.

En combinant I’ensemble de ces résultats, on retient sans conteste le premier modele
(nc,nd,nt).
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Tableau 5.3 — Tests de Franses de racines unitaires saisonnieres du processus
x; = 0,8x;—12 + a; avec ¢*(B) = 1

Statistique t ne, nd, nt ¢, nd, nt ¢, d, nt ¢, nd, t ¢, dt
T -331 -3,36 -337 -3,45 -3,46
%) -3,78 -3,77 -392 -3,78 -392
3 - 1,40 - 1,40 - 1,68 - 1,40 - 1,68
T4 - 3,60 -3,60 -4,09 -3,60 -4,09
s - 191 - 191 -2,03 -1,92 -2,03
76 -4,01 -4,01 -4,30 -4,01 -4,30
77 4,74 4,74 4,76 4,73 4,75
78 -4,58 -4,57 - 4,64 -4,57 -4,63
9 - 1,86 -1,86 -2,00 - 1,87 -2,01
10 -4,33 -433 —-4,54 -433 -4,55
T 1,23 1,23 1,30 1,23 1,30
T2 -3,75 -3,75 -428 -3,75 -428
Statistique F

T3 N1y 7,51 7,51 9,83 7,52 9,84
75 N 76 13,24 13,23 15,49 13,22 15,47
7 N g 11,71 11,69 11,88 11,68 11,86
9 N 710 9,46 9,45 10,38 9,46 10,40
w1 Ny 7,31 7,31 9,66 7,32 9,67
3N ... 0T 10,09 10,08 11,79 10,08 11,79
QZStat. 14,3 15,5 13,5 15,3 13,4
R 0,096 0,09 0,10 0,09 0,10
AIC 2,85 2,86 2,86 2,31 2,86
SBIC 0,076 0,08 0,13 0,17 0,14

Tableau 5.4 — Tests de Franses de racines unitaires saisonniéres du processus
X; = x;—12 +a; avec ¢*(B) =1
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Statistique t ne, nd, nt ¢, nd, nt ¢, d, nt ¢, nd, t ¢, dt
T -1,78 -1,98 -2,00 -2,12 -2,14
%) 1,42 1,42 -0,03 1,42 -0,03
3 - 1,04 - 1,04 -0,13 - 1,04 -0,13
T4 0,27 0,27 -1,49 0,27 -1,49
s -0,52 -0,52 - 1,52 -0,53 -1,52
6 -0,90 -0,90 -191 -0,90 -1,92
7 0,46 0,46 1,09 0,47 1,10
T8 - 1,08 -1,09 -2,02 - 1,10 -2,03
9 -1,37 - 1,36 -2,51 - 1,36 -2,51
10 -1,38 -1,38 -3,32 -1,38 -3,32
T 0,57 0,57 0,79 0,57 0,79
T2 -0,88 -0,88 -1,78 -0,88 - 1,78
Statistique F

3 Ny 0,58 0,58 1,12 0,58 1,13

75 N 76 0,54 0,53 1,88 0,54 1,88

7 N g 1,05 1,06 2,93 1,07 2,94

79 N 710 1,26 1,26 6,03 1,26 6,03

w1 Ny 0,40 0,40 1,60 0,40 1,60

w3 N... NI 0,77 0,77 2,71 0,77 2,72

QZStat. 28,7 29,1 30,3 29,2 30,4

R 0,002 0,002 0,016 0,001 0,016
AIC 2,87 2,88 2,87 2,88 2,87

SBIC 0,097 0,102 0,14 0,11 0,15
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es processus ARIMA

Les chroniques économiques sont rarement la réalisation de processus station-
naires. C’est la raison pour laquelle — dans 1’algorithme de Box et Jenkins —
I’étape de la stationnarisation de la chronique est la premiére. On recourt a trois
grands types de transformations :

* si la chronique présente des mouvements de long terme de type non linéaire
(logarithme, exponentiel ou puissance) ou des fluctuations importantes autour
de ce mouvement, alors il est souvent utile d’utiliser la transformation de Box-
Cox qui permet de retrouver des linéarités ou d’amoindrir les fluctuations
importantes ou erratiques. Cette transformation s’écrit :

A

x}—1 .
V= . sia#0

=Inx, sirA=0

La difficulté de son utilisation réside dans le choix de A!. On peut pour cela
réaliser plusieurs transformations avec des A différents et choisir la valeur de A
en fonction de 1’aspect de la chronique transformée.

On peut aussi calculer le parametre A lors de 1’étape d’estimation de 1’algo-
rithme de Box et Jenkins.

Les deux autres types de transformations s’operent apres la précédente et
résultent des conclusions issues des tests de racines unitaires non saisonniers
et/ou saisonniers :

— si le processus générateur est de type TS, on estime par les moindres car-
rés ordinaires sa partie déterministe et 1’algorithme se poursuit sur la chro-
nique résiduelle.

—si le processus est de type non saisonnier et/ou saisonnier DS, alors on
emploie les filtres aux différences pour le stationnariser.

Le recours a ces filtres permet de définir les processus ARMA intégrés, notés
ARIMA.

es processus ARIMA non saisonniers

Supposons une chronique x, échantillon d’un processus DS d’ordre d. Ce pro-
cessus est stationnarisé par l'utilisation du filtre aux différences d’ordre d
(cf. chapitre 4).

a-By
x, —> y, = (1 — B)x,

1. On utilise souvent A = 0 afin de rendre additif un schéma structurant multiplicatif.
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Le processus x, contient d racines réelles unité. Il est dit intégré d’ordre d et
on I’écrit :

x; —> 1(d) avec d I’ordre d’intégration.

Si le processus sortant y, est un ARMA(p,q), alors le processus entrant x,
est un ARIMA(p,d,q). Un ARIMA(p,d,q) non saisonnier s’écrit :

¢r(B)(1 — B)'x, = 0,(B)a,
(ARIMA(p,d,q) = ARIMA(p + d,gq) non stationnaire).

Dans la plupart des chroniques économiques, les tests de Dickey-Fuller indi-
quent la présence d’une seule racine unité et les chroniques sont dites intégrées
d’ordre 1, I(1).

Si la chronique de départ est la réalisation d’un processus stationnaire, elle
ne contient pas de racine unité, on dit qu’elle est intégrée d’ordre O et elle est

notée 1(0). En d’autres termes, un ARIMA(p,0,q) est un ARMA(p,q) station-
naire.

Parmi les processus ARIMA non saisonniers, on peut citer le processus
ARIMAQ, 1, 0) : (1 — B)x;, = a, <= x, = x,_1 + a, qui est le processus de
promenade aléatoire « Random Walk » (processus DS le plus simple).

es processus ARIMA purement saisonniers
(modéles SARIMA)

Considérons une chronique x, échantillon d’un processus DS d’ordre D de sai-
sonnalité s. Ce processus est stationnarisé apres passage dans un filtre saison-
nier aux différences D-iemes.

(1-B%P
x, — y,=10- B*)Px,

Le processus x, contient D racines réelles ou complexes unitaires. 1 est dit
intégré saisonnier d’ordre D et on I’écrit x, — I;(D) avec D I’ordre d’inté-
gration et s la période de la saisonnalité.

Supposons que le processus sortant du filtre y, est un processus
ARMA; (P,Q) alors le processus entrant x, est non stationnaire
ARIMA, ,/(P,D,Q), il s’écrit :

¢p(B)(1 = B x, = 0o(B")a,

On constate qu'un ARIMA, ;/(P,D,Q) est un ARMA; /(P + D,Q) non sta-
tionnaire et qu’un ARIMA, ;/(P,0, Q) est un ARMA, /(P,Q) stationnaire.
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es processus ARIMA non saisonniers
et saisonniers a la fois

En réunissant les écritures des modeles ARIMA non saisonniers et ARIMA sai-
sonniers, on peut construire des modeles multiplicatifs ARIMA non saisonniers
et saisonniers a la fois. C’est le modele le plus complet que I’on trouve dans la
présentation de Box et Jenkins.

Considérons une chronique x, échantillon d’un processus a la fois DS
d’ordre d et DS saisonniers d’ordre D et de période de saisonnalité s.

Ce processus est stationnarisé par le filtre combinant les différences d’ordre
d et les différences saisonnieres d’ordre D. Soit :
(1-Bda-p%)P b
x ——y, =0~ B)d(l — B*)"x,

Le processus x, contient d + D racines unitaires réelles ou complexes (il est
dit intégré d’ordre d + D), il s’écrit : x, —> I,(d + D).

Si le processus sortant du filtre y, est un ARMA(p,q)x ARMA, /(P,Q)
alors le processus entrant x, est un ARIMA(p,d,q)xA/RIMAH/(P,D,Q) il
s’écrit : ¢,(B)pp(B*)(1 — B*)P(1 — B)x, = 0,(B)0y(B*)a,.

On constate qu'un ARIMA(p.d,.q)x ARIMA;(P,D,Q) est un
ARMA(p +d + Ps + Ds,q + Qs’) non stationnaire et qu’un
ARIMA(p,0,q9) x ARIMA; ¢/ (P,0,0Q) est un ARMA(p,q)x ARMA, /(P,Q)
stationnaire.

Exemple d’écriture : ARIMA(1,1,1)x ARIMA |, 4(1,1,1) :

(1 —=¢B)(1 —¢,B%)(1 — B)(1 — B®)x, = (1 —6,B)(1 — 6,B°)q,

Remarque : ce sont les processus ARIMA que Beveridge, Nelson et Harvey
utilisent pour la décomposition « Trend — Cycle » des chroniques.

Exercice n° 5.6

Relation entre lissage exponentiel simple et modele ARIMA

Démontrer que le LES est un processus ARIMA(O, 1, 1).

Solution

Par construction, le LES est une transformation de Koyck d’un modele autorégressif
(AR) géométrique infini (cf. chapitre 2) et s’écrit :

X =Ax—1 + (1 — M)X_; comme e; = x; — X; &= X; = X; — &;
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X =e +%
=e +x_1+ (1 — VX
=e +Ax—1 + (1 —A)(x—1 —e—1)
D’ou :
Xy =x—1 +e — (1 —A)e,—; soitavec 1 — 1 = 6
X =Xi—1 +e —01e—1

Comme 0 < A < 1 alors 0 < 0; < 1, le LES est donc un processus DS sans dérive avec
erreurs autocorrélées ou encore un ARIMA(O, 1, 1). On peut chercher la solution de ce
processus DS sans dérive :

Xt =X—1 +e —01e1

Xi—1 =X—2 +er—1 —b1e—

Xt =Xxt—2+e —01e—1 +e—1 —0O1e2
Xr=x—2+e +(1—01)e—1 —01e,2

X2 =Xx-3+e_2—01e_3

Xp=x-3+e + (1 —0)e—1+ (1 —01)e—2 —01e—3

xr=x0o+e +(1—01)(er—1 +e—2+...+e1) —bOreo
t
xn=x0+ Y Uje;
j=0

avecd)oz—@] ”l)l :---:¢t—1 =({1-01 ;1/%=1
E[x;] = xo
Vixd =02 + (t — D1 — 01202 + 6202 = [29, . el)ﬂog

1%er

La variance dépend du temps, le LES est un processus non stationnaire aléatoire.

Remarque : on démontre d’une maniere plus complexe que le LED est un ARIMA (0,
2,2).

Soit : (1 — B)?x; = &; — 01611 — bre,_3 <= (1 —2B + B®)x; = 016;_1 — Or&,_2

Ou encore : x; = 2x;—1 — Xy—2 + & — 0161 — 62612

Exercice n° 5.7

fichier C5EX7

Le jeu des quatre erreurs

Soit le prix « spot » d’un produit dérivé connu mensuellement sur 24 ans entre octobre
de I’année 1 et avril de I’année 24. Un analyste, pas tres doué en économétrie désire cal-
culer une prévision pour ce prix en mai de I’année 24 et utilise donc le logiciel Eviews
mais de maniere désastreuse. Vous devez retrouver les quatre erreurs commises par cet
analyste.
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Etape 1 : Graphique de la série brute (cf. figure 5.11).
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Figure 5.11 — Evolution du prix « spot »

3000

Etape 2 : Analyse préalable, la désaisonnalisation.

La série étant mensuelle, il convient de la désaisonnaliser : soit la série CVS (cf. Tableau
5.5) selon un schéma multiplicatif (notée PRIXSA).

Tableau 5.5 — Coefficients saisonniers multiplicatifs

Coefficients saisonniers :
1 1,038116
2 1,023395
3 1,007133
4 0,988306
5 0,976205
6 0,966773
7 0,954226
8 0,972208
9 1,007508
10 1,013079
11 1,032391
12 1,024993

Etape 3 : Tests de stationnarité.

De maniere classique, notre analyste proceéde aux tests de racine unitaire de Dickey
Fuller Augmenté (p = 4 décalages).
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Modele 4 :

Dependent Variable : D(PRIXSA)
Included observations : 266 after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

PRIXSA(-1) - 0,000965 0,004080 - 0,236444 0,8133

D(PRIXSA(-1)) 0,332172 0,061921 5,364427 0,0000

D(PRIXSA(-2)) - 0,119352 0,065357 - 1,826148 0,0690

D(PRIXSA(-3)) - 0,014306 0,065320 - 0,219021 0,8268

D(PRIXSA(-4)) - 0,049941 0,062137 - 0,803710 0,4223
Modele 5 :

Dependent Variable : D(PRIXSA)
Included observations : 266 after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
PRIXSA(-1) - 0,013831 0,009243 - 1,496283 0,1358
D(PRIXSA(-1)) 0,335353 0,061790 5,427336 0,0000
D(PRIXSA(-2)) - 0,113231 0,065302 - 1,733959 0,0841
D(PRIXSA(-3)) - 0,009980 0,065204 - 0,153063 0,8785
D(PRIXSA(-4)) - 0,044048 0,062088 - 0,709445 0,4787
¢ 45,91663 29,62006 1,550187 0,1223
Modele 6 :

Dependent Variable : D(PRIXSA)
Included observations : 266 after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
PRIXSA(-1) - 0,014226 0,009562 - 1,487721 0,1380
D(PRIXSA(-1)) 0,335597 0,061923 5,419591 0,0000
D(PRIXSA(-2)) - 0,112880 0,065458 - 1,724455 0,0858
D(PRIXSA(-3)) - 0,009700 0,065349 - 0,148433 0,8821
D(PRIXSA(-4)) - 0,043532 0,062282 - 0,698949 0,4852
C 43,04537 34,35288 1,253035 0,2113
@TREND (1973 :10) 0,029118 0,175499 0,165917 0,8684

Etape 4 : Stratégie de test.
Puis il applique une stratégie de test :

Tests d’hypotheses jointes de Dickey-Fuller augmenté

P
Modele 6 : Ax, = px;_y — Z D;Ax_j1+c+ bt ta
=2

HS : (c:b; p) = (c; 0; 0) Fs = 1,129

P
Modele 5 : Ax, = px,-1 — Y ®jAx_j+cta
j=2

H 2 (c; p) = (0;0) Fs = 1,229
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Comme le coefficient de la tendance dans le modele [6] a une probabilité critique de
0,8684, il n’est pas significativement différent de 0, il en déduit que le processus est DS
sans dérive, processus de marche au hasard.

Etape 5 : Prévision.

Comme le processus est processus DS sans dérive de marche au hasard, il calcule la pré-
vision de la maniere suivante :

PRIX pour mai de I’année 24 = (PRIXSA observé pour avril de I’année 24) X coefficient sai-
sonnier mai de 1’année 24.

Solution

Premiére erreur : on ne désaisonnalise pas systématiquement une série mensuelle (les
prix sont rarement saisonniers), visiblement le graphique n’indique aucune saisonnalité.

Deuxiéme erreur : le nombre de décalage dans les tests ADF est déterminé par les cri-
teres d’information de Akaike et/ou Schwarz et non choisi de manicre arbitraire.

Troisieme erreur : Dans le modele 6 comme 1’hypothése Hj est acceptée, les probabi-
lités critiques des coefficients (donc celui de la tendance) ne doivent pas étre calculées
a partir d’une loi de Student mais doivent étre lues dans les tables de Dickey-Fuller.
Donc les probabilités critiques indiquées par Eviews ne sont pas utilisables.

Quatrieme erreur : Il s’agit bien d’un processus DS sans dérive mais il faut calculer le
corrélogramme de la série en différences premieres pour savoir s’il s’agit d’une marche
au hasard.

La correction de cet exercice est effectuée au chapitre 8.
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identification
des processus ARMA

ous avons traité, au chapitre précédent, de la maniére de

rendre stationnaire un échantillon d'un processus aléatoi-

re non stationnaire. En toute rigueur, il faudrait tester la

linéarité du processus aléatoire générateur. Si I'on suppose ce test
réalisé, il est alors possible de chercher quel est le processus géné-
rateur de la chronique dans la classe des processus ARMA linéaires
et stationnaires.
Cette recherche porte le nom, dans |'algorithme de Box-Jenkins,
d'étape d'identification. C'est une étape délicate qui conditionne
la prévision de la chronique. C'est la raison pour laquelle de nom-
breux travaux ont conduit a différentes procédures d'identifica-
tion. Identifier un processus ARMA, c’est trouver — dans la classe
des processus précédemment décrits — celui qui est susceptible de
s'adapter le mieux aux données empiriques qui constituent la
chronique. Cette identification pourrait étre réalisée de diffé-
rentes facons :

— par constitution d'un grand fichier informatique contenant une
multitude de processus ARMA simulés avec des coefficients diffé-
rents de telle sorte que les processus soient stationnaires et inver-
sibles. Il suffirait alors de comparer les chroniques a ces simula-
tions. Cette facon de procéder est irréalisable. L'ordre des proces-
sus est trop élevé et les processus sont des équations de récurren-
ce dont la valeur de départ est inconnue, de plus la variance des
processus ne serait jamais égale a celle de I'échantillon ;

— par constitution d'un « panier » de processus ARMA théoriques
sensé représenter la plupart des chroniques économiques
(AR (1), MA (1)...ARMA (1, 1)...). Connaissant chacun des pro-
cessus théoriques du panier et I'estimation des parametres de la
chronique échantillon, on retiendrait alors la représentation qui
fournirait la plus petite somme des carrés des résidus. Cette
méthode est aussi a rejeter car elle ne peut pas garantir que le
processus générateur sous - jacent a la chronique se trouve bien
dans le panier de processus ARMA sélectionnés.
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L'identification du processus ARMA s'opére, dong, selon la métho-
dologie préconisée par Box et Jenkins en comparant les mémes
caractéristiques empiriques de la chronique et théoriques des pro-
cessus ARMA.

Identification

X; _ ARMA
| ] |
Caractéristiques —= - » Caractéristiques

empiriques compa;ralson théoriques

Un processus est caractérisé par ses moments. Les plus importants,
parmi ceux-ci, sont les fonctions d’autocorrélation puisqu’il s'agit
de processus du second ordre.

Dans leur ouvrage, Box et Jenkins (1976) proposent de recourir a
la fonction d’autocorrélation (FAC) et a la fonction d'autocorréla-
tion partielle (FAP) de la chronique.

es caractéristiques des processus AR(p)

Soit un processus AR (p) centré! :
¢,(B)x, = a, non saisonnier

X =¢1 X+ ..+ ¢pxt—p +a,

aractéristiques de la FAC d'un AR(p)

Pour k£ > 0, calculons la fonction d’autocovariance :
Vi = E[x,x,4]
Vi =G E[x x4 ]+ ...+ ¢pE[-xT—p-xt—k] + Ela,x,—]

Vi =01V + ...+ v, +0

avec Ela,x,_] = 0 puisque x,_; ne dépend des a; que pour j < t — k.

)
1. Si le processus est non centré : ¢,(B)x, =a;+46 alors E(x)) =p=————

(-2)

(cf. chapitre 7 section III.). Les autres moments restent inchangés.
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En divisant les deux membres de 1’équation par :

Yo = E[x}] = Elpixxei + ...+ pxixi_p + X0, ] = $1y1 + ... + by, + 07

on obtient! :
Pr = )/_;; =101+ .+ Pppr—p
Pr — P10k—1 — ... — @, 0e—, = 0 (équation de Yule-Walker)
ol—¢B—...—¢,B") =0
¢,(B)px =0

Les conditions de stationnarité vont impliquer la convergence vers zéro de la

. . . 1
suite des termes p;. Soit les racines en B de ce polyndome opérateur : B; = o

1 I
ooy Bp = )\,_’ d)p(B) =0.
P

C’est une équation aux différences homogenes et elle a pour solution géné-
rale : pp = AMF+ - 4 A,,)»jj ouA; --- A, sont des constantes déterminées a

partir de conditions initiales. Cette solution montre que 1’on rencontre en géné-
ral (i.e. en dehors des racines doubles) deux types de situation :

— une racine A, réelle, le produit A;A¥ décroit et tend vers 0 quand k augmente
(exponentielle amortie par exemple si A; > 0) ;

—un couple de racines A; et A; complexes, elles interviennent sous la forme
A+ A jAJ‘f, soit sous la forme AAF sin (wk + ¢), ¢’est-2-dire selon 1’évo-
lution d’une sinusoide amortie.

En conclusion, la FAC théorique d’un AR (p) se présente selon une exponen-
tielle amortie et/ou une sinusoide amortie donc qui tendent rapidement vers 0.

aractéristique de la FAP d'un AR(p)

Considérons 1’équation de Yule-Walker d’'un AR(p) : ¢,(B)x, = a, et faisons
varier k de 1 a p dans cette équation. On obtient le systeme d’équations linéaires
de Yule-Walker :

P Lo oo pp &

,Op pp—l 1 ¢p
etonlenote: p = Pd.

1. La seule valeur corrélée avec a; pour k = 0 est a; elle-méme d’ou E(a;x;—;) = E(a;x;) =
E(a?) = o?.
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Si on remplace les « p » par leurs valeurs empiriques calculées a partir de la
chronique échantillon, on obtient : ® = P~'r. Il est donc possible de pré-
estimer les parametres du processus AR a partir de ce systeme d’équations de
Yule-Walker, c’est ce qui est réalisé dans les logiciels informatiques avant leur
estimation définitive.

Utilisons le systeme d’équation de Yule-Walker pour calculer les premiers
parametres des processus AR(1) et AR(2).

Processus AR(1) : ¢, = p; = pny

Processus AR(2) :
[ o1 ] _ (1 p] |:¢1]
L 02 Lo 110
_¢1_ [ 1 /01_||:/01:|
<~ =
L & | Lo 1 P2
_¢1__— 1 —P1i||:,01:| 1
(o] L-p 1 p2]1—pf
pi(1 = p2)
¢1:11722
— P
02— Py
¢, = 1—,012 = P

Si on procede de la méme fagon pour un AR(p), on vérifie que : ¢, = p,.
Ce résultat permet de constater, mais on peut le démontrer, que :

— le dernier coefficient ¢, d’un AR(p) est égal a p,, le coefficient d’auto-
corrélation partiel de mé€me rang ; c’est d’ailleurs ainsi qu’est calculée la
FAP empirique d’une chronique-échantillon ;

—la FAP d’un AR(p) a ses p premieres valeurs différentes de O et les autres
sont nulles.

La variance du processus est calculée a partir des résultats précédents. Nous
avons vu que :
—_ 2 — 2
W=o;=¢ni+...+¢,y,+0,.
D’ou :
2

o
1= ¢1,01 + ... +¢ppp O__(;-
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Soit

0.2

2 a 2 2
o = et o-=o0(1—¢1p1—...—,0,)
* 1_¢1p1_‘--_¢ppp ¢ ! e
En connaissant crf la variance de la chronique, ry,...,r, (les estimations de
Pts-...Pp) €t P1,...,¢,, on obtient une pré-estimation de la variance du bruit

blanc qui est aussi une inconnue dans les modeles lors des estimations.

xemple d'application

Soit le processus AR(1) :

X, = ¢1x,_1 +a, |¢;| <1 (condition de stationnarité).

Ce processus centré a pour fonction d’autocovariance :
Elxixi—] = ¢ E[x,—1x -] + Ela;x, ]

Yk = P1Vi—1

et pour fonction d’autocorrélation :

Pk =11 &= ok — P11 =0

L’équation de Yule-Walker est une équation aux différences du premier ordre

1

de solution p, = A A avec o la racine du polyndme ¢,(B) =0 qui s’écrit
1

aussi :

1
(1—¢IB)=O<:>B=¢—
1

D’ou
p-L_1 = rs=¢
T ¢ SRS

Soit p, = A;¢pf. Pourk =0onap,=1=A¢) = A,
o = ¢}

Lorsque 0 < ¢, <1 la fonction d’autocorrélation est une exponentielle
amortie et lorsque —1 < ¢; < 0, une sinusoide amortie. Comme p = 1, nous
avons ¢, = pj et o =0 Vk, k > 1).
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Enfin

2 2
o 2 Ga Ua

T o=y 1-p)

La figure 6.1 illustre le comportement théorique de ces deux fonctions.

Pk
Pr 0<g, <1 |
1 ¢1
0 0
k 1 k
-1 -1
Pi Pk
| -1<¢,<0 1
1
VA" k
-1 -1
¢

Figure 6.1 — Fonctions d’autocorrélation simple (FAC) et partielle (FAP) d’un AR(1)

Dans le cas des processus AR saisonniers, les résultats précédents s’appli-
quent mais au retard s de la période de la saisonnalité et a ses multiples ; dans
les cas non saisonniers et saisonniers a la fois, une combinaison de ces compor-
tements donne la plupart des allures des FAC et des FAP.

En résumé, un processus AR(p) a les caractéristiques suivantes :
—la FAC est une exponentielle et/ou une sinusoide amortie ;

—seuls les p premiers termes de la FAP sont significativement différents
de 0.
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Exercice n° 6.1

Génération de processus AR et analyse des corrélogrammes

Afin de se familiariser avec les FAC et FAP des processus AR, on demande de générer
a I’aide de Eviews sur 200 périodes les processus suivants et d’en étudier les FAC et les
FAP.

1) AR(1): (1 — 0,8B)x; = a;
2) AR(1): (1 +0,8B)x; = a

3)ARQ2): (1 —0,5B — 0,4B)x; = a;
4)AR2): (1+0,5B 4+ 0,4BY)x, = a;

5) AR((1) : (1 = 0,6B%x; =a,

6) AR((1) : (140,6B%x, =aq,

7) AR((1) x AR(1) : (14 0,2B%)(1 — 0,8B)x;
8) AR((1) x AR(1) : (14 0,2B°)(1+0.8B)x; = a;

ai

Solution

Le programme Eviews (& fichier C6EX3.PRG) permettant de générer les processus
est en téléchargement.

Nous ne présentons pas, dans cet ouvrage, les graphiques des FAC et des FAP ; en effet,
ceux-ci peuvent étre directement obtenus dans tous les logiciels d’analyse de séries tem-
porelles.

es caractéristiques des processus MA(q)

Soit un processus MA(g) centré et non saisonnier! :

X = Oq(B)at
ou encore :

xx=a —6a_,—...— 0,0,

1. Sile processus est non centré : x; = 0,(B)a, + 1 alors E(x;) = u. Les autres moments restent
inchangés.
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aractéristiques de la FAC d'un MA(q)

Pour k > 0, calculons y, = E[x,x, ] :

w=E [(Clr —bOa,y — ... =00, ) — O — ... — Qqarfqu)]
=F [a,a,,k —Oiaa,_j—1 — ... — a0,

2
— O a + 0 Gy + .o+ 010,010,k

2
—eqat—qat—k + (919qa,_qa,_k_1 + ...+ an,_qa,_k_q]

or
Elaa, 4] =0 k>gq

Ela,a, 1 =0; k<gq
*Pourk =0
=0, =0+6+...+6)0;
*Lorsque 0 < k < ¢
Ye = (=0 + 0161 + ...+ 6,40,)0;
e Etpourk > ¢
=20

On en déduit I’écriture de la fonction d’autocorrélation théorique :

_ & _ _9k+619k+| +---+9q7k9q
Yo 1+6]+...+6?

Pr 0<k<gq

=0 k>q

La FAC d’un MA(g) est donc nulle lorsque k > g. On constate qu’il s’agit
d’un résultat similaire a celui obtenu pour la FAP d’un AR(p).

On peut, comme pour I’AR(p) faire varier k de 1 a g, mais on obtient un sys-
teme d’équations non linéaires qui ne peut pas étre résolu par la méthode de
Cramer. On fait alors appel a un algorithme d’optimisation non linéaire qui per-
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met de trouver les valeurs de 6,...60, en fonction des valeurs empiriques
connues de la FAC de la chronique-échantillon. Dans les logiciels, 1’algorithme
employé pour cette pré-estimation des parametres du MA(g) est celui de
Newton-Raphson.

aractéristiques de la FAP d'un MA(q)

La FAP d’un MA(g) possede une expression analytique relativement complexe.
On peut I’approcher en généralisant le résultat obtenu a partir du cas particulier
MAC(1). Soit un processus MA(1) : x, = a, — 0ya,_;.

Calculons sa FAC a partir de la formule précédente :

On a démontré précédemment que les trois premieres autocorrélations
partielles d’un processus quelconque s’écrivent

02— pi o7 — p102(2 — p2) + p3(1 — pf
; ot pn = 2 2
1 — pi 1 —p; =2pi(1 — p2)

P11 = P15, P =

Remplagons p;, p, et p; par les valeurs du processus MA(g), c’est-a-dire :

60,
P1 1+912 P2 P3
D’ou
—_— 91 .
P11 = 1+912 5
0;
- 2
1462
( i ) 0; 0;
P = = — -
02 2 1+92+94
l-— (1 +93) 0? P

-
(1 +912)

93
De la méme fagon, on peut calculer ps; : p33 = — L

(o))
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Multiplions les numérateurs et les dénominateurs de ces trois autocorréla-
tions partielles par (1 — 6;) :

6, (1 - ef) —93(1 - 95) —6? (1 - 93)
pn=—"—"F "~ > P=—"T< s PB=—"FZ N
(1 - 914> (1 - 916) (1 - 9?)

On fait apparaitre ainsi la relation de récurrence :

—60f(1 —67)
Pue == PRI

N2
Dans cette relation, le rapport 7”11 est inférieur a 1. La valeur absolue
1— g7

des autocorrélations partielles successives est donc inférieure a 6f. Or, le para-
metre 6, est tel que |6,| < 1 (condition d’inversibilité). Le terme 6/ est donc soit
une exponentielle amortie (6, > 0 et p; < 0 et les autocorrélations partielles
sont négatives) soit une sinusoide amortie (6; < 0 et p; > Oet les autocorréla-
tions partielles sont de signes alternés).

Cette démonstration peut étre réitérée pour un processus MA(2), mais I’ex-
pression de oy est plus complexe. Elle se comporte comme la somme de deux
exponentielles si les racines de 6,(B) = 0 sont réelles, ou comme une sinusoide
si ces mémes racines sont complexes. On conclut alors que, d’une facon géné-
rale, la fonction d’autocorrélation partielle (FAP) d’un MA(g) se comporte, soit
comme une exponentielle ou une sinusoide amortie, soit comme la résultante
des deux.

Il s’agit d’un résultat similaire a celui de la FAC d’un AR(p).

Dans le cas des processus MA purement saisonniers, les résultats précédents
s’appliquent mais au retard de s’ et a ses multiples. Dans le cas non saisonnier
et saisonnier a la fois, on observe une combinaison des cas précédents.

D’apres la formule précédente de la fonction d’autocovariance, il est égale-
ment possible d’obtenir une estimation préliminaire de la variance du bruit blanc
de ces processus :

2
2 Gr

% = 1+67 +...+62

En résumé, un processus MA(g) a les caractéristiques suivantes :

—seuls les ¢ premiers termes de la FAC sont significativement différents
de O

— la FAP est une exponentielle et/ou une sinusoide amortie qui tendent donc
rapidement vers 0.
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Nous pouvons constater la symétrie parfaite des comportements de la FAC
d’un AR(p) et de la FAP d’un MA(g) d’une part, et de la FAP d’un AR(p) et
de la FAC d’'un MA(g) d’autre part. Il suffit d’inverser la lecture de la FAC et
de la FAP des graphiques de la figure 6.1.

Exercice n° 6.2

Génération de processus MA et analyse des corrélogrammes

Afin de se familiariser avec les FAC et les FAP des processus MA, on demande de géné-
rer a I’aide de Eviews sur 200 périodes les processus suivants et d’en étudier les FAC et
les FAP.

1) MA(1) : x, = (1 +0,8B)q,

2) MA(1) : x, = (1 —0,8B)a,

3) MAQ):x; = (1+0,5B +0,4B%)a,

4HMAQ):x, =(1—0,5B—0,4BY)a,

5) MA((1) : x; = (1 + 0,6B%)aq,

6) MA((1) : x; = (1 — 0,6B%)q,

7) MA((1) x MA (1) : x, = (1+0,3B%)(1+0,9B)q,
8) MA((1) x MA (1) : x; = (14 0,3B%)(1 — 0,9B)a,
Solution

Le programme Eviews (& fichier C6EX4.PRG) permettant de générer les processus
est en téléchargement.

Nous ne présentons pas, dans cet ouvrage, les graphiques des FAC et des FAP ; en effet,
ceux-ci peuvent étre directement obtenus dans tous les logiciels d’analyse de séries tem-
porelles.

es caractéristiques
des processus ARMA(p, q)

Soit un processus ARMA(p,q) centré! : ¢,(B)x, = 6,(B)a,

X =g+ ...+, +a, —0iai- — ... — 0,(B)a,

8
1. Si le processus est non centré : ¢,(B)x; = 0,(B)a, +§ alors E(x;) = ——————. Les

(-2

autres moments restent inchangés.
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aractéristiques de la FAC d'un ARMA(p, q)

Pour k£ > 0 calculons la fonction d’autocovariance :

Vi = Elxxi]l = o1y + o+ Gp¥i—p + Elaix, ]

=0 Ela,_1a, ] — ... — Ogla—gx, ]

Les termes E[a,_;x,_;] sont différents de O puisque par définition x,_; ne
dépend que de a,_,...,a,_x_,. On peut alors écrire que :

{sik >0 Elax,_]=0
sik <0 Elax;;]+#0

Ainsi pour k > g + 1, on a par exemple E[a,x,__,] = 0 et dans ce cas :

i =0+ .o+ Vi
La fonction d’autocorrélation théorique est alors :

Vi
P = y—k =011t Pprp-
0

Soit I’équation de Yule-Walker :

d)p(B)pk =0

Ce résultat montre que pour établir une regle générale du comportement de
la FAC d’un ARMA(p,q), il est nécessaire d’envisager deux cas :

* g — p < 0 c’est-a-dire ’ordre de la partie MA est inférieur a celui de la
partie AR, dans ce cas la FAC se comporte comme un mélange de fonctions
exponentielle - sinusoidale amorties dont I’allure dépend de la résolution de
I’équation de Yule-Walker : ¢,(B)p, = 0, mais aussi des valeurs initiales
des coefficients p,,0,-1,. . -, 05—p+1 ;

* g — p > 0 c’est-a-dire ’ordre de la partie MA est alors supérieur a 1’ordre
de AR. Dans ce cas, on obtient g — p+ 1 valeurs initiales
(00sP15- - - P4—p) qui n’obéiront pas au comportement général précédent,
on aura une FAC qui tendra vers 0 quand k augmente, mais son allure est
inconnue pour k < g — p.
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La variance du processus est donnée par :
Yo = E[xtz] =F [(qblx,,l +... o+ dx,+a —6a_ — ... an,,q)z]

=Vt ...+ O+ 0+ 00+ .. +020]

— 290,07 — ... —2¢,0,0°
avec h = min(p,q)
D’ou :
21+ 02+ ... 402 =200, — ... — 2¢,6,)
o= 1= ¢ — ... — @2

aractéristiques de la FAP d’'un ARMA(p, q)

En ce qui concerne la FAP, par symétrie avec la FAC, cette fonction possede en
général p premieres valeurs particulieres puis se comporte comme une fonction
combinant exponentielles et sinusoidales amorties.

Pour illustrer les comportements théoriques des FAC et des FAP considérons
le cas simple d’un processus ARMA(1, 1) :

X = ¢r1x, +a, — 61a,_;.
La fonction d’autocovariance s’écrit :

Yo =¢1v_1 + Ela,x,] — 0, Ela,_,x,]

Vi =oivo + Ela;x,_1] — 0, Ela,_1x,_]
or Ela,x, ;] = 0O car x,_; dépend de a,_,

Vi=¢1 % +0—0Ela_x,_]

Y2 = o

Vi = $1Yi1
Comme a,x, = ¢pra,x,_, + a? — Oa,a,_,.

Ona E[a,x,] =0’ et E[a,_;x,_j1 =02,V j.
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De méme :
Ela,.1x]1 = ¢1Ela,.1x,-1] + Ela,1a,] — 6, Ela] ]
= ¢10'az — 910’(}2

= (1 — ),

Yo= 1y + 02— 0i(¢ — 6,0}
Vi =1y — 91%2
V2= oy

Vi = P1Vi-1

En remplacant y; = y_;, on en déduit la fonction d’autocovariance du pro-
cessus pour k > 0 :

1467 —20,¢,
Vo= —"7T 5 9,
1 — ¢
(I =019 —61) ,
1= 2 Ga
1 —¢;
Vi = G1Vi—1

et la fonction d’autocorrélation théorique :

n _ (1 =0i9)(¢ —6))

= Yo B 1+912_291¢1
P2 = @101
Px = P10x—1

La FAC de ’ARMAC(1, 1) se comporte comme celle d’un AR(1) : si ¢, est
positif nous avons une exponentielle, si ¢, est négatif nous avons une sinusoide.
La présence de la partie MA n’affecte que la premiere valeur de I’autocor-
rélation.
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La FAP est telle que p;; = p; puis elle présente 1’allure d’une exponentielle
et/ou d’une sinusoidale amortie. Enfin, il est clair qu’avec le systeme précédent,
il est possible de calculer une premiere estimation des parametres de

I’ARMAC(1, 1) en remplacant les r; par leurs estimations p; : ¢; = L et 6, est

1

solution (€ [—1; +1]) de I’équation suivante :

0 (p1 — 1) + 01 (7 — 20191 +

ynthese

D+p—¢=0

Le tableau 6.1 présente de maniere synthétique les propriétés des fonctions
d’autocorrélation simple et partielle des processus AR, MA et ARMA.

Tableau 6.1 — Résumé des propriétés des fonctions
d’autocorrélation simple et partielle

Processus

FAC

FAP

AR(])

Décroissance exponentielle (¢; > 0)
ou sinusoidale amortie (¢ < 0)

Pic significatif pour le premier retard :
Positif si ¢; > 0 et négatif si ¢; <O,
les autres coefficients nuls pour des
retards > 1

AR(2)

Décroissance exponentielle ou sinusoi-
dale selon les signes de ¢ et ¢

Pics significatifs pour le premier et
second retards, les autres coefficients
sont nuls pour des retards > 2

AR(p)

Décroissance exponentielle et/ou sinu-
soidale rapide

Pics significatifs pour les p premiers
retards, les autres coefficients sont nuls
pour des retards > p

MA(1)

Pic significatif pour le premier retard :
positif si 6; <0 et négatif si 6; > 0.
Les autres coefficients sont nuls pour
des retards > 1

Décroissance exponentielle (6 > 0)
ou sinusoidale amortie (6; < 0)

MA(2)

Pics significatifs pour le premier et
second retards, les autres coefficients
sont nuls pour des retards > 2

Décroissance exponentielle ou sinusoi-
dale selon les signes de 6; et 6,

MA(q)

Pics significatifs pour les g premiers
retards, les autres coefficients sont nuls
pour des retards > g

Décroissance exponentielle et/ou sinu-
soidale

ARMA(1,1)

Décroissance géométrique a partir du
premier retard, le signe est déterminé
par ¢ — 6

Décroissance exponentielle (6; > 0)
ou sinusoidale amortie (81 < 0)

ARMA(p,q)

Décroissance exponentielle ou sinusoi-
dale amortie tronquée apres (¢ — p)
retards

Décroissance exponentielle ou sinusoi-
dale amortie tronquée aprés p —gq
retards
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Dans les cas saisonniers, les comportements de ces fonctions sont identiques
aux périodes de la saisonnalité et de ses harmoniques. Les cas non saisonniers
et saisonniers a la fois sont plus complexes a déterminer.

imulations et exercices

imite a l'utilisation des fonctions
d’'autocorrélation

On génere un processus AR(1) : x, =2 + 0,9 x x,_; pur sur 1 000 observations,
puis on analyse les fonctions d’autocorrélation a partir d’un échantillon de 20,
50, 100 et 1 000 observations.

Les instructions Eviews sont les suivantes :

CREATE U 1000 ‘Création de l’espace de travail
GENR AR1=0

SMPL 2 1000

GENR ARl = 2 +.9*AR1(-1)
SMPL 1 20

IDENT(8,P) ARl

SMPL 1 50

IDENT(8,P) ARl

SMPL 1 100

IDENT(8,P) ARl

SMPL 1 1000

IDENT(8,P) ARl

Pour un échantillon de vingt observations, 1’estimation est trés médiocre (il
convient de rappeler qu’il n’y a pas de perturbations), elle s’améliore avec 1’ aug-
mentation de la taille de I’échantillon et converge vers les valeurs vraies des
fonctions d’autocorrélation.

Cela est a rapprocher du nombre de valeurs, souvent faible, disponible dans
les chroniques étudiées et donc de la mauvaise qualité des estimateurs de la FAC
et de la FAP.
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Résultats

Sample: 120 A
Included obsersenicas. 20 ﬁ:_"".:':f 150 m
Aunocamelaton  Faria Comalation AT PAC O-Stat Prob TN e P R P
! ! | 0820 0827 15.847 0000 | 1 CNES 2833 41057 N0MN
' ! 2 0665 0060 26664 000D ' 2 C7ET 201 75463 0.000
' ' 3 0514 0063 33433 0000 ' 3 045 -0.012 10217 0.0
' ' ' 4 03730065 37327 0000 ' 4 06110013 12324 0.000
I | I 5 0.243 -0.067 3%.057 0.000 ' 5 05340013 13363 0000
| ' | 6 0123 -0069 39536 U000 | 6 0463 D012 15237 DODO
' ' ' 7 0015 0070 33544 0000 ! 7 03990012 161.99 0.000
' ' ' 80062 -0.071 39.78% 0000 | 80340 0015 16314 0,000
Sample. 100 v
Inciuded obserations. 100 Isn::::':d 000 1000
Aulacorelztion  Parial Comelation AC. PAC Q-Stat Prab Aulseonel®ion  Paial Cartelation AC  PAC OSlat Puab
=== - 0.898 0.898 33.020 0.000 | | 1 0300 0.900 312.36 0.000
| ! 2 0805 0.002 150.52 0.000 i 2 0310 0005 4710 0000
| 3 0722 003 20533 0000 i 307230000 20049 0000
| £ 0647 003 24977 DODY i 4 0.565 0.000 24378 0.000
| 5 0579 -0.003 28574 0.000 i 50 0 27587 0.000
' 5 0517 0.003 314.78 0.000 It 6 QA3 0001 10731 0000
' 7 0.462 -0.003 338.18 0.000 i 7 04730000 13037 0000
| 8 0412 0003 35697 0000 i | 3 0420 -0.000 34306 0.000

B. Exercices

ercice n° 6.3
Calcul des termes de la FAC d’un processus MA(2) théorique

x; = a; + 6a;—1 + 6ha;—> avec a; — i.i.d.(0, aaz).

Solution

Xy =a; +601a,—1 + 6ra;,_» avec a; — i.i.d.(0, O'az)

Xi—k = ar—k + 01a,—1-k + 02a;-2x

vo=02=E@ x) = E[(a +61a1-1 + 6ha;_2)(a; + O1a;,—1 + 62a,-2)]

W =E@})+61E@]_)) +6:E(a;_y) = (1 + 61 + 62)a;

1 = E(xxi—1) = El(a; +01a;-1 + 0 a;—2)(a;—1 + 01a;—2 + 620, -3)]

yi =01E@? )+ 0160,E(a?_,) = (01 + 6162)07

v2 = E(xix,-2) = E[(a; + 61a;-1 + 02 a;2)(a,—2 + 01a,-3 + 62a,_4)]

y2 = 0:E(a}_,) = 6207

yx = 0 pour k > 2 car tous les E (x;x;—) sont nuls.
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Exercice n° 6.4

Calcul des termes de la FAC et de 1a FAP de processus ARMA

Soit les processus suivants :

Dx;=1+a +0,5a_1 a; — i.i.d.(0, a2 = 1)
2) x; = 0,4x,_1 — 0,2x;_5 + 40 + a; a; — i.i.d.(0, 02 = 12,8)
Dx;=14a; —0,5a_1—0,2a,_» a; — i.i.d.(0, 02 = 1)
4)x;, =2+ 0,8x_1 +a a; — i.i.d.(0, 02 = 4)
5)x =0,5%_1 +a; +0,8a,_; a; — i.i.d.(0, 02 = 1)

a) Vérifier que le processus est stationnaire et inversible.
b) Calculer E[x;].

¢) Calculer la variance et les trois premieres valeurs des autocovariances et des autocor-
rélations.

d) Calculer les trois premieres valeurs des autocorrélations partielles.

Solution

1) Soit le processus : x; = | +a; +0,5a,—1 avec a; — i.i.d.(0, o} = 1)
a) Inversibilité : (1 —0,5B) =0 — B =2 > 1. Le processus est inversible.
Un processus MA est toujours stationnaire.
b) E[x;] =1+ E[a;] + 0,5E[a;—1] =1
¢) Variance et autocovariances

= E[(x; — E(x)(x—k — EQGe—)] = E[(xr — D(xr—x — D]

v =02 = E[(a; + 0.5a;-1)(a; + 0.5a,-1)] = E(a; a;) + 0,5’ E(a;—1a;—1)
Yo =02 =02+0,5%062 = (1+0,5%)52 = 1,25
= El(a; +0,5a;-1)(a;—1 +0,5a,-2)] = 0,5E(a;—1a,-1) = 0,502 = 0,5
y2 = E[(a; + 0,5a;—1)(a;—2 + 0,5a;-3)] = 0
=0Vk>1
po=1; p1=y1/=0,5/1,25=0,4; pp =0V k >1

d) Fonction d’autocorrélation partielle

: : . —01(1 -6}
Soit la relation de récurrence : pix = —Hl)(el —0,5) (¢f. 1I. B.).
6’1
Pl =p1=— o =0,4
1-07 7
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B o 0,25 — o019
P T 2 et T 14025400625

03 —0,125

4 5 = T ar0.06250 1025 -
A+6H1 +67) (1+0, )(1+0,25)

P33 = —

Remarque : nous pouvons aussi utiliser les formules présentées au chapitre 3 (cf. réso-
lution de I’exercice suivant).

2) x;, =0,4x,-1 — 0,2x;_ + 40 + a, a; — i.i.d.(0, 03 =12,8)

a) Le processus peut s’écrire (1 — 0,4B + 0,2B%)x; = 40 + a,
Le processus est stationnaire si les racines du polynéme d’opérateurs sont a I’extérieur
du cercle unité du plan complexe :
0,4 +i4/0,64 B ' =1+ix2

1-04B+02B>=0=B=—"—"—"—"— = .

+ 0.4 {B”:l—ixZ
Le module des nombres complexes B’ et B” est p = +/1 + 22 ~ 2,24 > 1, le processus
est stationnaire.

Nous pouvons aussi vérifier directement a 1’aide des conditions suivantes! :

d1+¢2 <1 04-02=02<1
—p1+¢2 <1 =4 —-0,4—-0,2=-0,6 <1 Les conditions sont vérifiées, le proces-
¢ > —1 -0,2 > —1

sus est stationnaire.

b) Le processus est un AR(2) avec constante, il n’est donc pas centré.

E[x;] =0,4E[x;—1] — 0,2E[x;—2] + 40+ 0 = m, — 0,4m, + 0,2m, = 40
= m, =40/0,8 =50

¢) Afin de simplifier les calculs des autocovariances nous centrons le processus :
xr — E[x;]=x; —50 = X;.

Le processus centré s’écrit alors : X; = 0,4X,_; — 0,2X,_» + a, avec E[X,;] = 0.
La fonction d’autocovariance s’écrit :

E[X:X:—x] = 0,4E[X;—1X;—x] — 0,.2E[X; 2 X;—x] + Ela; X;—x] Soit

vk = 0,47%-1 — 0,242 + 0

71 =0,4y0 — 0,2y1(1)

y2 = 0,471 — 0,20(2)

De (1) on tire y; = 0,4/1,2y9 = 1/3p

De pluS vo = E[X; X;]=VI[X;] =04E[X, 1 X,] — 0,2E[X;, 2 X;] + E[a; X,]

Comme y_; =y ona: {

vo = 0,4y1 — 0,292 + Ela, X;]

Or a;X; =0,4X,_1a; — 0,2X;_2a, +a[2

1. Cf. chapitre 3.
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Dol E[a;X;]=0—0+02 et yo = 0,4y1 — 0,2y» + 0
A partir de I’équation (2) on a : y» = 0,4 x 1/3y9 — 0,2y0 = —0,2/3%0
D’ot y9 = 0,4 x 1/3y9 — 0,2(—0,2/3)y0 + aaz

12,8 x 3
Oro? =128 =y = # —15.D'ou

i=13nw=5; »=-02/3p=-1; y3=04x-1-02x5=-1,4;

y4=04x-14-02x—-1=-0,36; y5=0,4x —0,36-0,2x —1,4 =0,136

L’équation de Yule-Walker du processus s’écrit : yx = 0,4yx—1 — 0,2y%—2
Soit px = yk/vo = 0,4pr—1 — 0,201 —2
Dou:py=1; p1 =0,4p0 —0,2p_1 =0,4—-0,2p; = p; =0,4/1,2=0,33

p2=0,4p1 — 0,200 = —0,067 ; p3 = 0,402 — 0,201 = —0,093 ;
pu = 0,4p3 — 0,201 = —0,024 : ps = 0,4p4 — 0,23 = 0,009

Nous pouvons Vérifier ces résultats a partir des calculs des autocovariances :
po=1; pr=y1/v0=5/15=0,33; pr =y2/y0 = —1/15=—0,068 ;
p3=v3/vo =—1,4/15=—0,093 ; ps = ya/yo = —0,36/15 = —0,024 ;
ps =¥s5/v0 = 0,136/15 = 0,009
d) Les autocorrélations partielles se calculent a partir des formules suivantes (cf. cha-
pitre 3) :

Pkk kil Dou: p [Py 033 P =[1] P=][p1]
kk = T - e = =0, 1= =1p1
| P |Py] !

La premiere valeur de 1’autocorrélation partielle est égale a la premiére valeur de 1’au-
tocorrélation.

p1
|P5] [m pz] _p—pp —0,067—(0,33)

- - - = = 0,199
P2 1h [1 m] =2 1-03)
pr 1
1 o p; 1 033 0,33
o 1 m 0,33 1 —0,067
Py —0,067 0,33 —0,093
_B_l,m p p3l_ 10, 3 093]
P3="p, T o1 m I 033 —0,067 0,00069
o1 1 p 0,33 1 0,33
o o1 —0,067 0,33 1

La FAC décroit de maniere exponentielle et p33 n’est pas significativement différent de
0, ce qui vérifie la nature AR(2) du processus.
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3) Soit le processus : x; = 1 +a, — 0,5a;_1 — 0,2a,_» a; — i.i.d.(0, 02 = 1)

0,5+ /1,05
—0,4
B’ = —3,8 et B” = 1,31. Le processus est inversible.

a) Inversibilité : (1 —0,5B —0,2B?) =0 — B =

Un processus MA est toujours stationnaire.
b) E[x;] = 1 + Ela;] = 0,5E[a;~1] — 0,2E[a;—2] = 1

¢) Variance et autocovariances

Ve = E[(xy — E(x)(x¢—k — E(xt—)] = E[(xr — D (xr—k — D]
Y =02 = E[(a; — 0,5a;—1 — 0,2a,-2)(a; + 0,5a,-1 — 0,2a;_5)]
= E(a; a;) + 0,5 E(a;—1a,—1) + 0,22 E(a,—2a,—2) = (1 + 0,5 4+ 0,220 = 1,29

y1 = El(a — 0.5a—1 — 0.2a,-2)(a—1 — 0,5a— — 0,2a,_3)]
= —0.5E(@—1a-1) — 0.2 x —0,5E(ar—2a-2) = (~0,5+0,1)07 = —0.4

v2 = E[(a; — 0,5a,—1 — 0,2a;_2)(a,—2 — 0,5a; 3 — 0,2a,_4)]
= —0,2E(a;—2a;—2) = —0,202 = —0,2

=0Vk>2
po=1; pr=v1/vo=-031; pp=-0,155; oy =0V k >2
d) Fonction d’autocorrélation partielle

p11 = p1 = —0,31

2
02— p
py = — =-0,28
1—pj
3 2
o7 — P1p2(2 — p2) + p3(1 — p7)
P33 == R = =-0.177
1—p5=2p7(1 — p2)
4) Soit le processus : x; =2+ 0,8x,_1 + a, a; — i.i.d.(0, oaz =4)

a) Stationnarité : (1 — 0,8B) =0 — B = 1,25. Le processus est stationnaire.

Un processus AR est toujours inversible.

b) E[x;] =2+ 0,8E[x,—1]+ Ela;] > my =2+ 0,8my +0
E[x;] =m, =10

¢) Variance et autocovariances

Ve = E[(x — E(x) (v — E(vv—)] = E[(x; — 10)(xr—¢ — 10)]
vo = 07 = E[(0.8x—1 +ar)(0.8x—1 +a)] = 0.8°E(x_) + E(@}) +2 x 0.8E (xi—1ay)

Or E(x2 ) = yo et E(x;—1a;) =0
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2
o}
v =08 +0 >y = o = L

Nous avons : yx = ¢1yk—_1 = ¢’f)’0

Y1 =¢IVO=O,8X 11,11 = 8,8 ; y2=¢1y1 =08x88=711:
y3=¢1y2 =0,8 x 7,11 = 5,69

po=1; p1=y1/v0=0,8; p2 =0,64; p3 =0,51 et py =p10x—1 = ¢’f
d) Fonction d’autocorrélation partielle

p11=p1 =08

Pzz—pz_plz—
=—1=
1 —pj
3 _ 2 1_2
Py — p1p2(2 — p2) + p3(1 — py)

=0
1—p? =201 — p2)

P33 =
Pk =0Vk>1

5) x; =0,5x—1 +a; +0,8a;,—1 a; — i.i.d.(0, aaz =1)

a) (1 -0,5B)x; = (1 —0,8B)a;

Un processus ARMA est inversible par sa partie MA et stationnaire par sa partie AR.
(1-0,5B) =0— B =2>1— leprocessus est stationnaire.

(1-0,8B) =0— B =1,25>1— le processus est inversible.

b) Le terme constant du processus ARMA est nul, donc le processus est centré.
E[x;]=0,5E[x;—1]+ Ela;]1 +0,8E[a;—1] > my =0,5m; +0+0 —> m, =0
¢) La fonction d’autocovariance s’écrit :
Vi = Elxixi—1] = 0,5E[x;—1x,—]1 + Elarx;—i] + 0,8 E[a;—1x:—k]
Yo = oxz = E[(0,5x;—1 + a; + 0,8a;-1)(0,5x;—1 + a; + 0,8a;-1)]

% =05"E(x;_) + 0,5 x 0,8E(x;—1a:-1) + E(a{) + 0,8 x 0,5E(a;—1x1—1)
+0,82E(at—lat—l)

Yo = 0,52y + 0,5 x 0,802 + 02 + 0,8 x 0,502 + 0,820

_1+087+2x0.8x05 ,

o3 o > p=325 (62=1)

Yo

1 = Elxix;—1]1 = 0,5E[x,—1x,—1] + Ela;x;—1]1 + 0,8 E[a;—1x;—1]
y1 = 0,5y + 0,802 = 2,425

v2 = E[x;x; 2] = 0,5E[x;—1x;,—2] + Ela;x;—2] + 0,8 E[a;—1x,-2] = 0,5y; = 1,21
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vs = E[x;x;,-3] = 0,5E[x;—1x,-3] + Ela;x,—3] + 0,8 E[a;,_1x,-3] = 0,5y, = 0,61

w=1; p=r/v=075; pp=0375; p3 =0,19 et px = Pp1px—1
d) Fonction d’autocorrélation partielle

p11=p1 =075

P2 — pi
2
1 —pj

P22 = = —0,428
P03 — p1p2(2 — p2) + p3(l — p?)

— 0,34
1—p3—2pi(1 — p2)

P33 =

a pratique de l'identification
des processus

Il existe actuellement de nombreuses méthodes qui sont des aides a 1’identifica-
tion des processus, méme si 1’utilisation de la FAC et de 1a FAP préconisée par
Box et Jenkins reste d’actualité. Le recours a d’autres techniques est surtout jus-
tifié lorsque se combinent des structures saisonnieres et non saisonnieres dans le
processus ou lorsque le nombre d’observations est insuffisant.

Nous avons retenu dans ce paragraphe deux méthodes qui utilisent d’autres
fonctions d’autocorrélations : la fonction d’autocorrélation inverse (et la fonc-
tion d’autocorrélation partielle inverse) d’une part, et la fonction d’autocorréla-
tion étendue d’autre part.

a fonction d'autocorrélation inverse
et la fonction d'autocorrélation partielle inverse

Cleveland (1972) définit la FACI (fonction d’autocorrélation inverse) comme
étant 1’autocorrélation associée a la fonction inverse de la densité spectrale d’un
processus ; Chatfield (1979) en précise les caractéristiques dans le domaine du
temps.

Soit une série temporelle réalisation d’un processus stationnaire x,. La fonc-
tion génératrice d’autocovariance du processus est définie par :

k=00

y(B)=(...+y(=DB +y OB +y()B'+..)= > yk)B

k=—00

avec B = opérateur retard.
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La fonction génératrice d’autocorrélation est :

+00
B) = kB":w
p(B) k;opu > 0)

p (k) est la fonction d’autocorrélation de x;,

La fonction génératrice d’autocovariance inverse! notée y,(B) est définie
par :
vi(B)y(B) =1

et est telle que :

+00

yi(B)= Y vi(k)B*

k=—00

ou y; (k) est le coefficient d’autocovariance inverse de retard k. Le coefficient
d’autocorrélation inverse est alors :

yi (k)

pr(k) = =
v:(0)

avec y;(0) = W La fonction génératrice d’autocorrélation inverse est donc :
14

p1(B)

pi(B) = ——.
pi(0)

Comme les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation constituent des
transformées de Fourier des fonctions spectrales, la méme définition existe dans
le domaine des fréquences.

Si f(A) est le spectre du processus de fréquence A on a :
k=00 ]
f0) =) yle ™,
k=—o00
la fonction inverse de f(X) est fi(A) = 1/f(}) et I’autocovariance inverse
1
yi (k) =/ e f;(\)d A
0

D’ou la transformée inverse :

k=00

foy =Y vilkye

k=—00

1. Cf Chatfield, 1979, p. 364
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en posant B = e 2™ y(B) et y,(B) deviennent respectivement f (1) et f; (1)
ce qui montre 1’équivalence des définitions dans le domaine du temps et dans le
domaine des fréquences.

Pour un processus ARMA(p,q), la fonction d’autocovariance inverse est
égale a :
¢,(B)¢,(B™") y 1

vi(B) = 6,(B)0,(B-) o2

On peut en déduire pour le retard k de I’autocorrélation inverse du proces-
sus :

p—k
— + Z GiPix
= k<p
vi(k) = E h
1+ ¢
=
0 k>p

Pour un AR(p), les y;(k) s’annulent apres le retard p. C’est la méme pro-
priété que pour la FAP d’un AR(p). On pourrait démontrer que pour un proces-
sus MA(g), la FACI a un comportement identique a celui de la FAC d’un
AR(p). Bhansali R. J. (1980) démontre que pour un bruit blanc donné, I’échan-
tillon des autocorrélations inverses obéit asymptotiquement a une loi normale de

. 1 . .
moyenne nulle et de variance —. De sorte que la signification des valeurs de la
n

. 19
FACI peut étre contrdlée au seuil de 5 % en les comparant a la quantité ——.

Jn

La fonction d’autocorrélation partielle inverse (FAPI) a été introduite par

q
Bhansali R. J. (1980 et 1983). Soit un processus MA(g) : x, = Z Bia,_; avec
j=0

q
Bo=1 et a, — iid. (0,62) et le polyndme B,(B) = » p;B’ avec |B| < 1.
Jj=0
Cleveland et Parzen ont alors démontré que les §; satisfont aux équations sui-
vantes :

q
> Bipiu—j)=0
j=0

pour u = 1,2,3...,g ou p; est le coefficient d’autocorrélation inverse. Ce sont
des équations similaires a celles de Yule-Walker et donc par analogie Bhansali
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appelle B, le coefficient d’autocorrélation inverse partiel, B, étant la solution de
ces équations. En faisant varier g, on obtient ainsi les éléments constitutifs de la
FAPI. Elle est donc le complément a 1’identification du processus a partir de la
FACI comme la FAP est celui de la FAC.

La FAPI d’un processus MA(g) a la méme forme que la FAC d’un processus
MA(g) et inversement. L’association FAC-FAPI permet I’identification des proces-
sus moyennes mobiles et I’association FAP-FACI celle des processus autorégressifs.

Exercice n° 6.5

Représentations graphiques des FAC, FAP, FACI, FAPI

On demande de tracer les FAC, FAP, FACI, FAPI des deux processus simulés suivants :
a)AR(1) : x, =0,9x, — 1 + a;
b) MA(I) Xy =ar — 0,9&,_1

avec a, — i.i.d. (0; 1)

Solution

Les fonctions FACI et FAPI peuvent étre calculées (cf. figure 6.2 et figure 6.3) avec le
logiciel RATS.

0.54

0.0+

-0.54

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0.54

0.0 -I 0.04 i
05 I

-0.54

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figure 6.2 — Représentation graphiques des FAC, FAP, FACI, FAPI
d’un processus AR(1)
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0.5+

0.0

-0.54

10 12 14 16 18 20

0.5

Oollllm-mt-*-*——
-0.5

8 10 12 14 16 18 20

Il FAC . FAP

1.0 1.0

0.5 0.5

0.0 0.0

-0.54 -05

1.0 -1.0

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

I FACI W AP

Figure 6.3 — Représentation graphiques des FAC, FAP, FACI, FAPI
d’un processus MA(1)

Nous remarquons la correspondance suivante :

FAC FAP

FACI FAPI

a fonction d'autocorrélation étendue

La fonction d’autocorrélation étendue (FACE) a été introduite par Tsay R. S. et
Tiao G. C. (1984). Son principe est le suivant :

—on effectue des régressions ordinaires de maniere itérative pour calculer
des estimateurs consistants des parametres autorégressifs d’un modele
ARMA stationnaire ou non ;

— a partir des estimateurs consistants, la série observée peut étre transformée
en un processus obéissant asymptotiquement a un MA pur ;

— la FACE est alors calculée sur la série transformée et on 1’ utilise pour iden-
tifier le processus générateur.

Soit une chronique x, a n observations, réalisation d’un processus
ARMA (p,q) :
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®(B)x, = 0(B)a, ot a, —~i.i.d. (0; 0?)
®(B) =U(B)$(B)

ou ¢ (B) est un polyndme d’opérateurs pour lequel ses racines sont a I’extérieur
du cercle unité et U(B) un polyndme dont les racines sont sur le cercle unité.
Par exemple :

®(B) = (1 — B)*¢(B) (écriture de Box Jenkins).

6(B) est un polyndome d’opérateurs dont les racines sont a 1’extérieur du cercle
unité. Sur la partie AR du processus, on applique une régression ordinaire qui
permet d’obtenir des estimateurs des moindres carrés ordinaires des parametres
AR. Les estimateurs, ainsi obtenus, ne sont pas toujours consistants, c’est-a-dire
ne tendent pas en probabilité vers la vraie valeur du parametre AR. Dans ce cas,
les résidus de la régression ne sont pas un bruit blanc. Les auteurs définissent
alors la premiere régression itérative qui s’écrit :

p
_ M W50 4
X = § :cbup)xf 1T B e,
=0

Ce modele est estimé par les MCO et les auteurs démontrent que <I>Z((p) est
consistant si ¢ < 0 ousi¢p(B) =1.

On peut alors définir de maniére équivalente la j*™® régression itérative d’un
AR(k) quelconque :

( i) )
Zcbmk)xt 1+ Zﬂz(lk))/él(c]t i /(cjt
i=1
avect=k+j+1,....n;j=0,...etk=1,2,.

ou les e(’ ) sont les erreurs et les ek’,) les résidus de la i*™® régression :

k
_ (1 20) "(l k)
Xe — § :qDI(p)'xf 1= § k(k) Cri—
=1

Comme D'ordre de la partie autorégressive est inconnu, on utilise
k=1,...,p et on effectue g régressions itératives ; p et g sont choisis arbi-
trairement mais suffisamment grand.

Les estimateurs sont alors calculés a partir de la formule récursive :

(i—1) -1 FRKi—1)
Py = Pa o Parnut
()]
ch(k)

O _
Q) =
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=@i-1) _
(D()(k) =—1

l=1,....k k>1 i>1

Ces estimateurs consistants possédent des propriétés résumées dans les deux
théoremes suivants.

Théoréme 1

Soit x, un ARMA (p,q) stationnaire ou non.

G _ Dk>p et i=gq
CIJ,((,)():CDI—FO,,(n 172 l:l,...,kpour{z)k:p ot ik

Théoréme 2

Soit x, un ARMA(p,q) non stationnaire.
By = U+ 0,(n") pour [ = 1,... .d.

Ce deuxieme théoreme est le plus important pour des séries non stationnaires
puisqu’il indique que les estimateurs des moindres carrés ordinaires d>1(81) d’une

i*me régression itérée d’un AR(d) sont asymptotiquement consistants pour les
coefficients AR non stationnaires noté U,.

En utilisant le théoreme 1 Tsay et Tiao (1984) définissent alors la FACE :

rik) =r; (wi’ﬁi)
@i __

k
ouw,, =x — Z d>,(é,)<)x[_, ;ripour i = 1,2,. .. représente la FACE du proces-
=1
sus x;. On vérifie que 7;(0) est la FAC habituelle de la série étudiée. En général,
la FACE d’un modele ARMA stationnaire ou non, se comporte asymptotique-
ment de la fagcon suivante :

=0 pour i>q et k=p
ri(k){
#0 pour i=q et k=p

On peut remarquer que la p-ieme FACE d’un processus ARMA(p,q) a la
méme propriété d’identification que la FAC d’un MA(g) puisque les étapes du
calcul de la FACE peuvent étre résumées par la figure 6.4 :
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X

choix de p et ¢

Calcul de la FAC
(premiere ligne de 1la FACE)

Estimation par MCO des parametres AR (k)
k=1,....p+q

Calcul des coefficients étendus de I’AR

(récursivité)

Transformation de la série par les coefficients étendus

Autocorrélation sur les résidus estimés

Constitution de la FACE

Figure 6.4 — Etapes du calcul de la FACE

Pour identifier les modeles ARMA(p,q), on range les r;(k) (valeurs de la
FACE) dans un tableau a double entrée dans lequel la premiere ligne du tableau
est la FAC de la série, la deuxiéme ligne est la premiere FACE, etc. Les lignes
sont numérotées de 0,1,, p pour indiquer I’ordre de la partie AR et les colonnes
sont numérotées identiquement de 0,1,...,q pour indiquer I’ordre de la partie
MA. On constitue un tableau (cf. tableau 6.2) dit table FACE :

Tableau 6.2 — Table de FACE

MA
0 1 2 3
0 r1(0) r2(0) 73(0) r4(0) <« FAC
1 R < FACEI
AR 2 n® | @ | @ | 6 — FACE2
3
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Dans le cas d’une simulation, la table FACE présente des valeurs nulles for-
mant un triangle. Les coordonnées du sommet de ce triangle correspondent aux
valeurs recherchées p et ¢ du processus. Dans la pratique, les coefficients r ne
sont pas exactement nuls, on effectue alors un test de signification de ces coef-
ficients et on remplace les valeurs de la table FACE par une table FACE simpli-

fiée ol on repere les valeurs supérieures en valeur absolue a T par une croix
n

x et pour les valeurs a I’intérieur de I’intervalle par 0. Pour illustrer I’ utilisation
de cette méthode, supposons que le vrai modele de départ soit un ARMA (1, 2).

Considérons la premiere ligne de la table FACE, k = p = 0 donc le modele
testé est un MA(2) qui a la propriété suivante : r;(0) = 0 pour i > 2 et comme
le vrai modele n’est pas un MA(2), cette propriété n’est pas vérifiée. La
deuxieme ligne (k = 1 premiere FACE) a pour propriété r;(1) = 0 pour i > 3,
la troisieme ligne (k = 2) r;(2) = 0 pour i > 4. La table FACE simplifiée se
présente donc comme sur le tableau 6.3.

Tableau 6.3 — Table FACE simplifiée

MA
0 1 2 3 4 5
0 X X X X X X
1 X X 0 0 0 0
AR 2 x x x 0 0 0
3 X X X X 0 0
X X X X X 0

La méthode d’identification consiste a rechercher les coordonnées en ligne
et en colonne de la pente du plus grand triangle ne contenant que des 0 que 1’on
peut dessiner sur la table FACE simplifiée. Cette méthode peut &tre aussi
employée pour la recherche de processus ARMA saisonniers et elle peut s’ auto-
matiser sur micro-ordinateur puisqu’il suffit de déterminer 1’intersection des
deux droites d’équation & et j — k. Cependant, la présence d’un O ou d’un signe
x est liée au résultat du test de signification des r;(%). Il est donc recommandé
de faire varier dans de 1égeres proportions les intervalles du test pour vérifier la
robustesse du triangle de I’identification. L’avantage de cette méthode par rap-
port aux autres fonctions d’autocorrélation, est son application a des chroniques
non stationnaires, non saisonnieres et saisonnieres. Lorsque cette méthode est
apparue, est né 1’espoir de pouvoir rendre automatique 1’algorithme de Box et
Jenkins (ce qui n’est pas le cas avec les FACI et les FAPI) ; mais a I’expérience,
cette méthode tres séduisante a priori possede autant d’incertitude dans ses
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résultats que les précédentes. Elle constitue donc un simple complément a
I’identification sans plus’.

Exemple d’utilisation de la FACE
La série étudiée est simulée par un ARMA(2, 1) sur 150 observations? :
x, = 1,32x,_, — 0,68x,_, +a, — 0,8a,_,

avec a, — 1L.i.d. (0; 1)

Les coefficients étendus de I’AR (2) sont les suivants :

J 6%) 6%)
0 0,88 - 0,44
1 1,33 -0,71
2 1,47 -0,74
3 1,44 -0,89
4 1,47 -0,93

On retrouve en j = 1 pratiquement les valeurs des parameétres autorégressifs
du processus ARMA simulé (1,33 pour 1,32 et — 0,71 pour — 0,68) ; une pré-
estimation du parametre MA est obtenue par le calcul des fonctions d’autocor-
rélation inverse.

La table de la FACE est présentée au tableau 6.4 et la face simplifiée au
tableau 6.5.

Tableau 6.4 — Table de FACE

MA
0 1 2 3
0 0,60 0,08 -0,30 -0,50
1 0,54 0,13 -0,25 -0,32
AR 2 -0,44 -0,08 0,12 0,02
3 - 0,51 -042 0,12 0,03
4 -0,32 0,21 -0,31 0,01
5 0,30 -0,07 -0,30 0,07

1. La méthode FACE est disponible in « PC SCA Statistical System » produit par la Scientific
Computing Associated Corp, Chicago, USA.
2. Cf. Simon, Terraza, 1984.
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Tableau 6.5 — Table FACE simplifiée

MA
0 1 2 3
0 X 0 X X
1 X - 0 X X
AR 2 X w\ 0
3 X X \O 0
4 X X X\\O
5 X 0 X ()\\

On remarque la présence d’un triangle de O dont le sommet est en AR =2 et
MA = 1.

es autres méthodes d'identification

D’autres techniques d’identification d’utilisation courante existent aussi!. On
peut citer, en particulier, les méthodes de type FACE, c’est-a-dire celles
qui recherchent dans une table le processus générateur comme : la méthode « R
et S» mise au point par Gray, Kelley et Mc Intire (1978) complétée par
Woodward, Gray (1981), la méthode du coin de Beguin, Gourieroux et Monfort
(1980), et celles utilisant le domaine des fréquences de Terraza (1981) puisque
nous avons vu (cf. Chapitre 3) qu’il est possible de spécifier la forme analytique
du spectre d’un processus ARMA(p,q).

1. En effet, des recherches dans des directions différentes ont été menées par Glasbey, 1982 ;
Berliné, 1985 ; Berliné et Van Cutsem, 1986 (Epsilon Algorithme) ou encore par Fuchs (1985)
(perturbations de matrices).
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estimation,
les tests de validation
et la prévision
des processus ARMA

prés avoir identifié I'ordre du processus ARMA, il convient d'es-

timer (section 1) les paramétres du modele, puis de vérifier a par-

tir d'un certain nombre de tests statistiques que |'estimation du
modele est valide (section Il). Les conditions étant réunies, nous pouvons
alors utiliser le modéle a des fins de prévision (section Ill). L'algorithme
de Box et Jenkins systématise cette démarche qui fait I'objet de ce cha-
pitre.

e probleme de I'estimation

L'objectif est de trouver les estimateurs des parametres de la partie AR et MA
du processus de la chronique. L'échantillon utilisé pour 1'estimation peut étre le
résultat d'une transformation par les filtres, par régression, ou encore par la
méthode de Box-Cox (cf. chapitre 5.1V).

Dans ce dernier cas, deux possibilités se présentent :

— la transformation est effectuée en choisissant la valeur de A de facon empi-
rique (A = 0,5 par exemple). Le probleme de 1'estimation reste inchangé ;

—la valeur de A n'a pas été sélectionnée de facon définitive ; on la considere
comme un parametre supplémentaire a estimer simultanément avec les
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paramétres ¢ et @ (paramétres du modele ARMA) !. Pour réaliser cette
estimation, nous pouvons considérer tout d'abord les a, du processus
comme étant les résidus prévisionnels (cf. étape de la prévision) et appli-
quer le critere des moindres carrés sur ces résidus. Il faut alors minimiser
la somme des carrés de ces résidus en utilisant des algorithmes d'optimisa-
tion non linéaire. Il est possible aussi de déterminer la vraisemblance du
processus ARMA et apreés quelques transformations, de maximiser cette
vraisemblance a 1'aide de ces mémes algorithmes.

étermination et estimation
de la vraisemblance des processus ARMA

Soit un processus ARMA(p,q) centré 2 : ¢,(B)x, = 6,(B)a,
Xx=¢gx1+ ...+ Qx_p+a —0ia,_—...—0,a_,

Pour déterminer la vraisemblance des processus ARMA, il faut faire I'hypo-
theése que les a, obéissent a un bruit blanc normal. Si a; est multinormal, on peut
en déduire la distribution d'un vecteur aléatoire issu d'un processus ARMA.
Comme le modele ARMA est linéaire, la distribution du vecteur est alors aussi
multinormale. Elle s'écrit :

1 1
exp| ——x' Q@ 'x
(277%2)”/2 (det ) P |: 20; :|

oll 07 Q est une matrice de dimension (n x n) qui contient les variances cova-
riances du vecteur aléatoire x (x;,x,,. .. ,x,) . Elle dépend des ¢; et des 6; du pro-
cessus ARMA.

Cette vraisemblance est difficile a calculer a cause du déterminant de 2 et de
son inverse Q™' quand n est trés grand. On contourne cette difficulté en utilisant
d'autres expressions de la vraisemblance et en particulier celle fournie par
Newbold.

1. Mélard, 1990.

3
2. Si le processus est non centré : ¢,(B)x; = 04(B)a; + 6 alors E(x;) = —
(-50)

j=l1

Les autres moments restent inchangés.
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1 1 |: s :|
eEXp| ———
(2702)"” (det z2)"? P17 202

ou z est une matrice (p +q +n; p + g) qui dépend des ¢; et des 6; du proces-
sus ARMA.

n

s = Z [af] avec : [a,] = Ela, / x,¢,0,07] l'espérance conditionnelle de
[:{ |
a; selon x, les parametres de ' ARMA et la variance de a,.
La vraisemblance pour la chronique échantillon en logarithme est donnée par :

L= —"log2r — “logo? — L log [detfz2]] + log J —
- 2 g 2 g a 2 g ZZ g 20_3

ou J = l_[xf_' est le jacobien de la transformation Box-Cox si celle-ci est
t=1
employée.

Il faut donc maximiser L connaissant A, ¢;, 0, o : Max L/A,qb,-,@,,af.

Pour 1'estimation de o2, on calcule :
a

8L_ n L s 05
do2 202 202

2_ %
“ n

On remplace dans 1'écriture de L, o par 62 et on constate alors que maxi-
miser L revient a minimiser :

s 1
|:10g T + o log[det(z/z)]].

es méthodes d'estimation

L'expression précédente est relativement complexe. On fait alors appel a diffé-
rentes procédures pour la minimiser et en particulier aux moindres carrés condi-
tionnés ou a la méthode de la prévision arriere de Box et Jenkins.

1) Les moindres carrés conditionnés

n

2
2
. ) s P . N e . . t=1
Les moindres carrés conditionnés consistent a minimiser 1'expression : 2

apres avoir fixé des valeurs initiales a x, et a a,. Si la transformation de Box-
Cox n'est pas optimisée, cette méthode revient a minimiser la somme des carrés
des résidus prévisionnels a l'aide d'algorithmes d'optimisation non linéaire.
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2) La méthode de la prévision arriére de Box et Jenkins

Cette méthode (« Back Forecasting ») est fondée sur le calcul itératif des espé-
rances conditionnelles de a, de la somme des carrés s. Pour cela, un calcul des
valeurs manquantes du processus de départ, inhérent a 1'écriture des ARMA, est
nécessaire. Au lieu de se fixer des valeurs a priori, on utilise la technique de la
prévision arriere. Elle consiste a parcourir la chronique « en arriere » a I'aide du
processus ARMA, estimé a partir de valeurs terminales fixées a priori.
L'estimation des parametres est alors effectuée comme dans le cas précédent en
recourant a des algorithmes d'optimisation non linéaire. Des auteurs (cf. Mélard,
1990) ont montré que pour n grand, les solutions trouvées par les différentes

méthodes sont identiques.

3) Les algorithmes d'optimisation non linéaire
On utilise couramment deux classes de méthodes ! d'optimisation non linéaire :

—les méthodes qui recourent aux notions de géométrie analytique et qui
emploient les dérivées partielles de la fonction critére (S dans notre cas).
Elles ont pour origine la méthode du gradient. La plus simple d'entre elles
appelée « Steepest Descent » a été employée par Makridakis et Wheelwright
(1974) pour estimer les parametres des processus ARMA. Elle a conduit a
I'élaboration par ces auteurs d'une méthode de prévision autonome (appe-
1ée filtre adaptatif généralis€) convenant pour des chroniques comportant
un faible nombre d'observations 2. L'algorithme de Newton-Raphson fait
aussi partie de cette classe de méthodes ; il est utilisé dans la méthode de
Box et Jenkins pour pré-estimer les parametres des processus MA (cf. cha-
pitre 4). Les algorithmes de Fletcher-Powell et de Marquardt sont parmi les
plus performants ce qui justifie l'utilisation de celui de Marquardt par Box
et Jenkins, pour estimer les parametres des processus ARMA et actuelle-
ment la version améliorée de 1’algorithme de Levenberg-Marquardt ;

— les méthodes directes qui n'utilisent pas le calcul des dérivées partielles de
la fonction critere. La technique de Rosenbrock (1960) de rotation des
axes, approfondissement de celle de Hooke et Jeeves, est une des plus per-
fectionnée. Elle est considérée comme une généralisation de 1'algorithme
de dichotomie, utilisé pour calculer les parameétres des lissages exponen-
tiels (cf. chapitre 2). Mais les applications récentes font plutot appel a la
méthode du polyedre flexible (algorithme du simplexe) de Nelder et Mead
(1965) qui converge rapidement vers le minimum de la fonction critere.

Notons que ces algorithmes d'optimisation non linéaire convergent d'autant
mieux qu'ils sont appliqués avec des coefficients pré-estimés. Pour les méthodes
de type gradient, il s'agit méme d'une nécessité, ce qui explique I'importance de
la pré-estimation dans la méthode de Box et Jenkins qui recourt a l'algorithme

1. Références sur les algorithmes d'optimisation non linéaire : Wilde, 1976 ; Minoux, 1983 ;
Himmelblau, 1972 ; Rao, 1979.
2. Terraza, 19815.
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de Marquardt. Enfin, on peut noter qu'avec des valeurs initiales différentes (pré-
estimation, valeurs bornées...), ces algorithmes peuvent conduire a des résultats
différents.

es tests de validation

A l'étape de I'identification, les incertitudes liées aux méthodes employées font
que plusieurs modeles, en général, sont estimés et c'est l'ensemble de ces
modeles qui subissent alors I'épreuve des tests. Il en existe de trés nombreux per-
mettant d'une part de valider le modele retenu, d'autre part de comparer les per-
formances entre modeles.

analyse des racines

Apres avoir estimé un modele ARMA, on vérifie que la partie AR est station-
naire et la partie MA est inversible puisque les polyndmes d'opérateur de la par-
tie AR et de la partie MA ne possédent pas de racine commune ' au moyen, par
exemple, des algorithmes de Newton-Raphson. Lorsque c'est le cas, on dit qu'il
y a redondance et les coefficients estimés du modele sont instables et peuvent
conduire a des prévisions erronées. Il faut alors éliminer dans le modele ARMA
la ou les variables responsables de cette redondance.

e test de Student des paramétres

Les méthodes d'estimation, en particulier celles qui font appel a la vraisem-
blance du modele ARMA et donc a I'hypothese de normalité des a,, permettent
de calculer la matrice des variances covariances des estimateurs. Pour n grand,
les covariances se calculent a partir de la matrice d'information de Fisher appro-

52
chée par (
3pidp;

cessus estimé. On effectue alors un test classique de Student sur chacun des
parametres du processus ARMA en divisant le parametre par son écart type. Il
peut arriver qu'un ou plusieurs parametres ne soient pas significativement diffé-
rents de 0 : le modele est alors rejeté et on retourne a I'étape d'estimation en éli-
minant la variable dont le coefficient n'est pas significatif. En procédant ainsi,
on peut construire des processus ARMA troués.

) ol pi est un parametre de la partie AR ou MA du pro-
p=p

1. Pour des exemples de calcul de racines de polyndome d'opérateur cf. chapitre 3 section III.
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e coefficient de détermination

. . — . =2 . N .
Les coefficients de détermination (R* classique ou R~ corrigé) des modeles esti-
més sont :

R 2
Y o —%)
t

—2 n—1

Z ) (a, = résidu d'estimation)
a
=1- !
n=p=qy (x,—%’
t

e 2 N
On utilise R dans de nombreux cas, puisqu'il permet de prendre en compte
le nombre de variables explicatives, c'est-a-dire ici les retards p de I'AR et les
retards ¢ du MA.

La significativité de ce coefficient de détermination est testée a l'aide d'une
statistique de Fisher classique (ce coefficient est proche de 1 si Z a’ tend vers

0). Ce test présente un intérét limité car il permet seulement de savoir si un ordre
de la partie AR ou MA est significatif.

es tests sur les résidus de bruit blanc normal

Le processus estimé est bien évidemment de bonne qualité si la chronique cal-
culée suit les évolutions de la chronique empirique. Les résidus entre les valeurs
observées et les valeurs calculées par le modele, doivent donc se comporter
comme 1’échantillon d’un bruit blanc normal. Les résidus (ou erreurs de prévi-
sion) sont notés par la suite a,.

1) Test de nullité de la moyenne des résidus

Un bruit blanc est d'espérance mathématique nulle. On effectue donc sur les
résidus a, prévisionnels du modele un test de nullité de leur moyenne. Pour n

suffisamment grand (n > 30) a — N(m; ;‘L) et L= mﬁ — N(©; 1).
n O,

Sous I'hypothese H, de nullité de la moyenne et un seuil d'acceptation a 95 %,
l'intervalle de confiance de @ est :
1,960, 1,960,
Jn Jn

En général cette hypothese de nullité des résidus est vérifiée car elle décou-
le de 1la méthode d’estimation des parametres des processus ARMA.

<a<

avec (192 =1,96).
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Remarque : n est le nombre d'observations de la chronique des résidus. Ce
n'est pas obligatoirement le nombre d'observations de départ. En effet :

— si le processus est un ARMA (p,q) on perd p observations ;

— si la chronique est filtrée par un filtre aux différences, on perd (d + s D)
observations dans le cas général d'un processus saisonnier et non saison-
nier a la fois.

2) Tests d'existence d'une tendance

Les résidus — par définition un bruit blanc — ne peuvent contenir des mouve-
ments de long terme de type aléatoire ou déterministe. On peut s'en assurer rapi-
dement & l'aide d'un test de recherche de racine unitaire de type Dickey et Fuller
(cf. chapitre 5) ou par les tests présentés au chapitre 2 section A.

3) Tests de recherche d'autocorrélation

Si les résidus obéissent a un Bruit Blanc, il ne doit pas exister d'autocorrélation
dans la série. Les tests suivants peuvent étre utilisés :
— le test de Durbin-Watson, bien qu'il ne permette de détecter que des auto-
corrélations d'ordre 1 ;
—1a FAC et la FAP mais aussi la FACI et 1a FAPI ou encore la table FACE,

c'est-a-dire toutes les techniques d'identifications présentées au chapitre 6
et qui doivent indiquer une série sans structure ;

— l'analyse du spectre de la série qui doit présenter des fluctuations relative-
ment peu importantes les unes par rapport aux autres. On doit pouvoir tra-
cer dans l'intervalle de confiance du spectre, une ligne parallele a 1'axe des
abscisses (cf. chapitres 4 et 6).

— les tests du « porte-manteau » ou test d'adéquation globale du modele ;

Ces derniers sont batis sur le fait que la FAC d'un bruit blanc ne doit pas révé-
ler d'autocorrélations significativement différentes de 0. On recourt alors aux
tests statistiques de Box-Pierce et de Ljung-Box pour détecter une éventuelle
autocorrélation (cf. chapitre 6) en 1'absence d'hétéroscédasticité.

a) Le test de Box et Pierce
K

Il est établi a partir de la statistique Q = n Zr,f(a,) qui est fonction de la
k=1

somme des carrés des autocorrélations r,f(a,) de la FAC et du nombre d'obser-
vations 7n. Il permet de vérifier I'hypothese :

Hy:pp=p=...=pxk=0

H, : il existe au moins un p; significativement différent de 0.
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Cette statistique @ en l'absence d'autocorrélation obéit a un
x?a(v =K — (p + q)) degrés de liberté on p est l'ordre de la partie 'AR (sai-
sonnier ou non), g est l'ordre de la partie MA (saisonniére ou non), et K est le
nombre de retards choisis pour calculer les autocorrélations.

Pour effectuer ce test, il est conseillé de choisir K proche du tiers du nombre
d'observations. L'hypotheése H, est rejetée au seuil de 5 % si Q est supérieur au
quantile 0,95 de la loi du x>
b) Le test de Ljung et Box
La statistique de Ljung-Box est donnée par :

rkz(at)
n f—

K
Q' =n(n+2)) L
k=1

Le test se déroule de maniere identique a celui de Box-Pierce.

Dans le cas d'un résidu hétéroscédastique, il convient d'utiliser la statistique
de Box-Pierce corrigée!. On remplace dans la statistique initiale la variance
d’autocorrélation de p; par la variance asymptotique V (p;) calculée dans le cas
de 1’hétéroscédasticité par Lo et Mc Kinlay? selon la formule

Z (a/a;
V(o) = % Cette statistique suit une loi du x* a h degrés de liberté
2
2
t=i+1
(h = nombre de retards retenus).
¢) Le Runs Test

Ce test examine la fréquence de caracteres répétitifs dans une chronique. Le
nombre R de « runs » est le nombre de passage du signe « + » au signe « — » et
inversement. Si les observations sont indépendantes (donc non corrélées), il est
improbable d'avoir un nombre faible de « runs ». Dans le cas d'une indépen-

1 3
dance, le nombre attendu de runs est égala:m = — <n(+1) — E nf) ou n; est
n "
i=1

le nombre de runs respectivement positifs, négatifs ou nuls (i = 1,2,3).

La variance de m est :

| 3 3 3
o*nzl:i(( nf)( n,-z+n(n+1)>—2n n?—n3).
n*(n—1) Z ; ;

i=1

1. Cf. Mignon, 1998.
2. Lo et Mc Kinlay, 1989.
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Pour n grand la distribution est considérée comme normale et on démontre
que :

_ R+05—m

Z — N0 1).

Om

L'hypothese d'indépendance (H,) des observations est refusée si z > 1,96.

d) Le test de Von Neumann's

On range par ordre croissant les valeurs des résidus. Soit R; la nouvelle chro-
nique obtenue. Le coefficient du Von Neumann's Ratio Test est :

n—1
> (R — Riy)?

RVN = =

n—1

D (R — )’
i=1

ou wg est la moyenne des R;. L'hypothese H, d'indépendance des valeurs des
résidus est rejetée si RVN > t ol t est la valeur critique de Bartels (pour un
seuil 2 95 %, T = 1,67).

4) Les tests de stabilité des résidus

Ces tests ont pour but de vérifier que les résidus sont stables sur la totalité de la pério-
de d'estimation. Dans le cas d'une non stabilité, nous suspectons un changement
structurel dans le modele. On procede alors a une estimation par sous-périodes.

a) Les tests a partir de I'estimation récursive (estimation roulante)

On appelle estimation ou régression récursive, la procédure qui consiste a estimer une
succession de régressions en augmentant progressivement le nombre d'observations.

On estime d'abord le modele avec les k42 premieres observations
(k = p + g, modele a un degré de liberté) puis on incorpore 1'observation sui-
vante et on re-estime le modele, et ainsi de suite jusqu'a n (le nombre d'obser-
vations total disponible).

Un simple examen graphique de 1'évolution des coefficients du modele -
assortis de leurs intervalles de confiance a = deux écarts types — permet éven-
tuellement de déterminer des changements structurels.

b) Les tests du « CUSUM » fondés sur la dynamique de 1'erreur de prévision

Ces tests | permettent de détecter les instabilités structurelles des équations de
régression au cours du temps. Contrairement au test de Chow, ils ne nécessitent
pas de connaitre a priori la date de modification structurelle. L'idée générale de
ces tests est d'étudier 1'évolution au cours du temps de I'erreur de prévision nor-
malisée, on appelle résidu récursif cette succession d'erreur de prévision calcu-
lée ent — 1 pour .

1. Brown, Durbin et Evans, 1975, p. 149-163.
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Le résidu récursif w, au temps ¢ est donc défini comme le rapport :
— de I'écart entre la prévision calculée en t — 1 pour ¢ et la réalisation en 7 ;

— et son écart-type calculé pour cette méme période ¢,

soit'w—et:yt_?t— Y
o Se \/(1 —|—x[/(X;71X,_1)7IX,)

avect =K +2,K+3,K+4,....,n (K = p+ q est le nombre total de para-
metres estimés du modele). Ce résidu récursif suit donc une loi normale A (0,07).
On utilise alors deux tests :

—le CUSUM (CUmulative SUM) fondé sur la somme cumulée des résidus
récursifs ;

—le CUSUM SQ fondé€ sur la somme cumulée du carré des résidus récursifs.
* La statistique du CUSUM

A partir du résidu récursif w,, on calcule la statistique CUSUM

n—K <
SCR Z wjavect = K +2,...,n (K =k + 1 est le nombre total de
j=K+2

parametres estimés du modele) et SCR la somme des carrés des résidus calculée
a partir du modele a n observations.

w; =

Si les coefficients sont stables au cours du temps, alors les résidus récursifs
doivent rester dans l'intervalle défini par les deux droites : [K ,fav/n — K ] et

[n,i3oz«/n — K] avec o = 1,143 — 0,948 et 0,850 respectivement pour des

seuils de confiance de 1 %, 5 % et 10 %. Dans le cas contraire, le modele est
réputé instable.

* La statistique du CUSUM SQ

Elle est donnée par le carré du résidu récursif : S, = ——— avec

t=K+2,....net0< S, <1; ce test permet de détecter des modifications

aléatoires (ponctuelles) dans le comportement du modele. Si les coefficients ! sont
stables au cours du temps, alors les résidus récursifs carrés doivent rester dans l'in-

t— K
tervalle défini par : [iC %] ou C est la statistique de Kolmogorov-
n—

Smirnov 2.

1. Démonstration cf. Brown, Durbin et Evans, 1975.
2. Pour la table cf. Johnston et Dinardo, 1999, p. 379-380.
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5) Tests d'homoscédasticité

Un Bruit Blanc est, par définition, homoscédastique. Tous les tests d'hétéroscé-
dasticité peuvent étre employés pour vérifier cette hypothese.

a) Le test de Goldfeld-Quandt a pour but de comparer la somme des carrés des
résidus d’estimation apreés avoir scindé les résidus en deux sous-échantillons.
Nous excluons arbitrairement C observations situées au centre de I’échantillon.
La valeur de C doit étre approximativement égale au quart du nombre d’obser-
vations totales. Nous effectuons alors deux régressions sur deux sous-échan-
tillons, et a I’aide d’un test de Fisher nous comparons les deux sommes des car-
rés des résidus. L’hypothese d’hétéroscédasticité est acceptée s’il existe une dif-
férence significative entre les deux sommes des carrés des résidus.

Soit SCR1 la somme des carrés des résidus de la premiere sous période et
ddll le degré de liberté correspondant et SCR2 la somme des carrés des résidus
de la deuxieme sous période et ddI2 le degré de liberté correspondant.

Soit I’hypothese H,, : SCR1 = SCR2, sous I’hypothese H|, d’homoscédastici-
té, le rapport :

_ SCR2/ddI2
- SCR1/ddil

F* > Fy .an» Phypothése d’homoscédasticité H est rejetée.

*

suit une loi de Fisher a ddI2 et ddi1 degrés de liberté. Si

Attention : Au numérateur doit figurer le carré moyen le plus élevé afin que
le Fisher empirique soit toujours supérieur a 1.

b) les modeles de type ARCH! (AutoRegressive Conditionnal Heteroscedasti-
city) permettent de modéliser des chroniques (la plupart du temps financiéres?)
qui ont une volatilité¢ (ou variance ou variabilité) instantanée qui dépend du
passé. 1l est ainsi possible d'élaborer une prévision dynamique de la chronique
en termes de moyenne et de variance. Le test est fondé€ soit sur un test de Fisher
classique, soit sur le test du multiplicateur de Lagrange (LM). Le test ARCH ou
du multiplicateur de Lagrange suppose que les résidus prévisionnels sont non
corrélés et qu'ils obéissent a2 un modele ARCH (dans la plupart des cas un mode-
le ARCH simple d'ordre p). On construit alors une régression entre les résidus
au carré et les résidus au carré décalés jusqu'a l'ordre p. Il s'agit en fait d'un
modele AR sur les carrés des résidus. On calcule le coefficient de détermination
de ce modele et on démontre que la quantité n x R* obéit asymptotiquement
sous I'hypothese de la nullité de tous les coefficients de régression du modele a
un x2 a p degrés de liberté.

Sinx R >y}, o (p degrés de liberté), on rejette Hy, c'est-a-dire que

I'on accepte un effet ARCH (p), soit encore 1'hétéroscédacité des résidus. Ce test
et les modeles ARCH sont développés au chapitre 8.

1. Engle, 1982.

2. En effet, les séries financieres sont particulierement concernées par les modeles ARCH, car on
constate des périodes de forte spéculation (variabilité élevée) suivie de périodes d'accalmie
(variabilité faible).
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¢) Un autre test consiste a étudier la distribution des carrés des résidus. L’analyse
des termes du corrélogramme des résidus au carré permet de tester 1’existence
d’une hétéroscédacité. Si certaines valeurs de la FAC (tests de Box-Pierce ou
Ljung-Box) sont significativement différentes de 0, nous pouvons conclure a la
présence d’une hétéroscédacité.

6) Tests de normalité

Nous verrons par la suite que pour calculer des intervalles de confiance prévi-
sionnels et aussi pour effectuer les tests de Student sur les parametres, il faut que
le bruit blanc a, suive une distribution normale. Le test le plus classique de
Jarque et Bera est fondé sur la notion de Skewness (asymétrie) et du Kurtosis
(aplatissement).

a) Les tests du Skewness et de Kurtosis

. 1< _ ..
Soit pu, = — E (x; — X)* le moment centré d'ordre k, le coefficient de
n 4
i=1
MHa
=.
2

Skewness (8,”°) est égal a : B,/* = ,usz et le coefficient de Kurtosis 8, =

%3

Si la distribution est normale et le nombre d'observations grand :

11/2—>N<0;,/§)

n

,32—>N(3;‘/§)
n

On construit alors les statistiques :

et

12
-0 -3
! etv:'B2

V= —
: \F Y
n n

Si les hypotheses H, : v; = 0 (symétrie) et v, = 0 (aplatissement normal)
sont vérifiées alors |v;| < 1,96 et |v,| < 1,96, dans le cas contraire, I'hypothese
de normalité est rejetée.

que l'on compare a 1,96 au seuil de 5 %.

b) Le test de Jarque et Bera

1 s'agit d'un test qui regroupe les résultats précédents, si B;/> et B, obéissent a
des lois normales alors la quantité s :

s = %,31 + ;—4 (8, — 3)* suit un X%, (2) a2 degrés de liberté.
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Donc si s > x} ,(2), on rejette I'hypothése H, de normalité des résidus au
seuil .

Ces tests de normalité servent également dans le cas ou il y a hétéroscédacité.
En effet, I'hétéroscédacité se manifeste sur le graphe de la distribution par des
queues plus épaisses (distribution leptokurtique) que les queues de la loi normale.

Exercice n° 7.1

Tests de bruit blanc et de normalité sur 1'indice CAC40

fichier C7EX1

On demande de vérifier I'hypothese de normalité de la distribution de 1'indice CAC40
des valeurs boursieres sur 2 265 observations journalieres. Les données sont rendues sta-
tionnaires par le passage aux différences premieres de la série des logarithmes népériens
(cf. chapitre 5).

Solution

Le corrélogramme (cf. Tableau 7.1) ne présente aucun terme significativement différent
de 0, ce qui est confirmé par la Q-statistique dont les probabilités critiques sont toutes
supérieures a 0,05 (acceptation de Hp tous les termes sont nuls).

Tableau 7.1 — FAC et FAP de la série LCAL = Log (x; /x,_1)

Sample: 1 2265
Included observations: 2264

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

1 0022 0.022 1.1317 0.287
2 0028 0.027 28655 0.239
3-0024 -0.025 41288 0.248
4 0014 0.014 45699 0334
5 0001 0.001 45708 0470
6 -0.000 -0.002 45709 0.600
7 0033 0.034 7.0304 0426
8 -0.010 -0.012 7.2608 0509
9 0045 0044 11.832 0223
10 0.019 0.019 12.627 0.245
11 0.014 0.009 13.070 0289
12 0.042 0.043 17.135 0.145
13 -0.039 -0.042 20.536 0.083
14 -0.029 -0.031 22.435 0.070
15 -0.011 -0.005 22.716 0.090
16 0.022 0.018 23.825 0.093
17 -0.007 -0.008 23.932 0.121

|
1
|
I
|
|
]
|
I
I
I
i
|
|
|
I
!
! 18 0.007 0.005 24.049 0.153

La figure 7.1 présente I'histogramme de la distribution des observations de LCAC ainsi
que les calculs des Skewness, Kurtosis et statistique de Jarque-Bera.
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600

Series: LCAC
Sample 2 2265
500, Observations 2264
400 Mean 0.000141
Median 0.000000
300 Maximum 0.082254
iy Minimum -0.101376
Std. Dev. 0.012096
200 Skewness -0.600302
Kurtosis 11.34082
100, Jarque-Bera  6698.680
Probability 0.000000
0.
-0.10 -0.05 0.00 0.05

Figure 7.1 — Distribution de I’évolution du CAC40 filtré

La moyenne de la série n'est pas significativement différente de 0.
Nous avons :

_B7-0_ 06 f—3 _1134-3
\/6 [ 6 [24 [ 24 ’
n 2264 n 2264

[vy] et |v;| sont supérieurs a 1,96 ; la statistique de Jarque-Bera = 6698 est

Vi —11,65 etv, =

trés largement supérieure au x; ,(2) lu dans la table (la probabilité critique est
nulle), on accepte donc 'hypothese H, de non normalité de la distribution.

La statistique n x R? d'un ARCH(1) est 38,0 supérieur au Xo%gs = 3,84, on
rejette Hy, c'est-a-dire que 1'on accepte un effet ARCH(1).

La série LCAC est une marche aléatoire hétéroscédastique non normale.

es criteres de comparaison de modeles

Il arrive fréquemment qu'a 1'issue de tous les tests précédents plusieurs modeles
se montrent résistants. Pour choisir le meilleur d'entre eux, on peut utiliser des
criteres de comparaison des modeles. Ces critéres sont forts nombreux et jouent,
parfois, un role important en économétrie.

Ces différents criteéres, que 1'on cherche a minimiser sont fondés sur a,
I'erreur de prévision, nous pouvons citer :

1) Les critéres standard

e L'erreur absolue moyenne (MAE, Mean Absolute Errors) :

1
MAE = ;Zla,l

t
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e L'erreur quadratique moyenne (MSE, Mean Squared Errors) :
1
MSE = — >
n

1 <& 1 2
Soitm = — E a eto? = —— E (a, — m)?
n4 n—1 =1

n—1

MSE = m? + o?

n

* La racine carrée de l'erreur quadratique moyenne (RMSE, Root Mean
Squared Errors) : RMSE = +MSE.

e L'écart absolu moyen (MAD, Mean Absolute Deviation) :
1
MAD = — —
. E{ la, — m|

e L'écart absolu moyen en pourcentage (MAPE, Mean Absolute Percentage

Error) :

1 |a|
MAPE = — —

n= x

* La statistique « U » de Theil

-2 2]

Ce critere compare l'erreur quadratique moyenne (MSE) avec celle résultant

prévu

d'une prévision naive (c'est-a-dire x;" = = x°*7). Cette statistique montre que
si U = 0, la prévision est parfaite ; si U = 1, la prévision naive est aussi bonne
que la méthode considérée. Si U €]0; 1[, la méthode considérée est supérieure
alanaive. Si U > 1, la méthode naive est supérieure a la méthode considérée.

e L'erreur de prévision finale « Final Prediction Error » (FPE) d'Akaike. Soit
un AR(p) stationnaire, si p = Min [FPE(j)/j =0,...,L] ou L est la limite
supérieure de p avec L < n alors :

FPE(p) = 521+
n_

Bhansali et Downham (1977) proposent une généralisation plus intéressante
de ce critere :

T, P
FPE(p) = & [1 + —] avecp =0,...L.
n
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« est une constante positive utilisée pour réduire la probabilité de sur — ajuste-
ment de l'ordre vrai du modele.

e La fonction transfert autorégressive (CAT, Criterion for Autoregresing
Transfer Functions) :

1 . ~_ D, ~_2 ~2 - .

CAT(p) =|( — Z% (j)) —o, (p) avecp =0,...Leto (j) estlavariance

n“
j=0

correspondant a l'approximation par un AR(p) d'un processus AR(co) choisi

pour représenter une chronique et pour lequel V (a,) = o2.

2) Les criteres spécialement construits pour les processus ARMA

¢ Le critére d'information de Akaike (AIC, Akaike Informations Criterion)

Présenté en 1973 pour un ARMA(p,q), Akaike a démontré que le meilleur
des modeles ARMA non filtré est celui qui minimise la statistique :

AIC(p,q) =nloga?+2(p+q)

¢ Le critere d'information bayésien (BIC, Bayesian Informations Criterion,
Akaike, 1979).

Pour un ARMA(p,q), il s'écrit :

BIC(p,q) =n IOgE)'\a2 —(n—p—gq)log |:1 _ (anlI)}

2
+ (p+¢) logn + log [(p +q)! [ O H

=
or—1

De maniere générale le critere BIC a des caractéristiques plus intéressantes
que celles du critere AIC. 11 est convergent et pénalise plus fortement les para-
metres en surnombre que le critere AIC.

* Le critere d'estimation bayésien (BEC, Bayesian Estimation Criterion,
Geweke et Meese, 1981). Il s'écrit :

log n
BE =02 G}
Cp.g) =0, +(p+q)o, [(n — LJ

ol 07 est l'estimateur du maximum de vraisemblance de la variance résiduelle
de I'ordre du modele le plus grand.

e Le critere de Schwarz (1978) :

SC (p,q) =nlogac?+ (p+q)logn.
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* Le critere de Hannan-Quin (1979)

1
HQ(p.q) = log 62 + (p + g)c log [< ?i)n)}

ol ¢ est une constante a spécifier.

Parmi tous ces criteres, les plus employés pour comparer les modeles entre
eux sont les criteres AIC, BIC, SC et HC. Les autres criteres sont essentielle-
ment utilisés pour vérifier des performances prévisionnelles.

a prévision

es transformations de départ

A T'étape de la transformation, plusieurs techniques ont pu étre employées afin
de stationnariser le processus générateur pour qu'il soit identifiable dans la clas-
se des processus ARMA.

Il est nécessaire lors de 1'étape de prévision, de prendre en compte la trans-
formation retenue (« recoloration de la prévision ») :

—si on a utilisé la régression afin de retirer une ou plusieurs composantes
déterministes estimées par les MCO, ces dernieres sont extrapolées jusqu'a
I'horizon prévisionnel choisi puis combinées aux valeurs prévisionnelles de
I'ARMA ;

— si la transformation résulte de 1'utilisation d'un filtre linéaire, alors le pro-
cessus sous-jacent complet est un processus de type ARIMA que I'on peut
considérer — par extension — pour la prévision comme un processus
ARMA ;

— si la transformation utilisée est celle de Box-Cox, il faudra recolorer la pré-
vision issue du processus ARMA (prendre 1'exponentielle des données si la
transformation logarithmique a été appliquée sur la série brute).

La théorie des processus ARMA suppose que le processus de départ est un
processus centré. Le fait de centrer les données peut introduire dans le modele
ARMA un terme constant. Deux cas peuvent se présenter :

— la chronique n'a pas subi de transformation, elle est centrée (x, — x) et le
processus générateur obéit donc a un ARMA(p,q) : ¢,(B) (x, — E(x,))
=6,(B)a,
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Soit :
¢p,(B)x, = ¢,(B)E(x,) + 0,(B)a,
=1-¢B—...—¢,B")E(x,) + 6,(B)a,

= (1 - Zcijf)E(x,) +6,(B)a,
j=1

)4
Dot ¢,(B)x, = j + 6,(B)a, ; p = (1 -y ¢j>E(x[), du fait de la neu-
j=1

(-39)

— la chronique a été transformée par un filtre. Considérons, par exemple, une
chronique centrée x, — X = y, du processus générateur y, = x, — E(x,) fil-

tralité de l'opérateur B sur une constante. D'ou : E(x,) =

tré : z, = (1 — B)y, et supposons que z, obéisse a un ARMA(p,q) (ou que
y, obéisse a (un ARIMA(p,1,4)). On a:

¢»(B)(1 — B)y, = 0,(B)a,
¢p(B)(1 = B)(x, — E(x,)) = 6,(B)a,
¢,(B)(1 = B)x, = ¢,(B)(1 = B)E(x,) + 6,(B)a,

= ¢,(B)[E(x,) — E(x,)] + 6,(B)a,
= ¢q(B)ar

On peut vérifier un résultat similaire a partir d'une chronique centrée apres
transformation par le filtre : y, = (1 — B)x, = x, — x,_;. D’ou 'y = 0 si n suffi-
samment grand. Si y, centrée obéit 8 un ARMA(p,q) alors x; suit le processus
ARIMA(p,1,q) précédent.

alcul du prédicteur

Supposons que 1'on veuille prévoir un processus ARMA(p,q), (ol p,q sont les
ordres maximums saisonniers, non saisonniers des parties AR et MA). A un ins-
tant ¢ quelconque, de I'axe des temps, le processus possede une valeur x, que 1'on
désire prévoir (calculer) a l'instant # 4/ au moyen du processus ARMA (p,q)
dont on connait a présent les caractéristiques. On note cette prévision x, (/).

[ est dit date d'induction, et X, (/) représente la prévision faite en ¢ pour la date
t + 1. Comme le processus ARMA possede différentes écritures théoriques, la
prévision théorique peut s'écrire :
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X =G X+t Gpxipy Ha —0a o — .o — 0,04,

oo
Xey1 = E 'l/JjarH—j s =1
Jj=0
oo
X = E jXe4i—; + iy (a, estun bruit blanc gaussien)
j=1

Considérons, par exemple, la seconde forme et le cas simple ou / = 1. La
vraie valeur de la prévision est donc :

Xyt = Aoyt + V10 + V20,0 + 0300+

Dans cette écriture, a l'instant ¢, a,,, est inconnue et donc la valeur que 1'on
peut prévoir a l'aide de ' ARMA estimé est :

% (1) = a, +ya, + ...
On commet donc une erreur a I'instant ¢ pour la date d'induction 1 :
e(l) = x4 — X (1) = a4y

Ainsi, on constate que les a, utilisés dans les modeles ARMA comme étant
les valeurs d'un bruit blanc sont aussi les erreurs de prévision ayant pour origi-
ne le pas de temps immédiatement antérieur. C'est la raison pour laquelle on
appelle aussi les a; les erreurs prévisionnelles ou les innovations.

Considérons a présent une date d'induction / quelconque et supposons que la
meilleure prévision soit donnée par l'estimation :

x() = %ar + %Haz—l + %+zal—z +....

Dans cette expression, les coefficients ¢, ont été estimés. L'erreur de prévi-
sion est alors :

e(l) = x40 — %, (0).

_ Pour trouver les E, on va utiliser le critere des MCO, c'est-a-dire calculer les
t, qui minimisent l'erreur quadratique moyenne : MinE[e, (/)]

avec
e() = xy — %)

= QG+ + .Y+ (Y — /1/71)61:4‘(1/11“ - EHl)at—l +...

Comme a; est un bruit blanc gaussien, e,(I) obéit donc a une loi

N (O3 VIe(D])
0 2
Vie(D] = Of(l +Yi+.+ 1/)121) + Z (% - %) o,
j=1

comme E[e,(I)] = 0 alors Ve, ()] = E[e,(I)]* et cette quantité est minimale si

%‘ = wj‘
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On peut de ce fait écrire que :
x() = ha, +Yra + ..

et l'erreur ¢,(l) s'écrit :
e(l) =a+vYiaa+ ..+ dan

On réalise ainsi une prévision non biaisée et la variance de l'erreur de prévi-
sion est :

Vie(D] = (l +Yt 4.+ ¢f_l>oj

On peut noter que la fonction de prédiction x, (/) est de nature adaptative. En
effet :

X (D) = ha + a0+ a0 + .o
X1 (D) = Ya +x,(1+ 1)
ﬁﬂ(l) = SC\t(l + 1) + e l)

Les prévisions issues des processus ARMA permettent donc de calculer le
nouveau prédicateur x,.;(/) de x,.,.; connaissant l'ancien prédicateur Xx,(l)
d'origine ¢ des que la valeur du processus en f + 1 : x,,; est connue. On peut
ainsi adapter les prévisions faites sur la valeur x,,; a 'époque ¢ lorsque des trans-
formations se manifestent entre ¢ et ¢t 4 /. Cette adaptativité montre la force des
modeles ARMA par rapport au modele de type déterministe. Cela explique aussi
pourquoi les méthodes de lissage exponentiel (processus ARMA particulier) ont
été abondamment utilisées pour réaliser des prévisions de court terme.

La prévision X, (/) de variance minimale est aussi l'espérance mathématique
de x,,, conditionnelle en x;,x,_; ... En effet :

E [x,H/x,,x,,l,. . ] =Ya, + Y+ ... =x0)
On constate qu'il est possible de calculer la prévision de variance minimale
en utilisant la premiere écriture des processus ARMA. C'est ainsi que procedent

les logiciels informatiques. Compte tenu de la remarque précédente, on peut
écrire :

X, () = Z¢iE[x,+,__,»/x,,. ] — ZGiE[a,H_j/x,,. . ] + E[a,+,__,»/x,,. . ]
i—1 =1

or on sait que :

[x, J/xt] =X, j=0,1,2...
[x,ﬂ/x,] =x(j) j=12...
Ela,_;/x] —a, J =X — % (1) ji=0,12...

E[a,+,/x,] J=12
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Considérons, par exemple, un processus ARMA(1, 1) :
X =¢1x- +a, — 0ia,,

Calculons les prévisions en ¢ pour des dates d'induction égales a 1,2,.../ :

3'C\z(l) = ¢x, — O,
% (2) = ¢ix, (1)
% (3) = 1%, (2)

D =¢x1—-1

Cet exemple montre que l'on peut prévoir la partie AR de 'ARMA(1, 1) a
une date d'induction quelconque [ puisque les valeurs observées pourront étre
remplacées par les valeurs prévues. En revanche, la partie MA ne peut étre pré-
vue que pour une date d'induction correspondant au retard du MA, égal ici a 1.

Un processus AR peut donc étre prévu jusqu'a un horizon quelconque, tan-
dis qu'un processus MA(g) ne pourra étre prévu que jusqu'a l'horizon ¢ + gq.
Pour réaliser les calculs de la prévision lorsqu'il y a une partie MA', il faut tenir
compte soit des g premieres valeurs de @, inconnues soit du résultat de la pré-
vision arriere de Box et Jenkins.

On peut enfin construire des intervalles de confiance autour des prévisions
réalisées. En effet, par hypothese les a, sont un bruit blanc gaussien ; la distri-
bution conditionnelle de la valeur a prévoir est donc une variable aléatoire d'es-
pérance X, (I) et d'écart type o [e,(I)].

La valeur observée :

Xitl — SC\,(Z)
1/2

=
(1 + Z 1/1?) O,
=1

suit donc une loi normale A/(0; 1).

L'intervalle de confiance de la prévision est donné par :
-1 12
x =R () £ 17 (1 +y wf) Sa
Jj=1

ol s,, est I'estimation de 1'écart type du bruit blanc et #*/* 1a valeur de la loi nor-
male centrée réduite (*/> = 1,96 pour un intervalle a 95 %).

1. C'est ainsi que 1'on procede pour un LES (ARIMA(O, 1, 1)) ou un LED (ARIMA(O, 2, 2)).
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Comme nous avons les relations : x, = a, et x, = y(B)a,, nous en

déduisons que ¢,(B)y(B) = 6,(B). Les coefficients du polyndme d'opérateur
Y(B) peuvent étre calculés connaissant ceux de ¢,(B) et §,(B) par identifica-
tion :

7/)0:1
P = ¢ — 0
Uy = G + ¢y — 6,

¢j = d’l'(/)j_l + ...+ (ﬁpwj_p — 9j

yntheése de la procédure
et exercices d'application

La figure 7.2 illustre le traitement d'une chronique selon la méthodologie de
Box-Jenkins.

Exercice n° 7.2
fichier C7EX2

Analyse de la saisonnalité des immatriculations des voitures parti-
culiéres en France

Soit la chronique mensuelle des immatriculations des voitures particulieres en France
connue sur 10 ans (soit n = 120), on demande de :

a) construire le tableau de Buys-Ballot ;

b) effectuer les tests par analyse de la variance de I'influence du facteur mois et du fac-
teur année ;

¢) représenter sur un méme graphique la série brute et la série lissée par une moyenne
mobile d'ordre 12 ;

d) calculer la fonction d'autocorrélation simple et partielle ;
e) donner la représentation spectrale de la série ;

f) déterminer le type de schéma de décomposition par le test de Buys-Ballot.
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Série x;

Analyse graphique, de la saisonnalité,
et du corrélogramme

Transformation
de Box-Cox

Test de racine unitaire

Régression sur le temps Passage aux différences
siTS si DS
I ]

Série stationnaire y,

Analyse des corrélogrammes
simple et partiel

Détermination des ordres
p et g du processus ARMA

Estimation des paramétres —

Test de Student
Les coefficients non significatifs sont supprimés

Tests sur les résidus
Ljung-Box, Jarque-Bera
et ARCH

Les résidus sont Les résidus ne sont pas i.i.d.
ii.d. ajout d'un ordre pou q >

Si plusieurs modeéles "concurrents”
criteres AIC et SC

Prévision par ARMA

Recoloration de la série
(exponentiel, saisonnalité ...)

Figure 7.2 — Algorithme de traitement d’une chronique
selon la méthologie de Box-Jenkins

Solutions

La figure 7.3 présente la chronique a prévoir.
a) Le tableau 7.2 illustre la construction du tableau de Buys-Ballot des immatriculations.

b) Les tests par analyse de la variance de l'influence du facteur mois et du facteur année
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Figure 7.3 — Immatriculations des voitures particulieres en France

* Test de l'effet mois (saisonnalité) : F,
série est donc saisonniere.

¢ Test de l'effet année (tendance) : F,

05

17,93 que 1'on compare a Floff’gg =1,89.La

12,04 que l'on compare a Fé),‘gg = 1,97, I'hy-

pothése Hyj est rejetée ; la chronique est affectée d'une « tendance » significative.

¢) Représentation graphique de la moyenne mobile d'ordre 12
La figure 7.4 présente les immatriculations brutes (IMMAT) et lissées (IMMATL).

Tableau 7.2 — Tableau de Buys-Ballot des immatriculations des voitures particuliéres

en France

Année Janvier | Février Mars Avril Mai Juin Juillet

1 128760 134451 175688 | 157989 156978 | 142022 164392

2 145717 126423 161070 | 186197 166257 | 151148 166015

3 137236 154265 203865 | 192080 156703 | 151181 195919

4 160644 159998 217473 | 188304 183444 | 140816 209788

5 201914 174615 209100 | 206117 168910 | 166146 220553

6 234571 191225 222418 | 191541 196828 | 151378 228317

7 179464 153801 181281 | 189924 155031 | 131019 223071

8 178836 160337 181760 | 179264 150350 | 140561 224147

9 112659 125634 165040 | 157739 131237 | 121171 193383

10 129170 135855 188301 | 184343 164836 | 135987 211104
Moyenne | 160897,1 | 151660,4 | 190599,6 | 183349,8 | 163057,4 | 143142,9 | 203668,9
Ecart type| 35963,1 | 20270,0 | 20422,4 | 14332,8 | 17086,5 | 11916,2 | 22152.8
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Tableau 7.2 — Tableau de Buys-Ballot des immatriculations des voitures particulieres
en France (suite)

Année Aoiit | Septembre| Octobre | Novembre | Décembre| Moyennes |Ecart type

1 113888 115637 173619 | 155112 147792 | 147194,0 | 198229
2 132501 127960 187352 | 167294 193587 | 159293,4 | 22133,5
3 146058 129552 | 232302 | 197077 208942 | 175431,7 | 31812,7
4 156838 145859 188181 | 208455 257349 | 1847624 | 328784
5 172228 157306 | 228476 | 209686 159256 | 189525,6 | 24402,3
6 178136 138220 | 221772 | 193530 161194 | 192427,5 | 29792,0
7 151677 141960 193187 | 165398 165461 | 169272,8 | 243779
8 151789 147204 192756 | 178299 220397 | 175475,0 | 26138,1
9 124170 123147 158521 | 157063 151458 | 1434352 | 22976,7
10 147451 137127 173721 | 190458 174566 | 164409,9 | 25680,8

Moyenne | 147473,6 | 136397,2 | 194988,7 | 182237,2 | 184000,2

Ecart type| 189055 | 11844,4 | 23627,9 | 19359,8 | 33695,6
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Moyenne générale 170122,8
Ecart type général 30753,1
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Figure 7.4 — Immatriculations brutes (IMMAT) et lissées (IMMATL)
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d) Calcul de la fonction d'autocorrélation simple et partiel.

Sample: 0001M01 0011M08
Included observations: 120

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

=

0.140 0.140 24177 0120
0.006 -0.014 2.4223 0.298
0.330 0.338 16.056 0.001
0.294 0.229 26.970 0.000
0.192 0.187 31.675 0.000
0.108 0.003 33.160 0.000
0.212 0.082 39.004 0.000
0.231 0.064 46.000 0.000
0.285 0.226 56.735 0.000
10 -0.048 -0.228 57.046 0.000
11 0.042 -0.083 57.287 0.000
12 0.586 0451 103.88 0.000
13 0.029 -0.168 103.99 0.000
14 -0.056 -0.040 104.43 0.000
15 0.143 -0.159 107.29 0.000
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e) Représentation graphique du spectre.

La figure 7.5 présente le spectre des immatriculations (en logarithme).

Figure 7.5 — Spectre des immatriculations (en logarithme)

La chronique des immatriculations est saisonniére mais cette cyclicité n'est pas régu-
liere : le mois le plus fort est juillet (nouveau millésime) ou octobre (conséquence des
prises de commandes lors du mondial de 1'automobile qui a lieu une année sur deux).
Cette irrégularité se manifeste par des valeurs des autocorrélations faibles et par 1'appa-
rition d'harmoniques de la période 12 sur le spectre. La série temporelle filtrée par la
moyenne mobile de longueur 12 ne présente pas de tendance croissante ou décroissante
mais plutot un aspect cyclique.

f) Détermination du type de schéma de décomposition par le test de Buys-Ballot

Pour effectuer ce test nous estimons, par les MCO, les parametres a; et ap de 1'équation
oi = a1X; + ap + ¢; dans laquelle o; et X; représentent respectivement les moyennes et les
écarts types des dix années disponibles (cf. Tableau 7.2). Les résultats de 1'estimation sont :
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o; = 0,178 x; —4432,68 + ei

(2,81)
R?> =10,50
n=10
(.) =t de Student.
Le coefficient a; est significativement différent de O (t""l =2,81 > tg 05 _ 2,306), il

existe une relation légérement significative entre moyenne et écart type, une nouvelle
estimation sur les huit derniéres années donne le résultat suivant :

o; = 0,13 x; —4588,36 + ¢;
(1,61)
n=3_8
(.) =t de Student.
Le coefficient a; n'est plus significativement différent de 0 (+¢ = 1,61 < tg 05 =2 44).
Le schéma retenu est donc plutét additif.

Exercice n° 7.3

Comparaison de méthodes classiques de prévision du nombre des
immatriculations en France

fichier C7EX2

On demande de calculer, pour les huit premiers mois de I'année 11, une prévision selon
les méthodes suivantes :

a) lissage exponentiel double (¢ = 0,3) avec saisonnalité additive ;

b) régression sur variables dichotomiques et tendance linéaire ;

¢) régression sur fonctions trigonométriques et tendance linéaire ;

d) modele de Holt-Winters (@« = 0,3 — 8 = y = 0,2) avec saisonnalité additive.

Solutions (Fichier C7EX3.PRG)

Nous constatons (cf- tableau 7.3) que la méthode de régression sur fonctions trigono-
métriques présente la somme des carrés des erreurs de prévision la plus faible (série des
résidus de IMPFT) et la plus mauvaise technique est le lissage exponentiel double (série
des résidus de IMPLED). En général, pour l'ensemble de ces méthodes, les perfor-
mances prévisionnelles sont relativement mauvaises.
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Exercice n° 7.4

Prévision par la méthodologie de Box et Jenkins du nombre des
immatriculations en France

fichier C7EX2

On demande de prévoir a partir de la méthodologie de Box et Jenkins le nombre des
immatriculations des voitures particulieres en France (cf. tableau 7.2) pour les huit pre-
miers mois de 1’année en utilisant :

— le filtre obtenu par le test de Franses (cf. chapitre 5),
— le filtre aux différences saisonnieres d'ordre 3 et de période 12.

Solutions

e Tests de Franses

La tableau 7.4 montre que le modele sans tendance, et avec constante et variables dicho-
tomiques, noté (c,d,n,) présente les meilleurs indicateurs statistiques (en particulier la
statistique Q(25) de Ljung-Box et le ARCH-Test). Au seuil de 5 % les statistiques ¢ de
71 et F de mg Nmryo indiquent des valeurs significativement différentes de O pour les
coefficients de la régression auxiliaire. On en déduit le filtre de la chronique :

D3IM = (1 -B)(1 +B+B2)IMMAT

D3IM = (1 -B3) IMMAT = IMMAT - IMMAT(-3)

On constate que ce filtre contient une racine unitaire de fréquence 0 qui se justifie par
I'aspect cyclique de la composante de long terme.

* Prévision par la méthode de Box-Jenkins pour la série des immatriculations filtrées par
les différences saisonnieres d'ordre 3.

Le programme Eviews ! (f] C7EX4.PRG) est en téléchargement

Tableau 7.4 — Tests de Franses de racines unitaires saisonniéres
des immatriculations

Statistique t ne, nd, nt ¢, nd, nt ¢, d, nt ¢, nd, t c dt
T 0,57 - 1,59 -1,82 - 1,87 -2,04
b15) -2,11 -2,11 -2,77 -2,09 -2,73
3 -0,53 -0,53 -0,24 -0,53 -0,17
T4 - 1,12 -1,13 -3,71 -1,03 -3,65
5 - 1,53 -1,52 -3,03 - 1,42 -295
6 -2,00 -1,99 -3,74 -1,90 - 3,66
7 1,23 1,44 2,12 1,66 2,24
8 —2,66 -2,83 - 3,41 -2,92 -3,44
9 - 1,08 - 1,07 - 1,86 -1,02 -1,79
10 - 1,53 - 1,54 -3,29 -1,53 -3,20
T 0,61 0,63 1,050 0,63 1,09
T2 -2,50 -2,48 -3,51 -2,29 -3,38
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1. Ce programme calcule les prévisions pour la série des immatriculations filtrée par les diffé-
rences d'ordre 3 et d'ordre 12.
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Tableau 7.4 (suite) — Tests de Franses de racines unitaires saisonniéres
des immatriculations

Statistique F
3 Ny 0,77 0,78 6,95 0,68 6,68
5 N 1e 2,10 2,08 7,11 1,94 6,84
w7 Ny 6,84 7,03 8,27 6,42 7,93
79 N 710 1,25 1,25 5,48 1,23 5,17
w1 Ny 3,45 3,37 6,62 2,84 6,06
w3 N... NI 3,24 3,25 8,74 2,86 7,92
0(25) Stat. 21,10 22,10 13,30 23,10 13,50
R’ 0,20 0,21 0,43 0,24 0,44
AIC - 1,11 - 1,12 -1,35 - 1,14 - 1,37
SBIC - 3,65 —-3,63 - 3,60 —-3,63 - 3,58
ARCH 8,05 11,31 8,10 11,95 9,58
F 3,46 3,43 4,50 3,56 4,48

L'estimation du modele final, pour la série filtrée par les différences saisonniéres, est la

suivante :
Dependent Variable: D3IM
Sample (adjusted): 0002M01 0010M12
Included observations: 108 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
AR(3) —-0.834026 0.074707 -11.16391 0.0000
AR(6) —0.836887 0.076203 —10.98233 0.0000
AR(9) -0.662314 0.075617 - 8.758744 0.0000
MA(1) 0.151001 0.094998 1.589527 0.1150
MA#4) 0.260171 0.095365 2.728167 0.0075

Presque tous les coefficients du modele sont significativement différents de 0, a I'ex-
ception du coefficient de MA (1) et le résidu est bien un bruit blanc : la probabilité cri-
tique de la statistique Q est toujours supérieure a 0,05 et tous les termes du corrélo-
gramme sont dans l'intervalle de confiance.

Sample: 0002001 0010M12

Included abservations: 103
Q-statistic probabilities adjustzd for 5 ARMA teim(s)

Autncarrelation  Partial Correlation AC PAC (-Stat Prab
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il
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0026 0.026 00736
0093 0.092 10350
0058 0.054 14187
0020 0.010 1.4558
0097 0.087 25471
0050 0,052 29529 0085
0172 0.157 54595 0.040
0031 0.062 72346 C.0E5
0053 0.031 77136 0103
| 10 0042 -0.080 79297 0160
! 11 0011 -0.015 79443 [C.242
! 12 0121 -0.156 97420 0.204

]
il
il
[Nl

Om~NO0 W=

Il
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C

Jarque-Bera = 14,9 (probabilité critique = 0,00)
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Les résidus ne sont pas gaussiens : la statistique de Jarque-Bera a une probabilité cri-
tique nulle (on accepte I'hypothese Hy de non normalité des résidus).

La prévision de la série des différences d'ordre 3 (D3IM), a 1'horizon de huit périodes,
est la suivante :
(1 — B?) IMMAT = D3IM

0011MO1 | —25 548,35
0011M02 | -37 383,67
0011MO03 10 920,56
0011M04 38 511,62
0011MO5 6 701,26
0011MO6 | —41 195,29
0011MO07 14 020,66
0011MO08 —-2787,23

* Prévision par la méthode de Box-Jenkins pour la série des immatriculations filtrées par
les différences saisonnieres d'ordre 12.

L'estimation du modele final, pour la série filtrée par les différences saisonniéres, est la
suivante :

Dependent Variable: D12IM
Sample (adjusted): 0002M04 0010M 12
Included observations: 105 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
AR(1) 0.231505 0.096385 2.401890 0.0181
AR(2) 0.231888 0.096683 2.398435 0.0183
AR(3) 0.201706 0.095175 2.119313 0.0365

MA(12) —-0.923147 0.026867 —34.35952 0.0000

Tous les coefficients du modele sont significativement différents de O et le résidu est
bien un bruit blanc : la probabilité critique de la statistique Q est toujours supérieure a
0,05 et tous les termes du corrélogramme sont dans l'intervalle de confiance.

Sample: 0002M04 001012
Included observations: 104
Q-statistic probabilities adjusted for 4 ARMA term(s)

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

-0022 -0.022 0.0503
-0.045 -0.045 0.2680
-0.077 -0.080 0.3273
0.033 0.027 1.0484
-0.006 -0.014 1.0556 0.304
0.101 0.088 2.2090 0.331
0020 0029 2.2544 0.521
-0.035 -0.027 2.3927 0.664
0152 0.172 51093 0.403
! 10 0.032 0.035 52335 0514
| 11 -0.000 0.013 52335 0631
! 12 0082 0.110 6.0432 0642
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Jarque-Bera = 35,91 (probabilité critique = 0,00)
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Les résidus ne sont pas gaussiens : la statistique de Jarque-Bera a une probabilité cri-
tique nulle (on accepte I'hypothese Hy de non normalité des résidus).

La prévision de la série des différences saisonnieres (D12IM), a I'horizon de huit
périodes, est la suivante :

(1 — B'2) IMMAT = D12IM

0011MO1 26 460,85
0011M02 15 747,08
0011MO03 2 830,59
0011M04 395,81
0011MO5 - 550,25
0011MO6 6 089,38
0011MO07 —4450,16
0011MO08 718,52

Les prévisions des immatriculations (cf. Tableau 7.5, IMPBJ3 = prévisions pour la série
filtrée par les différences d'ordre 3 et IMPBJ12 = prévisions pour la série filtrée par les
différences d'ordre 12) sont alors égales a :

Tableau 7.5 — Prévisions par la méthode de Box-Jenkins

Date IMMAT IMPBJ12 Résidu IMPBJ3 Résidu
0011MO01 155915 155 630,85 284,15 148 172,64 | 7 742,36
0011M02 151 644 151 602,08 41,92 153 074,33 | —1430,33
0011M03 185916 191 131,59 | —5215,59 | 185 486,56 429,44
0011M04 161 355 184 738,81 | —23 383,81 | 186 684,26 | — 2 5329,26
0011MO5 157 665 164 285,75 | — 6 620,75 | 159 775,60 | —2 110,60
0011MO06 198 012 142 076,38 | 55935,62 | 144 291,27 | 53 720,73
0011M07 192 012 206 653,84 |- 14 641,84 | 200 704,93 | — 8 692,93
0011MO08 133 231 148 169,52 | - 14 938,52 | 156 988,37 | — 23 757,37

Carrés
Moyens [523 032 218 529 262 181

Nous constatons que la qualité de la prévision est a peu pres similaire a celle des tech-
niques précédentes, c'est-a-dire relativement médiocre. La chronique des immatriculations
est une série difficile a prévoir du fait des actions spéciales (primes a la casse, etc.) qui
perturbent le marché et ne peuvent pas étre prises en compte dans une modélisation

univariée.
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Exercice n° 7.5

Analyse par la méthodologie de Box et Jenkins et prévision de trois
processus aléatoires

fichier CZEX5

Soit les trois processus xj, xp et x3 connus sur 220 périodes, on demande de :

— analyser leurs propriétés stochastiques ;

— déterminer, le cas échéant, I’ordre du processus ARMA(p, q) ;

— d’effectuer une prévision a un horizon de 5 périodes.

Solution

Les résultats sont fournis sans les calculs intermédiaires.
1) Analyse du processus x;

La figure 7.6 présente I’évolution du processus x; et son corrélogramme, a leur lecture
le processus semble non stationnaire.

Sample: 1220
Included obsenations: 220
500.
| Autar [ati Partial Correlation AC PAC O-Stat Prob
il
i 8 | 1 ' 1| 1 098] 0.880 214.35 0.000
. i / L) o— (N 2 05962 0.003 42145 0.000
01 o | [ i 3 0943 0010 62146 0.000
Fia | gL 4 0924 0.005 B1461 0.000
200 . [ — L 5 04907 0.008 10013 0.000
/ [} e— | (R 1] & 0880 0030 11822 0.000
oo ] [ o— (BN 7 0575 0.001 13576 0.000
| i & 0.889 0009 15277 0.000
| = gL 9 0845 0020 16930 0.000
0 , | = e 10 0.820 -0D.036 18532 0.000
75100 125 150 175 200 1 [ — AL 11 0815 0.003 20083 0.000
— [} — e 12 0801 0033 2158.0 0.000

Figure 7.6 — Evolution et fonction d’autocorrélation simple du processus X

a) Tests de racines unitaires : tests de Phillips-Perron (fenétre de Newey-West = 4)

Modele [1] t* =222 ac =0,99 — H,, il existe une racine unitaire.
Modele [2] t*=-0,62 ac=0,86 — H, il existe une racine unitaire.
Modele [3] t*=-1,65 ac=0,77 — H,, il existe une racine unitaire.

b) Stratégie de tests et tests d’hypotheses jointes
F3 =0,61< 3= 6,34 — acceptation de Hg
F,=698>¢, =475 — rejet de H}

Estimation du modele : Ax| =c + bt + a;

Dependent Variable: D(X1)
Included observations: 219 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 2.088617 0.861662 2.423941 0.0162
@TREND —0.001661 0.006792 —0.244533 0.8070
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Acceptation de I’hypothese b = 0
Il s’agit donc d’un processus DS avec dérive : xi; = xj;—1 +c+ar

Nous le stationarisons par le passage aux différences premieres.

¢) Analyse des fonctions d’autocorrélation simple et partielle sur la série stationnaire

Sample: 1220
Included observations: 219

Autocorrelation  Partial Correlation AC  PAC QO-Stat Prob

= = 1 0575 0575 73.421 0.000
(| (g 2 0.1684 -0.219 805993 0.000
| 1 3 -0.020 -0.036 51.081 0.000
g ! 4 -0.113 -0.068 83.968 0.000
= g 5 -0.1588 -0.074 89.628 0.000
0 ! 6 -0.107 0.038 52.218 0.000
i I 7 -0.046 -0.015 92704 0.000
| ! 8 -0.010 -0.008 92729 0.000
! 9 0028 0031 92915 0.000
| 10 0.052 0.008 93535 0.000
| 11 0.097 0.084 95710 0.000
| 12 0,107 0.017 98.373 0.000

I
I
(sl a
|

Il ne s’agit pas d’une marche au hasard (les probabilités critiques de la Q-Stat sont toutes
trés largement inférieures a 0,05), le processus est a mémoire, il existe donc une repré-
sentation dans la classe des processus ARMA.

d) Recherche des ordres p et q de la représentation ARMA

Compte tenu de la forme des corrélogrammes simple et partiel nous sélectionnons un
modele ARMA(2, 0). Nous constatons que la constante est significativement différente
de 0, et des essais d’autres représentations concurrentes (ARMA(1, 1)) indiquent des
valeurs des criteres d’information (AIC ou SC) supérieures au modele retenu.

Dependent Variable: D(X1)
Included observations: 217 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 1.980952 0.665293 2.977562 0.0032
AR(1) 0.724525 0.066183 10.94725 0.0000
AR(2) -0.237118 0.066464 —3.567593 0.0004
R-squared 0.380932 Akaike info criterion 6.079308
Durbin-Watson stat ~ 2.017052 Schwarz criterion 6.126035
Inverted AR Roots .36-.33i .36+.33i

e) Validation de la représentation

— Tests de Student sur les coefficients : les coefficients sont tous significativement dif-
férents de O (probabilités critiques inférieures a 0,05).

— Analyse des racines du polyndme opérateurs : les racines inverses sont égales a
V0,362 + 0,332 = 0,488, la racine du polyndéme est donc B = 1/0,488 = 2,5 > 1, le pro-
cessus est stationnaire. Il est nécessairement inversible car g = 0.
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Analyse des résidus

Corrélogrammes du résidu et du résidu au carré

e 4 2A1
¢ obsematicas: 217
stic: prababull 25 acusted for 2 ASRA ormds)

1ic probabilities adjusted %r 2 ARMA zenv ()

Autozorelstion  Partis Comelation AC PAC QS Prob Autocorelaion  Partial Corelation AC  PAT O:Stal Prob

"t 10013 0013 00346

4 1 voa
[ | 2 0017 0017 00959

|
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(il 0 009
iy 40012 0012
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" a015 0017
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0004 0004

~
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I |
(a1 il
[ |
(B |
' |

= A

C5: 6.0% CCO4

Le corrélogramme du résidu indique qu’il s’agit d’un bruit blanc, le corrélogramme du
résidu au carré indique un seul terme (o5 = 0,30) de significativement différent de O ; il
s’agit d’'une anomalie statistique que ne remet pas en cause 1’homoscédasticité des rési-
dus. Les résidus sont donc un processus de bruit blanc.

Les résidus sont-ils gaussiens ? La statistique de Jarque-Bera (JB = 0,32) indique une
probabilité critique de 0,85, nous acceptons I’hypothese H,, de normalité des résidus.

La représentation est validée xj, est un processus ARIMA(2, 1, 0) avec constante.
f) Prévision
La prévision est donnée par :

Attention a la valeur de la constante © = E(x1;) x (1 — 6 — 67)
Axyy =01 X Axy—1 + 62 X Axyp—2 + E(x1) X (1 — 61 — 602)
Axy; = 0,724 x Axy—1 — 0,237 x Axy;—2 + 1,98 x (1 — 0,724 + 0,237)

X1p = X111 + Axyy

Ax1,21 = 0,724 x Axy,200 — 0,237 x Ax1,219 + 1,016
Axi,21 = 0,724 x 9,76 — 0,237 x 10,43 + 1,016 = 5,62

X1,221 = X1,220 + Axl’zzl = 439,50 + 5,62 = 445,12

Ax1,222 = 0,724 x Axy,221 — 0,237 x Axy,220 + 1,016
Ax1,222 = 0,724 x 5,62 — 0,237 x 9,76 + 1,016 = 2,77

X1,222 = X1,221 + Ax1.200 = 445,12 42,77 = 447,88

AX1,223 = 0,724 X Axlyzzz — 0,237 X Ax1,221 + 1,016
Axy23 = 0,724 x 2,77 — 0,237 x 5,62 + 1,016 = 1,69

X1,223 = X1,222 + Axy 203 = 447,88 + 1,69 = 449,57
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Les résultats sont présentés sur le tableau 7.6.

Tableau 7.6 — Résultats des prévisions calculées a un horizon de 5 périodes

t X1t Axyy
217 416,25
218 419,31 3,05
219 429,74 10,43
220 439,50 9,76
221 445,12 5,62
222 447,88 2,77
223 449,57 1,69
224 451,16 1,58
225 452,92 1,76

2) Analyse du processus x2

La figure 7.7 présente I’évolution du processus x, et son corrélogramme, a leur lecture
le processus semble non stationnaire.

Sample: 1220
1804 Included observations: 220
140 Autacorslation  Partial Corelation A PAC (C:Sfat Freb
120 a) | 3 : 1 1 03w 09w 21951
P\ i 3 = 2 0381 0.206
100 Jy. s ! ' ] O 3 0267 015
45 | = i 14 03520073
" 1 i | [ i £ 0335 0065
- | A i == B 0909 N 123
\ R ] =] 7 D&ES 0257
" \ f W = = 8 0363 036
Lo = i 9 034 0.110
20 v i 1= g 10 0325 0127 19
25 50 75 100 125 150 175 200 | = g =] 11 04 U312
) — = 12 11769 40 751 5 00m

X2l

Figure 7.7 — Evolution et fonction d’autocorrélation simple du processus Xy

a) Tests de racines unitaires : tests de Phillips-Perron (fenétre de Newey-West = 9)

Modele [1] *=-0,96 «ac =0,30 — H,), il existe une racine unitaire.
Modele [2] t*=-0,94 ac =0,77 — H,, il existe une racine unitaire.
Modele [3] t*=-2,01 «ac=0,58 — H, il existe une racine unitaire.

b) Stratégie de tests et tests d’hypotheses jointes

Fy =173 < ¢5 = 6,34 — acceptation de H;
F,=1,62<¢,=4,75 — acceptation de HO2

F, =071 < ¢, = 4,63 — acceptation de H

Il s’agit donc d’un processus DS sans dérive : xo; = x2,—1 + ar

Nous le stationarisons par le passage aux différences premieres.
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¢) Analyse des fonctions d’autocorrélation simple et partielle sur la série stationnaire

Sample. 1220
Included observations: 219

Autocorslation  Partial Coralation AC  PAC O-Stat Prob

0449 0449 44850 0000
0356 0194 73189 0000
0.308 0.120 94.482 0.000
0.248 0.048 10832 0.000
0.190 0007 11651 0000
0.086 0084 11820 0000
C.101 0.032 12052 0.000
0.001 0.093 12052 0000
-0.039 0054 12087 0.000
0001 0048 12087 0000
0111 .0.119 12373 0.000
-0.183 -0.132 131.54 0.000

=
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Il ne s’agit pas d’une marche au hasard (les probabilités critiques de la Q-Stat sont toutes
tres largement inférieures a 0,05), le processus est 8 mémoire, il existe donc une repré-
sentation dans la classe des processus ARMA.

d) Recherche des ordres p et g de la représentation ARMA

Compte tenu de la forme des corrélogrammes simple et partiel nous sélectionnons un
modele ARMA(1, 1). Nous constatons que la constante n’est pas significativement dif-
férente de 0, et des essais d’autres représentations concurrentes (ARMA(2, 0) ou
ARMA(0, 2)) indiquent des valeurs des criteres d’information (AIC ou SC) supérieures
au modele retenu.

Dependent Variable: D(X2)
Included observations: 218 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
AR(1) 0.806122 0.074302 10.84926 0.0000
MA(1) —0.464814 0.110707 —4.198596 0.0000
R-squared 0.243089 Akaike info criterion 5.051100
Durbin-Watson stat  2.005677 Schwarz criterion 5.082150
Inverted AR Roots 81
Inverted MA Roots 46

e) Validation de la représentation

— Tests de Student sur les coefficients : les coefficients sont tous significativement dif-
férents de O (probabilités critiques inférieures a 0,05)

— Analyse des racines du polyndme opérateurs : les racines inverses sont inférieures a 1,
les racines du polyndme sont donc pour la partie AR et MA supérieures a 1, le proces-
sus est stationnaire et inversible. Les deux racines sont différentes, il n’y a donc pas de
racine commune.
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Analyse des résidus

Corrélogrammes du résidu et du résidu au carré
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Le corrélogramme du résidu indique qu’il s’agit d’un bruit blanc, le corrélogramme du
résidu au carré indique aucun terme de significativement différent de O ; les résidus sont
donc homoscédastiques. Les résidus sont donc un bruit blanc.

Les résidus sont-ils gaussiens ? La statistique de Jarque-Bera (JB = 0,91) indique une
probabilité critique de 0,63, nous acceptons I’hypothese H;, de normalité des résidus.

La représentation est validée x;; est un processus ARIMA(1, 1, 1) sans constante.
f) Prévision
La prévision est donnée (E(a,) = 0) par :
Axyy =01 X Axp—1 + p1a,-1
Axz; = 0,806 x Axp—1 — 0,465a,—1

X2t = Xx2—1 + Axy
Ax2221 = 0,806 x Ax2 220 — 0,465 X axo
Axz 21 = 0,806 x —3,37 — 0,465 x —2,07 = —1,75

X2,221 = X2,220 + Ax2 221 = 40,81 — 1,75 = 39,06

sz,zzz = 0,806 X sz,zzl - 0,465 X an
Axz222 = 0,806 x —1,75 — 0,465 x 0 = —1,41

X222 = X2,22 + Axp.220 = 39,06 + —1,41 = 37,64

Ax2.223 = 0,806 x Ax2 200 — 0,465 x ax»
Axp 223 = 0,806 x —1,41 — 0,465 x 0 = —1,14
X203 = X2,222 + Axp 203 = 37,64 — 1,14 = 36,50

Les résultats sont présentés sur le tableau 7.7.
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Tableau 7.7 — Résultats des prévisions calculées a un horizon de 5 périodes

t X2 Axy Résidu
217 49,75 - 1,51 - 1,95
218 46,08 - 3,67 -3,36
219 44,18 -1,90 -0,50
220 40,81 -3,37 -2,07
221 39,06 - 175 0,00
222 37,64 - 141 0,00
223 36,50 - 114 0,00
224 35,59 -092 0,00
225 34,84 ~0,74 0,00

3) Analyse du processus x3

La figure 7.8 présente 1’évolution du processus x3 et son corrélogramme, a leur lecture
le processus semble non stationnaire.

Sample: 1220
Included obsensations: 220

Austoc i Partial C AL PAC O-Stat Prob
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Figure 7.8 — Evolution et fonction d’autocorrélation simple du processus Xy

a) Tests de racines unitaires : tests de Phillips-Perron (fenétre de Newey-West = 6)

Modele [1] t* =0,09 ac =0,71 — H,, il existe une racine unitaire.
Modele [2] t*=-1,66 oac =045 — H,, il existe une racine unitaire.
Modele [3] t*=-1,81 ac =0,70 — H,, il existe une racine unitaire.

b) Stratégie de tests et tests d’hypotheses jointes

Fy=121 < ¢;=6,34 — acceptation de H;

F,=0,93 < ¢,=4,75 — acceptation de HO2

F;=1,00<¢, =463 — acceptation de H

Il s’agit donc d’un processus DS sans dérive : x3; = x3;—1 + ar

Nous le stationarisons par le passage aux différences premieres.
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¢) Analyse des fonctions d’autocorrélation simple et partielle sur la série stationnaire

Sample: 1220
Included observations: 219

Autocorrelation  Partial Comelation AC  PAC Q-Stat Prob

0525 0525 61243 0.000
-0.179 -0.628 68374 0.000
-0.293 0.431 B67.652 0.000
0.015 -0.167 87.701 0.000
0155 -0016 93125 0000
-0.020 -0.086 93214 0.000
-0.180 0.008 100.61 0.000
-0.105 -0.010 103.13 0.000
0.031 -0.074 103.35 0.000
0.054 0.080 104.03 0.000
-0.044 -0.176 104.48 0.000
0.158 -0.067 110,34 0.000

DWW~ O &= WK —

I}

I1 ne s’agit pas d’une marche au hasard (les probabilités critiques de la Q-Stat sont toutes
tres largement inférieures a 0,05), le processus est 2 mémoire, il existe donc une repré-
sentation dans la classe des processus ARMA.

d) Recherche des ordres p et g de la représentation ARMA

Compte tenu de la forme des corrélogrammes simple et partiel nous sélectionnons un
modele ARMA(2, 1). Nous constatons que la constante n’est pas significativement dif-
férente de 0, et des essais d’autres représentations concurrentes (ARMA(2, 0),
ARMA(0, 2), ARMAC(1,1)) indiquent des valeurs des criteres d’information (AIC ou
SC) supérieures au modele retenu.

Dependent Variable: D(X3)
Included observations: 217 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
AR(1) 0.583539 0.070300 8.300700 0.0000
AR(2) —0.507840 0.066947 —7.585706 0.0000
MA(1) 0.643773 0.064124 10.03949 0.0000
R-squared 0.667197 Akaike info criterion 4.294141
Durbin-Watson stat  1.900895 Schwarz criterion 4.340867
Inverted AR Roots  .29-.65i 29+.651
Inverted MA Roots -.64

e) Validation de la représentation

— Tests de Student sur les coefficients : les coefficients sont tous significativement dif-
férents de O (probabilités critiques inférieures a 0,05)

— Analyse des racines du polyndome opérateurs : la racine inverse de la partie AR est
égale 2 /0,292 + 0,652 = 0,71, la racine du polyndme est donc B = 1/0,71 = 1,41 > 1,
le processus est stationnaire. La racine inverse de la partie MA est inférieure a 1, la raci-
ne du polyndme est donc supérieure a 1, le processus est inversible. Les deux racines
sont différentes, il n’y a donc pas de racine commune.
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Analyse des résidus

Corrélogrammes du résidu et du résidu au carré
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Le corrélogramme du résidu indique qu’il s’agit d’une marche au hasard, le corrélo-
gramme du résidu au carré indique aucun terme de significativement différent de O ; les
résidus sont donc homoscédastiques. Les résidus sont donc un bruit blanc.

Les résidus sont-ils gaussiens ? La statistique de Jarque-Bera (JB = 0,878) indique une
probabilité critique de 0,64, nous acceptons I’hypothese H,, de normalité des résidus.

La représentation est validée x3, est un processus ARIMA(2, 1, 1) sans constante.
f) Prévision
La prévision est donnée (E(a,) = 0) par :
Axz =01 X Axz—1 + 62 X Axz—2 + gra,—
Axz; = 0,583 x Axz;—1 — 0,508 x Axz—p + 0,644a,_;

X3¢ = x3—1 + Ax3;
Ax3221 = 0,583 x Ax3,200 — 0,508 x Ax3219 4 0,644 x axo
Ax3,21 = 0,583 x —3,40 — 0,508 x 0,89 + 0,644 x —2,28 = —3,90

X3,221 = X3,220 + Ax3221 = 85,99 — 3,90 = 82,09

AX3’222 = 0,583 X AX3,221 — 0,508 X AX3220 + 0,644 X dani
Ax320 = 0,583 x —3,90 — 0,508 x —3,40 40,644 x 0 = —0,55

X3,000 = x3,221 + Ax3,222 = 82,09 — 0,55 = 81,54

Ax323 = 0,583 x Ax3,200 — 0,508 x Ax3p21 + 0,644 x azxn
Ax3,223 = 0,583 x —0,55 — 0,508 x —3,90 + 0,644 x 0 = 1,66
X3,223 = X3,222 + Ax3 223 = 81,54 + 1,66 = 83,19

Les résultats sont présentés sur le tableau 7.8.
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Tableau 7.8 — Résultats des prévisions calculées a un horizon de 5 périodes

4 X3t Axyy Résidu
217 86,59 2,00 - 1,16
218 88,49 1,90 2,87
219 89,38 0,89 - 1,05
220 85,99 -3,40 -2,28
221 82,09 -3,90 0,00
222 81,54 - 055 0,00
223 83,19 1,66 0,00
224 84,44 1,25 0,00
225 84,33 -0,11 0,00
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rocessus a memoires
longues et processus
non linéaires

ans les chapitres précédents I'hypothése de linéarité est admise
implicitement pour le processus générateur de la chronique qui
obéit a un ARIMA. C'est pourquoi nous abordons a présent deux
extensions importantes de I'analyse des processus aléatoires.
La premiéere, la recherche de mémoire longue dans les processus concer-
ne d'une part les modéles ARIMA fractionnaires, notés ARFIMA, pour les-
quels d ou D, les degrés de différenciation des filtres ne sont pas des
entiers et d'autre part les processus non linéaires chaotiques.
La seconde a trait a la modélisation non linéaire de type ARCH du phé-
noméne d'hétéroscédasticité que I'on rencontre couramment dans les
résidus de régression ou de processus ARMA qui modélisent les évolu-
tions des prix de marchés financiers ou des produits de base par exemple.

rocessus ARFIMA et processus chaotiques

Les processus ARMA étudiés jusqu’a présent (ou ARCH dans la section II.) sont
des processus a mémoire courte dans le sens ou 1’effet d’un choc a un instant
donné n’est pas durable et n’affecte donc pas 1’évolution future de la chronique.
Les processus a mémoire infinie comme les processus DS ont un comportement
opposé : I’effet d’un choc est permanent et se répercute sur ’ensemble des
valeurs futures de la série temporelle. Cette dichotomie s’avére insuffisante pour
rendre compte de phénoménes a long terme comme 1’ont montré les travaux de
Hurst (1951) dans le domaine de 1’hydrologie.
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Les processus & mémoire longue, mais non infini, constituent un cas inter-
médiaire dans le sens ou I’effet d’un choc a des conséquences durables pour des
valeurs futures de la série mais celle-ci retrouvera son niveau d’équilibre « natu-
rel » (Mignon V. 1998). Ce type de comportement a été formalisé par
Mandelbrot et Wallis (1968) et par Mandelbrot et Van Ness (1968) par I'utilisa-
tion de mouvements browniens fractionnaires et des bruits gaussiens fraction-
naires. A partir de ces travaux Granger et Joyeux (1980) et Hoskins (1981) défi-
nissent les processus ARIMA fractionnaires notés ARFIMA. Plus récemment
ces processus ont été étendus au cas saisonnier (Ray 1993, Porter-Hudak 1990)
et sont notés processus SARFIMA.

es processus ARFIMA
1) Définitions
Rappelons (cf. chapitre 3) qu’un processus réel x, de Wold : x, = Zdjja,, j
j=0

avec Y, = 1, ¢; € R et g, est i.i.d.(0, 0?2) est stationnaire sous la condition que
o0
2
Z% < 0o.
j=0

o0
Le processus x; stationnaire est a mémoire longue si Z ’wﬂ =00.
j=0
Considérons un processus centré x, , t = 1, ..., n. On dit que x; est un pro-
cessus intégré stationnaire, noté ARFIMA(p,d,q) s’il s’écrit :

¢,(B)(1 = B)'x, = 6,(B)a,

N

ou !

* ¢,(B) et 6,(B) sont respectivement les polyndmes d’opérateurs en B des
parties AR(p) et MA(g) du processus,

* q, estiid(0,0?),
ed eR.

(1 — B)? porte le nom d’opérateur de différences fractionnaires et s’écrit a
partir du développement en série :

j=0
d=d)p,  dU=d)G=d=Dp,

=1—dB - . ;
2 j!

&)
— 2: B/
= ;B
j=0
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rg-—d)!
Avec ; = L j=0,1,... et " est la fonction eulérienne de
'+ DHI(—d)

seconde espece.

2) Processus FI(d)

Soit le processus ARFIMA(0,d,0): (1 — B)?x, = a, appelé aussi processus
FI(d). C’est ce processus qui contient les composantes de long terme, la partie
ARMA rassemblant les composants de court terme.

e Lorsque d < 1/2, le processus est stationnaire et posséde la représentation
o0

moyenne mobile infinie : x, = (1 — B)“a, = Zw_ia,_]« =yY(B)a, avec
j=0

rd+j
4 = d+J)

= ————————— ou la fonction I' (k) est telle que :
r@rg-+1

/ t"le7'dt si h>0
0

Fhy=h-NH'=1 si h=
C(1+h)
h

si h<0

et'(1/2) = x'/?

* Lorsque d > —1/2, le processus est inversible et posséde la représentation
autorégressive infinie :
r'(j—d

1 - B d = B = : s = = —
( )x, = mw(B)x, Zn]x, j = a, avec T; F—d)TG + 1)

j=0
Les valeurs asymptotiques des coefficients 1; et 7;
jd—l s—d—1

Limy; ~ et Limm; ~

j=00 I'd) j-e w(—d)

qui est plus faible que la vitesse exponentielle des processus ARMA. La FAC

posséde ce méme type de comportement ce qui permet de caractériser les pro-
cessus FI(d).

¢ En définitive si (Hoskins 1981) :

0 < d < 1/2, le processus FI(d) est un processus a mémoire longue,

décroissent a une vitesse hyperbolique

d < 0, le processus FI(d) est un processus anti-persistant,

—1/2 < d < 0, le processus FI(d) n’est pas 2 mémoire longue mais n’a pas
le comportement des ARMA. Ce cas intermédiaire appelé anti-persistance par
Mandelbrot correspond a des alternances de hausses et de baisses dans le pro-
cessus. Ce comportement est aussi appelé « effet Joseph » par référence a la
bible.
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Pourquoi effet « Joseph » ?

Dans I’ancien testament, Joseph fils d’Israél a été€ vendu par ses freres puis
emmené en Egypte. Le Pharaon fit venir Joseph afin de lui expliquer le
songe des sept années de vaches grasses et des sept années de vaches
maigres. Initié grace a Joseph, le Pharaon reconnu I’esprit de Dieu et le
nomma gouverneur de sa maison.

C’est ce « hasard lent » ou anti-persistance qui est appelé 1’effet Joseph :
7 ans de sécheresse, 7 ans de fertilité (alternances de hausses et de baisses
dans le processus).

L’effet Noé, appelé ainsi par Mandelbrot, correspond a une discontinuité
brutale comme le déluge (un « crash » boursier par exemple).

Le processus FI(d) est donc stationnaire et inversible pour —1/2 < d < 1/2.

3) Processus ARFIMA

Les processus ARFIMA(p,d,q) s’écrivent : ¢,(B)(1 — B)x, = 0,(B)a, ou a,
est i.i.d.(0, o) ou encore (1 — B)?x, = u, avec u, le processus ARMA(p,q) :
¢,(B)u, =0,(B)a,.

Il est stationnaire si :

ed <1/2,

* les racines ¢, (B) sont a I’extérieur du cercle unité du plan complexe,

Il est inversible si :

ed>—1/2,

* les racines 6, (B) sont a I’extérieur du cercle unité du plan complexe.

La fonction d’autocorrélation des ARFIMA posséde le comportement de
décroissance hyperbolique mentionné pour les processus FI(d). On peut vérifier
qu’au-dela d’un certain retard I’influence de la mémoire courte (due a la partie
ARMA) s’estompe pour ne laisser subsister que I’influence de la partie intégrée
fractionnaire.

—2d
Le spectre du processus ARFIMA(p,d,q) est: f.(w) = [2 sin (%)]

X f.(w) avec w € [0,7] et ou f; (w) est la densité spectrale d’une composante u,
de mémoire courte comme un processus ARMA.

On peut démontrer si w est petit et si u, est un ARMA que:

f(a))wa_z[l—el—...—ﬁ,
b0 2m 1= —...— ¢,

qui dépend de la variance du bruit blanc et du processus ARMA. La densité
spectrale d’un ARFIMA a la forme d’une hyperbole a I’'image d’un processus
non stationnaire, ce qui peut engendrer des confusions lors des interprétations.

2
] o ~ Cw ™, C est une constante positive
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Dans les travaux récents le principe d’intégration fractionnaire est étendu
pour méler dépendance de long terme et périodicité. Deux voies sont envisagées
selon que la fréquence du cycle est connue ou non.

* Si elle est connue (série mensuelle, journaliere...) Hassler (1993) propose
de recourir aux processus ARFIMA périodiques, notées PARFIMA, qui sont des
extensions des processus SARFIMA (ARFIMA saisonnier).

* Si elle est inconnue (lors de la recherche d’un cycle conjoncturel par
exemple) Gray, Zang et Woodward (1989) suggerent un recours aux processus
ARMA généralisés, notés GARMA, développés par Chung (1996). Ces modeles
permettent d’estimer conjointement la périodicité et le niveau de la structure de
long terme.

4) Estimation

L’estimation d’un modele ARFIMA peut étre réalisée a partir de deux familles

de méthodes : les méthodes dites « en deux étapes » et celles du maximum de

vraisemblance. Nous ne présentons ici que les premieres !

Les méthodes en deux étapes consistent a estimer (étape 1) le coefficient
d’intégration fractionnaire puis (étape 2) — sur la série différenciée fractionnaire
— les coefficients de la composante de court terme.

La technique la plus utilisée est celle de 1’estimation de Geweke et Porter-
Hudak (1983). Apres transformation du spectre du processus ARFIMA et a par-

. . . 27;
tir du logarithme de son périodogramme évalué 2 la fréquence w; = —~ on
n

obtient la relation 2 :

La [1.(0)] = La(£,(0)] ~ dLn[4sin® ()] + Ln [M}

fx(wj)
n—1

oul(w;) = por+2 Z Po.x COS(w O) est le périodogramme de x, (cf. chapitre 4).

0=1
On ne conserve que les premieres fréquences w;, j = 1,...,m ou m est une

fonction du nombre d’observations n telle que Lim m(n) = 0 ; Lim " 0.En

n—oo n—-oo n

général m = n* avec 0 < o < 1 (le plus souvent (o = 0,5).

On pose :

Y, =Ln [Ix(wj)] ; X; =Ln [4 sin’ (%)] ;e,=Ln [%] +y;

1. Pour les méthodes de maximum de vraisemblance cf., par exemple, Brockwell-Davis (1987),
Sowell (1992), Chung (1996).
2. Hassler — 1993 page 373.
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a=Ln[f,(0)] —yety =0,5772 (constante d’Euler).

On obtient donc 1I’équation :

que I’on estime par les MCO. L’estimateur de Geweke et Porter-Hudak s’écrit :

Z(X/ —Y)aj

dshr = =t
DX =X
j=1

et la variance asymptotique de I’estimateur est :

m

-1
2
Var(@n) = [Z (X, - Y)z}
=1
s — d

Les auteurs démontrent alors que:

.. m .
Lim — — 0 et Lim —;
n—o0o N n—oc0 .n”(n)

Cet estimateur peut €tre calculé en utilisant des fenétres spectrales (Chen,
Abraham, Peiris (1994)) dans le périodogramme. Par ailleurs, Hurvich et Ray
(1995) proposent une fenétre spectrale particuliere qui permet d’estimer d pour
des cas non stationnaires (1/2 < d < 1) et/ou non inversibles (d < —1/2).

5) Tests de mémoire longue
a) La statistique « Rescaled Range »!

La statistique R/S a été présentée en 1951 dans une étude sur les débits du Nil
par ’hydrologue Harold Edwin Hurst. Son but est de rechercher I’intensité
d’une composante cyclique apériodique dans une chronique qui est un des
aspects de la dépendance a long terme (mémoire longue) développé par
Mandelbrot.

Soit x, une chronique réalisation d’un processus aléatoire stationnaire avec

t
t=1,...,netx’ = qu la chronique cumulée. La statistique R/S notée Q,
u=1
est I’étendue R, des sommes partielles des écarts de la série a sa moyenne divi-
sée par son écart type S, :

1. On peut consulter pour ce paragraphe Mignon (1998).
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j=1

Le premier terme du numérateur est le maximum sur k des sommes partielles
des k écarts de x; par rapport a sa moyenne. Ce terme (en max) est donc toujours
positif ou nul. Par définition le second terme (en min) est toujours négatif ou nul.
Par conséquent R, est toujours positif ou nul.

La statistique Q, est toujours non négative.

La statistique H de Hurst appliquée a une chronique x, est fondée sur le
découpage du temps en intervalles de longueur d, pour d donné on obtient
(T 4+ 1) troncons du temps. La statistique H est calculée sur chaque troncon
(Mandelbrot) en appliquant la méthode précédente de Hurst en tenant compte du
décalage opéré sur 1’échelle du temps. Dans ce cas :

R,(t,d) = (}Efé,m(”)] — Ogigd[A(u)] ol [A(u)] est 'interpolation linéaire de

t
. u
xf =) x entretett+d;:soit Aw) =[x}, —x;] - J

s=1

[x;;d - x;‘] il s’agit

k
de I’expression ramenée au décalage d de Z (x.,- - Y,,) utilisée pour le calcul
j=1

de R,.

L’écart type s’écrit alors :

1 1
Sn(tvd) = [J {Ozixtz+ui| - E |:Ozdxt+uj|} .
<u<a <u<

On peut donc calculer R, /S, pour chacun des (7 + 1) trongons de longueur
d ainsi que leur moyenne arithmétique. On peut aussi démontrer (Mandelbrot-
Wallis) que I’intensité de la dépendance a long terme est donnée par le coeffi-
cient H compris entre zéro et un de la relation :

Soit log(R,/S,) =log c + H log d,
H est I’estimateur par les MCO de cette relation linéaire.

Dans la pratique on construit M échantillons fictifs en choisissant M points
de départ arbitraires de la série. Un point de départ est donné par :
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_nG=D

1
M
et la longueur du j*™ échantillon est :
oy M—ji=D
=n————
M

L’ ajustement linéaire du nuage ! obtenu conduit a I’estimation de 1’exposant
de Hurst.

Le r? du nuage dépend du décalage initial choisit. On retient (Hernad,
Mouillard, Strauss-Khan, 1978, 1979) pour H celui qui fournit le 7> maximum
pour un décalage initial d.

L’interprétation des valeurs de H est la suivante :
Si0 < H < 1/2 = processus anti-persistant,

Si H = 1/2 = processus purement aléatoire ou processus ARMA. Il y a
absence de dépendance de long terme (mémoire courte).

Si1/2 < H <1 = processus a mémoire longue, la dépendance est d’au-
tant plus forte que H tend vers 1.

b) La statistique de Lo

La statistique de I’exposant de Hurst ne peut étre testée car elle est trop sensible
a la dépendance de court terme. Lo (1991) montre que 1’analyse proposée par
Mandelbrot peut conclure a la présence d’'une mémoire longue alors que la série
ne présente qu’une dépendance de court terme. En effet, dans ce cas, 1’exposant
de Hurst par I’analyse R/S est biaisé a la hausse. Lo propose donc une nouvelle
statistique R/S modifiée notée :

~ R
Qn o~ 2
2(q)
k
maxZ X, — X —minZ X, — X,
I<k<n = ( J ") I<k<n = ( J ")
~ i= i=

Qn:

LS = 5) + 2% w0
n 4 ! " n&"’ i .
j=1 j=l

Cette statistique différe de la précédente Q, par son dénominateur qui prend
en compte non seulement les variances des termes individuels mais aussi les

autocovariances pondérées en fonction des décalages ¢ avec:

au@=1—qilmq<w

1. Pour lequel les premiers points sont supprimés (phase transitoire).
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Andrews-Lo (1991) proposent la régle suivante pour le choix de ¢ :

3n 1/3 27)\ 2/3

q = [k,] = partie entiere de k, avec k, = <7) <1—,\> o est esti-
-p

mation du coefficient d’autocorrélation d’ordre 1 et dans ce cas w; =1 — ki .

Lo démontre que sous I’hypothese H, : x, = i.i.d.(0, 0?) et pour n tendant

vers I’infini, la distribution asymptotique de én converge faiblement vers une

. 1~ . N

variable V : TQn — V ou V est le rang d’un pont Brownien, processus a
n

accroissements indépendants gaussien contraint a 1’unité et pour lequel

H=1/2.

La distribution de la variable aléatoire V est donnée par :

(o]
Fo)=1+2) (1 —4k*?) e 24"
k=1
Les valeurs critiques de cette distribution symétrique les plus couramment
utilisées sont :

P(V <v)0,005/0,025| 0,05 0,1 | 02 | 03| 04 [ 05 (0543] 06 | 0,7 | 08 | 09 |0,950,975/0,995

v 0,7210,809{0,861(0,927(1,018 | 1,09 | 1,157|1,223|/7/2 1,294 | 1,374 | 1,473 | 1,620|1,747{1,8622,098

Le calcul de H s’effectue comme précédemment et Lo analyse le comporte-
ment de @, sous des alternatives de dépendance a long terme. Il démontre alors
que :

1 ~ P {oo pour H €[0,5; 1]
0 pour H €[0;0,5]

Soit I’hypothese H, : il existe une mémoire courte dans la série (H = 0,5).
Pour un seuil d’acceptation a 5 % H, est acceptée si v € [0,809; 1,862].

On peut vérifier qu’il existe une relation entre les valeurs d des processus
ARFIMA et la valeur H de I’exposant de Hurst (d = H — 0,5).

En 1996 Moody et Wu proposent une statistique modifiée notée R/S*. Ils
montrent, en effet, que la statistique de Lo peut étre biaisée pour des petits
échantillons. Ils proposent un estimateur non biaisé du dénominateur de la sta-
tistique notée S*.
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Exercice n° 8.1

fichier C5EX3

Simulation et calcul des statistiques de Hurst, Lo et de GPH

On demande :

a) de simuler un bruit blanc de 1 000 observations comprises entre (—100) et (+ 100) et
de calculer les statistiques de Hurst et de Lo.
1000
b) de simuler une marche au hasard x, = x; + Z a;i avec ay =—> i.i.d.(0, 1)etx; =1
i=1
sur 1 000 observations et de calculer les statistiques de Hurst et de Lo,

¢) de calculer les statistiques de Hurst et de Lo sur les données du CAC40 (n = 1109)
étudié au chapitre 5,

d) enfin, sur cette méme série du CAC40, d’utiliser la méthode GPH et le maximum de
vraisemblance afin d’estimer I’ordre d du processus générateur FI(d) de la chronique
brute et en différences premiéres.

Solutions

a) Pour la statistique de Hurst nous avons retenu : un décalage initial de 20, 10 échan-
tillons et un décalage seuil de 200, ce qui permet d’interpoler H sur les trente valeurs les
plus significatives soit 36 % des observations.

Tableau 8.1 — Résultats

Décalage seuil 50 100 200 230
H 0,203 0,302 0,481 0,503
R? 0,629 0,761 0.863 0,853

Pour la statistique de Lo on dispose de 3 échantillons et I’interpolation est réalisée sur
25 % des estimations.

Tableau 8.2 — Résultats

Décalage seuil 50 110 150 210

H 0,241 0,384 0,428 0,503
R? 0,679 0,883 0.897 0,871
v 0,893 1,03 1,11 1,07

Quelle que soit la méthode, les valeurs les plus fiables de H sont celles pour lesquelles
R? tend vers un. C’est le cas pour le décalage compris entre 200 et 300 (Hurst) et 150 et
210 (Lo). On constate que H tend vers 0,5 conformément a la théorie.
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Pour des valeurs de H tendant vers 0,5, la variable v doit étre comprise entre 0,861 et
1,620 pour accepter I’hypotheése nulle de mémoire courte : c’est le cas avec cet exerci-
ce. La méthode de Hurst évalue la mémoire a environ 200 fois le pas de temps alors que
celle de Lo ne I’estime qu’a 150.

b) Pour la statistique de Hurst nous avons choisi un décalage initial de 25 et 10 échan-
tillons. Pour I’interpolation, nous avons retenu les décalages supérieurs a 120 soit 72
estimations sur 220 (32 %).

Tableau 8.3 — Résultats

Décalage seuil 50 70 110 200
H 0,683 0,817 0,889 0,903
R? 0,914 0,975 0.986 0,970

Le calcul de la statistique de Lo s’effectue dans les mémes conditions mais avec un seul
échantillon.

Tableau 8.4 — Résultats

Décalage seuil 50 100 150 210
H 0,789 0,885 0,903 0,892
R? 0,978 0.993 0,989 0,986
v 6,92 7,52 7,62 7,57

La valeur la plus fiable de H par la méthode de Hurst est 0,889 qui permet donc de
conclure a la présence d’une mémoire longue. Celle donnée par Lo se trouve pour un
décalage compris entre 100 et 150 soit environ H = 0,9. La valeur de v supérieure a
1,620 confirme la structure de dépendance de long terme.

Ces calculs obtenus a partir d’une série non stationnaire montrent 1’interprétation erro-
née que I’on peut effectuer avec ces tests.

¢) Nous avons vu (cf. chapitre 5) que le processus générateur du CAC40 contient une
racine unitaire. La statistique H de Hurst calculée sur la série brute est de 1’ordre de 0,9
pour un décalage seuil compris entre 50 et 60 et posséde une valeur équivalente pour un
décalage de 40 avec la statistique de Lo (v = 7,14 supérieure a 1,62).

Nous pourrions en déduire 1’existence d’une dépendance positive comprise entre 40 et
70 valeurs. En réalité lorsque le processus générateur est stationnarisé par le passage aux
différences premieres, les statistiques de Hurst et de Lo sont respectivement de 0,46 et
0,45 et la valeur du coefficient v est de 1,294 inférieure a 1,620. Nous pouvons alors
conclure qu’il n’existe pas de dépendance a long terme dans la série CAC40 en diffé-
rences premilres et que les résultats issus de la série brute ne sont pas conformes aux
hypothéses d’application des tests.

d) Les calculs sont réalisés avec le logiciel Gauss et TSM sous Gauss. Les résultats sont
les suivants.
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Tableau 8.5 — Estimation GPH

Série brute Série différenciée Ecart type
(série différenciée)

Pas de fenétre 1,130 -0,096 0,161
Rectangulaire 1,079 —-0,166 0,178
Bartlett 1,048 -0,126 0,103
Daniell 1,043 -0,126 0,126
Tukey 1,060 -0,139 0,112
Parzen 1,0602 -0,123 0,092
Bartlett— Priestley 1,067 -0,151 0,138

Estimation par le maximum de vraisemblance

Série brute
Nombre d’observations = 1 109
Nombre de parametres estimés : 2
Valeur de la fonction de vraisemblance = — 5 202,185
Parametre Estimation Ecart type t-statistique  Probabilité critique
d 1,155 0,019 62,28 0,000
Sigma 26,413 0,0561 47,10 0,000

Série en différences premieres

Nombre d’observations = 1 108
Nombre de parametres estimés : 2

Valeur de la fonction de vraisemblance = — 4 950,552

Parametre Estimation Ecart type t-statistique  Probabilité critique
d 0,034 0,029 1,199 0,231
Sigma 21,097 0,448 47,08 0,000

Ces résultats montrent que la série possede une racine unitaire puisque, avec ou sans
fenétre, I’estimateur GPH est proche de 1 ainsi que celui du maximum de vraisem-
blance, ce qui confirme les résultats obtenus au chapitre 5.

Lorsque la série est différenciée, afin de la stationnariser conformément a la théorie,
I’hypothese Hy de nullité du coefficient d’intégration fractionnaire est acceptée dans les

deux cas :

) dgph
e estimation GPH | — < 1,96},
Std — error

* maximum de vraisemblance (cf. les probabilités critiques).

Enfin, a partir de la relationd = H — 0,5 (H = statistique de Hurst), nous pouvons véri-
fier qu’elle conduit a un résultat contradictoire pour la série brute (d ~ 0,4 par la rela-
tion et d ~ 1 par le calcul). Pour la série différenciée, on obtient d ~ —0,037 a partir du
H de Hurst et d ~ 0,05 par la statistique de Lo. Ces résultats sont conformes aux esti-
mations.
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es processus chaotiques

Les processus et les tests présentés au paragraphe précédent ne remettent pas en
cause la linéarité d’une possible structure dans une chronique réalisation d’un
processus stationnaire (ou intégré stationnaire).

La recherche de modeles structurants non linéaires de type déterministe ou
aléatoire dans les séries brutes (ou dans les résidus d’une modélisation) peut étre
réalisée a partir de la théorie du Chaos et plus précisément de la technique de la
dimension de corrélation de Grassberger et Procaccia de 1983, du test de Brock,
Dechert et Scheinkman (BDS) de 1987 et des exposants de Lyapunov.

La statistique de test BDS est fondée sur 1’intégrale de corrélation. Elle per-
met de tester I’hypothese nulle qu’une chronique est indépendante statistique-
ment et identiquement distribué (i.i.d.) contre diverses hypotheses alternatives
non spécifiées du type structure linéaire ou non linéaire.

1) La dimension de corrélation

Soit x;, une série d’observations représentant I’état d’un systéme régi par une
équation du type x, = f(x,_1,X,_2,...X;_,) oun est le nombre d’observations et
f est la loi inconnue de marche des variables d’état inconnues.

L’ensemble des n coordonnées caractérisant un systeme de ce type a un ins-
tant donné est considéré comme les coordonnées d’un point dans un espace abs-
trait de dimension n appelé espace des phases.

Le plongement de la série x, est la substitution de I’espace des observations
par I’espace reconstruit a partir des dérivées successives du signal x,. On étudie
les propriétés du systeéme dynamique dans I’espace des phases en faisant croitre
la dimension de plongement notée m. Ce plongement est possible grace au théo-
reme de plongement démontré par Takens (1981).

La dimension de corrélation a été introduite par Grassberger et Procaccia
(deux physiciens) en 1983. Elle mesure la probabilité pour que deux points de
la chronique dans I’espace des phases que I’on reconstruit avec la dimension m
du plongement soient proches selon une distance inférieure a une quantité ¢ don-
née. Si on appelle x; la chronique (# = 1,...,n), la formule de 1’intégrale de cor-
rélation est alors :

1 nm  Nm
cle;min) = (7’%(% — 1)) ;;I (x"; x's €)

ou:n,=n—m++1 i+
avec : m la dimension de plongement et m > 1,

& un paramétre choisi représentant la distance maximale entre deux paires de
points,
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o =1 si[x"—x"ll<e
1 (x;"; X s) une fonction indicatrice i .
=0 sinon
Pour des petites valeurs de & Grassberger et Procaccia (1983) montrent que

c(e; m; n) croit de maniere exponentielle soit :

d, = LimLim

e—>0 n—o0

Ln c(e,m,n)
[ Ln (¢)

Alors Ln c(e,m,n) ~d,, Lne — Lnc(e,m,n) ~ Lng™ et c(e,m,n) ~ ¢

] (Ln = Logarithme népérien).

dm
L’intégrale c(e; m; n) évolue donc comme g%m. On distingue la dimension de
corrélation d, de la dimension de plongement m. Quand la dimension de plon-
gement augmente on obtient pour chaque m la dimension d,,. Lors de ces cal-
culs d,, converge vers une valeur d.., appelée dimension de corrélation :

[d Ln c(e,m,n)i|

d. = limd, ou d, = lim
dLn (g)

m—0o0 m—00

si x, est un bruit blanc, alors d. = m, car d. ne converge pas.

En pratique, on procede de la fagon suivante :
— on choisit des m; croissants i = 1,...,20.

— pour chaque m, on calcule la dimension de corrélation, c’est-a-dire
c(e,m,n),

— on estime par les moindres carrés ordinaires le modele :
Lnc(e,m,n) =k + p; Lng; + v,

ou k est une constante et p; représente I’estimation de la dimension de corréla-
tion d.,
v —> i.i.d. est fixé et j varie. On obtient ainsi plusieurs valeurs de d..

p; est I’élasticité instantanée entre la dimension de corrélation et la distance
entre deux points.

Si la courbe des estimateurs ainsi obtenus évolue linéairement avec m, on en
conclut que x, est un processus stochastique.

Si la courbe sature au-dela d’une valeur notée m,, cela signifie qu’une struc-
ture sous-jacente chaotique déterministe existe dans la chronique x;,.

2) Test BDS et exposants de Lyapunov

Les trois auteurs (Brock, Dechert et Scheinkman) ont développé une théorie sta-
tistique pour l'intégrale de corrélation reprise en 1996 par ces mémes auteurs
associés a Lebaron. IIs en déduisent un test d’hypothese nulle d’une série i.i.d.
contre une hypothése non spécifiée.
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Si x, est une chronique (t = 1,...,n) etles x" = (x,,x;_1,... , X4m_1) lesm
historiques, la statistique BDS s’écrit : B(g,m,n) = c(e,m,n) — [c(e,m,n)]"
On démontre que si B(e,m,n) = 0 et sin —> oo alors x, est i.i.d.

l/ZB(E,m,n)

On utilise alors la statistique : W(e,m,n) =n qui sous I’hypo-

0,(&,n)
thése que x; est i.i.d. tend en distribution, si n —> oo, vers une loi normale
d’écart type o, (¢,n).
Comme on peut montrer que sous I’hypothése nulle d’une série i.i.d.
c(e,m,n) —> [c(e,1,n)]™ alors W peut s’écrire sous la forme :

(c(e,m,n) — [c(e,1,n)]™)

W(e,m,n) =n'?
on(e,n)

qui obéit a une loi normale centrée réduite. ¢ et m sont étroitement liés. Pour m
donné, ¢ ne doit pas étre trop élevé (respectivement petit). Nous pouvons choi-

n
sir ¢ = 0,5 x 1’écart type estimé de x; et pour m la valeur 5 afin que — > 200.
m

Si |W]| > 1,96 (valeur de la loi normale pour un test bilatéral a 5 %), I’hy-
pothése nulle d’indépendance est rejetée.

Un rejet de I’hypothese nulle d’une série i.i.d. peut provenir d’une série non
stationnaire, d’une structure de dépendance linéaire ou encore d’une structure de
dépendance non linéaire (déterministe ou chaotique). Par conséquent, le test
BDS n’est pas un test direct de non linéarité, ni un test de chaos : on ne connait
pas la distribution de cette statistique sous d’autres hypotheses nulles que celle
d’indépendance. On peut cependant I’employer comme tests de non linéarité en
I’appliquant a une série filtrée de toute forme de dépendance linéaire.

On complete souvent I’utilisation de la dimension de corrélation, qui teste la
convergence globale, par le calcul des exposants de Lyapunov qui permettent de
déterminer les propriétés de stabilité des systemes dynamiques non linéaires. Ils

n—0

1
s’écrivent : A; = lim [—logz ()»f"))] avec A" les valeurs propres de la matrice
n

Jacobienne évaluée en x, du systeme dynamique.

IIs mesurent le taux moyen de divergence ou de convergence de deux trajec-
toires d’un systéme initialement proches. Si le plus grand exposant de Lyapunov
est négatif, cela signifie qu’il y a une convergence vers un état stable (I’attrac-
teur). S’il est positif, cela signifie qu’il y a divergence des trajectoires dans 1’es-
pace des phases et donc présence de chaos dans la chronique.

On confronte alors les résultats de la dimension de corrélation et des expo-
sants de Lyapunov dans un test de validation de Brock appelé aussi test résiduel.

Nous pouvons résumer I’utilisation de ces tests par 1’organigramme de la
figure 8.1.
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Série x;

-

Transformation
de Box-Cox

i . Non
Test de racine unitaire | ———»

l Oui

Filtrage de la série

3

<

fuse H,
On accepte H), On refuse Hy

Série 1id <« Test BDS ——»(dépendance linéaire
ene Li.d. ou non linéaire)
On accepte .HO <« Test BDS <+— Blanchiment de la
Processus i.i.d. série par un ARMA

.

On refuse H,, Lo -
. Test de mémoire
Test ARCH  «——— (dépendance —> 1
R ongue
non linéaire)
P v
_rrocessus Processus ARFIMA
hétéroscédastique
Dimension Exposants
de corrélation de Lyapunov
Dimension finie, A>0:
chaos déterministe chaos déterministe
- .. v v . .
Dimension 1nﬁn1§ : —> l <+«—1 1 <0 série stochastique
processus stochastique ou chaos stochastique
ou chaos stochastique avec bruit fort

Test de validation
de Brock
(test résiduel)

Figure 8.1 — Organigramme combinant les différents tests
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Exercice n° 8.2

fichier C5EX3

Applications des tests BDS, dimension de corrélation et exposant de
Lyapunov

a) A partir des données du CAC40 (n = 1 109) stationnarisées par les différences pre-
mieres y; = x; — x;—1, on demande d’appliquer le test BDS, de calculer la dimension de
corrélation (d,) et I’exposant de Lyapunov (%;) sur la série y;.

b) On demande d’effectuer les mémes tests et calculs sur une série de rentabilité bour-
siere (n = 919). La série est transformée selon les différences premicres des logarithmes
naturels (aprés avoir vérifié la présence d’une racine unitaire sur le logarithme de la

. X,
chronique) : y, = Ln——
Xt—1

Solution

a) Chronique du CAC40
Tableau 8.6 — Test BDS sur y;

e/o
L 0.5 1 1,5 2

Dimension

de plongement
m=2 1,9268 2,7421% 4,2576* 5,5503*
m=3 1,9979* 2,7075* 4,2351* 5,7090*
m=4 3,1894* 3,7816* 5,1695* 6,5805*
m=>5 4,7690* 4,7868* 5,7564* 6,9341%*

¢ : distance maximale de 1’intégrale de corrélation,
o : écart type de la série,
* 1 valeur de w(e,m) > 1,96

On constate qu’a I’exception d’une seule, toutes les valeurs de w(e,m) sont supérieures
a 1,96. On rejette donc I’hypothese Hy : le processus est i.i.d. Il existe donc une dépen-
dance linéaire ou non linéaire.

Tableau 8.7 — Dimension de corrélation (D,.) et exposant de Lyapunov (1;)

m d, Ai

2 2,040 0,883
3 3,056 0,645
4 3,887 0,382
5 4,507 0,231
6 5,175 0,142
7 5,464 0,116
8 5,940 0,099
9 6,408 0,097
10 6,723 0,090
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La dimension de corrélation ne converge pas, elle tend vers 1’infini avec 1’accroissement
de m : le processus est donc stochastique.

Les exposants de Lyapunov convergent lentement vers une valeur positive. Il semble que
le processus est chaotique bien que les valeurs de 1’exposant de Lyapunov puissent ’tre
sur estimées du fait du faible nombre d’observations et du bruit dans les données.

La série filtrée du CAC40 est un processus stochastique non linéaire (on pourrait véri-
fier le caractere hétéroscédastique de ce processus).

b) Chronique de la rentabilité boursiere :
Tableau 8.8 — Test BDS sur y,

e/o
. . 0,25 0,5 0,75 1

Dimension

de plongement
m=2 2,4872% 2,0436* 2,1326* 2,2928%
m=3 2,3607* 2,3716* 0,2981 2,0443*
m=4 —2,4726%* 6,9219% 5,3687* 6,7409*
m=>5 —-1,3995 -1,9611% —2,5647* 7,6870*

¢ : distance maximale de I’intégrale de corrélation,

o : écart type de la série,

*: valeur de w(e,m) > 1,96

Une majorité de valeurs de w(e,m) sont supérieures a 1,96, on rejette donc 1’hypothese

Hy : le processus est i.i.d. Il existe donc une possibilité de dépendance linéaire ou non
linéaire.

Tableau 8.9 — Dimension de corrélation (D,) et exposant de Lyapunov (1;)

m d. Ai

2 1,824 0,834
3 2,889 0,633
4 3,913 0,327
5 4,619 0,205
6 5,237 0,155
7 5,600 0,120
8 6,009 0,101
9 6,281 0,087
10 6,634 0,071

La dimension de corrélation ne converge pas, elle tend vers 1’infini avec I’accroissement
de m : le processus est donc stochastique.

Les exposants de Lyapunov convergent vers une valeur positive, le processus semble
donc étre chaotique.

On effectue le test résiduel de Brock en estimant un processus AR(1) sur la chronique
Vet
e =0,1743y;_1 + &

et on utilise la série des résidus (e;) pour effectuer le test BDS de non linéarité.
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Tableau 8.10 — Test BDS sur e,

e/o
. i 0,5 0,75 1 L5 2

Dimension

de plongement
m=2 6,0481*% | 4,3600* | 4,4630* | 2,9715% | 2,2030*
m=3 -0,3153 | 9,205% 7,173% 1,2079 2,1733%
m=4 —8,7150%| 46,4* 15,959* | —0,9226 | 3,9138*
m=>5 —5,4407* | - 6,4092* | — 6,9434%| 5,9458* 3,377*

La série des résidus n’obéit pas a un processus i.i.d. La série des rentabilités boursieres
présente une structure non linéaire, probablement stochastique.

Tableau 8.11 — Dimension de corrélation (D.) et exposant de Lyapunov sur e,

m d. Ai

2 1,976 0,852
3 2,912 0,598
4 3,970 0,343
5 4,574 0,219
6 5,325 0,154
7 5,591 0,110
8 6,113 0,087
9 6,339 0,074
10 6,722 0,063

La dimension de corrélation est infinie et les exposants de Lyapunov sont positifs. Les
résultats sont donc identiques a ceux obtenus sur la série y;.

La chronique y; est donc un processus stochastique non linéaire.

es modeles ARCH : présentation générale

Les modeles classiques de prévision fondés sur les modeles ARMA supposent
des séries temporelles a variance constante (hypothése d’homoscédasticité).
Cette modélisation néglige donc, éventuellement, I’'information contenue dans

le facteur résiduel de la chronique.

Les modeles de type ARCH (AutoRegressive Conditional Heteroscedastic-
ity) permettent de modéliser des chroniques (la plupart du temps financiéres ')

1. En effet, les séries financieres sont particulierement concernées par les modeles ARCH, car on
constate des périodes de forte spéculation (variabilité élevée) suivie de périodes d'accalmie
(variabilité faible).
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qui ont une volatilité (ou variance ou variabilité) instantanée qui dépend du
passé. Il est ainsi possible d’élaborer une prévision dynamique de la chronique
en termes de moyenne et de variance.

Présentés initialement par Engle (1982), ces modeles ont connu des déve-
loppements et des applications trés importants par la suite. Dans ce chapitre
nous allons aborder les différentes classes de modeles ARCH, GARCH
(Generalized AutoRegressive Conditionnal Heteroscedasticity) et ARCH-M
(AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity-Mean), les tests statistiques
permettant de les repérer, puis les méthodes d’estimation et de prévision.

L’étude des séries temporelles financieres s’est donc trouvée confrontée a
deux types de problemes :

— la non stationnarité des séries ;
— le caractere leptokurtique ! de la distribution des données.
Soit, par exemple, le modele de régression linéaire : y = Xa + ¢
avec
v : vecteur de dimension n des observations de la variable a expliquer,
X : matrice de dimension n x (k + 1) des données des variables explicatives,
a : vecteur de dimension k + 1 des parametres du modeéle,

¢ : erreur de spécifications.

Supposons que le modele soit a erreurs autocorrélées de type AR(1):

& = p&_1+u, = Zp”u,_,, avec u, — 1.i.d.(0; crf). Comme E(g,) = 0 par

n=0
2
g,

1 — p?

hypothese, on obtient alors V (g;) =
L’espérance et la variance conditionnelles > du modele sont égales 2 :

E(g/e,-1) = pei—

Var(e,/e,-1) = 51,2

1. Les queues de probabilité sont plus épaisses que celles d'une loi normale aux extrémités, les
valeurs anormales sont donc plus fréquentes.

2. Rappel : E(X/Y) = pr(x/y) (cas discret) et E(X/Y) = /xf(x/y)dx (cas continu)

E(X/Y)=EX)
Si X et Y sont indépendants :

Var(X/Y) = E(X2/Y) — E2(X/Y)

Par exemple concernant un cours de bourse : si on a E(cours;y/cours) = cours;. On en déduit
que le meilleur prédicateur du cours du jour est le cours de la veille. Le marché est parfaitement
efficient.
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Posons que : & = u, x z,_; avec u, —> i.i.d.(0;0?) et z,_, une variable
aléatoire, a variations stochastiques indépendantes de u,.

E(g,) =0 et V(e,) =0z] |, le modele est donc par construction hétéroscé-
dastique.

Dans ce cas, V(g;/e,_1) = o2z> . On constate que les propriétés stochas-

tiques des estimateurs conditionnels ou non sont les mémes, ce qui limite leur
utilisation dans un cadre de prévision, notamment dans le cas des séries finan-
cieres, car I’effet spéculatif ne peut pas étre pris en compte. On préfere dans ce
cas utiliser les modeles ARCH.

odele de régression de type ARCH

1) Spécification du modéle

Soit un modele AR(p) a erreurs ARCH : ¢,(B)x, = & (ou un modele de régres-
sion y = Xa + ¢) avec &, = u, X h, onu, —> N(0,1) (on remplace z,_; par h,

P
dans D’écriture précédente) et h,2 =op+ Za,—sfﬂ, =00y + oz(B)s,2 tel que
i=1
o >0,0,>0 Viet a(B)=0a,B+wa,B*+ ...+ «,B" ; h? est appelé pro-
cessus ARCH d’ordre p et il est noté ARCH(p).
Le modele AR (ou de régression) est dit modele AR a erreurs ARCH(p).

Les espérances et les variances conditionnelles sont égales, alors que les
variances sont différentes :

E(e)=Eu)EMh,)=0

Vie) = 052
E(e/1l,-) = E(u,/l,_)E(h,/1,_,) =0

I, constitue I’ensemble de I'information par rapport a laquelle la condition
est définie. En termes conditionnels, il vient: Var(e,/I,_;) = h; (quantité
variable dans le temps).

Le modele reste correct sur sa trajectoire — en moyenne — car 1’espérance
conditionnelle est toujours nulle. On peut vérifier que la variance conditionnel-

P
le est finie si Z(xi < 1.
i=1
L’intérét de cette formulation réside dans 1’interdépendance d’une variable
endogene au modele. Pour Engle, cette notion est trés importante en finance car
le risque d’erreur n’est pas le méme selon les périodes ¢ : il y a alternance de
périodes d’accalmie et de périodes d’euphorie.
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2) Propriétés d'un modele ARCH(1)
Soit le modele AR(p) a erreurs ARCH(1): ¢,(B)x, =¢, (ou le modele
y=Xa+e)avece, =u, x h,ohu;, —> N(0; 1) et h, = Jao + 182,

soite, = u; X Jag+ a6’ oty >0et0<a; < 1.

La moyenne non conditionnelle est donnée par :

E()=F [u, X (Olo +a18t2—1)1/2] = EBlu) < E [(ozo +a18f2—1)1/2] =0

puisque par hypothese nous avons E (u,) = 0.

De méme E (g,¢,_;) = 0 puisque E (u,u,_;) = 0 pour i # 0.

La variance (non conditionnelle) de &, est donnée par :

E(e?) = E [u? x (g + o162 )] = E@?) x E [(ag + o162 ,) ]

Or o2 =1 et la variance de ¢, est égale a celle de ¢,_;. La variance (non
conditionnelle) de ¢, est donc égale a E (sf) =ag/(1 —ay).

La moyenne et la variance non conditionnelles ne sont donc pas fonctions du
temps.

La moyenne conditionnelle est donnée par :

12

E (g l8-1,8-2,...) = E,) X E (ozo + alsffl) =0

La variance conditionnelle est : E (st2 l&/_1,&i2,. . ) = o + o167, (puisque
ol=1)

Ainsi dans une spécification de type ARCH seule la variance conditionnelle
dépend des erreurs passées.

Kurtosis d’un processus ARCH

Le Kurtosis est le rapport du moment centré d’ordre 4 sur le carré du moment

centré d’ordre 2. Pour un processus ARCH(1), il vient :

_E(E) _3(1-a)
E?(2) 1—3a0? "’

donc une distribution leptokurtique qui permet de modéliser les phénomenes

rares.

k

k est toujours supérieur a 3, un processus ARCH a
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Exercice n° 8.3

Simulation d’une erreur ARCH
On demande de simuler le processus ARCH suivant : &, = u; x /1 + 0,829[27l

Solutions

Programme Eviews : (C8EX3.PRG) en téléchargement
CREATE U 200

! Initialisation des s ries
GENR U = NRND

GENR H = 0

' G n ration dynamique de H
smpl 2 200

GENR H = 140.8*U(-1)*U(-1)*H(-1)
GENR EPS = sqr(H)*U

smpl 1 200

GENR Y = 0

' G n ration dynamique de Y
smpl 2 200

GENR Y = 0.8*Y(-1)+EPS

smpl 1200

6 LT T e

4080 80 100 120 140 160 180 200

Figure 8.2 — Simulation de ’erreur ¢, = u; x /1 + 0,851271

Nous observons sur la figure 8.2 et la figure 8.3 que la variabilité de I’erreur et du pro-
cessus y; n’est plus constante avec le temps. Elle connait des phases de stabilité suivies
de périodes de variance plus élevée (particulicrement vers les observations 80 et 140 a
160).
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20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
— Y]

Figure 8.3 — Simulation du processus 'y, = 0,8y,_1 + &

est d'un modéle de type ARCH

Soit un modele de régression y = Xa + ¢ (ou autorégressif) avec une spécifi-
cation de type ARCH pour I’erreur ¢, telle que ¢, = u, x h, avecu, — N(0; 1)

P
eth! = oy + Zaisf_, =y + a(B)e]

i=1
avec «(B) = ;B + B>+ ...+ a,B".
Soit I’hypothese emboitée Hy, Hy : oy = = ... =, =0 ;
contre I’hypothese alternative, H, : ¢; non tous nuls.

Si I’hypothese H, est acceptée, la variance de ’erreur est constante o> = .
Dans le cas contraire les termes de 1’erreur suivent un ARCH dont I’ordre p est
a déterminer.

Le test est fondé€ soit sur un test de Fisher classique, soit sur le test du mul-
tiplicateur de Lagrange (LM) :

De maniere pratique, on procede de la maniére suivante :

1% étape : Calcul de e, et le résidu du modele de régression (ou d’un modele
ARMA).

2¢ étape : Calcul des e’
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3¢ étape : Régression autorégressive des résidus sur p retards (résidu décalé)

ol seuls les retards significatifs sont conservés, e’ = a + Z a,»e,zf

i=1
4¢ ¢étape : Calcul de la statistique du multiplicateur de Lagrange,
LM =n x R?* avec:

n = nombre d’observations servant au calcul de la régression de I’étape 3,
R?* = coefficient de détermination de 1’étape 3.

Si LM > x*(p) a p degrés de liberté lu dans la table a un seuil a fixé (en
général 0,05), on rejette H, ; on considére que le processus est justifiable d’un
modele ARCH(p).

C’est le test de significativité des coefficients «; de la régression e} sur e}
qui permet de déterminer 1’ordre p du processus ARCH ! sachant qu’un proces-
sus ARCH d’ordre 3 semble un maximum, au-dela, le modele sera justifiable
d’un processus de type GARCH (Generalized ARCH) présenté ci-apres.

Une autre approche consiste a calculer le corrélogramme des résidus aux car-
rés du modele initial. Si des termes de ce corrélogramme sont significativement
différents de 0, alors on peut conclure a une spécification de type ARCH ; on uti-
lise pour cela la statistique Q de Ljung-Box vue précédemment.

rocédure d’'estimation et prévision

La technique du maximum de vraisemblance peut étre utilisée pour estimer les
coefficients du modele ARCH. La log-vraisemblance conditionnelle a la date ¢
est donnée par :

I, = Ct 11 h? ! h?
¢ =Cte —  log Iy 28t

t=n

et la log-vraisemblance totale par : L = Cte — — Z log (h ) — Z(s Ay %)

Le test précédent permet de déterminer 1’ordre p du processus ARCH et donc
d’estimer les parametres de la régression (ou de ’ARMA) et «.

Nous pouvons recourir aussi a la méthode des MCG réalisables (moindres
carrés pondérés), les différentes étapes sont les suivantes :
1% étape : Estimation du modele ARMA ou de régression y = Xa + ¢

2¢ étape : A partir du résidu e,, on effectue une régression par les MCO
(e, = h,, e, joue le rdle de h,)

1. On peut trés bien rencontrer un processus ARCH « troué ».
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P
~ -~ 2
el =0+ E ae,  +u,
i=1
3¢ étape : On considere que I’on peut approcher la variance de I’erreur ¢, par
2
h?.
On estime de nouveau les parametres du modele par les MCG :
~ -1
a=(XQ'X) xQ'y
Ce qui équivaut a faire une régression pondérée avec comme facteur de pon-

1
dération w = W et Q = diag(h?).
4¢ étape : Estimation des coefficients « par MCG

P
h* =a, + Z@ef_i +u, avec o = (e/Q"e)q (e¢27'h)

i=1

La différence de spécification d’un modele ARCH par rapport au modele
linéaire général réside dans la variance de I’erreur du modele :

— dans le modele linéaire, il est fonction de la variance résiduelle, ’af.

— dans le modele ARCH(p), il va étre fonction de h?.

En d’autres termes la variance de I’erreur n’est plus constante et de ce fait
I’intervalle de confiance de la prévision est fonction de la volatilité de la série
elle-méme.

Exercice n° 8.4

fichier C8EX4
Etude d’un processus ARCH

Soit un processus y;, on demande d’en étudier les propriétés et d’estimer les parametres
du modele par une méthode adéquate.

Solutions

Cet exercice est résolu a partir d’Eviews.
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Figure 8.4 — Représentation du processus y;
Etude du corrélogramme
Sample: 1200

Included obsewvations: 200

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC 0O-Stat Prob

2-0122 -0.571 61.065 0.000
3-0.351 0.117 86.332 0.000

[ — | - 1 0535 0535 58.049 0.000

Q |
! u}

O I 4 -0.174 0.001 92551 0.000
I 5 0.054 -0.020 93.159 0.000
il 6 0.143 0.057 97.407 0.000
I 7 0.086 -0.020 98968 0.000
I g -0.014 -0.005 99.010 0.000
I 9 -0.055 0.020 99655 0.000
I 10 -0.033 -0.014 99,887 0.000

—

=

L’examen du corrélogramme laisse présager d’un modele autorégressif d’ordre 2 de type
AR(2). L’estimation des paramétres conduit aux résultats suivants :

Dependent Variable: Y
Sample (adjusted): 3 200
Included observations: 198 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 14.28529 0.131266 108.8268 0.0000
AR(1) 0.839452 0.058878 14.25747 0.0000
AR(2) —0.569230 0.058859 -9.671123 0.0000
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Le corrélogramme des résidus carrés est le suivant :

Sample: 3 200
Included observations: 198
Q-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA termis)

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

l (| 1 0234 0234 11.017

i 0 2 -0.080 -0.111 11.519

" AN 3 -0.048 -0.009 11.981 0.001
g i 4 -0.083 -0.080 13.403 0.001
g I 5 -0.083 -0.052 14.824 0.002
g i 6 -0.088 -0.073 16.418 0.003
i M 7 -0.046 -0.023 16.849 0.005
Iy Iy 8 -0.041 -0.050 17.207 0.009
g il 9 0085 0.074 18.092 0.012
Lo o 10 0.094 0.040 19.960 0.010

Les premiers termes sont significativement différents de 0, on corrobore ce test par
celui du multiplicateur de Lagrange. Ce test de spécification de type ARCH(1) conduit
aux résultats :

ARCH Test :
" F-statistic 11.30457 Probability 0.000930
Obs*R-squared 10.79472 Probability 0.001018

Test Equation :

LS // Dependent Variable is RESID"2

Sample(adjusted) : 4 200

Included observations : 197 after adjusting endpoints

Variable CoefficienStd. Errort-Statistic Prob.
C 1.374943 0.334909 4.,105421 0.0001
RESID"2(-1) 0.234064 0.069616 3.362226 0.0009
“R-squared 0.054796 Mean dependent var 1.793670
Log likelihood -568.7646 F-statistic 11.30457
Durbin-Watson stat 1.948383 Prob(F-statistic) 0.000930

A la lecture des résultats, le F du Fisher empirique et la statistique LM du multiplicateur
de Lagrange laissent supposer une spécification de type ARCH(1). Les deux probabili-
tés critiques sont inférieures a 0,05, nous sommes donc amenés a rejeter 1’hypothese
Hy : F de nullité des coefficients ¢;. Le test d’'un ARCH(2) doit alors étre effectué :
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ARCH Test :

F-statistic 6.849449 Probability 0.001337
Obs*R-squared 12.98983 Probability 0.001511

Test Equation :

LS // Dependent Variable is RESID"2

Sample(adjusted) : 5 200

Included observations : 196 after adjusting endpoints

Variable CoefficienStd. Errort-Statistic Prob
C 1.531062 0.349598 4,379489 0.0000
RESID"2(-1) 0.259801 0.071538 3.631640 0.0004
RESID"2(-1) — 0.110554 0.071559 — 1.544921 0.1240

Le coefficient de I’ordre 2 de la variable RESID"2(-2) n’est pas significativement diffé-
rent de 0, la spécification retenue est donc de type ARCH(1). L’estimation des para-
métres peut alors étre effectuée a 1’aide de la méthode du maximum de vraisemblance
(instruction Eviews) : ARCH(1,0) Y C AR(1) AR(2)

Dependent Variable: Y

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Sample (adjusted): 3 200

Included observations: 198 after adjustments

Variance backcast: ON

GARCH = C(4) + C(5)*RESID(-1)"2

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C 14.24263 0.088669 160.6274 0.0000

AR(1) 0.720230 0.058788 12.25135 0.0000
AR(2) —0.466271 0.061722 - 7.554369 0.0000

Variance Equation
C 0.834466 0.113545 7.349206 0.0000
RESID(-1)"2 0.577660 0.143681 4.020423 0.0001
R-squared 0.505514 Durbin-Watson stat 1.642802
Inverted AR Roots .36+.581 .36-.58i

Le terme constant du processus est égal a :
Go = bo x (1 — 6, — ) = 14,24 x (1 — 0,72 + 0,466) = 10,62

Le module de la racine du polyndme opérateur retard est égal a
1

V0,362 + 0,582

Le mode¢le estimé s’écrit donc : y, = 10,6 + 0,72y, — 0,47y,_> + ¢, dont les erreurs

= 1,46 > 1, le processus est stationnaire.

théoriques suivent un ARCH(1) : &, = u, x h, avec u; —> N(0; 1) et h? = o + €2

-1
estimé par : h2 = 0,83 + 0,58 ¢ .
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rocessus de type GARCH

1) Spécification

Le modéle GARCH ! est une généralisation (Generalized), due a Bollerslev
(1986), des modeles de type ARCH. La spécification est la suivante :

y=Xa+¢

avec & =u, x h,,u, —> N(0; 1) et h? = ap + a(D)e? + B(D)h?
4 q
h?=ag+ Y el + Y Bkl quiest écriture d’'un GARCH(p.q).
i=1 j=1

Remarques :

—Si g =0 onaun GARCH(p,q) = GARCH(p,0) =ARCH(p) etsi ¢ = 0 et
p = 0 alors &, — n.i.d.

— Un processus de type GARCH(p,q) est équivalent a un processus de type
ARCH(00) ce que I’on peut démontrer par récurrence (en remplagant />
par h;_, etc.). Cette équivalence permet de déterminer les conditions de sta-
tionnarité d’un processus de type GARCH : o (1) 4+ (1) < 1.

Les processus GARCH sont similaires aux processus ARMA usuels dans le
sens ou le degré g apparait comme le degré de la partie de la moyenne mobile
et p comme celui de I’autorégressive ; cela permet d’introduire des effets d’in-
novation. La variance conditionnelle est déterminée par le carré des p erreurs
précédentes et des g variances conditionnelles passées.

2) Test et estimation de modeéle de type GARCH

a)Test d’un modéele de type GARCH
Dans le cas d’une hétéroscédasticité conditionnelle supposée, on ne peut tester
une spécification de type ARCH que contre une spécification de type GARCH.

Le test porte sur I’hypothese nulle Hy d’une erreur ARCH(p) contre 1’hypo-
these H; d’une erreur GARCH(p,q). On va donc tester I’hypothese H, que les
B; sont nuls.

Hy: B =0,j=1, ..., q;contre I'hypothese H, : Il existe au moins un S,
non nul.

Le test le plus approprié est celui du multiplicateur de Lagrange :

nR?> — x*(q) (q = degré de liberté) ou R? est le coefficient de détermination

p
obtenu dans la régression par les MCO dans 1’équation h? =@, + Zb?,-sfﬂ.
q
+2 Bl
j=1

1. Bollerslev T. (1988).

i=1
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SinR* > x*(g) lu dans la table a un seuil de confiance (en général 0,05) et
q degrés de liberté alors on rejette ’hypothese Hy. Les erreurs obéissent a un
processus GARCH(p,q).

b) Estimation d’un modéle de type GARCH

La procédure d’identification des ordres p et ¢ du GARCH est la méme que
pour I’identification des ordres d’un processus ARMA. L’estimation des para-
metres du modele peut se faire a I’aide de 1’algorithme de Berndt, Hall ou bien
celui de Hall et Hausman (1974) fondé sur une méthode de maximum de vrai-
semblance.

Exercice n° 8.5

fichier C8EX5
Etude d’un processus GARCH

Soit un processus y,. On demande d’en étudier les propriétés et d’estimer les parametres
du modele par une méthode adéquate.

Solutions

Cet exercice est résolu a partir d’Eviews.

60

55 |

50

45

40 4

L am—— P

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
]

Figure 8.5 — Représentation du processus y;
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L’étude complete (tests de spécifications...) de ce processus a partir de la méthodologie
de Box et Jenkins laisse présager d’'un ARMA(1, 1). L’estimation des parametres
conduit aux résultats suivants :

Dependent Variable: Y
Included observations: 199 after adjustments
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 7.639871 4.421883 1.727742 0.0856
Y(-1) 0.844845 0.089698 9.418815 0.0000
MA(1) —0.647517 0.126607 —5.114389 0.0000

Le corrélogramme des résidus est le suivant :

Sample: 2 200
Included observations: 199
(Q-statistic probabilities adjusted for 1 ARMA term(s)

Autocarrelation Partial Correlation AC  PAC Q-Stat Prob

1-0.010 -0.010 0.0198

2 -0078 0078 1.2658 0261
3 0157 0156 62703 0.043
4 -0.026 -0.031 6.4039 0.094
5 0.070 0098 7.4262 0.115
6 0.007 -0.024 7.4367 0.180
7 -0.086 -0.065 89717 0.175
g -0.054 -0.086 9.5845 0.213
9 -0.090 -0.100 11.286 0.186
10 0,027 0.034 11.438 0.247

! !
| |
| |
I |
i |
11 |
1] 1
gt |
I0 ! |
1! !

La statistique de Q Ljung-Box indique un corrélogramme dont les termes ne sont pas
significativement différents de 0, les résidus sont donc non corrélés.

Le corrélogramme des résidus carrés est le suivant :

Sarnple: 2 200
Included observations: 199
Q-statistic probabilities adjusted for 1T ARMA term(s)

Autocorrelation Partial Correlation AC  PAC 0O-Stat Prob

0.405 0.408 33659

0.213 0.055 42.830 0.000
0.2058 0124 51645 0.000
0.117 -0.018 54441 0.000
0.091 0.030 56.155 0.000
0.042 -0.033 56514 0.000
0.033 0.014 56740 0.000

1
1
1
1
1
1
1
! 0.184 0192 B3.852 0.000

M~ &= WK —
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La statistique de Q Ljung-Box indique un corrélogramme dont les termes sont signifi-
cativement différents de 0, une spécification de type ARCH est donc a retenir. Ceci est
corroboré par la statistique du multiplicateur de Lagrange (p = 1) :

ARCH Test
F-statistic 39.33688 Probability 0.000000
Obs*R-squared 33.09597 Probability 0.000000

Apres différents essais de spécification ARCH(1), ARCH(2) et GARCH(1, 1), le modele
dont les coefficients sont tous significatifs s’avere étre un GARCH(1, 1). C’est donc
cette derniere qui est retenue.

ARCH // Dependent Variable is Y

Sample (adjusted) : 2 200

Included observations : 199 after adjusting endpoints
Convergence achieved after 45 iterations

Variable CoefficienStd. Errort-Statistic Prob
C 8.442109 5.493176 1.536836 0.1260
Y(-1) 0.830275 0.110566 7.509314 0.0000
MA (1) -0.641980 0.147506 -4.352240 0.0000

C 1.176666 0.554793 2.120910 0.0352

ARCH (1) 0.287708 0.121742 2.363256 0.0191
GARCH (1) 0.540634 0.141073 3.832314 0.0002
R-squared 0.109181 Mean dependent var 49.28626
Log likelihood -457.0356 F-statistic 4.730923
Durbin-Watson stat 1.977453 Prob(F-statistic) 0.000423

L’estimation des paramétres du modele GARCH(1, 1) est donnée par I'instruction
Eviews :

ARCH(1, 1) Y CY(-1) MA(1)
Les coefficients des variables sont tous significatifs, le modele estimé s’écrit donc :
v =8,4+4+0,83y,_1 +e¢ —0,64¢,_; dont les erreurs théoriques suivent un
GARCH(U, 1) : &, = u; x h; avec u; —> N(0; 1) et h? = ag + 62 | + Bi1h?_| estimé
par: h2 = 1,18 40,28 ¢2 | 40,54 h? |
La prévision de y; est calculée de la maniére suivante :
SMPL 201 210
GENR U =0 ‘on considére le bruit blanc nul
GENR h = C(4) + C(5)*U(- 1)*U(= 1)*h(-1) + C(6)*h(- 1)
GENR EPS = sqr(H)*U
GENR YF = C(1) + C(2)*YF(- 1) + EPS + C(3)*EPS(- 1)
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utres processus : variantes des processus ARCH

Nous présentons ici, les diverses extensions des modeles ARCH et GARCH uti-
lisées dans le domaine de la finance.

1) Processus de type ARCH-M et GARCH-M

Ces modeles introduits par Engle, Lilien et Robins (1987) sont une extension
des modeles ARCH et GARCH.
La forme générale du modele est: y = Xa + f(h7) + ¢,
avec h? = o + a(D)e? pour un ARCH-M !
et y,/I,_y —> N(u:; h?) avec u, = Xa + f(h?) et h! = ap + a(D)e?
f(.) est une fonction quelconque.

Dans ce modele I’espérance conditionnelle w, est fonction de la variance hf,
ce qui signifie que le niveau atteint par la variable est fonction de sa volatilité
(ce qui parait assez réaliste pour des cours boursiers selon I’hypothese de 1’aver-
sion pour le risque des agents et donc que 1’espérance de gain est fonction de la
variance).

La spécification GARCH-M est obtenu en écrivant la variance conditionnelle :
h} = oy + a(D)e} + B(D)h}

Cocco et Paruolo (1990) définissent un modele dans lequel c’est 1’accroisse-
ment de la volatilité (et non la volatilité elle-méme) qui va influencer le niveau
atteint par la variable a expliquer.

2) Processus de type GARCH-DM, GARCH-DLM et TARCH

On peut dans le méme esprit, spécifier un processus ARCH-DM :
GARCH-DM 2:y = xB + f(h>* —h? ) + &

Ce modele peut étre étendu en intégrant les effets passés de la volatilité a
1’aide d’un polyndme de retards, il s’agit d’un modele de type GARCH-DLM 3 :

y = Xa + A(D)(h2 — h2_,) + &, avec ARCH(p,0) h? = ay(D)e?
GARCH(p.q) h? = oy + a(D)e? + B(D)h?

Dans une spécification de type TARCH 4, on différencie 1’effet d’une erreur
positive et d’une erreur négative (erreur sur la variance).

1. ARCH-M comme Mean (moyenne).
2. DM = Difference in Mean.

3. Distributed Lag in Mean.

4. Treshold ARCH.

314 e ANALYSE DES SERIES TEMPORELLES



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

La spécification TARCH est la suivante :

hr2 =a0+2p:(¥i8:i+2p:ﬂi8;—i

i=1 i=1

avec : &, = Max(s,,0) et &, = Min(g,,0).

Un modele de ce type permet de prendre en compte une dissymétrie de 1’in-
formation : les agents suivent un comportement différent selon que la variable a
expliquer est a la hausse ou a la baisse.

Les variantes des processus ARCH présentées dans ce chapitre ne sont pas
exhaustives !, le lecteur peut consulter les ouvrages spécialisés dans ce domai-
ne pour plus d’informations.

Exercice n° 8.6
fichier C5EX4

Modélisation du cours en dollar du baril de pétrole brut

Lors de I’exercice 4 du chapitre 5, nous avons appliqué la stratégie des tests DF, DFA et
PP au prix du baril de pétrole brut connu jour par jour sur 2087 jours (2087 observa-
tions). Nous avons conclu que le cours est un processus DS sans dérive a mémoire. Nous
allons donc maintenant le modéliser a I’aide de la méthode de Box-Jenkins.

Solutions

La Figure 8.6 présente le corrélogramme du cours du pétrole brut en différences pre-
miéres. Nous constatons que ce n’est pas un bruit blanc. Nous allons donc chercher sa
représentation dans la classe des processus ARMA.

Included observations: 2086

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Praob

0.163 0.163 55.372 0.000
-0.072 -0.101 66.197 D.00D
-0.042 -0.013 69.880 0.000
-0.036 -0.035 72.567 0.000
-0.024 -0.018 73.777 0.000
-0.029 -0.029 75.549 D.000
-0.003 0.002 75.568 D.000
0.062 0.058 83.713 0.000
0.047 0.024 88.335 0.000
10 -0.007 -0.012 88.452 0.000
11 -0.042 -0.032 S82.140 0.000
12 -0.040 -0.025 95.461 0.000
13 -0.010 -0.002 S5.681 0.000
14 0.001 -0.001 95.683 0.000
15 0.033 0.032 97.851 0.000

QO NO &= WN =

Figure 8.6 — Corrélogramme du cours du pétrole brut en différences premieres

1. On peut par exemple proposer le processus FIGARCH qui permet de définir une double
mémoire sur les moments des processus (Baillie, 1996 Teyssiere, 1997).
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Apres quelques essais, nous proposons le modele [1] suivant, dont les coefficients sont
bien significativement différents de O :

Dependent Variable : D(PPB)
Included observations : 2085 after adjusting endpoints
Variable Coefficient Std. Error  t-Statistic Prob.
AR(1) — 0,258801 0,101559 — 2,548288 0.0109
MA(1) 0.441608 0.094313 4.682384 0.0000
R-squared0.034736 Mean dependent var 0.003496
Adjusted R-squared 0.034273 S.D dependent var0.270231
S.E of regression 0.265560  Akaike info criterion 0.187008
Sum squared resid 146.8977 Schwarz criterion 0.192421
Log likelihood —192.9560  Durbin-Watson stat2.004750

L’analyse des corrélogrammes du résidu (Figure 8.7) et du résidu au carré (Figure 8.8)
indique d’une part que le résidu n’est pas un bruit blanc et d’autre part qu’il présente les
caractéristiques d’une hétéroscédasticité. Cela nous suggere une hétéroscédasticité de
type ARCH.

Included observations: 2085
Q-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA term(s)

Autocorrelation  Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

1 -0.003 -0.003 0.0144

2 -0.021 -0.021 0.9455

3 -0.047 -0.047 55137 0.018
4 -0.023 -0.024 6.6460 0.036
5-0.020 -0.022 7.4834 0.058
6 -0.023 -0.027 8.5882 0.072
7 -0.008 -0.011 B8.7241 0.121
B8 0.057 0.053 15.443 D.017
9 0.038 D.035 18.433 0.010
10 -0.007 -0.007 18.538 0.018

Figure 8.7 — Corrélogramme du résidu du modele [1]

Included observations: 2085
Q-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA term(s)

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

0082 0.082 14.104

0081 0075 27.752

0171 0160 88.709 0.000
0.082 0034 96.711 0.000
0128 0.102 130.77 0.000
0115 0072 158.46 0.000
0.025 -0.013 159.682 0.000
0.057 0.010 166.55 0.000
0.028 -0015 168.15 0.000
0.084 0062 15297 0.000

DO~ O & W -

|
|
|
|
|
| |
I
|
|
I

Figure 8.8 — Corrélogramme du résidu au carré du modéle [1]
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Apres sélection du nombre de retards a 3 a 1’aide du critere d’information de Akaike,
nous procédons au test ARCH. La statique de Fisher ou du LM indique clairement la pré-
sence d’une hétéroscédasticité de type ARCH.

ARCH Test :
F-statistic 27.26516 Probability 0.000000
Obs*R-squared 78.84921 Probability 0.000000

Test Equation :
Dependent Variable : RESID"2
Included observations : 2082 after adjusting endpoints

Variable Coefficient Std. Error  t-Statistic  Prob.
C 0.050083 0.004518 11.08507 0.0000
RESID"2(-1) 0.064846 0.021651 2.995044 0.0028
RESID"2(-2) 0.062267 0.021636 2.877931 0.0040
RESID"2(-3) 0.160462 0.021633 7.417363 0.0000

Nous proposons donc le modele [2] a erreurs GARCH. Tous les coefficients sont bien
significativement différents de 0, nous allons donc analyser les résidus.

Dependent Variable : D(PPB)
Method : ML — ARCH (Marquardt)
Included observations : 2085 after adjusting endpoints

Coefficient Std. Error z-Statistic  Prob.

AR(1) — 0.242000 0.119414 — 2.026559  0.0427
MA(1) 0.407333 0.112672 3.615198  0.0003

Variance Equation

C 0.001064 0.000248 4.284927  0.0000

ARCH(1) 0.076236 0.006535 11.66560  0.0000

GARCH(1) 0.911234 0.007885 115.5618  0.0000

R-squared0.034295 Mean dependent var 0.003496
Log likelihood — 40.21315  Durbin-Watson statl1.970330

L’analyse du corrélogramme du résidu (Figure 8.9) indique que maintenant le résidu est
un bruit blanc.

Included observations: 2085
Q-statistic probabilities adjusted for 2 ARMA term(s)

Autocorrelation  Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

! { 1 0.012 0012 0.2950

L ! 2 -0.015 -0.016 0.7835

' 30027 0027 23488 0.125
! 4 0.000 0.001 2.3480 0.309
| 5 0004 0004 23906 0.495
g 6 0013 0012 27568 0.599
| 7 -0.014 -0.014 3.1B44 0672
8 0.037 0.038 6.0619 0.416
g 9 0023 0022 7.16% 0.411
I 10 -0.018 -0.018 7.8182 0.451
U 11 -0.033 -0.036 10.949 0.279
! 12 -0.016 -0.014 11.463 0.323
d

|

d

I
|
i
[
1
[
[

130015 -0016 11.913 0.370
14 0.003 0.000 11.934 0.451
15 0.018 0017 12611 0.478

i
i
i
[
i
d
i

Figure 8.9 — Corrélogramme du résidu du modele [2]
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Le modele est donc validé, sa représentation est la suivante :

PPB, = Prix du pétrole brut en dollars.

D(PPB), = PPB, - PPB,

D(PPB), = - 0,24 D(PPB), | +& + 0,405,

avec & = uy X hy ou uy —> N(0; 1)

et h? =0,001064 + 0,076 2, + 0,911 h2_,

Le Prix du pétrole brut en dollars est un ARIMA(1, 1, 1) a erreurs GARCH.

Exercice n° 8.7

Correction de ’exercice 5.7, le jeu des quatre erreurs
fichier CSEX7

Déterminer le processus générateur du prix du produit dérivé.

Solution synthétique

a) Détermination du processus TS ou DS ?

— Test Dickey-Fuller augmenté (retards de 0 a 6), Criteres de Akaike ou Schwarz :
retard = 1.

Stratégies de test :

CALCULE LU CONCLUSION

MODELE 6:

HO: — 1.840565 — 3.430000 ACCEPTE

HO6: 1.720239 340000 ACCEPTE
MODELE 5:

HO: —1.841787 —2.880000 ACCEPTE

HO5: 1.202288 4.750000 ACCEPTE
MODELE 4:

HO4: 1.779579 4.630000 ACCEPTE

— Les tests de Phillips Perron pour les modeles 1, 2 et 3 font rejeter aussi I’hypothese
HO, il existe une racine unitaire.

Le prix est un processus de type DS, il convient de le stationnariser par les différences
premieres.
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b) Est-ce une marche au hasard ou un processus ARMA ?

Corrélogramme de la série en différences premieres :

Sample: 0001M10 0024104
Included observations: 270

Autocarrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

=
1
i 1
il
(il
I
I

1 0.284 0.284 21.973 0.000
2 -0.001 -0.0868 21.973 0.000
3 -0.061 -0.039 22962 0.000
4 0.076 -0.051 24.5683 0.000
50102 -0.076 27.479 0.000
6 0.047 0.102 28.105 0.000
| 7 0080 0.028 29893 0.000
g 0134 0106 34.948 0.000
9 0213 0166 47.738 0.000
I 10 0.150 0.064 54.081 0.000

=T

ERERE

Il ne s’agit pas d’une marche au hasard, il existe donc une représentation dans la classe
des processus ARMA.

¢) Recherche du processus générateur

Représentation AR(1) :

Dependent Variable: D(PRIX)
Included observations: 269 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

AR(1) 0.283454 0.058632 4.834461 0.0000

Le test ARCH (p = 4) nous fait rejeter I’hypothese H,, , le processus est a erreurs ARCH.

ARCH Testp=4:
F-statistic 7.572414 Probability 0.000009
Obs*R-squared 27.65086 Probability 0.000015

Apres différents essais (MA(1), ARCH, GARCH, ..), la représentation suivante est
retenue :

Dependent Variable: D(PRIX)

Included observations: 269 after adjustments

Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
AR(1) 0.345144 0.084935 4.063618 0.0000
Variance Equation
C 1418.869 292.4837 4.851104 0.0000
RESID(-1)"2 0.325917 0.037896 8.600343 0.0000
GARCHC(-1) 0.715562 0.023636 30.27382 0.0000
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Le corrélogramme des résidus indique qu’il s’agit d’un bruit blanc, d’apres la statistique
de Jarque-Bera la distribution n’est pas gaussienne.

Sample: 0001M12 D024MD4
Included obsemations: 269
Q-statistic probabilities adjusted for 1 ARMA term(s)

Autocorrelation Partial Cotrelation AC  PAC Q-Stat Prob

i1 1 0.060 0.080 0.9856

AN 2-0019 0.023 1.0868 0.297
I 3 -0.031 -0.028 1.3426 0.511
BN 4 0015 0.0168 1.40688 0.704
i 5-0.019 -0.022 1.5030 0.826
L 6 0.040 0.042 1.9414 0.857
0 7 0.052 0.048 26968 0.846
I 8 0.009 D.003 27176 0.910
] 9 0.088 0.093 4.8672 0.772
m

(Bl
It
] B
!
i
it
I
1!
(N
3 10 0.092 0.084 7.2375 0612

Jarque-Bera = 230,12 (Probabilité critique = 0,00)

La représentation finale est donc la suivante : PRIX est un ARIMA(I, 1, 0) a effet
GARCH.

D(prix); = 0,345D(prix);—1 + &

avec & = u; X hy, uy — N(0; 1) et h? = 1418,87 + 0,326 &2 + 0,715 h?
d) Calcul de la prévision
La prévision pour le mois de Mai de 1’année 24 est donnée par :

D(prix)paqi = 0,345D(prix) avrir = 0,345 x —173 = —59,71

Prixyai = prixavril + D(prix)pqi = 3640 — 59,71 = 3580,29 .
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iste des exercices

Afin que le lecteur puisse lui-méme refaire les exercices, les données utilisées (sous
format Excel et Eviews), ainsi que les programmes de traitement « Batch » de
Eviews, sont disponibles par téléchargement sur le serveur web :

Chapitre 1

Exercice n°® 1.1

Exercice n® 1.2
Exercice n® 1.3
Exercice n° 1.4
Exercice n® 1.5

Exercice n°® 1.6

Exercice n® 1.7

Exercice n° 1.8

Exercice n°® 1.9

Chapitre 2

Exercice n° 2.1
Exercice n° 2.2
Exercice n® 2.3

Exercice n° 2.4

Exercice n°® 2.5

Chapitre 3

Exercice n° 3.1

htpp://regisbourbonnais.dauphine.fr

Test de détection de la saisonnalité a partir des données

du Tableau 1.1 14
Calcul d’une fonction d’autocorrélation 18
Désaisonnalisation selon un schéma additif 24
Désaisonnalisation par fonction trigonométrique 27
Désaisonnalisation a ’aide de variables dichotomiques 30

Un exemple d’application de saisonnalité mixte (additive
et multiplicative) : le cas de la téléphonie mobile 34

Désaisonnalisation par moyenne mobile selon un schéma

additif 38
Désaisonnalisation par la méthode de Census X11 41
Désaisonnalisation par démodulation complexe 43

Estimation d’un modele de diffusion de type Logistique 49
Calcul d’une prévision par un LES 58
Prévision d’une chronique a partir d’un LED 63

Prévision par agrégation des composantes
extra-saisonnalité et saisonnalité 69

Prévision par le modele de Holt-Winters 76

Calcul des termes d’un corrélogramme et de leur intervalle
de confiance a partir des éléments d’une chronique 98
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Exercice n° 3.2

Exercice n°® 3.3

Exercice n°® 3.4

Exercice n°® 3.5

Chapitre 4
Exercice n®4.1
Exercice n® 4.2

Exercice n®4.3
Exercice n® 4.4

Exercice n®4.5

Chapitre 5

Exercice n°® 5.1

Exercice n® 5.2

Exercice n°® 5.3

Exercice n® 5.4

Exercice n® 5.5

Exercice n® 5.6

Exercice n® 5.7

Chapitre 6

Exercice n° 6.1

Exercice n° 6.2

Exercice n® 6.3

322 ® ANALYSE DES SERIES TEMPORELLES

Exemples d’analyse des FAC et FAP au CAC40

Recherche des conditions de stationnarité et d’inversibilité

des processus

Exemples de génération de processus ARMA
al’aide d’Eviews

Calculs des caractéristiques de différents processus
et études des propriétés d’inversibilité et de stationnarité

Propriétés du filtre du Lissage Exponentiel Simple (LES)
Relation entre la variable m et les valeurs j

Calcul de la puissance spectrale d'un processus AR(2)
Simulation graphique du spectre de différents processus

ARMA

Estimations de spectres de chroniques simulées

Conséquence d’une mauvaise stationnarisation

d’un processus

Exemple d’application des tests DF et DFA aux dépenses
en produits pharmaceutiques

Exemple d’application des tests DF, DFA,
Phillips-Perron, KPSS, ERS et Ng-Perron au CAC40

Exemple d’application des tests DF, DFA
et Phillips-Perron et KPSS au cours en dollars du baril

de pétrole brut

Application du test de Franses

Relation entre lissage exponentiel simple
et modele ARIMA

Le jeu des quatre erreurs

Génération de processus AR et analyse des

corrélogrammes

Génération de processus MA et analyse des

corrélogrammes

Calcul des termes de la FAC d’un processus
MA(2) théorique

94

109

111

112

130
143
145

147
149

160

176

182

189

196

200
201

211

215

221



Exercice n° 6.4

Exercice n® 6.5

Chapitre 7
Exercice n°® 7.1

Exercice n° 7.2

Exercice n® 7.3

Exercice n® 7.4

Exercice n°® 7.5

Chapitre 8

Exercice n° 8.1

Exercice n° 8.2

Exercice n° 8.3
Exercice n°® 8.4
Exercice n° 8.5
Exercice n° 8.6

Exercice n® 8.7

Calcul des termes de la FAC et de la FAP de processus
ARMA

Représentations graphiques des FAC, FAP, FACI, FAPI

Tests de bruit blanc et de normalité sur l'indice CAC40

Analyse de la saisonnalité des immatriculations
des voitures particulieres en France

Comparaison de méthodes classiques de prévision
du nombre des immatriculations en France

Prévision par la méthodologie de Box et Jenkins du
nombre des immatriculations en France

Analyse par la méthodologie de Box et Jenkins
et prévision de trois processus aléatoires

Simulation et calcul des statistiques de Hurst,
Lo et de GPH

Applications des tests BDS, dimension de corrélation
et exposant de Lyapunov

Simulation d’une erreur ARCH

Etude d’un processus ARCH

Etude d’un processus GARCH

Modélisation du cours en dollar du baril de pétrole brut

Correction de I’exercice 5.7, le jeu des quatres erreurs

222
230

251

260

265

267

271

290

297
303
306
311
315
318
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ables statistiques

Table 1 — Distribution cumulative empirique de t,s, 15, t; sous Hy : p =0

Probabilité d’une valeur inférieure

n 0,01 0,025 0,05 0,10 0,90 0,95 0,975 0,99

Modele (1) : t,e

25 -2,66 -2,26 | -1,95 -1,60 0,92 1,33 1,70 2,16
50 -2,62 -2,25 | -1,95 -1,61 0,91 1,31 1,66 2,08
100 -2,60 -2,24 | -1,95 -1,61 0,90 1,29 1,64 2,03
250 -2,58 -2,23 | -1,95 -1,62 0,89 1,29 1,63 2,01
500 -2,58 -2,23 | -1,95 -1,62 0,89 1,28 1,62 2,00
00 -2,58 -2,23 | -1,95 -1,62 0,89 1,28 1,62 2,00

Modele (2) : 15

25 -3,75 -3,33 | -3,00 -2,63 -0,37 0,00 0,34 0,72
50 -3,58 -3,22 | 2,93 -2,60 -0,40 -0,03 0,29 0,66
100 -3,51 -3,17 | -2,89 -2,58 -0,42 -0,05 0,26 0,63
250 -3,46 -3,14 | -2,88 -2,57 -0,42 -0,06 0,24 0,62
500 -3,44 -3,13 | 2,87 -2,57 -0,43 -0,07 0,24 0,61
) -3,43 -3,12 | -2,86 -2,57 -0,44 -0,07 0,23 0,60

Modele (3) : 1;

25 -4,38 -3,95 | -3,60 -3,24 -1,14 -0,80 -0,50 -0,15
50 -4,15 -3,80 | -3,50 -3,18 -1,19 -0,87 -0,58 -0,24
100 -4,04 -3,73 | -3,45 -3,15 -1,22 -0,90 -0,62 -0,28
250 -3,99 -3,69 | -3,43 -3,13 -1,23 -0,92 -0,64 -0,31
500 -3,98 -3,68 | -3.42 -3,13 -1,24 -0,93 -0,65 -0,32
00 -3,96 -3,66 | -3.41 -3,12 -1,25 -0,94 -0,66 -0,33

Source : Fuller 1976, p. 373, Tableau 8.5.2.
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Table 2 — Distribution empirique de t; pour (¢, p) = (0, 0) Modeéle (2)

Probabilité d’une valeur inférieure
n 0,90 0,95 0,975 0,99
Modele (2) : ¢,
25 2,20 2,61 2,97 3,41
50 2,18 2,56 2,89 3,28
100 2,17 2,54 2,86 3,22
250 2,16 2,53 2,84 3,19
500 2,16 2,52 2,83 3,18
00 2,16 2,52 2,83 3,18

Source : Dickey et Fuller, 1981 , p.1062, Tableau I.

Table 3 — Distribution empirique de ®, pour H, : (¢, p) = (0, 0) Modeéle (2)

Probabilité d’une valeur inférieure

n | 001 | 0025 | 0,05 0,10 | 090 | 095 |0975 | 0,99
Modele (2) ®; : (c, p) = (0, 0)
25 | 029 | 038 049 | 065 | 412 | 518 | 630 | 7.88
50 | 029 | 039 050 | 066 | 394 | 48 | 580 | 7.06
100 | 029 | 039 050 | 067 | 386 | 471 | 557 | 670
250 | 0,30 | 0,39 0,51 067 | 3.81 463 | 545 | 652
500 | 0,30 | 0,39 0,51 067 | 3.79 461 | 541 | 647
oo | 030 | 040 0,51 067 | 3.78 459 | 538 | 643

Source : Dickey et Fuller, 1981, p.1063, Tableau IV.
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Table 4 — Distribution empirique de t; pour (c, b, p) = (0, 0, 0) Modele (3)

Probabilité d’une valeur inférieure
n 0,90 0,95 0,975 0,99
Modele (3) : ¢,
25 2,77 3,20 3,59 4,05
50 2,75 3,14 3,47 3,87
100 2,73 3,11 342 3,78
250 2,73 3,09 3,39 3,74
500 2,72 3,08 3,38 3,72
00 2.72 3,08 3,38 3,71
Source : Dickey et Fuller, 1981, p.1062, Tableau II.
Table 5 — Distribution t; pour (c, b, p) = (0, 0, 0) Modeéle (3)
Probabilité d’une valeur inférieure
n 0,90 0,95 0,975 0,99
Modele (3) : ¢;
25 2,39 2,85 3,25 3,74
50 2,38 2,81 3,18 3,60
100 2,38 2,79 3,14 3,53
250 2,38 2,79 3,12 3,49
500 2,38 2,78 3,11 3,48
00 2,38 2,78 3,11 3,46

Source : Dickey et Fuller, 1981, p.1062, Tableau III.

Tables statistiques ® 327



Table 6 — Distribution empirique de ®, pour H; : (c, b, p) = (0, 0, 0)
Modele (3)

Probabilité d’une valeur inférieure

n 0,01 0,025 0,05 0,10 0,90 0,95 0,975 0,99

Modele (3) ®, H : (¢, b, p) = (0, 0, 0)

25 | 0,61 0,75 0,89 1,10 4,67 5,68 6,75 8,21
50 | 0,62 0,77 0,91 1,12 4,31 5,13 5,94 7,02
100 | 0,63 0,77 0,92 1,12 4,16 4,88 5,59 6,50
250 | 0,63 0,77 0,92 1,13 4,07 4,75 5,40 6,22
500 | 0,63 0,77 0,92 1,13 4,05 4,71 5,35 6,15
oo | 0,63 0,77 0,92 1,13 4,03 4,68 5,31 6,09

Source : Dickey et Fuller, 1981 , p.1063, Tableau V.

Table 7 — Distribution empirique de ®; pour H; : (c, b, p) = (¢, 0, 0)
Modele (3)

Probabilité d’une valeur inférieure

n 0,01 0,025 0,05 0,10 0,90 0,95 0,975 0,99

Modele (3) @3 Hy : (c, b, p) = (0, 0, 0)

25 | 0,74 0,90 1,08 1,33 591 7,24 8,65 10,61
50 | 0,76 0,93 1,11 1,37 5,61 6,73 7,81 9,31
100 | 0,76 0,94 1,12 1,38 5,47 6,49 7,44 8,73
250 | 0,76 0,94 1,13 1,39 5,39 6,34 7,25 8,43
500 | 0,76 0,94 1,13 1,39 5,36 6,30 7,20 8,34
oo | 0,77 0,94 1,13 1,39 5,34 6,25 7,16 8,27

Source : Dickey et Fuller, 1981 , p.1063, Tableau VI.
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