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Introduction

Vous commencez des études scientifiques. Ce polycopié vous est destiné.

Son objectif est double : consolider les bases mathématiques acquises au lycée, et vous
familiariser avec les notions plus délicates que vous allez aborder et les méthodes que vous
devrez acquérir.Vous pourrez 1’utiliser de maniere réguliere pour consolider vos
acquis. Le présent cours ne couvre qu'une partie des modules Maths 1 & 2 destinés aux
étudiants de la premiere année du socle commun Technologie.

Ce volume se compose de six chapitres. Chaque chapitre remet en place les bases indis-
pensables pour aborder des études scientifiques, et introduit quelques notions nouvelles,
qui seront pour la plupart traitées en cours de cette année.

Il ne me reste plus qu’a vous féliciter de votre choix pour des études scientifiques et a

vous souhaiter de les mener avec succes.

L’auteur.



Ensembles, Relations et Applications

1.1 Ensembles

Un ensemble est une collection d’objets satisfaisant une méme propriété, chaque objet
est un élément de I'ensemble. On peut citer comme exemples :

I’ensemble des points d’un plan; ’ensemble des entiers naturels N, ...

1.1.1 Généralités.

Soient E et F' deux ensembles. On note :
1. Appartenance : ¢ € F : veut dire que I’élément x appartient a E. La négation de cette
relation est = ¢ E.
On a: x # {z}.
2. Inclusion : £ C F (ou F D E) : E est inclus dans F' si tout élément de E est un
élément de F. Sa négation est E ¢ F.
On dit aussi que E est une partie de F' ou que F est un sous-ensemble de F'.
3. Egalité : (F=F)<= (FECFet FCE).



Ensembles, Relations et Applications 7

4. Ensemble vide : est un ensemble sans élément, noté .

E et sont parmi les parties de E.

5. Ensembles disjoints : E et F' sont dits disjoints si EN F = .

6. Cardinal de E : est le nombre d’éléments de E, on le note Card(E).
7. Complémentaire : Soit E C F. CE=F—-E={xz/z€Fetx¢FE}

1.1.2 Opérations sur les ensembles.

Soit ACE, BCFE.Ona:
a) lintersection : ANB={x € E/ v € Aet v € B}.
b) la réunion : AUB={r € E/ x € Aoux € B}.
c) 'inclusion : AC B<= (Vx € E, € A=z € B).
d) ’égalité : A=B<«<= (Vx € E, v € A<= x € B).
Ces définitions s’étendent & une famille (E;);c; de E, on a alors :

NE={xcFE/Viecl, ek}

i€l
UE ={xe€FE/Jicl, ze€k}
i€l

Propriétés :

Soit ACE,BCFEetCCFE.Ona:
a) commutativité : ANB=BNA, AUB=BUA.
b) associativité : AN(BNC)=(ANB)NC =ANBNC, AU(BUC) = (AUuB)UC =
AUBUC.
c) distributivité : AN (BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

ANA=A AUA=A ANCs=, AUCL=F.
CAUB — CANCE, CAMB=CAUCB, ACB<+«=CBCC4, Cp(C4) =A.
CACE, NA=, UA=A, ENA=A, FEUA=E.

1.1.3 Ensemble produit (Produit cartésien).

ExF={(x,y)/veEetyecF}.
Par définition, on a :
(z,y) = (@",y) = (z=2" et y = /).



Ensembles, Relations et Applications 8

(@,9) # (y,0) =z #y.

I Ex={(z1, - ,20)/ x € Ey, k=1,--- ,n}.

Ijitlas ensembles £ x B, E x E x E, ... sont notés E?, E3, ...

-La diagonale de £ x E' est I’ensemble des couples (z,z) on x € E.
Propriétés :

1. (AACAetB CB)= (A xB CAxB).

2. (AxB#)<= (A# et B#).

3. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC).

4. Ax(BNC)=(AxB)n(AxC).

5. (C# et AxC=Bx(C)=—= A=8B.

Preuve :

1. Soit (z,y) e A x B <= (z€ A etye B).

Or, AACAet B CB)= (r€cAetye B) = (v,y) € Ax B.
d'on A’ x B'C Ax B.

Le reste de la preuve : Exercice.

1.1.4 Partition d’un ensemble.

Une partition d’un ensemble E est une famille (E;);c; de parties de E telles que :

i€l
Pour toute partie A C E, A et C# forment une partition de E.

1.1.5 Ensemble des parties de E.

Dans I’ensemble des parties de E, on compte ’ensemble E et et toutes les autres parties
de E, on note P(F) I'ensemble des parties de E.

Ainsi,ona: AC E<= Ac P(E).

E € P(F) quelque soit E.

P(E)# mémesi E= (P(E)=/{}).

Card(P(E)) = 2¢erd(E),

a) Exemple : E = {1,3,5}, PE) = { E {1},{3},{5},{1,3},{1,5},{3,5}}.
Card(P(E)) = 23 = 8.
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1.2 Relations

1.2.1 Relations dans un ensemble.

On définit une relation binaire sur un ensemble E si I'on se donne une partie R de
E x E. Lorsqu’'un couple (z,y) € E x E € R, on dira que = et y sont liés par la relation
R.
On conviendra de noter xRy la relation z € E, y € E et (z,y) € R.

On va étudier deux types de relations particulierement importantes, la relation d’équiva-

lence et la relation d’ordre.

1.2.2 Relation d’équivalence.

Une relation binaire R sur un ensemble E est dite relation d’équivalence si elle est :
a) réflexive : Vx € F, zRx.
b) symétrique : Vz,y € E, 2Ry — yRu.
c) transitive : Vx,y,z € E, (zRy et yRz) = aRz.
On écrit : z = y(mod R).
Exemple : Soit n € Z*. Soit R la relation binaire définie sur Z par :
aRb <= (a — b) est divisible par n.
ou bien aRb <= 3k € Z/ a— b= kn.
R est une relation d’équivalence. En effet :
a) R réflexive <= Va € Z, aRa .
Soita€Z:a—a=0n= (Fk=0€Z/ a—a=kn) = aRa = R réflexive.
b) R symétrique <= Va,b € Z, aRb = bRa .
Soient a,b € Z:aRb<= (Fk € Z/a—b=kn) = Ik = -k €Z/b—a = k'n) = bRa.
—> R symétrique.
c) R transitive <= Va,b,c € Z, (aRb et bRc) = aRc 7.
Soient a,b,c € Z: aRb<= 3K €Z/ a—b=Fkn .. (1)
et bRe<= k' €Z/b—c=k'n ... (2)
(H)+(2)=3J k=K +E')eZ/ a—c=kn.
= aRc = R transitive.

Conclusion : R est donc une relation d’équivalence.

9
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1.2.3 Classe d’équivalence.

On appelle classe d’équivalence d’'un élément x € E et on note (&, %, C,), I'ensemble de

tous les éléments qui sont en relation avec x suivant R.
On écrit : T={y € E/ yRa} # car x €7.
Théoreme : Deux classes d’équivalence sont disjointes ou confondues.

Corollaire : L’ensemble des classes d’équivalence forme une partition de E.

1.2.4 Ensemble quotient.

E/R = {z, x € E}= l'ensemble des classes d’équivalence de E suivant R est appelé
ensemble quotient de E par R.

Exemple : 2Ry <= = =y (R relation d’équivalence sur F).
vel, T={yeE/yRa} ={ye E/y=ux}={x}.
T={z}, E/R={z, v € E}={{z}, x € E}.

Surjection canonique de E sur E/R :

On considere l'application s: E — E/R, x — s(z) =T.
On a s est surjective par définition de £/R.
Soit y € E/R = dz € E// y = T : appelé surjection canonique de F sur E/R.

1.2.5 Relation d’ordre.

Une relation binaire R définie sur un ensemble F est dite relation d’ordre si elle est :

a) réflexive : Vx € F, zRx.
b) anti-symétrique : Vx,y € £, (xRy et yRz) =z =y.
c) transitive : Vz,y,z € E, (xRy et yRz) — zR-=.

1.2.6 Ordre total.

On dit qu’une relation d’ordre R définie sur F, un ordre total si :
(Vz,y € E), 2Ry ou yRx [z et y sont comparables|.

On dit aussi que E est totalement ordonné par R ou possede la structure d’ordre total.

10
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1.2.7 Ordre partiel.

On dit qu’une relation d’ordre R définie sur E, un ordre partiel si :
(Fz,ye E), Ry et y Ru.
On dit que E est partiellement ordonné par R.
Exemples : (1) £ =Q, 2Ry <= = <y : R définie un ordre total sur Q.
(2) E=N* 2Ry <= z/y (z divise y) : R définie un ordre partiel sur N*.
Car 32,5 N* 2 /R5 et 5 R2
(3) Sur P(E), XRY <= X C Y : R définie un ordre partiel sur P(E).
Soit £ = {a,b,c}, X ={a,b}, Y ={b,c}.
Donc 3 X, Y eP(E), XZY e Y X.

1.3 Applications

1.3.1 Définitions.

Soit f: R — R, z+— f(z) une fonction numérique, définie sur une partie D de R.
f est une application de D dans R : a tout réel x de D, elle associe un réel unique y = f(z).
y est I'image de = par f; x est un antécédent de y par f.

Plus généralement : Soit E et F' deux ensembles. Une application f : E — F associe a

tout élément x € E (ens. de départ) une image unique y = f(x) € F' (ens. d’arrivée).
L’ensemble image f(F) est une partie de F', mais en général f(E) # F.

Exemples : L’application identique I : E — E, x +— Ig(x) = x.

Restriction de f a A C E : Soit f : E — F et A C E, l'application f/A: A —
F, v — f/A(z) s’appelle la restriction de f a A.

Prolongement : Une application est toujours un prolongement de chacune de ses restric-

tions.
(Vo € A, f/A(z) = f(x)). f est le prolongement sur E de f/A.

Exemple :

fR—R, g:[-n/2,7/2] — R

r+— f(x) =sinx x+— g(r) =sinz

11
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On a : g est la restriction de f a la partie [—7/2,7/2] ou f est le prolongement de g sur
R.

On écrit : g = f/[—7/2,7/2].
Graphe de f: F — F : noté I' défini par :
I'=A{(z,f(x)/ x e B} ={(z,y) e ExF/y=flx)}.

1.3.2 Injection, Surjection, Bijection.

Soit f : E — F une application de F dans F'.

1. Injection : f est injective si tout élément de F' est I'image par f d’au plus un élément
de F.

f est injective <=V z, 2’ € E, z # 2’ = f(x) # f(2').

On peut utiliser la négation logique :

f est injective <=V z,2’ € E, f(z) = f(2') = x = 2.

2.Surjection : f est surjective si tout élément de F' est 'image par f d’au moins un
élément de F.

f est surjective <= Vy € F, 3z € E/ y= f(x).

Conséquence : f est surjective <= f(E) = F.

3. Bijection : f est bijective <= f est a la fois injective et surjective.

On dit que f est bijective si tout élément de F' admet un unique élément dans E par f.
f est bijective <=V y e F, 3l z € E/ y= f(x).

(3 !': veut dire "il existe un unique”).

Remarque : Si f : E — F est bijective, on dit parfois que f est un isomorphisme et
que E et I sont isomorphes.

Exemples : (a) Soit A C E, 'injection canonique j : A — E, x — j(x) = z est
injective.

(b) fi : R — Ry, x+—— fi(z) = x? n’est pas injective car fi(—2) = f1(2), mais elle est
surjective.

(c) fo : Ry — R, x+—— fo(x) = 2 n’est pas surjective car (—2) n’a pas d’antécédent,
mais elle est injective.

(d) f3: Ry — R, o+ f3(x) = 22 est bijective car tout réel y > 0 admet un unique

antécédent z = |/y € R,.

12
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Sa bijection réciproque est f; ' : Ry — Ry, o+ f3'(z) = /2.
V(z,y) eR: : y=2? <=z =y

1.3.3 Application composée.

Soient f : E — F, g : FF — G. On appelle application composée de g et f,
I'application gof : E — G définie par : (gof)(x) = g[f(x)], Vx € E.
Exemple : Soit

fR—R, g:RY — [-1,1]

2

r— f(x)=2x x+— g(x) =sinz.

Ona:gof:R— [-1,1], .+ (gof)(z) = g[f(z)] = g(z?) = sinz?.

Propriétés :
(1) (fog)oh = fo(goh) = fogoh : L’opération "composition d’applications” est associative.
(2) En général (gof) # (fog) : non commutative.
(3) f et g injectives = (fog) est injective.
(4) f et g surjectives => (fog) est surjective.
(5)

5) f et g bijectives = (fog) est bijective.

1.3.4 Application réciproque.

Soit f: E — F bijective. Notons f(x) =y <= 3!z € E/ x = f~!(y). L’application
Y1 F— E, y— x= f"(y) s’appelle application réciproque (ou inverse) de f.

f~1 est aussi bijective et on a :.

VexeE, flof(x)=x et YyekF, fof'(y)=uy.

On écrit :

f~tof = Ig (I'application identique dans F).

fof~! = Ir (I'application identique dans F).

SiE=F, flof = fof ! =1Ig.

Inversement, si f : E — F, g: F — FE telles que : gof = Ig et fog = I, alors f et

g sont bijectives et on a : g = f~ 1.

13
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Corollaire : (a) Soient f : F — F et g : FF — G deux applications bijectives, alors

'application composée gof est aussi bijective et que : (g o f)_1 =flog!
(b) Soit A C E, f est injective = A = f~1(f(A)).
(c) Soit B C F, f est surjective = B = f (f~1(B)).

Image directe de A C E.

Soit f: B — Fet ACE.
FA) = {f(@)/ s Ay ={yeF/IzeA et y=f(x)}

Image réciproque de B C F.

Soit f: E— Fet BCF.

“Y(B)={x € E/ f(z) € B}.
Remarques : (1) f(A) = <= A=
(2) Siy € F, on peut parler de f~! ({y}), mais c’est une partie de E et non un élément
(partie pouvant étre vide si f non surjctive, ou bien pouvant contenir plus d’'un élément si
f non injective).
(3) f~Y(B) peut étre vide sans que B soit vide (on prend : B C F — f(E)).
Exemple : Soit f: R — R, 2 +— f(x) =sinuz.
B={2}; f'({2}) ={zeR/ sinz=2}=.
B={1/2}; f7'({1/2}) ={z € R/ sinz =1/2} = {(n/6)+2km, (57/6)+2kn | k € Z}.
Proposition : Soient A1, Ay C E et B;,By, C F. On a :

(1) At C Ay = f(A) C f(A2) (1) BiC Ba = f1(B1) C [7'(B2)

(2) f(ATUAs) = f(A) U f(As)  (2) fTH(BIUBy) = f7H(B1) U f(Bs)

(3) f(AiNAz) C f(A) N f(A2)  (3) fTH(BiNBa) = f1(B1) N f7(B)
4) A fH(f(A) @) F(FH(BY) C B

Preuve :

(1) Soit y € f(A1) = Jwe A/ y=[f(z)
— dr € Ay y= f(z) (car A C Ay)
= y € f(As)

14
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Dot f(A1) C f(A2).
La preuve des autes propriétés est laissée en exercice.

1.4 Divers.

Rappel :
a,bj={r e€R/ a<x<b}
a,+oo[={r € R/ a <z}

+ool={r €eR/ a < x}
00,b] ={z e R/ z < b}
00,b[={zr e R/ z < b}
Théoréme : L’ensemble R est Archimédien, c’est-a-dire :
VreR, Vy>0, 3neN/z <ny.
Densité de Q dans R.
Ve,yeR, t<y=3q¢qeQ/x<q<y.
On dit que Q est dense dans R.

]
[
Ja,
]
]

Partie entiere d’un nombre réel.

Soit x € R. Il existe un unique xg € Z : 9 < x < x9+ 1.

Cet entier relatif x( est appelé partie entiere de z et est noté E(x) ou [z].
Exemple : E(27/12)=2 , E(—7n)=—4.

Propriétés : Vo € R, E(z) <z < E(z)+1 , v —1< E(z) <.

1.5 Borne inférieure et borne supérieure d’une partie

non vide de R.

Définition (Minorant, Majorant).
Soit X une partie non vide de R.
(1) X C R est une partie minorée <= 3Im e R/ Vr € X : m < z.
Dans ce cas, on dit que m est un minorant de X.
(2) X C R est une partie majorée <= I M € R/ Ve € X : z < M.

Dans ce cas, on dit que M est un majorant de X.

15
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(3) Sila partie X C R est a la fois minorée et majorée, alors X est dite "bornée”.

Remarque :

(i) Si X est minorée par m et m € X, alors m est appelé le plus petit élément de X (noté :
min(X) ).

(ii) Si X est majorée par M et M € X, alors M est appelé le plus grand élément de X
(noté : max(X) ).

Définition (Bornes inférieure et supérieure).

(1) On appelle borne inférieure de X, notée : Inf(X), le plus grand minorant (s’il existe)

de X.

- Si X n’est pas minorée, on écrit Inf(X) = —o0.
(2) On appelle borne supérieure de X, notée : Sup(X), le plus petit majorant (s'il existe)
de X.

- Si X n’est pas majorée, on écrit Sup(X) = +oc.

(3) Si une borne existe, alors elle est unique.

Exemple : (1) X =[0,1] donc Inf(X) =0 , Sup(X) =1, min(X) =0 et
max(X) n’existe pas.

(2) (P(E), ©), min((P(E))= et max((P(FE))=E.

(3) Dans Q ou R ordonnés par "<”,

Inf(la,b]) = Inf([a,b]) = Inf(Ja,b]) = Inf([a,b]) =
Sup(la,b]) = Sup([a, b]) = Sup(Ja, b)) = Sup([a,b]) =

Proposition :

s R

Toute partie non vide et minorée (resp. majorée) X C R, admet une borne

inférieure (resp. supérieure).

Proposition(Caractérisation des bornes).
Soit m, M € R et X une partie non vide bornée de R.
Vee X, m<x

m=Inf(X) <
Ve>0,dzeX/ m<zr<m+e

Vee X, <M
M = Sup(X) <—
Ve>0,deeX/ M—-ec<axz<M

16
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Exemple : Soit X ={3++ /neN}CR.
Désignons les éléments de X par x, ou z, = 3 + % , Vn e N*.
Orona:0<1<1 VneN"=3<3+1<4 VneN.
<— 3 <z, <4, VneN~-
=—> X est bornée.
Sup(X) =max(X) =4 (4 € X).
Inf(X) = 3; en effet, 3 est un minorant de X, de plus il est le plus grand minorant de X,

car pour tout € > 0 donné, on peut trouver un entier n € N* tel que
1
Tp=3+—-—<3+¢
n

donc 1/n <e = n>1/e.

Il suffit de choisir n le premier entier supérieur a 1/e (par exemple : n = E(1/¢) + 1).
(3 ¢ X) = min(X) n’existe pas.

Proposition (Divers).

(1) Soient a,b € R. On a:

Sup(a,b) = max(a,b) = 3(a+ b+ |a — b]).

Inf(a,b) = min(a,b) = 2(a+ b — |a — b]).

Indication : utiliser que V a,b € R :

max(a,b) + min(a,b) =a+b et max(a,b) —min(a,b) = |a — b|.

(2) Soit X une partie non vide de R. On définit (=X ) = {—z/ z € X}.
Si X est bornée, alors Sup(—X) = —Inf(X) et Inf(—X)=—Sup(X).

(3) Soient X; et X, deux parties non vides de R avec Xy C Xj.

Si X; est bornée alors X, est bornée, et de plus, Sup(Xs) < Sup(X;) et

(4) Soient X;, X, deux parties non vides, bornées de R. Alors X; U Xy est bor-

née, et on a :

Inf(XyUXy) =Inf(Inf(Xy), Inf(X2)) , Sup(X;UXs) = Sup (Sup(X1), Sup(Xs)).

17



Nombres complexes

2.1 Introduction

Dans le corps (R, +, x), 'équation 2*+a* = 0 n’admet pas de solution, puisque dans R,
I’ensemble des carrés est R™. Pour résoudre cette équation, il fallait construire un ensemble
C dans lequel méme les carrés seraient négatifs. Donc par extension de R, C a été construit,

muni des deux lois + et X, il forme un corps commutatif.

2.2 Ecriture des nombres complexes

Tout nombre complexe z € C s’écrira z = x + 1y, avec z,y € R.
Cette écriture du nombre complexe 2z est unique et est appelée forme algébrique ou carté-
sienne de z.

o = TR.(2) : partie réelle de z.

e y =7m(z) : partie imaginaire de z.

e Onai?=—1.

e OnadoncC={zx+iy ou z,yeR} et z€C=Jr,ycR / z=1z+1y.

18



Nombres complexes 19

Soient z = x + iy et 2/ = 2’ + 1y’ deux complexes avec x,y, 2,y € R. On a
e 2=0< (z=0ety=0).
e 2= (x=1" et y=1y).
e Les lois + et x sont définies par :

zt2 =@+a)+ily+y) et zxz2' = (va' —yy) +i(zy +2'y).

2.2.1 Conjugués et modules.
Définition.

Soit z = x + iy un complexe avec x,y € R. On appelle conjugué de z et on note Z le
complexe Z = x — iy.

Propriétés.
V(z,2') € C*:
o 2+ =72+7, X2 =zZx2, 1= (2)7L

e 2R.(2)=2+7Z et 2Im(z) =z — Z.
On dit que z — Z est un morphisme d’anneau.

Définition.

Soit z = x 4 iy un complexe avec z,y € R. On appelle module de z et on note |z| le
nombre réel positif ou nul défini par |z| = V2.2 = /2% + 2.

Propriétés.
V(z,2') € C*:
e 2|=0&2=0, |2/>0, |z|=1z, |z+72|<|z|+]]
o Re(2) < lz2l, |22 =12]7], |5]= |z,| avec 2’ # 0.
o =17 =1 <14 2Z=a 4yt =2

e On a donc que l'inverse d’un complexe z = x + iy est :

-1 _ T

: EE

19



Nombres complexes 20

2.3 Le plan complexe

- —
i, 7).

A tout nombre complexe z = z + iy, on associe le point M de coordonnées (z,y). Par

Soit le plan (P) muni du repere orthonormé (O,

définition :
e M est 'image de z.
e 2 est l'affixe du point M.
D’apres le théoreme de Pythagore, on a OM? = 2 + y* c’est a dire OM = |z|.

2.3.1 Forme trigonométrique d’un nombre complexe.
Définition.
e On appelle argument de z et on note Arg(z) toute mesure (définie a 2k pres k € 7Z)
-
i;OM).
Notation : On note Arg(z) = 6[2n] ou Arg(z) = 6 mod 27 pour exprimer le fait

que Arg(z) = 6 + 2km avec k € Z.
e Soit z = x + iy un complexe avec x,y € R. On appelle forme trigonométrique de z

de l'angle (

la représentation suivante :
z=r(cosf +isind), ou r=|z| et 6= Arg(z).

avec x = |z|cosf et y = |z|sind.

On note aussi la forme trigonométrique d’un complexe z par z = [r, 6].

Propriétés.

e Sous forme trigonométrique, deux nombres complexes z = [r, 0] et 2/ = [/, §'] sont
égaux si et seulement si r =1’ et 6 = 0'[27].

e Produit et Division.
22 =1r, 0., O =[rr', 0+0] et YneZ, 2" =]r, 6" =[r", nd],

e [

2.4 Notation exponentielle

Pour tout réel 8, on note e = cosf + isin 6.
Vk € Z, V0 € R, e0+2km) — 0

20



Nombres complexes 21

2.4.1 Propriétés.

e Soient x,y deux réels. On définit e**% = e®.e%

e Soient z et 2z’ deux complexes et n € Z. On a :

e Formule de Moivre :
VO € R,Vn € Z, (cos +isinh)" = cos(nfd) + isin(nf) = ™.

e Formules d’Euler :

i0 | ,—if i0 _ —if
Vo € R, cos@zi et sin@zi
2 21

2.5 Equation du second degré dans C

e Dans le corps C, toute équation de degré n, admet n solutions.
e Soit donc dans C I'équation az? + bz + ¢ = 0 avec a, b et ¢ complexes ou pas.
b+ VA ~b— VA
=— ¢ = —\

A=0b—4 = t oz =
G, A 2a - 2a

2.6 Racines n-iemes d’un nombre complexe

1. Racines carrées d’un nombre complexe.
Soit Z = a + ib un complexe avec a,b € R. On appelle racines carrées de 7, les
solutions z dans C, de I’équation 22 = Z.

e Méthode de résolution algébrique de 2% = Z.

Posons Z = a + ib et désignons par x + ¢y une des racines carrées de Z. On a

v —y?=a (1)
P =7 (r+iy)l=a+ib< < 2zy=0> (2)

242 =Va2 + 02 (3)

La résolution de ce systeme nous donne les racines carrées z de Z.

e Méthode de résolution trigonométrique de 22 = Z.

Soit Z = [r, a] un complexe.

21



Nombres complexes 22

Le nombre complexe [p, 0] est solution de 2% = Z <= [p?, 20] = [r, ]
p=r p=r

20 = «o[27] 0 = g[n]

2. Racines n-iemes d’un nombre complexe.
Soit Z = [r, a] un complexe. On appelle racines n-iemes de Z, les solutions z dans
C, de I'équation 2" = Z (n € N*).
Posons z = [p, 6] une des racines de 2" = Z.
Ona: 2" =27« [p" nb] =r, o

pr=r p=/r

nf = a[27] g =22z

Conclusion : L’ensemble S des solutions de 1’équation 2" = Z est :

S ={z0,21,-- 201}

avec

2 = [C/F, g—i—%—ﬂ , 0<k<n-—-1
n n

3. Racines n-iemes de 'unité.

Les racines n-iemes de I'unité sont les solutions de 1’équation 2" = 1. Les solutions

de cette équation sont :

S"={20,21,.-, 201} avec z = [1 , %Tﬂ}

Exemple : Trouver les 5-racines de Z = v/2(16 — 16).
On a

Z =/2(16 — 16i) = V2.16(1 —i) = /2.16./2 (% - z%)

()
= 32 (cos(—%) + isin(—%))
— 7 =32¢7'1 = [32, —ﬂ

22
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Cherchons z = [p, 0] tel que 2° = Z.
P==[p, 50 =1[32, 3| <= p° =32 et 50 =T +2kn, kel

p=1v32=2
= 0 = s 2km 0< k<4
STt Ushs4
™ 2kmw m  2kw
o, ST AT el (- BT <k<4
= 2 {, 20—1— 5] exp{z( 20+ 5)},0_ <
Donc I'ensemble des solutions de ’équation z° = Z est :
T ka}

S = = 2 _——
{Z07217ZQ7Z37Z4} avec zi [ ) 20 + 5

23



Structures algébriques fondamentales

3.1 Groupes

Soit G un ensemble (# ).
Une loi de composition interne (une LCI) sur G est une application de G x G dans G.
Notation :
*x:GxXG—G; (v,y) = *(x,y) =z *y.
On dit que G est un groupe, noté (G, ) si la loi x vérifie :
(a) x est une LCIsur GsiVz,y e G, z*y€QG.
(b) La loi % est associative c’est-a-dire V z,y,2 € G, z* (yxz) = (x xy) * 2.
(c) Laloi x admet un élément neutre c’est-a~-dire 3e € G/ Vz € G, txe=e*xx = .
(d) Tout élément est symétrisable c’est-a-dire Vo € G, 32’ € G/ xxa’ =" xz =e.
Si la loi * est de plus commutative (V z,y € G, x*y = yz), le groupe est dit commutatif

ou abélien.

Remarques :

(1) L’élément neutre e est unique, en effet : si e et €’ deux éléments neutres, on a :

e=exe =¢€'.
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Structures algébriques fondamentales 25

élément symétrique =’ de x € GG est unique, en effet : soient 2’ et x” deux symétriques
2) L’élément symétri 'd G est uni ffet : soient 2’ et 2" deux symétri
de x, alors :

rxx' =ax'xx=e et rxa’=2"+xr=e€,0na:

Pxrxr’ = (@xx)xa" =exa" =2
= 2 x(x*x2")=a"xe=2a
Exemples :
e (Z,+) est un groupe abélien ou + est 'addition usuelle.
e (C*, x) est un groupe ou x est la multiplication usuelle.

e (Z,x) et (R, x) ne sont pas des groupes.

3.1.1 Sous-groupe de G.

Soit (G, ) un groupe. Soit H C G et H # .
On dit que H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si H est un groupe pour la loi

* induite.

Exemples :
e (Z,+) est un sous-groupe de (R, +).
o 27 = {2k/ k € Z} est un sous-groupe de (Z, +).
o 2Z + {1} = {2k + 1/ k € Z} n’est pas un sous-groupe de Z.
Propriétés : Soit (G, *) un groupe.
(1) pour tous les éléments a et b de G, on a: (axb)™' =b"1xa™l.
(2) Vn,peZ, Ve eG:a"P =xg"xaP et z™P = (x")P.
(3) En notation additive, cela donne, ¥V n,p € Z, Vo € G : (n+ p)x = (nx) * (px) et
(n x p)z = n(pz).
Théoreme :
Soit (G, .) un groupe noté multiplicativement. Soit H C G.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) H est un sous-groupe de G.
(2) H # , H est stable par laloide Get Vo€ H onaz™' € H.
(3)H+# etVa,yc Hyonaxy'eH.
Preuve :
(1) = (2) évident
(2) = (3) évident
(3) = (1) Associativité : découle de celle de G.
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Elément neutre : Va2 € H, z.2 ' € H=e<c H.
Symétrique : Vo € H, ex ' € H=a"' € H.
Loi de composition interne : Vz,y € H,onay '€ H=zy=ua.(y ') € H.

Remarques : Soit H un sous-groupe de G.

L’élément neutre de H est le méme que celui de G.

Le symétrique d’un élément de H est le méme dans H que dans G.
Si la loi de G est une loi notée additivement, on a :

(2’) H #, H est stable par laloide Get Vo € H,ona —z € H.
(3) H#, Vx,yc Honax—y€ H.

Exemple important : Soit G un groupe.
{e} et G sont des sous-groupes de G.

Tous les autres sous-groupes sont dits propres.

3.1.2 Homomorphisme de groupes.

Soient (G, *) et (G, A\) deux groupes.
On dit qu'une application f de G dans G’ est un homomorphisme (ou morphisme) de

groupes si et seulement si :

Vo,ye G: flxxy) = flz) A f(y)

et on écrit : f € Hom(G,G").

Exemple : f: (R, +) = (R}, x), ©— f(x) = exp(z).

Remarques :

(1) Un morphisme transforme 1'élément neutre e de G en I’élément neutre ¢’ de G'.
fle) = flexe) = fle) A fle) = fle) A/, dou: fle) = €.

@) Vzed: [f@)) =fl™).

Soit x € G, zxzt=e= flxxz™')= f(x) A f(z7') = fle) =¢.
dott: f(a™h) = [f(=)] "

(3) f~' ({€'}) est un sous-groupe de G appelé noyau de f et noté Kerf.
Kerf={re G/ f(zx) =¢}.

f(G) est un sous-groupe de G’ appelé image de f et noté Imf.
f(G)=Imf={yeG/IzeG;, y=f(x)}

(4) Un morphisme d’'un ensemble dans lui-méme est appelé un endomorphisme.

Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme.
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Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme.

Propriété : Soit G un groupe. Soit (H;,i € I) une famille non vide de sous-groupes de G.

Alors [ H; est un sous-groupe de G.

iel
Preuve :
e Vicl(#), ecHidoncee (H,= (H; #.
iel iel
o Soit z,ye€ (VH;, Viel, xetye H;doncay ! e H; Douzy™! € ) H;.
il iel

Remarque : En général, la réunion de 2 sous-groupes n’est pas un sous-groupe.
Par exemple, on a : 2Z et 37Z sont deux sous-groupes de (Z, +).
Si 27 U 37Z était un sous-groupe de (Z,+), on devrait avoir 2 + 3 € 2Z U 3Z.

3.2 Anneaux

Soit A un ensemble muni de deux LCI x et L.
On dit que (A, *, L) est un anneau si et seulement si :
(i) (A,*) est un groupe abélien.
(i) (A, L) est un monoide. C’est-a-dire :
(A, L) est unifere ou admet un élément neutre 3e€ A/ Ve € A, eloz =xle=x.
et (A, L) est associatif Vx,y,z€ A, zl(ylz)=(xly)lz.
(7i) Laloi L est distributive par rapport a la loi *.
c’est-a-dire distributive a gauche : V z,y,z € A, zl(y*z2) = (zLly)* (zLz).
et distributive a droite : V z,y,2 € A, (y*z)Llx = (yLz)* (2Lx).

Remarques :
e Un anneau n’est jamais vide.
e Généralement la loi donnant la structure de groupe est notée additivement et 'autre est

notée multiplicativement.

Exemples :

o (Z,+, x) ou + et x sont 'addition usuelle et la multiplication usuelle.

e ({0}, +, x). Cet anneau est appelé un anneau nul.

Notation : Soit (A, +, X) un anneau.

e L’anneau (A, +, x) est dit commutatif si la 2-eme loi x est commutative.

e On note généralement 0 ou 04 1’élément neutre de (A, +) et 1 ou 14 I’élément neutre de
(A, ).

e On parlera d’opposé pour le symétrique d'un élément pour la loi +.
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On note A* = A —{04}.

Exemples :

o (Z,+,x) et ({0}, 4+, x) sont des anneaux commutatifs.

e Soit (G, +) un groupe abélien.

Soit End(G)={endomorphismes de G}.

+ et o étant ’addition et la composition usuelle des fonctions.

(End(G),+, 0) est un anneau qui n’est généralement pas commutatif.

e (M, (R),+, X) que nous verrons plus tard n’est pas non plus commutatif.
Propriétés : Soit (A, +, x) un anneau.

a. VeeA Oxz=x2x0=0.

b. Vz,ye€e A, (—x)xy=ax(—y)=—(x xy).

c. Va,yed, (—a)x(-y)=—lzx(-y)=—[-(exy]=zxy.

n

x"™ sin est pair

d. VazeA, (—m)”:{ _ _ ,
—x™ sin est impair.

Preuve :

a. VeeA Oxzx=(0+0)xx=(0xz)+(0xx).

Donc 0 x x =0. Idem pour l'autre égalité.

Le reste de la preuve (b, c et d) : exercice.

Définition : Soit (A, +, X) un anneau unifere.

On dit qu’un élément de A est inversible si et seulement si il admet un symétrique par
rapport a la loi x.

c’est-a-dire : z € A et x inversible <=3 2’ € A/ z x 2/ =2/ xz =1

On note u(A) = {x € A/ x inversible} : ensemble des unités de A.

Exemples :
o u(Z)={-1;1}.
. Q) = Q".

Propriété : Soit (A, +, X) un anneau unifere.
L’ensemble u(A) des unités est un groupe pour la loi x de A (loi induite).
Par exemple : (Z,+, x) est un anneau dont les éléments inversibles sont —1 et 1 donc

({—1;1}, x) est un groupe.

Définition : Soit (A, +, x) un anneau unifere. Soit a,b € A*.
Sia x b=0, on dit que a est un diviseur de zéro a gauche et que b est un diviseur de zéro

a droite.
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Exemples :
e (E,+, x) ou E={ fonctions numériques définies sur R}.

Soient f et g les fonctions de E définies par :

0 siz<0 1 siz<0
f(x) = { . g(z) = { .

1 sinon 0 sinon
Ona fxg=0.

e Dans Z/6Z, on a 2 x 3 = 0.

Définition : On dit qu'un anneau non nul est integre si et seulement si il ne possede pas

de diviseur de zéro.

Exemples :
e (Z,+, x) est un anneau integre, (Z/5Z,+, x) est un anneau intégre "+ et x étant les
lois quotients”.

e De fagon général, (Z/pZ,+, x) est un anneau integre si p est premier.

Définition : (morphisme d’anneaux)

Soit (A, +, x) et (A, +, x) deux anneaux.

On appelle morphisme d’anneaux toute application f de A dans A’ qui vérifie :
VayeA flety)=[flx)+fly) et flozxy)=[f(x)xf(y).

Par exemple f: (C,+, x) — (C,+, x), z+— f(2) =Z.

Définition : (sous-anneau)

Soit (A, +, x) un anneau.

On dit qu’une partie non vide B de A est un sous-anneau de A si et seulement si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de A.

(7i) B est stable pour la loi x c’est-a-dire Vz,y € B, z X y € B.

Exemples :
e (Z,+, x) est un sous-anneau de (R, +, x).

e (27,4, x) est un sous-anneau de (Z, +, xX).

Propriété : Soit (A, +, x) un anneau. Soit (B;, i € I) une famille non vide de sous-anneaux

de A. Alors [ B; est un sous-anneau de A.

Preuve : - @IE I, B; est un sous-groupe de A donc () B; est un sous-groupe de A.
- stable par multiplication. z,y € (| B; & Vi€ I,z Ezeéz et y € B;.
=Viel,rxye B, =xXyE¢€ ﬁeIBl

Définition : Soit (A, +, x) un alrfrlleau commutatif et soit I une partie de A.
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On dit que I est un idéal de A si et seulement si :
(1) (I,+) est un sous-groupe de A.
(i) Veel, Vae A, axzel.

Exemples :

o (2Z,+, x) est un idéal de e (Z,+, x).

e De fagon plus générale, (pZ, +, X) est un idéal de (Z, +, x) pour tout p € N.

e Aet {04} sont des idéaux de A.

e (Z,+, x) n'est pas un idéal de (R, +, x).

Propriété : Tout idéal est un sous-anneau.

Soit (A, +, X) un anneau et soit (/;);e; une famille non vide d’idéaux de A. Alors () I,
jed

est un idéal de A.

3.3 Corps

On appelle corps tout anneau unifere tel que tout élément non nul soit inversible.
C’est-a-dire, si (K, 4+, X) un anneau unifére, on a : K corps < (K*, x) est un groupe.
- Si de plus la loi x est commutative, on dit que le corps est commutatif.

- Toute partie K’ d'un corps K qui est elle-méme un corps s’appelle un sous-corps de K.

Exemples :

e (R, +, %) et Z/5Z sont des corps.
e (Z,+, x) n’est pas un corps.
Propriété : Tout corps est integre.

Preuve : Supposons ab = 0 avec a # 0 et b # 0.
Si a # 0, alors a est inversible = a tab = a0 = b =0 absurde.
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Suites numériques

4.1 Définitions

On appelle suite numérique (ou suite réelle), toute application u d’une partie I de

I’ensemble N des entiers naturels dans ’ensemble R. On note :

u:l — R

n o> U,

n : indice de la suite.

u, : est appelée terme d’indice n, ou terme général, de la suite u, et uy en est le terme
mitial.

L’ensemble des termes de la suite est représenté par {ug, uy, ..., Uy, ...} mais aussi par (u,)n>o
ou (Up)nen-

On dira que la suite est finie si I’ensemble I des indices est fini.

Si I = N, la suite est dite infinie dénombrable.

- Soient u et v deux suites de R. Ona u=v < Vn € N, u, = v,.

- On note parfois RN I’ensemble des suites réelles.
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4.1.1 Suites bornées.

Soit (uy)n>0 une suite réelle.
On dit que (uy,), est majorée si et seulement si 3 M € R / Vn € N, u, < M.
On dit que (uy,), est minorée si et seulement si 3m € R / Vn € N, m < w,,.

On dit que la suite (uy,), est bornée si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée.

Remarques :

e (uy), est majorée < 'ensemble des nombres u,, admet un majorant dans R.
e (uy,), est minorée < l'’ensemble des nombres u,, admet un minorant.
e Une suite réelle (u,), est bornée si et seulement si 3 M >0/ Vn € N, |u,| < M.

4.1.2 Suites monotones.

Soit (uy)n>0 une suite de nombres réels. On dit que (uy,),>0 est :

D> croissante si et seulement si Vn € N, wu,, < w,47.

D> décroissante si et seulement si Vn € N; u, > w,41.

> monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante. La monotonie se met

en évidence en étudiant le signe de u, 1 — uy,.

Un+1
Up

Dans le cas ou u,, est positif, on peut aussi comparer a 1 le quotient
Si 'inégalité est stricte, on dira que (u,)n>o est strictement croissante (resp. strictement

décroissante).

4.2 Suites, fonctions et limites

4.2.1 Suites convergentes.

Soit (uy,)n>0 une suite de nombres réels. On dit que la suite est convergente et admet

pour limite le nombre réel [ si et seulement si :
Ve>0,3NoeN/VneN, n>Ny= |u, — ] <e.

On note lim wu, = L.
n—-+o0o
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Exemple :
Soit la suite réelle : u, = =22, (n € N).
On montre par définition que lix}rl u, =—2 (I =-2).
n—-+0o0

Soit € > 0, on a

lup =l <e <= |u,+2|<c¢
3

—<ce
n+1

3
= n>-—1.
€

Le plus petit entier positif ou moins égal a g répond au probleme.
Il suffit alors de prendre Ny = [%} (> g — 1) ou [z] désigne la partie entiere de .
Donc 5

V€>O, E'NOI [g:| EN/V”EN, HZNO:>|’U%+2’<8

— lim wu, = —2.

n—-+o00

Remarques :

e lim u,=1(fini) < lim (u,—1)=0< lim |u,—1I=0.
n—+00 n—-+o00 n—-+00
e Si une suite n’admet pas de limite quand n tend vers l'infini, on dit qu’elle est

divergente.

Théoréme : (Unicité de la limite)

La limite d’une suite, lorsqu’elle existe, est unique.

Théoréme :

e Toute suite réelle (u,), croissante et majorée est convergente. Plus précisément, elle
converge vers le sup{u,, / n € N}.

e Toute suite réelle (u,), décroissante et minorée est convergente. Plus précisément,
elle converge vers le inf{u, / n € N}.

e Une suite convergente vers [ fini est bornée.
La réciproque est fausse. La suite u,, = (—1)™ est bornée, car Vn € N, u,, € {—1,1} C

[—1,1]. Mais (uy,), est divergente.
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Propriétés :

e Si lim w, =1 (fini) alors lim |u,| =]
n——+oo n—-+oo
La réciproque est fausse. Par exemple, il suffit de prendre la suite de terme général
u, = (—1)"
e Si lir+n u, =1 et Vn €N, u, >0. Alorson a : > 0.
n—-+0oo
e Soient (uy), et (v,), deux suites réelles telles que lim w, =1 (fini) et lim v, =1

n—-+4oo n—-+4o0o
(fini) et soit A € R. Alors : u, + v, converge vers [ +1’ et u, X v, converge vers [ X [.

l

: 1 1 s U
Aup, converge vers Al Sil# 0, = converge vers 7 et si I’ # 0, i converge vers 7.

Théoréme des trois suites (ou d’encadrement).

e Soient (uy)n, (Un)n et (wy), trois suites telles que u, < w, <wv, Vn € N.
Si (un)n et (v,)n convergent vers la méme limite [. Alors (w,), converge également
vers [.

Le résultat reste vrai si I'inégalité n’est vérifiée qu’a partir d’'un certain rang.

Par exemple : Soit la suite w, =2 + %22 (n > 1).
Pout tout n > 1, |sinn| < 1. DoncZ—% < w, §2—|—%.
Ona lim 2—1=2= lim 2+ %= lim w, =2 ((w,), converge vers 2).
n—+oo n n—+oo n n—+o0o
e Soit u, <wv, VYn € N.Si (v,), converge vers [ fini = (u,,), est majorée.

4.2.2 Suites adjacentes.

Soient (uy,), et (v,), deux suites réelles.

On dit que (uy)n et (v,), sont adjacentes si et seulement si :
e (uy,), est croissante.
e (v,)n est décroissante.

o nETm(vn —uy,) = 0.

Théoréeme :
Deux suites adjacentes sont convergentes et admettent une méme limite [ € R qui

vérifie :
Vn € Na Un, S Un+1 S l S Un+1 S Up -
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4.2.3 Suites définies par récurrence.

Soit f: 1 C R — R. On peut définir une suite (u,), par :
- La donnée de son terme initial ug ou u; € 1.
- La relation de récurrence : Vn € N, wu,1 = f(uyn).
On supposera f(I) C I (u, est donc définie).

On dit alors que la suite (uy,), est définie par récurrence (ou est récurrente).

Monotonie.

L’étude de la monotonie de la suite revient a celle de la fonction f. On vérifie par

récurrence, en utilisant
Up+1 — Up = f(un) - f(unfl)a

que
- Si f est croissante = (uy,), est monotone,

croissante, si flug) —ug >0;
constante, si fluy) —uy =0;

décroissante, si  f(ui) —u; <0.

- Si f est décroissante, on ne peut rien dire sur la monotonie de (uy,),.

- La fonction f "conserve” les ordres uy > ug = f(uy) > f(ug) = uz > uy.

Convergence.

On suppose que f est continue sur /. Si la suite (u,), converge vers | € I, cette limite
vérifie [ = f(I).
La recherche de la limite se raméne donc a I’étude de 'équation [ = f(I) avecl € I.

Exemple :

Etudier la suite définie par : Upi1 = VU, +2, ug=1.
Ona f(r)=vr+2, [=[-2+c0] et f(I)CI.
On montre par récurrence que : u, < 2, Vn € N
= (un)n est majorée par 2 . . . (a)
La fonction f étant strictement croissante sur I = (u,,), est définie et monotone.
D’autre part : ug = 1, u1 = f(ug) = V3 > uo.
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—> (un)n est strictement croissante . . . (b)

Donc (uy,), est convergente. Soit [ sa limite.

La fonction f est continue sur /. On a
I=f)el=VIi+2cP-1-2=0(1-2)(+1)=0<1=2o0ul=—1.
Puisque 0 <u,, <2=1=2 ( lim wu, =2).

n—-+00

4.2.4 Suites extraites
Propriété :

Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N. On a : Vn € N, ¢(n) > n.
Définition : Soit (uy,), une suite réelle.
On appelle suite extraite (ou sous-suite) de la suite (u,), toute suite (v,), de R dont le
terme général peut s’écrire v, = uy(n), OU @ est une application strictement croissante de
N dans N.

Exemples :

e p1:n—pi(n)=2n+1 e u,=(—1)" ona: v, =ug 1 =—L1

® vo:n—po(n)=2n et u,=(—1)" ona: v,=uy =1

e v3:1n — p3(n)=2" et un:% on a: Un:u2n:2in.

Proposition :

Soit (Ug(n))Jnen une sous-suite de (U )nen.

Si lim wu, =l€R (resp. —oo, +00) = lim wu,m) =1 (resp. —oo, 4+00).

n——+o0o n—-+00
Attention, la réciproque est fausse. Par exemple : u,, = (—1)".

Théoréme : (de Bolzano- Weirstrass)

Toute suite bornée de nombres réels admet une sous-suite convergente.
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4.3 Suites de Cauchy

On dit qu’une suite réelle (uy,), est de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :

Ve>0, ANoeN /Vp,geN, p,g> Ny= |u, —uy| <e.

Théoréme : (Critére de Cauchy)

Une suite réelle (uy,), est de Cauchy si et seulement si elle est convergente (On dira que

R est complet).

Exemple :

On considere la suite :

1 1 1 .
Soient p,q € N* tel que p > ¢, on a
! | NI
Uy — Uy| = oot =
o (g+1)?%  (¢+2)? P’
< L4 ! TR
~oqlg+1)  (¢+D(@+2) (p—Dp
1 1 1 :
Ormza—ﬁ—l,donconaura.

| < 1 1 N 1 1 - 1 1
Up — U - — —_— —_— = =
S N A | g+1 q+2 p—1 p

Soit € > 0. Pour que |u, — uy| < ¢, il suffit que { <& = ¢ > 1.
q €
Alors, il suffit de choisir Ny = [ﬂ + 1.

Donc
1
Ve >0, d Ny = {g] +1eN" /Vp,qge N, p,g> Ny = |u, —u,| <e.

= (un)n est de Cauchy, donc convergente.

37



Suites numériques 38

4.4 Suites arithmétiques

On appelle suite arithmétique, toute suite, ou chaque terme se déduit du précédent
par 'addition d’une constante.

c’est-a-dire Vn > 1, u, = u,_1 + 1.

La constante r s’appelle la raison de la suite arithmétique.

Une suite arithmétique est dite réelle si ses termes sont réels.

R étant un corps ordonné, la suite est dite :

croissante, si r>0;
constante, si r=20;

décroissante, st r < 0.

Une suite arithmétique est dite finie, si [ est fini.

Le terme général d’une suite arithmétique, en fonction de uq, n et r, est :
Up = up + (n — 1)r.
NB : Si le premier terme de la suite est ug, on a : u, = ug + nr.

Dans une suite arithmétique finie, uy + u, = u; + up_iy1, @ € [1,n].

Somme des termes d’une suite arithmétique finie :

S, =UL + Uy + ... +u,
Sy = Uy +Up_1+ ...+ U
En ajoutant membre a membre ces inégalités, on obtient :
25, = (u1 + up) + (ug + up—1) + ... + (uy + 1)
25, = n(uy + uy)
= Sp = § (U1 + uy).
NB : Si le premier terme de la suite est ug, on aurait : S, = % (ug + u,).

2
Trois termes x, y et z dans cet ordre sont en progression arithmétique si 2y = x + 2.

Exemple :

Pour n € N, w,, = n : Suite arithmétique, de premier terme uy = 0 et de raison r = 1.
CarVn e N, u, =u,_1 + 1.
La somme des (n + 1) premiers termes de la suite (u,) est : S, =
Sin=05,5 =uy+u+...+us =% =15

(n+1)n
-
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4.5 Suites géométriques

On appelle suite géométrique, une suite telle que chaque terme se déduit du précédent
par multiplication par une constante : Vn > 1, u, = u,_1 X q.
g : raison de la suite.

e Expression de u, en fonction de u;, ¢ et n.

Up = Uy X ¢"71

NB : Si le premier terme de la suite est ug, on aurait : u, = ug X ¢"

e Nature de la suite.

uy; > 0  suite croissante;

(g > 1) avec {

u; < 0 suite décroissante.

(0<g<1) { uy; > 0 suite décroissante ;
q avec

up < 0 suite croissante.
(g < 0) : suite alternée
(g =0) : le l-er terme est u;, tous les autres sont nuls
(g =1): tous les termes sont égaux au premier

e Dans toute suite géométrique finie, uy X u, = u; X up—jy1, J € [1,n].

e Trois termes rangés dans l'ordre x, y, 2 sont en progression géométrique si y? = z X z.

Somme des termes d’une suite géométrique finie :

k=1
1— g™
= U X g .
I—q
Si le premier terme de la suite est ug, alors
1 — n+1
Sn = Uy X g
L—gq
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Limite de la somme d’une suite géométrique illimitée :

1 _ n
Sn = U3 X d .
L—q
. +00 si |g| > 1, la suite (S,) diverge.
lim Sn - 1 . . ..
n—s+o00 w X =, si |g] <1, lasuite (5,) converge vers la limite ;.

+00

Dans ce dernier cas, le nombre S = - = >~ u,.
) 1—q ‘
n—=

Exemple :

Pour n € N, u,, = (%)" : Suite géométrique, de premier terme uy = 1 et de raison ¢ = %
Car Vn e N, u, = % X Up—1-
Onalgl =% <1, pour tout n € N: wpyy —u, = (%)Wrl —(H)"=(3)"(-1) <0donc
la suite (u,) est décroissante. Par ailleurs, Vn € N, w, > 0, donc (u,) est minorée. Ainsi,

la suite (u,) converge. Sa limite est [ = lim wu, = 0.
n—> 400

La somme des (n + 1) premiers termes de la suite (u,) est :

. ln+1
snzlxﬁzz(l_;%z_;

1—1 2n+1 2n

OnaS= lim S, =2

n—>-+4o0o
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Déterminants

Dans tout ce chapitre, K = R ou C, F est un espace vectoriel sur K et n un entier

naturel non nul.

5.1 Déterminant d’une matrice carrée

5.1.1 Généralités.

Définition :

On définit le déterminant d’une matrice A = (a;;)i=1,n; j=1,,» de M, (K) qui sera noté

detA = |A| =

ai

21

a2

22

075)]

an2

41

alj

G,Qj

A1n

Q2
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par récurrence de la facon suivante :
e Sin=1,0onaA= (a) et detA = ay;.
e Sin > 2, soit A;; la matrice obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-éme colonne.
On pose detA = ayy detAyp — arg detAis + -+ - 4+ (—1)"ay, detAy,.

Remarques :

e Plus généralement, on appellera déterminant d’ordre n tout tableau de la forme
précédente, sans préciser son origine (matrice, famille de vecteurs ou endomorphisme).
e L’application det : M,,(K) — K a une valeur A — detA, est une forme multilinéaire

alternée.

5.1.2 Déterminants particuliers.

Propriétés :

. . a11 Qa2
e Soit la matrice A € My(K), on a detA = = Q11099 — Q12 A9].
A21 A22
e Si A€ M3(K), on obtient
aix aiz Az
detA = |ag; asn o3| = a11022a33 + Q12023031 + Q13021032

a31 dasz2 G33
— 1130A22G31 — A11A23032 — A12G021A33.

e Les termes positifs et les termes négatifs vérifient la regle dite regle de SARRUS.
> les éléments de la diagonale principale et de ses paralleles donnent les termes de
signe (+).
> les éléments de la 2-eme diagonale et de ses paralleles donnent les termes de signe

(-)-

Exemple :
5 3 2
7T 4 0| = [px4dx(=2)]+[7Tx(=3)x2]+[3x0x1]
1 -3 =2

—2x4x1]—[7Tx3x(=2)]—[0x(=3) x5 =—48.
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o Soit A = (@;j)i=1n; j=1,, une matrice triangulaire inférieure ou supérieure de M,,(K).
n
Alors detA = [] ay (produit des coefficients diagonaux).
i=1
. . . 3 P s 7 o .]71
o Soit A = (aij)i=1n; j=1,» Une matrice carrée d’ordre n, de terme général a;; = =

Alors detA = [[(z; — x;).

1<j
5.1.3 Calcul d’un déterminant.
Définition :

Soit A une matrice de M,,(K), avec n > 2, de terme général a;;.
Pour tout couple d’indices (4, j), on appelle mineur de a;; dans A le déterminant detA,;.
N.B : detA;; est le déterminant d’ordre (n — 1) obtenu en supprimant dans A la i-eme

ligne et la j-éme colonne.

Propriété :

Soit A = (a;j)i=1,n; j=1,» une matrice de M,,(K), avec n > 2.

e Pour tout indice i de {1,--- ,n}, on a detA = Z( 1) a;; detAy;.

j=
Cette égalité est appelée développement de detA par rapport a sa i-eme ligne.

e Pour tout indice j de {1,--- ,n}, on a detA = Z( 1) a;; det Ay
Cette égalité est appelée développement de detA par rapport a sa j-eme colonne.

Exemple :

Calcul de detA suivant la 2-eme ligne (on fize i = 2).

2 0 5
0 —1 1 = Z(_1)2+j A2 detAgj = — ag detA21 + Q92 detA22 — (923 detA23
—2 3 -3 j=1
2 0 1 0 1 2
= —0x +(—1) x — =—
3 =3 -2 =3 -2 3
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5.1.4 Opérations sur les déterminants.
Propriété :

Soit A une matrice de M,,(K) avec n > 2 et soient C,Cy, - - - , C,, les vecteurs colonnes
de A.
Le déterminant est une fonction linéaire par rapport aux colonnes.
C’est-a-dire, si C; = A\C! 4+ pCY pour deux scalaires A, p € K, alors
detA = det(Cy,Cqy -+ ,Cyy--- ,Cy)
= det(Cy,Cy, -+ , NC+uCl - C,)
= Mdet(Cy,Cy, -+ ,Cl -+ Cy) + p det(Cy,Coy -+ CF v [ C).

Exemple :

Dans I'exemple précédent, si on fait Co — Cy — 2C,. Alors :
det(Cy, Cy, C3) = det(Cy, Cy — 2C, C3) ou Cq, Cy et Cy sont les colonnes de A.

Cy Cy Cs C; Cy =20, Cs
1 2 0 1 0 0
0 -1 1 0 -1 1

-2 3 =3 -2 7 -3

= —4. [suivant la 1-ere ligne]

Propriétés :

e Soit A et B deux matrices de M,,(K). On a det(AB) = (detA)(detB).

e Le déterminant de la matrice identité est égal a 1 i.e. det(1,) = 1.
e Une matrice A de M,,(K) est inversible si et seulement si detA # 0. On a alors

det(A™h) detA)~*

T detA (

e Pour toute matrice A de M,,(K) et pour tout entier naturel k, on a det A* = (det A)*.
Si A est inversible, cette égalité s’étend au cas des entiers négatifs.

e Toute matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si ses coefficients
diagonaux a;; sont non nuls. A~! est alors triangulaire supérieure et ses coefficients
diagonaux sont les inverses des a;.

On a le méme résultat si on remplace triangulaire supérieure par inférieure ou par

diagonale.
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Rappel :

Soient A et B deux matrices de M,,(K).
On dit que A et B sont semblables si et seulement si il existe une matrice inversible P telle
que B = P7'AP.

Corollaire :

Si les matrices carrées A et B sont semblables, alors detA = detB.
Soit A une matrice de M,,(K). Alors detA = det(*A).

Remarque :

Les propriétés suivantes sont exprimées en termes de colonnes. Elles pourraient étre

exprimées a l'identique en termes de lignes via la propriété précédente.

Propriétés :

e Si A contient une colonne nulle, alors detA = 0.

e Si on permute deux colonnes de A, la valeur du déterminant est changée en son
opposé. Plus généralement, si on effectue une permutation sur les colonnes de A, la
valeur de detA est inchangée (resp. changée en son opposée) selon que cette permu-
tation peut se décomposer en un nombre pair (resp. impair) d’échanges de colonnes.

e On ne modifie pas la valeur de detA en ajoutant a I'une des colonnes de A une
combinaison linéaire des autres colonnes de A.

e [a valeur de detA est nulle si et seulement si les colonnes de A sont liées.

5.2 Comatrice
Définition :

Soit A une matrice de M,,(K), avec n > 2.
La quantité b;; = (—1)""det A;; est appelée cofacteur du terme a;;.
On appelle comatrice de A et on note C(A) la matrice carrée d’ordre n et de terme

général bij .
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Exemple :

b/ b// b b// b b’
+ ¢ e & * c c

a a ad
a' a” a CL” a a/
Soit A= |b v b |,alosC(A)=|—-|, | + nl T /
c c © € © e
CL/ a// a a// a CL/
+ b/ b// B b b/l + b b/

Propriétés :
e La proposition précédente peut s’écrire :
VA e M, (K), A'C(A) =t C(A).A = (detA).I,
e Si la matrice A est inversible, alors 'inverse de A est :

1
R oA
detA Cl4)

Cette formule n’a cependant qu'un intérét assez théorique des que n > 4.

b
¢ d>' Si detA = ad — be # 0, alors :

1 d —b
A7l =
ad — be (—c a )

e Par exemple, soit A = (
c
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Systemes d’équations linéaires

L’une des nombreuses applications des déterminants est la résolution des systemes
d’équations linéaires.

6.1 Généralités

Définition 1 :

Soient E et F' deux K-e.v.
Soit f : E — F une application linéaire et b € F'. On a
f(z) =b--- (1) : équation linéaire avec second membre.
f(x)=0--- (2) : est "équation homogene associée.
Ona f(z)=b<=ax € Eetx=f1{b}).

e Si f71({b}) = = (1) est impossible (ou (1) n’admet pas de solution).

o f(r)=0=x€ Kerf.

Or 0 € Kerf = x = 0 : solution de 'équation (2)(appelée solution triviale).
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Définition 2 :

Soit F un K-e.v, F; un K-e.v, (i =1,--- ,n).
Soit f; : E — F; une application linéaire et b; € F;, 1 = 1,--- ,n. Alors

fl(il?) =
(5)

systeme de n équations linéaires

Remarque :

(S): f(x)=0b,ou f=(f1, ..., fn) et b= (b1,...,b,).

Exemple :

E=F =K, soit ar = b.
e Sia# 0= 2 =a"'b: est 'unique solution.
e Sia=0etb#0:1équation est impossible.

e Sia=0et b=0:ilya une infinité de solutions.

6.2 Systeme linéaire sous forme matricielle

On appelle systeme de n équations linéaires a p inconnues a coefficients dans un corps

K, tout systeme de la forme :

ai1 T4+ a2 T+ -+ ap T, = by
as1 T1 + Q99 I2+"'+a2pl’p:bQ

(1)

Ap1 T1 4 Qo To + -+ + App Tp = by,

avec (n >poun=poun <p).
L b1
Soit la matrice A = (@ij)i=1, n; j=1,-p € My, p(K), X =1 1 | et B=

(1) <= A X =B« f(zx) =b.
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ai alp
A=M(f)pg. Bp =1+ -+ - | avec f: E—F, x+— f(x)=0.

Ap1 "' anp

A : est dite la matrice associée a (1).

Bg ={e1,---,e,}, Bp={e,---,€,}, dmE=p et dimF =n.
=370 we, b=37 bl

Alors (1) se met sous forme fonctionnelle f(z) =b

et sous la forme matricielle AX = B.

-On appelle rang du systeme linéaire (1) le rang de la matrice associée A :

r =rang de (1)=rg(A) =rg(f).

6.3 Résolution du systéme (1)

(1) < f(z) =b.
o l-ercas:
SibeImf=3Jxe€E /b= f(x).
— (1) admet des solutions.
e 2-eme cas :
Sib¢ Imf = (1) est impossible. Donc 'existence des solutions de (1) dépend de
la bijection de f, donc de l'inversibilité de A.
(f bijective = n =p=r).

6.3.1 Résolution par la méthode de Cramer.

(1) : AX = B est dit systeme de Cramer si det A # 0 (i.e. A est inversible) et
n=p=r.

On note det A le déterminant de A = déterminant du systeme (1).

Posons det A; le déterminant de la matrice obtenue a partir de A, en remplacant la
colonne i par la colonne B des b;. Alors la solution unique du systeme (1) est donnée

par les formules
det Az

- det A

x; pour :=1,---.n
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6.3.2 Résolution par la méthode de la matrice inverse.

Théoréme : Si det A # 0 (i.e. A est inversible). Alors le systeme (1) : AX = B

admet une solution unique X = A~'B.

ol
1 1
A7l = OA) = X = tO(A).B
det A (4) det A (4)
C(A) == (Cij)i,ja cij == (—1)i+j det A’L]
Donc Vi=1,--+ ,n:z; = 4 > i1 ‘eij by
Exemple :
Résoudre le systeme suivant :
rT+y—2z2=2
r+2y+2=3 (1)
r+y—952=0
Solution :
-1
1ére Méthode : La matrice associée a (1) est : A= |1 2 1
-5

On fait 01 — Cl — Cg.
det A= —4# 0= rg(A) =3. [suivant la 1-eére colonne].
Le systeme (1) est alors de Cramer, il admet une solution unique donnée par :

21 -1 1 2 -1 11 2
3 2 1 1 3 1 1 2 3
01 -5 —-10 5 1 0 -5 0 110 )
Tr = = = ) y = — = 0’ i = —
det A -4 2 det A —4 det A -4 2

2¢éme Méthode :

x 2
Le systeme (1) s’écrit AX =BouX=|y| et B=]3
z 0
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On a:det A= —4# 0 < A est inversible. Le systeme admet une solution unique donnée

par les formules

(1):AX=B & X=A"'B

x 11/4 —1 -3/4 2 5/2
& X=|yl=-3/2 1 1/2 | x]|3]=1]0
2 /4 0 -1/4 0 1/2
6.3.3 Résolution par la méthode de Fontené Rouché.
Définition :
Soit (1) : AX = B un systeme linéaire de n équations a p inconnues. Soit

r=rg(A)(=rg(1)).

Soit M € M, (K), inversible, la matrice obtenue a partir de A en supprimant les (n — r)

dernieres lignes et les (p — r) dernieres colonnes.

11 Q1 Q1p
A= Qr1 Gy Qrp
Gn1 Qpyr Anyp

1) les r premieres équations de M s’appellent les équations principales.

les r inconnues zq, - - - , x, s’appellent les inconnues principales.

2) On appelle déterminant caractéristique de (1), les (n — r) déterminants d’ordre

(r 4+ 1) suivants :

a0 an b

Dk: s k}:r—’—l)...’n
075 Apry br
arr o Qe by

Théoreme : (de Fontené Rouché)
Soit (1) le systeme linéaire de n équations a p inconnues et r = rg(1).
(a) Sir=n< p.

Le systeme (1) est dit indéterminé a (p —r), (= p — n) parametres. On attribut aussi

o1
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(p — r) parametres de valeurs arbitraires.

les r équations principales (restantes) sont données par un systéme de Cramer.
(b) Sir=n=p. le systeme (1) est de Cramer (rg(A) =r =n = det A # 0).
(c) Sir<n. (A est non inversible)

e dke{r+1,---,n}, Dy#0.

= (1) est impossible (ou n’admet pas de solution).

eVk=r+1,---,n, D,=0.

= (1) se réduit aux r équations principales et se résout comme dans le cas (a).

Exemple :

Résoudre et discuter suivant le parametre réel m le systeme :

TH+Yy—z2=2
r+2y+2=3 (1)
r4+y+(m?—=5z=m

Solution :

11 —1
La matrice associée a (1) est : A= 11 2 1
11 m2—5
On fait C; — C; — O,
det A=m? —4 = (m — 2)(m + 2), [suivant la 1-¢re colonne].
e lercas:Sim#2etm# —2=—detA#0=rg(A) = 3.

le systeme (1) est alors de Cramer, il admet une solution unique :

2 1 -1

3 2 1

m 1 m*> =5 m24+3m—10 m+5
e det A :(m—2)(m+2):m+2

1 2 -1

1 3 1

1 m m?-5 m? — 2m m
v= det A T m=-2)(m+2) m+2
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11 2

1 2 3

1 1 m m — 2 1
z = = —

detA — (m—2)(m+2) m+2
e 2¢tmecas: m=2=det A=0=rg(4) < 3.
Le systeme (1) devient :

r+y—z=2---(a) 1
() z2+2y+2=3---(b) A=11 2 1
r+y—2z=2---(c

1

Le déterminant d’ordre 2 extrait de A suivant :

a) et (b) comme équations principales
On choisit : (a) et (5) ] d .p. p
x et y comme inconnues principales.
Le seul déterminant caractéristique de (1) est :

2 |o
3 =|-1
2l |0

1 2

=0
1 2

— N

2
3| =
2

—> le systeme est réduit aux deux équations principales
T+Y=2+z2
(1) <= Y
r4+2y=3—=2

qui est un systeme de Cramer, indéterminé a un parametre z.

2+2 1
3—2z 2
1 242
1 3—=2 o
y=———"=1-22 2 € R arbitraire.

3-emecas:m=—2=det A =0=rg(A) <3.
Le systeme (1) devient :

r+y—z2=2 11 -1
(D) z+2y+2=3 A=1|1 2 1
T+Y—z=-2 11 -1

23
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Comme dans le 2-eéme cas, rg(A) = 2.

Meéme choix du 2-eme cas, le seul déterminant caractéristique est :

11 2 0 1 2 1 o9
Ds=11 2 3|=|-12 3|= =—4
1 -2
1 1 =2 0 1 =2

D3 # 0 = le systeme (1) n’admet pas de solution.

o4
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