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Exercice 1 :

a. Calcul des primitives

e [(z —2)%dz, le développement de (z — 2)? donne 22 — 4z + 4, alors

J(2* — 4w+ 4) dx = I—; — 222 + 4z + C, C € R. On peut aussi calculer [u? du avec
u=(z —2)% et on obtient [w?du=1u*/3+C = (z—-2)3/3+C,CeR.

o [Fde= [ (I;_T_ll) dr =In|r?2 +1|+C =1In(2? + 1)+ C, C € R. Si on pose u = z? + 1,
alors du = 2zdz. Donc [ Fdr=[ % =In|u|+C = In(z* + 1)+ C, C € R.

of%*‘fdx f(zm_i_%)dngfdx+f§dq;:2fdx+f%dx:2fdx+

x

2f2\/5 (x+x)+C,CeR.
2, 30,4 1 5,304 _ 1 @ -2 |° .
o [C4xP(at — §)de = — [} 4a® (2t — §)dx = _#‘2 = —194880. Si on pose
4 1 3 624.5 .2 |6245
u = (z* — 3), alors du = 4x°dx. Donc — [~ udu =—*5 e T —194880.

of 4+52dﬂ[: 4f%dx. Sionposeu:a:4+5,onobtientifﬁdx:if%:
—7+C —W—FC,CER

b. Intégration par parties

° ff Inx dx. Posons u = Inx, alors du = %, et dv = dx, alors v = z. Donc [Inzdz =
2 2
Judv=wv- [vdu= xlnx’l - ff do = (mlnx—x)‘l =0.386.

e [2%e® dx. Posons u = 22, alors du = 2z dz, et dv = e® dx, alors v = e®. Donc [ z2e” dz =
Judv=uv- [vdu= 2" —2 [ xe®. Pour le calcul de [ xe® on pose u = x, alors du = dx,
et dv = e” dx, alors v = €*. Donc [we®dr = [udv = wv - [vdu = ze” — [e”dx, on
obtient alors [2?e®dzx = z%e” — 2(z — 1)e* + C = (22 =224+ 2)e” + C, C € R.

° f 2e” cos x dx. Posons u = 2e”, alors du = 2e” dx, et dv = cos x dx, alors v = sinx. Donc
J2e*coszdr = [udv=wv- [vdu = 2€e"sinz — [ 2e” sinx dz. Maintenant on va calculer
f 2e” sinx dx en posant u = 2e”, alors du = 2e* dx, et dv = sinx dz, alors v = — cosz. Donc
J2e*sinzdr = [udv=wuv - [vdu = -2¢"cosz + [ 2e” cosxdz. On obtient alors

J 2e* cosx dz = 2e* sinz+2e” cosx - [ 2e” cos xdx, done [ 2e” cosx dr =

e’ (sinx + cosx) + C, C € R.

° fx" Inx dx. Posons u = Inz, alors du = df et dv = 2" dx, alors v = n+1 Donc

2" ing z ! _ ant?
Ja'lnzdr = [udv = wv - [vdu=*7* -[ Ty de = Ty (Ina — ) +C,CeR
° fol ze ", Posons u = x, alors du = dx et dv = e~ " dx, alors v = —e~". Donc fo re =

1 1
7:1;67:E - f()l 671‘, dx — —(,I —+ 1)6793 = 1 — 2671 = 0264
0 0




Exercice 2 :

Intégration par changement de variable

2o+l

o1 =] 72+552,+1dx Posons t = e?*t1= dt = 2¢2* T dt= dx = 52 == dr = g, donc I; =
tdt L. dt _ 1 [ 5dt _ 1 1 2241
fzt(2+5t) =3 3%5 =15 ) 515 = 1012+ 5t+ C = gIn |2+ 5e** 7| + C, C € R.
o [y = f v2=liy Posons t = /z — 1, alors = t2 + 1 et do = 2t dt. Donc I, = tt%tff =
24 t241—1) dt
§2+§_2f( DA = [odt -2 [ A = 2t — 2arctan(t) + C =
2vx —1—2arctany/x — 14+ C, C € R.
o [3= :/2 %dag Posons t =1+ sinz, alors dt = cosz. Pour t =0,t=1+sin0=1
et pour x = Z,t =1+sin% = 2. Donc I3 = 12 %f = f12t_4du —=3 ’1 = %.
Exercice 3 :
Intégration des fractions rationnelles
o= [ Zgde=lz+1/+C, CeR.
22+3 P . 2x+43 A B
o [y = f = 21)(95-4-5) dx. On écrit (x_;)m sous la forme suivante : (x;)w =it

avec A et B sont des valeurs a déterminer.

) 2;‘_"53 = A+ B;ﬂ_; Si £ = 2 on obtient A = 23_23 = 1.

CZds = A(”E’) + B. Sl z = —5 on obtient B = X 55);‘3 =1.

Donc I, = 2+ =1In|z — 2| +ln|z+ 5|+ C=In|(z — 2)(z +5)|+ C, C € R.

:r+5
o I3 =223 gz Onaa? —53:—!—6:(x—2)(x—3).DonconlngﬂdajOn

r2—52+6 (z—2)(z—3
Lo 2043 - . 243 A, B
écrit @=2)(z=3) S0uS la forme suivante : G=2)(2=3) —-2 T z-3» avec A et B sont des

valeurs a déterminer.

2fj33 AJrB(I 2) Slx*20nobt1entA—2(2272§3:77,

. 2;%23=‘L‘(%;a-i-B.Six:SonobtientB:Qg’_#:Q.

Donc Iz = [ =14 4 [ 242 — _7In|z — 2| +9In|z — 3|+ C, C €R.

Exercice 4 :

Intégration des fonctions Trigonométriques

e [cosz sin® zdx =/ cos® zsinx sin? zdz. Comme sin? z + cos? 2 = 1, alors

sin?z = 1 — cos? z. Donc [ cos® zsin® xdz = [ cos® xsin (1 — cos? x)dx. Posons u = cos r,
alors du = —sinz on obtient alors [ cos®zsinz(1 — cos? z)dz = — [u®(1 — u?) du =

— [ —u¥)du =4 4% 4 O =z | w0 CeR,

e [cosdwsin3zdr = [(sin3z)(cosdz)dr =/ 1(sin(3 + 4)z + sin(3 — 4)z) dx

=/ 1(sin(7)z + sin(—z)) da = [ $(sin(7)z dz + [ 3(sin(—z)) dx 770011(7:1:) + COS(;‘T;) +C,

_ —co%(?r) cos("c

—_—\ 7 + ==/
14

+ C, C € R. Car la fonction cosinus est paire (cos(—z) = cosx).

° f cos? x sin® zdz. Dans ce cas on va utiliser les deux relations suivantes :



1. COS(2JC) = 2COSQSC _ 1, alors COSZ,I — % + %'

2. cos(2x) = 1 — 2sin® z, alors sin®z = L — %2236) Donc sin? z cos® x
=(1 - Cosé%))(% + C%g%)) 2(1 — cos(2xz))3(1+ cos(2$)) =1(1- cos 2(22)) =
11— (5 +cos(d))) =3(1— 5 — %COS(4$))) *( — 3 co (456))) §(1 —cos(4))). O
obtient alors [ cos? zsin J;dx —f (1 — cos(4x)) £ (1 —cos(4 )dx = t(x i)
=2z _ Sl L 0 CeR.

1 2
2
(2

n

ool

° f cos” zsin? zdz. Dans ce cas on va utiliser la relation sin® z 4+ cos? 2 = 1, puis on va

remplacer cos? z par 1 — sin? z et poser v = sin z, alors du = cos z dz. Donc on obtient

[ cos™ xsin® zdr= [ cos® x cos wsin® v dx = [(cos? z)*sin® x cosx dx =

J(1 —sin?z)?sin® zeoswdr = [(1 —u?)3u? du=[(1 —u?)(1 — uz)(l —u )u du =
uw?  3u” 3u® WP

J(1=3u?+3u —u®)u? du = [ (u? — 3ut + 3u® —u®) du =—g vt -ty tece R =

sin’ z n 3sin”z  3sin®x n sin® n cR
— — ¢, c .
9 7 5 3 ’

Exercice 5 : Posons :

I:/ez"’: cos?xdr et J= /eh sin? zdzx.

LI+ J = [e*®cos?xdx + [e**sin*vdx = [(sin®z + cos? x)e?* dr = [ €2 dr = % + Cy,
C1 eR.
1. I—J=[e*cos®zdr — [e**sin® xdx = [(cos?x —sin® x)e** drx = [ cos(2z)e?* dz. Pour
l'intégration par parties nous posons (u = 2%, alors du = 2¢*® dx) et (dv = cos(2z) dx, alors
P i (22) 027 ooy .2@ i (22) 027
= Ll(;l)). Donc [ cos(2x)e?® = SIH(Q;)G —f 25"1(31)6 dg =3n@z)e™ [ sin(2z)e?* da.
On va utiliser 'intégration par parties pour calculer [ sin(2x)e?® dx. posons (u = e**, alors
du = 262”” dx) et (dv = sin(2z) dx, alors v = —%) Donc [ sin(2z)e** dx =
C%(QQI < Ik 2005(236)6 dr =- M + [ cos(2z)e?® dz, donc [ cos(2z)e** dx =

Sm(2;)e + COS(Q;)E — [ cos(2z)e 2 dz, alors on obtient 2 [ cos(2x)e*” dz

:sin(22w)e2z+cos(22a:)e2”” = fCOS(Z’L‘)eQw do — (Sin(2$)+(;105(21))621 _’_027 Cy € R.

3. Pour déduire I et J on va utiliser les deux relations I + J = ezTL +CretI—J

:(Sin(QIHZOS(M))CH + C5. Donc on trouve 21 = (2+Sin(2z)zcos(2z))e” +C1+Cy =

_ (2+sin(21)-§cos(2w))621 +C, avec C = ClgCZ ot J — (2—sin(2w)—8005(2x))621 +

, avec
! Cl CQ
' = 2
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Exercice 1 : Calcul des primitives
° f 3242 _ dr. 1l est clair que le dénominateur 2 + = + 1, n’admet pas de solution dans R,

z24+x+1
car le discriminant A =12 -4 x 1 x 1 = —3 < 0. Donc dans ce cas on va utiliser la méthode
de complétion du carré comme suit : z2 + x —|— 1= (m + )2 + 4 3
On pose t =x + %, donc dt =dretx=t— 5. En rempla(;ant danb 1’1ntegrale on obtient :
o2 dz:fwdtzf?’t“dt sdt+ 3 [
x24x+1 t2+% t2+3 t2 t2+3

>ft2§f%dt:gftf+t%dt 3111\752 %|+Clzln|x +x+1|+Cl,CleR

> Pour l'intégrale 3 1 Ik ﬁ dt, on pose a? =

Doncfft2+3 dt = th2+a2 dt = QQQf( DT dt = 5~ 2aarctan( )+ Co =

21 arctan( ) +Cy = \/g arctan (21”751) + Csy,Cy € R. Ainsi : $23ﬂc'il dr =

In|z? +z+ 1]+ % arctan(Qf}l)—l—CCe]R

o \/ﬁ dx. Donc dans ce cas on va utiliser la méthode de complétion du carré sous la

racine comme suit 41: —z? = (a: —4z) = — ((z —2)? —4) =4 — (z — 2)%. Ainsi, on

obtient : [ \/7 =/ \/T dz. On effectue le changement de variable ¢ = z — 2,

\/ﬁ dx devient : f \/W dt
=1(2arcsin (%)) + C = arcsin (452) + C,C € R.

, puis on remplace par sa valeur.

alors dt = dz. Donc l'intégrale [

lf%
2 \/@)2
° fsin2 x cos* x dz. On sait que : sin® z = % (1 —cos2z) et costaz =+ 7 (1+cos 296) . Ainsi :
sin® z cos* z = £ (1 —cos2z) - (1+ cos 22)* . Comme cos? 2z + sin? 295 =1, alors

1 — cos? 22 = sin? 2z, donc sin2 zcosty = % sin? 296 (1 + cos2x) :% sin? 2z 4 % sin? 2z cos 2.
On sait aussi que sin2(2:17) =2 (1—cos2(2z)) =3 (1 —cosda) = 1 — Lcosdx = sin® v cosx
116 116 cosdx + 3 sm 2z cos 2z = fsm zcostzdr =

L — L cosda + Lsin® 2z cos22) do =) L do — f is, cosdz dz +

g sin 291 cos 2 do= [4 % das—fw cosdadr + [ 2 % sin? 2z - 2 cos 2z dx=

Ef dxfl—ﬁfcosélxder [sin® 22 - 2 cos 2z dr = £7512f1+%+C,C€R

o [(2? + 2+ 1)e *dx. Dans ce cas nous allons utiliser la méthode suivante : [ p(z) - e*® dz
= Q(x) - e**, avec degré(p(z)) = degré(Q(z)). Donc dans notre cas on pose

J@*4+z+1) e %dr =(az®* +br+c)-e ¥, donc (22 +x+1) e ® =[(ax?® + bz +c) e )
= [(2ax + b) - e7*]-[(az? + bx +¢) - %] = (—ax®’ + 2a —b)x +b—c)-e™* = —a =1,
20—b=1letb—c=1=a=-1,b=2a—1=-3etc=b—1=—4. Donc

[(@*+z+1) e*dr=—(22+32+4)-e "+ C,CeR.

»—tA

Pour 'intégrale - L I ﬁ dt, on utilise un changement de variable u = é, et on trouve
ldt—du:> dt—adu:>a2f ’-’+1dt % H%Hdu:lf%ﬂdu:larctanu—i—C:
2 arctan + C,C € R. On peut falre de la méme maniere pour [ \/W dt =

5 f \/@P dt=2(2arcsin (4)) + C = arcsin (252) + C, C € R. Pour l'intégrale

L [sin® 2z - 2 cos 22 dx, on a utilisé le fait que [ f(z)" - f'(z)dzx = f(i-s-l +C,C eR.



Exercice 2 :

Lo (1+22)2% 422 42292 =0 cocovvvvccecs
:> (1+x2)2ﬂ = 22(1+9%) = 113; :—7(1@’52)2(& =/ 1+1y2 dy = —(1ffz)2 dx
= arctany = 3= + C, CERéy()-tan(ﬁ—f—C), CeR
2. (x2+y2)da:—mydy—0 avec Y(1) =2 i
2]= 22+ =yl = dw_w2;;y2:>%:%+%:>%:%+g Donc [ 2] est de
la forme ' = f(£). Sl on pose v = £ on obtient y = zv = Z v—i—xd Comme
d /
y—f( ),alors v+ 22 =0+ 1
2
ﬁx t=logdv=ldr=>vdv=1de= [vdv=[lde = % =Iz|+C =

v = 2ln\x| +2C,ceR=v==2In|z|+2C, C € R. Comme y = vz, alors la
solution générale de 1’équation | 2 | est donnée par y(x) = x+/21n |z| + K, avec
K =2C,C € R. La condition y(1) =2 = +1,/2In[l[ + K =2 = VK =2 = K =4,
donc la solution finale est y(x) = +21/21n|z| + 4.

3. 2342020 =0 e

= 2y2% =-2 = 2ldy=—2bde = [2)°dy = [ —2Pde = 3y° = —32*+C,
1/3

CeR=yP=-22"+ K, K=3 = y(a)= (-2 + K)"", K eR.

4. 2% — €Y =0 oo
é:c%ﬁ*eyﬁe Vdy=Lde = [eVdy=[LHdo=—eV=-14+C=
e ¥ =21—C.Donc, la solution generale est :y(z) =—In(2 - 0C), CeR.

5. (22 4+ 1)y + 2y =0 oo :> (x —|—1)%+$y20:>
(ﬁ—i—l)%:—xyii%: 2+1:> dy__ﬁdxif%dy:_fﬁildxi
f%dy 2z2+1dx:>1n|y\ —IIn(@?+1)+C,CER = el = ¢ 7 In(e®+1)+e

= Jy| = OGN o Jy) = o€ (@07 KcR,

C’
Vs e

Exercice 3 :
1.y —4y=3, Ve eR ..vviiiiienn.

> La solution de I’équation sans second membre(homogene) de est
donnée comme suit : ¢y — 4y = 0 = 3’ = 4y. 1l est clair que y = 0 est une solution

(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = 4y = ; gg =4 = %dy =4ddxr =

[dy=4[dr=lnlyl=42+C,CeR= [yl = e = y=+e e, CeR.
Avec la solution triviale on trouve y, = Ke*®, k € R.

> Variation de la constante(recherche de la solution particuliere de ) Pour
trouver une solution particuliere, on pose y, = K (z)e*®. En remplagant dans on
obtient : (K (z)e*®) — 4K( Yl =3 = (K(x)'e'®) + 4K (z)e*® — 4K (x)et” = 3=

K'(z)e** =3 = K(z) = [3e **dz = —%e_“ =y, = —3e 4 = -2 Dong, la
solution générale est : y( )=yp+uyn=—-2+Ke' KEeR
2.y +y=2e% VZER .o,
> La solution de I’équation sans second membre(homogene) de est
donnée comme suit : ¢y +y =0 = ¢y’ = —y. Il est clair que y = 0 est une solution
(solution triviale). Supposant que y # 0, alors ¥/ = —y = %% =-1= %dy =—ldzx
:>f%dy:—f dr = Inly| = -z = |yl =e e = y=+e’ 7% C €R. Avec la

solution triviale on trouve y, = Ke™ ", k € R.



> Variation de la constante(recherche de la solution particuliere de ) Pour

trouver une solution particuliere, on pose y, = K (z)e”". En remplagant dans on
obtient : (K(x)e™®) — 4K (z ) T = 92% = (K(x) e ®) — K(z)e ™™ + K(z)e™® = 2¢®

= K'(x)e ® =2" = K(x erQ”dx—e = y, = e*Te~® = ¢”. Dong, la
solution générale est : y(z) = yp +yp=e*+Ke* KEeR.
Y +y=12% 1€0,400[ i,
> La solution de ’équation sans second membre(homogene) de est
donnée comme suit : ¢y’ +y =0 = ¢y = —y. Il est clair que y =0 est une solution
(solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = —y = = y d -1= = dy =—1ldz

= [ydy=—[dr =yl =—z= |y =e _x:>y—ie _x,CER.Avecla
solution triviale on trouve yp = Ke ™™, ke R.
> Variation de la constante(recherche de la solution particuliere de )

Pour trouver une solution particuliere, on pose y, = K(z)e~". En remplagant dans
on obtient : (K(z)e™®) — 4K (z)e™® = 2% =
(K(z)'e™™) —K(z)e® + K(z)e ™ =2? = K'(z)e * =22 = K(z) = [2%"dz =
(ax® + bx + c)e®, avec a, b et ¢ sont des valeurs & déterminer.
[ 2?e® dx = (ax® + bx + c)e” = z?e” dx = [(ax® + bz + c)e*] =

2e* dx = (ax? + bx + c)e® + (2ax + b)e® = 2%e® dz = (ax® + (2a + b)x + (b+ ¢))e*=
a=1, b=-2 et ¢=2 = y,, = (2% — 2z + 2). Donc la solution générale est :
y(@)=yp+yn= (2> —22+2)+ Ke®, KEeR.

Y —(2e—-L)y=1, 2€)0,400[ i,

> La solution de I’équation sans second membre(homogene) de est
donnée comme suit : § — (22— 1)y =0 =y = (22 — L)y. Il est clair que y = 0 est
une solution (solution triviale). Supposant que y # 0, alors y' = (2z — 1)y =

L — (20— 1) = Ldy= (20— Hde > [Ldy=— (20— L)dr >

22
Inly|=2%—In(z) +C = |y| = - 22””.61“(% =y=+4e — CecR. Avecla
solution triviale on trouve y, = K %, keR.
> Variation de la constante(recherche de la solution particuliere de ) Pour

m2
trouver une solution particuliere, on pose y, = K(x)“-. En remplacant dans on

22

obtient : (K(m)%) (2 — l)(K(:U)—Q) =1= K'(z )—2 =1= K'(z) =z
= K(z f:cexdx Posons u = 2% = du = 2zdr = K(z foe*“: 1*1
= yYp = —2—1_. Donc la solution générale est : y(x) =y, +yn = —27 + KET, K e R.
r(1+In%z)y +2(nz)y =1, 2 €]0,+00[ worvrerrrerrennn [15]

L’équation Sy + I(fﬁ‘nﬁ‘ Y = (1-&112 T e /

/
> La solution de ’équation sans second membre(homogene) de est

donnée comme suit : 3’ + ﬁy =0=y = —ﬁy Il est clair que y = 0 est

une solution (solution triviale). Supposant que y # 0, alors ldy _ __2lng

y dr z(1+1n? 2)
1 21 1 21
gdy:_ﬁﬁgﬂdzéffdy:—fﬁmdx 1+u2du avec u = Inx,

du = L dz. Donc = In|y| = 13_7;2 du——ln(l—l—u )+ C=—In(1+1In’z)+C,
In(—5—

1
tnZe = gy = +e€
1+1n x’ k eR.
. . N /
> Variation de la constante(recherche de la solution particuliere de Pour

trouver une solution particuliere, on pose y, = 1 +1(n 2 En remplacant dans on

s . K'(2) K(z)2Inx 2lnz K(z) _ K'(z) _
obtient : e ~ z(1+n2)2 z(1+in?z) ~I+n’z x(1+1n2 ) = 1+In2z — x(1+1n2 w)

=

CeR=yl = eC C € R. Avec la solution triviale on

trouve y;, =

’ 1-|—1n2 x’




K'(z) =+ = K(x f de =Inlx| =y, = 1Ji111n3;z' Donc la solution générale est :

1 _ K+l
y(l‘) = Yp + Ynh= 1+1n2w + (1+Illn€ z) 1-1-11(1121;:7 K eR.

Exercice 4 :

Loay +6y —3ay* =0 oo, .
Une équation de Bernoulli est de la forme : y' + P(x)y = Q(x)y™, ou n # 0, 1. Ici,
nous pouvons réécrire I’équation sous cette forme :

Pour z # 0 =y + 8y = 3y* ( Une équation de Bernoulli avec ( P(z) = &
Q) =3etn=4) e /.

!
Pour résoudre 1’équation on effectue le changement de variable Pour résoudre

une équation de Bernoulli, on effectue le changement de variable : z = y' =" = 33,

alors 2/ = % (y3)==3y "y =y = —%y‘*z’. En substituant dans I’équation /
les expressions de y et de y’, on obtient —%:vz’ +62—3r=0= 22" +182— 92 =0.
Pour z # 0, ’équation 22’ + 182 — 92 =0 & 2/ — %z = —9 (équation linéaire de
premier ordre). Pour la résolution, nous allons résoudre I’équation homogene (sans
second membre) suivante : 2’ — 182 = 0.
> Il est clair que z=0 est une solution (solution triviale). Supposant

maintenant que z # 0, alorsz—182—0:>z— z:> z:§=>1dz= =
ldz=8dr = [ldz= [Ldes = In|z| = 181n|x|+C CER:>1n|z| 1nac18+C
CeR=|z|=c2'® Cc R= 2= +ecx!® C € R. Comme z = 0 est une solution,
alors, la solution homogene est : z = kx'®, k: e R.

> Pour déterminer la solution générale, nous allons faire la variation de la
constante afin d’obtenir la solution particuliere de I’équation 2’ — 182 = —9. Pour ce
faire on pose z, = k(x)z'®, alors z), = k(x)'z'® 4 18k(x)z'". Comme zp est une

solution particuliere de 2/ — 187 = —9 alors k(z)'z'® + 18k(2)z'" — LBk(2)2'® = —9
= k(x) 218 + 18k(z)x 17—18k;( )2t = -9 = k(z)'2'® = -9 = k(z) = 92718 =
k(z) = 1973;_17 = zp = 197x_17x18 9735 alors la solution generale de 1’equat10n
d1fferentlelle linéaire est z = ka'® + =%, k € R. Comme z = yg, alors 7> i =

_ 1
kzlSJr keRjy (k18+%)%7k’€R.

2. Y =224+ 1-22Y + 9% e, .

On sait que y; = z est une solution particuliere de I’équation différentielle de Riccati
y' = a(x)y? + b(x)y + c(x), avec a(z) = 1, b(x) = —2z, et c(z) = 2% + 1. Pour la
résolution on pose y = = + z, alors ' = 1 + 2’. en remplagant y et ¢y’ dans , on
obtient ¢/ = 2% + 1 — 22y + ¢y* =
1+ =22 +1-2z(z+2)+(@+2)2 =2 =22 e, l.
L’équation de Bernoulli l est une équation a variables séparées. On peut donc
l’écriresous laforme &£ =dr = [% = [dr=-1=2+c ol ceR=

z(x) = HC ou c € R. Comme y =z + z, alors la solution générale de I’équation

est y(x —x—— ou ceR.

Exercice 5 :

Loy =3y 42y =0 oo, 131]
L’équation caractéristique de est 12 —3r+2=0 .oivirererenn. /‘

A=(-3)2-4-1-2=1> 0. Donc L’équation /. admet deux racines réelles
distinctes r; = 3;21 =letry = 3;—1 = 2. Ainsi, la solution générale de est :
y(z) = Ae® + Be**, A, B€R.



2.9 +2 +y =0 i .
L’équation caractéristique de est 12 4+2r +1=0 oo /.

A=22-4.1-1=0. Donc L’équation /. admet une racine réelle double
r = 52 = —1. Ainsi, la solution générale de est:y(x) = (A+Bx)e ™, A,BeR.

2
3.y =20 +2Y =0 oo 33]
L’équation caractéristique de est 2 —2r+2=0 .cooiriieienn /.

A=(-2)?—-4-1-2=—4<0. Donc L’équation /. admet deux racines complexes
conjuguées 71 = 1 + i et 7o = 1 — 4. Ainsi, la solution générale de est :
y(z) = (Asinxz + Bcosz)e®, A,BeR.

4oy =20/ +y=0 i .
L’équation caractéristique de est 12— 22 r +1=0 .oooeriieeini /.
A =4)\2 — 4.

e Si A €] — o0, —1[U]L, +o0, alors A > 0 et 'équation / admet deux racines
réelles distinctes : 11 = A — VA2 — 1 et 79 = X + /A2 — 1. Ainsi, la solution générale
de est : y(x) = AeP=VA =Dz 4 BeOHVAR-1)z A B R.

e Si\e {—1,1}, alors A =0 et I'équation / admet une racine réelle double
r = A. Ainsi, la solution générale de est : y(z) = y(v) = (A+ Bx)e?®, A BeR.

e Si\€]—1,1[, alors A < 0 et I"équation I admet deux racines racines

complexes conjuguées 71 = A +iv1 — A2 et ro = X\ — /1 — A2, Ainsi, la solution
générale de est : y(z) = (A sin (\/1 — A2 :1:) + Bcos (\/1 — 22 o:)) er A BeR.

Exercice 6 :

Ly —y=a?4+c+1 i .
!
L’équation homogene associée a est iy —y=0 i .
/ !
L’équation caractéristique de est :72 —1=0 oo, .

H admet deux racines réelles distinctes 11 = —1 et 7o = 1. Ainsi, la solution
générale de / est : y(xr) = Ae™" + Be®, A,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est: f(z) =22 +2+1= (2% + 2+ 1)e’®. Comme 0 n’est
pas une racine de I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution
particuliere de sous la forme : y,(z) = (az? + bz + )’ = az? + bx + ¢, olt
a,b,c € R. On a : y, (r) = 2ax + b et y,/(x) = 2a. En substituant dans I’équation 7
on obtient : 2a — (ax? + bz + ¢) = 2 + x + 1. Par identification, on obtient le systeme
suivant : —a =1, -b=1,2a —c=1= a=—1,b= —1 et ¢ = —3. Donc la solution
particuliere de est : yp(z) = -2 — 2z — 3.

> Solution générale de :
yy(z) = yp(x) +y(z) = —2* —2 — 3+ Ae " + Be®, A,BeR.

2.y =2y =8y =e" i .
!
L’équation homogene associée a est iy — 2y — 8y =0 ooeiiiirii .
! /!
L’équation caractéristique de est 112 —2r —8 =0 .o )

A=(-2)2-4-1-(-8) =36>0. Donc N admet deux racines réelles distinctes

ry = —2 et ro = 4. Ainsi, la solution générale de / est :
y(z) = Ae™2* + Be**, A,BcR.



> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de ’équation est : f(z) = e* = e!*. Comme 1 n’est pas une racine de
I’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de sous
la forme : y,(z) =ae®, a€R.Ona: y;(x) = ae” et y]’g'(x) = ae”. En substituant
dans I'équation , on obtient : ae® — 2ae® — 8ae” = e¢®. Par identification, on obtient
—9a=1 = a=—3. Donc la solution particulicre de est : yp(z) = —ge”.

> Solution générale de :
Yg(x) = yp(a) + y(x) = —g€” + Ae™2* + Be'*, A,B€R.

Ly =2y =sinT v .
/
L’équation homogene associée a est iy =2y =0 .o .
! "
L’équation caractéristique de est 1?2 —2r =0 oo .

N admet deux racines réelles distinctes r; = 0 et ro = 2. Ainsi, la solution générale
de / est : y(z) = A+ Be**, A,BeR.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I’équation est : f(x) = sinz = sin(1x)e®. Comme 0 + 14 n’est pas une
racine de 1’équation caractéristique /, alors on cherche une solution particuliere de
sous la forme : y,(z) = asinz +beosz, a,b€R. Ona: y,(r)=acosr —bsinx

et y, (z) = —asinx — beosz. En substituant dans I’équation , on obtient :

(—asinz — bcosz) — 2(acosx — bsinx) = sinx. Par identification, on obtient
—a+2b=1,-b—-—2a=0=a= —%, b= % . Donc la solution particuliere de
est : yp(2) = —Lsinz + 2 cosu.

> Solution générale de :

Yg(x) = y(x) + yp(x) = A+ Be®™ — Lsinw + 2cosz, A,BER.

Y =4y +3y =2z 4+ e *, avec y(0) =0 et ¥ (0) =0 coevrveiirieiene, .
L’équation homogene associée a est ;Y —4y +3y=0 .o /.
L’équation caractéristique de / est 12 —4r +3=0 . N.

A=(-4)?%-4-1-3=4>0. Donc ” admet deux racines réelles distinctes r; =1
et 7o = 3. Ainsi, la solution générale de / est : y(x) = Ae® + Be3*, A, B €R.

> Recherche d’une solution particuliere y, de : Le second
membre de I"équation est : f(x) = (2 + 1)e™®. Comme —1 n’est pas une racine
de I’équation caractéristique I, alors on cherche une solution particuliere de
sous la forme : y,(z) = (ax +b)e™™, a,b€R. Ona: y,(r) = (—ax+a—0ble ™ et
Yy (7) = (ar — 2a + b)e™®. En substituant dans 'équation , on obtient :
(ax —2a+b)e " —4(—ax +a—Dble " +3(ax +b)e ™ = 2z + 1)e*. Par
identification, on obtient 8a =2, —6a+8b =1 = a = i, b= 1—56. . Donc la solution
particuliere de est 1 yp(z) = (2o + 1%) e ",

> Solution générale de :
Yg() = yp(z) + y(z) = (Go + %) e " + Ae® + Be3*, A, B€eR.

> Application aux conditions initiales :
Ona:y(0)=0 = 2 +A+B=0 (1).De plus, la dérivée de y4(z) est :
= (=17 — 15) e + Ae® 4 3Be3*. Donc

0 = —%+A+3B=0 (2).En résolvant le systeme formé par (1) et
btient : A = —%, B = %.
> Solution finale du probleme de Cauchy :
_ (1 5 -z _ 1,z 3 3z

yo(x) = (32 + 75 e PR T
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