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1.1 Intégrales indéfinies et primitives

1.1.1 Notion de primitive d’une fonction

Définition 1.1

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle / (avec I est un intervalle ouvert).
On appelle primitive de f sur I toute fonction F' définie et dérivable sur I vérifiant la
propriété suivante:

Vo eI; F'(z) = f(x)

Exemple 1.1

1. Posons [ = Ret f: I — R la fonction définie par f(x) = %, alors la fonction
F : I — R définie par F(x) = éxg’ est une primitive de f sur I = R puisque:

Vo eI; F'(z) = 2* = f(z).

2. Posons I =]0,+oo[ et g : I — R la fonction définie par g(x) = /x, alors la fonction

G : I — R définie par G(z) = 221/ est une primitive de g sur I =]0, +oo[ puisque:

Ve e I; G'(x) =z = g(x).

Remarque 1.1 Dans les exzemples précédents on remarque que:

1. La fonction définie par: Fi(x) = ta°+2 est aussi une primitive de la fonction f(zx) =«

sur R.
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2. La fonction définie par: G1(z) = %:U\/E+ 5 est aussi une primitive de la fonction
g(x) = /x sur]0,+ool.

Proposition 1.1

Soit. f une fonction définie et admet une primitive sur I alors:
1. f admet une infinité de primitives sur I.

2. Si I, F5 sont deux primitives de f sur I, alors il existe une constante ¢ € R tq:

Ve e I; Fi(z) = Fy(z) + ¢

Preuve

1. Supposons que f admet une primitive F' sur [ alors, les fonctions définies par:
Gi(z) = F(x) + k/k € R sont aussi des primitives de f sur I puisque:

Vo € I; Gi(x) = F'(z) = f(x) = f admet une infinité de primitives sur [
2. Soient Fy, F» sont deux primitives de f sur I ( tq: I est un intervalle ouvert) alors;
Vo € I; (Fi(x) = Fy(2)) = Fi(z) — Fy(x) = f(x) — f(x) =0

—> la fonction Fj(x) — Fy(x) est constante sur /

cca-ddc e Ry Ve € I; Fi(z) — Fa(x) = ¢ = Fi(z) = Fa(z) + ¢

1.1.2 Intégrale indéfinie

Définition 1.2

Soit f une fonction définie et admet une primitive sur / (I est un intervalle ouvert).
On appelle intégrale indéfinie de f sur I ’ensemble des primitives de f sur I, qu’on note
par:

Jf(x) de, x el

Remarque 1.2 Si on a: F est une primitive de f sur I, alors on écrit:

Jf(m)dx:F(x)—l—c/ceR
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Exemple 1.2

On a:

Intégrales indéfinies

1
« L’intégrale indéfinie de la fonction — sur | — oo, 0] est définie par:
x

d
?x =In(—z)+ /e €R

1
« L’intégrale indéfinie de la fonction — sur |0, 400 est définie par:
x

dx

- = 111(56) +C2/CQ eR

—> l’intégrale indéfinie de la fonction — sur R* est définie par:
x

dz

— =Infz|+c¢/ceR

x

1.1.3 Existence de l’intégrale indéfinie

Théoréme 1.1

Soit f : I — R une fonction définie sur I (I est un intervalle ouvert), alors on a
I'implication suivante:

f est continue sur I = f admet une primitive sur /

Remarque 1.3 D’aprés la remarque (6.2), si f admet une primitive sur un intervalle I, alors
on peut définir l'intégrale indéfinie de f sur cet intervalle.

Exemple 1.3

On a: cos(z) est une primitive de sin(z) sur R, donc on peut définir I'intégrale indéfinie
de la fonction sin(x) avec la fagon suivante:

Jsin(x)dm =cos(z) +c¢/c R

Remarque 1.4

1. La procédure de calcul d’une intégrale indéfinie est appelée intégration et on dit, intégrer
une fonction au lieu de dire calculer son intégrale indéfinie.

2. Soit f une fonction de I dans R, [’écriture ff(x)dx désigne une fonction de I dans R.
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1.1.4 Propriétés de l’intégrale indéfinie

Proposition 1.2

2. VA ER; f)\f(:c)da: = )\ff(x)dx

s ([ f(x)dx>/ - )

ff (x)+c/ceR

Soient f et g deux fonctions réelles, alors on a les propriétés suivantes:

L [(f0) % gla)ds = [ ot [ ga)as

1.1.5 Intégrales indéfinies de quelques fonctions usuelles

A partir des dérivées des fonctions usuelles, on établit la table suivantes des intégrales indéfinies

de quelques fonction usuelles

Jf (z) d Domaine de définition
Jde:c R
Jadx-aw—i—c/(a—const) R
Jx”dx: ! 2" +¢/(n €N) R
n+1
Jw”dx: ! "t 4 c/(n € Z—{-1}) R*
n+1
1
dezln]azH—c R*
x
Jxadx: ! 2 +c/(a e R—{-1}) R*
a+1 +
Jemdx—e +c R
x 1 *
a dx_ln(a)a +c¢/(a e R — R
Jcos(x) dz = sin(x) 4+ ¢ R
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f f(2) da Domaine de définition
J sin(z) dz = — cos(z) + ¢ R
Jcoiix) = tan(z) + ¢ R — {Z + kr/k € Z}
J\/ﬁdx:arcsin(:c)—i—c vel— 11
J\/%dx:arccos(x)—i—c vel - 1,1
J : +1$2 dz = arctan(z) + ¢ R
J sh(z) dz = ch(z) + ¢ R
J ch(z) dz = sh(z) + ¢ R
J Ch%fx) = th(z) + ¢ R
fi — = argsh(x) + e = In(z + VI+22) +c R
\/% = argch(z) + c=In(z + Va2 — 1) + ¢ 11, 4-00]
Jlf 2=argth(:v)+c:;ln<1i_w = 1,1]
Jf’(:n)f”(x) dr = nilf"“(x) +c/n €N Dy
i = g o €N /!
[ £ do =g+ 7

1.2 Méthode directe d’intégration

Cette méthode est basée sur les propriétés des intégrales indéfinies et les formules de transfor-

mation des fonctions en utilisant les tables des primitives.
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Exemple 1.4
1
o Calculer J(COSZ(x) + 3 g + V) dz

Solution:
D’apres la propriété de l'intégrale indéfinie on a:

—i—\/E)dx:fcosZ(x)dx—l—f1dx—|—f\/§dx (1.1)

1+ 22

J(COSQ(x) + 11

+ z2

1. En utilisant la formule trigonométrique suivante:

1 1
cos(2x) = 2cos*(z) — 1 & cos®(z) = 5 cos(2x) + 3
. 2 1 1 1 . 1
On obtient: | cos*(z)dz = (5 cos(2x) + 5) dz = 1 sin(2zx) + St t+a

2. En utilisant la table des primitives on obtient: Jz dz = arctan(z) + co

14z
. . . . 2 3 2
3. En utilisant la table des primitives on obtient aussi: | v/r dz = gm +c3 = gv x3+cs

D’apres les étapes 1, 2, 3 et I’équation (6.1) on obtient:

1 1 1 2
e +vz)dr = 1 sin(2x) + 5%+ arctan(z) + g\/ﬁ—i— c/ceR

J(cos2(x) +

1.3 Intégration par la méthode du changement de variable

1.3.1 La premiére formule

Proposition 1.3

Soient f:J — Ret g: I — J deux fonctions tq:
e f est une fonction continue sur J.
e ¢ est une fonction dérivable sur I.
o [,J sont deux intervalles ouverts de RR.

Si F(x) est une primitive de f(x) sur J, alors F(g(x)) est une primitive de la fonction
g'(x)f(g(x)) sur I.

Preuve

On a:

Méthode pratique: Pour calculer I'intégrale de type fg'(x) f(g(x))dz on suit les étapes

suivantes:

1. On pose t = g(z) et dt = ¢'(z)dx
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2. On obtient I'intégrale Jf(t) dt.
Si F' est une primitive de f alors Jf(t) dt =F(t)+c/ceR

3. On remplace t par g(x) et dt par ¢'(z)dz et on obtient le résultat suivant:

f J(2)(g(x)) dz = F(g(x)) + c/c € R

Exemple 1.5
x

1. Calculer I = Jm dx.

On pose
t=1+2> = dt =2xdx

On remplace dans l'intégrale I et on obtient:
I f Lodt =i+ Jc€R
= | —=dt = c/c
2V

= [=V1+22+c/ceR

1

ch(z) de

2. Calculer J = J
On a:

2e”
= J=| ——dux.
Jem—i—l .
Posons:
t=¢" = dt = e"dx

— J:QJ

Bl dt = 2arctan(t) + c¢/c € R

= J =2arctan(e”) +c¢/c € R

1.3.2 La seconde formule

Proposition 1.4

Soient f:J — Ret g: I — J deux fonctions tq:

o f est une fonction continue sur J.
e ¢ est une bijection de I dans J continue sur I.
o g est dérivable sur I et vérifie: Vo € I; ¢'(x) #0

Si H(z) est une primitive de ¢'(z)f(g(x)) sur I, alors H(g *(z)) est une primitive de
f(z) sur J.
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On a:

Vo€ J; (H(g ' (2)) = (g7 (2)) H'(g7 (z)) =

Méthode pratique: Pour calculer 'intégrale f f(x)dx on suit les étapes suivantes:
1. On pose x = ¢(t) et de = ¢'(t)dt
2. On obtient I'intégrale Jf(g(t))g'(t) dt

Si H(t) est une primitive de f(g(t))g'(t) alors: Jf(g(t))g'(t) dt=H(t) +c¢/ceR

3. On remplce t par g~'(x) et ¢/(t)dt par dx on obtient: Jf(x) dv = H(g*(z)) +¢/c€R
Exemple 1.6

Calculer I = J N

On effectue un changement de variable suivant:

dz sur | —1,1]

x = sin(t) avec t € ] { et dx = cos(t)dt

272

L2
On obtient: I = J sin” cos(t) dt = f sin’ (1) cos(t) dt = Jsm2(t) dt
/1 — sin? t) | COS(t

(puisque t € }—g, g{ on a: cos(t) > 0)

(
1 1
D’un c6té on a: sin?(t) =1 — Lcos(2t) = I = J(Q —5 cos(2t)) dt

—> [=1t+1sin(2t) +¢/c €R. On a: z =sin(t) = t = arcsin(z)
On remplace ¢ par arcsin(z) on obtient: I = 3 arcsin(z) + 1 sin(2arcsin(xz)) + ¢/c € R
En utilisant la formule trigonométrique suivante on obtient:

sin(2 arcsin(z)) = 2sin(arcsin(z)) cos(arcsin(z))

& sin(2arcsin(z)) = 2 sin(arcsin(x))\/l — sin?(arcsin(z))

& sin(2arcsin(x)) = 2zvV1 — a2

1 1
= [ = iarcsin(x) + Ex\/l —22+c¢c/ceR
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1.4 Méthode d’intégration par parties

Proposition 1.5

Soient f et g deux fonctions de classe C! sur un intervalle I ouvert, on a:

| a1 @) e = r@gte) - [ Fiagtoras

Preuve

Soient f et g deux fonctions de classe C* sur I on a:

(f(@)9(@) = F(@)g(x) + F(2)d ()
— f (f(2)g(z)) dz = f f(@)g() de + j f(2)d (z) dz
— J f(@)d (@) dz = f(x)g(z) - j f(@)g(x) dz

Exemple 1.7

1. Calculer Jxe‘zw dz sur R.

Posons:

fo)=z — fla)=1
Jr)=c? — glr)= b

D’apres la formule d’intégration par parties on obtient:

1 1
Jxezx de = ——xe ™ 4 = Je2’” dx
2 2
—2z 1 —2z 1 —2z
= | ze da::—ia:e — 7€ +c/ceR

2. Calculer J\/l —22dx sur | — 1,1].

Posons:
T

f(x):m — f/(x):_m

J@)=1 — gl)=s

2

— f\/l—ﬁdx:x\/l—ﬁ—l—f —f_ﬁ

D’apres 'exemple (6.6) on obtient:

3 1
J\/l —22dx = §x\/1 — a2+ iarcsin(x) +c/ceR
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1.5 Intégration d’une fonction rationnelle

Définition 1.3

Soient P(z) et Q(x) deux polyndomes de degré n; et ny respectivement. On appelle
P(x)

fonction rationnelle toute fonction de type f(x) =

e Sing >mny on dit que f est une fraction rationnelle impropre.

e Sin; < ng on dit que f est une fraction rationnelle propre.

Proposition 1.6

Soit f(z) = ggfﬁ;

polynémes de degré n; et ng respectivement avec n; > na).
En effectuant la division euclidienne de P(x) par Q(x) on obtient:

une fraction rationnelle impropre. ( c-a-d P(z) et Q(z) sont deux

R(x)
Q(x)

f(x) = N(x) +

N(z) est un polynéme de degré ny — na.
R(z) est un polyndéme de degré strictement inférieur a ns.
R(x)

Q(x)

On déduit que:

tq:
est une fraction rationnelle propre.

ff(m) dx:fgg; dm:JN(x) da:+f§8 da

Exemple 1.8

Si on veut intégrer la fraction impropre suivante: f(x)

3 + 22 —
= LM, on effectue la
3x2 — bxr — 2

division euclidienne avec la maniére suivante:

3x342x — 5 3’ —hr — 2
—323 + 522 + 2¢ a:—i—%
5x’+4xr — 5
—5z% + 24 2
37 5

373

Remarque 1.5 La difficulté de l’intégration d’une fraction rationnelle se restreint a l’intégration
d’une fraction rationnelle propre.

10
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1.5.1 Décomposition d’une fraction propre en éléments simples

Théoréme 1.2: (Théoréme fondamental de la décomposition d’une fraction propre)

P
Soit f(x) = QEZE; une fraction rationnelle propre tq:
T
Q(x) = c(z—21)™ (x—29)™2....(x—2)™ (> +pr2+q1) " (X* +pox+q2)"2 ... (22 + iz +q )™
ou:
* C,T1,X2,..., Tk S R? P1,D2,---, D1 S R et q1,92,----, 41 S R
e My, Mo, ..... Mg € N et ny,Ng, ...,y € N
e Vie{1,2,..,0}; Ay =p? —4g <0
P(x) o _
Alors f(z) = 00 se décompose en fractions simples sous la forme suivante:
x
P(x A A Al
f(z) = (@) _ _Au e T e
Qlx) z—x1 (xv—um) (x —xp)™
A A As
g A 22 2,ms
r—2xy (T —1x9)? (x — x1)™m2
+
A A Apm
+ k,1 4 k,2 bt k,mo
r—xp (v —xp)? (x — 1)
Bz 4+ C Bisx + Ci o I B,z + Cip,
2+pr+q (@P24+prt+a)? 0 (@@ +Fprtqa)m
ngll‘ + 0271 n ngl’ + 02’2 n Bgynzl‘ -+ 027712
24pr+q  (24+pr+q)? 0 (P4 pr 4 g)™
4+ .......
Biix 4+ Cpy n Bisx 4+ C 44 Bip,x + Crp,
24pr+q  (2+pr+q)? 7 (24 px+q)™
avec les A, ;, B; ; et C; ; sont des constantes réelles.

Remarque 1.6 D’apres le théoréeme précédent, on peut décomposer toute fraction propre en une
somme finie d’éléments simples suivants:

1. Elément simple de premiere espece est de la forme tg: A,a € R et m € N*

A
(x —a)m
Bz +C

tg: n €N, B,C.p,q €R
(24 px +q)" @“n b4

2. Elément simple de seconde espéce est de la forme

et A=p?>—4¢ <0

Exemple 1.9

Décomposer en éléments simples les fractions suivantes:
1. f(z) = P(x)  22° +4a® +x+2
' Q(z)  (z—1)2(2?+a+1)
P(x 1+ 222
2. g(z) = (x) _ 5 55
Q(z)  22(1+2?)

11
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Solution:
01) f(z) est une fraction propre d’apres le théoreme fondamental de la décomposition on a:

21’3 + 4{E2 +x+2 Al A2 BlfL' + Cl

(r—1)2(x2+x+1) x—1+(x—1)2 ?2+r+1
20+ 42’ + 242 Afe—-1)(@®+r+ 1)+ A@@®+r+ 1)+ (z— 1)*(Bir+ Cy)

(x =1 (x2+z+1) (x =1 (x2+z+1)
o 21‘3 +4l’2 + x4+ 2 - (Al + Bl>I3 + (AQ + Cl — 231)1'2 + (A2 + Bl - 201)!17 - A1 +A2 + Cl
(xr—1)2(22+z+1) (x =122+ 2z +1)

Par identification des coefficients du numérateur on obtient:
A+ By =2
Ay +C1 —2B; =4
A2 + Bl — 201 =1
—A+ A+ C =2

— A1:2, A2:3, B1:Oet01:1

203 + 42+ + 2 2 3 1

(x =122+ 2+ 1) (x—1)+(x—1)2+1‘2+x+1
02) g(x) est une fraction propre d’apres le théoréme fondamental de la décomposition on a:

14 222 A Ay Bir+C1 | By + Gy
2(1+22)? =z a2 2241 (24 1)2
C Agx(2® + 1) 4 Ay(a? + 1)° + x(Biz + C1)(2® + 1) + 2%(Byx + C)
B x2(1 + x2)?
 Aa® 4 (A + By)at 4 (2A1 4+ Bo + C1)a + (242 + By + Co)a? + (A1 + Ch)a + Ay
N 22(1 + x2)?

Par identification des coeflicients du numérateur on obtient:

A =0
As+ By =0
241+ B2+ C1 =0
2+ B +Cy =2
A +C =0

Ay =1

— A1:0,A2:1,31:O7B2:O, 01:—1, et02:1

1+ 222 1 1 1

_ — = — —
22(1+22)? 22 2241 * (x241)2

12
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1.5.2 Intégration des éléments simples

1. Un élément simple de premiére espece est de la forme:U(x) = tq: A,a € R et

(x —a)m
m € N*, alors on a:
A :
J der =Alnjr —a|+c¢/ceR Sim=1
r—a
A A
——dr = — R Si 1
J(x—a)m x (m—l)(x—a)m—1+c/ce im #
Bx +C

2. Un élément simple de seconde espece est de la forme:V (z) = tq:

ne€N* B,C,pgeRet A=p?—4g<0

(22 + pr +q)"

Méthode de calcul:

Bz +C
Pour calculer I'intégrale de type: I = J T

(2 4 px +q)"

, on suit les étapes suivantes:

e On a:
2 L o L,
i+ pr+q= (x+§p) ta—p
Lo 1.,
= —p) —=(p*—4
(@ +5p)" = 4 q)
1, 1
= -p)° —=A
(& +5p)" =4
AT 4 1.,
=—— |——= = 1
4[ A@+2m'+]
A (2x+p 2 ]
4 \V=A
o En effectuant un changement de variable avec la maniere suivante:
2 vV—=A vV=A
= x+p:>x:7t—£ et dor=——dt
VETAN 2 2 2
On obtient:

=3() [ermee (Bs) O e

2t 1
Posons: ]n:J‘(tQ—}—l)ndt et Jn:fwdt — ]:@In‘f'ﬁjn

2n—2 2n—1
avec: o = B (2) et B = <2> <QC'—Bp>
2 \Vv-A V-=A 2

e Calcul de I, et J,

(a) On a:
21 )
I = t2+1dt:ln(t+1)+c/c€R
2t 1
I=|—dt=— R et 1
J @t G reiee® >

13
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(b) J, est calculée par la formule de recurrence suivante:

Ji = arctan(t) + c¢/c € R

_ 2n—1 t
Iny1 = 2n In + 2n(L2+1)"

Preuve

1
e« Pourn=1ona: J1:Jt2+1dt = J; = arctan(t) + ¢/c € R

« Pour n > 1, en utilisant une intégration par partie avec la fagon
suivante: Posons:

1 t t?
—_— = dt = 2 ——dt
o= |t e

= J, —#+2 J ! - ! dt
n_<t2+1)n n 2+ 1) (12 4 1)t

t
— Jy=——— +2nJ, — 2nJ,
R
2n—1 t
= Jy1 = I
L TR WY FE I T

o Enfin, on remplace t par \/%t + \/% et on obtient le résultat.

Exemple 1.10

903 1 4z 9
. Calculerj vAdrtets g
RSy =y

Solution:

. Etape 01:(La décomposition en éléments simples)
D’apres I'exemple (6.9) on a:
203 +4x% + 2+ 2 2 3 1

(a:—l)2(x2—|—:v+1):x—1+(x—1)2+x2+x+1

. Etape 02:(L’intégration des éléments simples obtenus apres la décomposition)
D’apres la propriété des intégrales indéfinies on a:

f 20 H Ao fw 42 J 2 4 +J 3 4 +f Ly
r=|——dz ———dx ——dx
(r—1)2(x2+x+1) r—1 (x —1)2 24+z+1

1. On obtient immédiatement:

2
J de =2In|z -1+ ¢
r—1

et

3 3
md$:—x_1+02

14
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1
2. Concernant l'intégral J = fz dx on suit la méthode suivante:
= +x+1
On a:

2y +1—<+1)2 1+1—< +1>2+3—3 4(+1)2+1
TrrTEEArTy) Ty T\ Ty 1 413\" "3

:i [(\%wr\}g)?ﬂ

On effectue un changement de variable avec la maniere suivante:

_ V3 1
2 | =Y
t=—0+—= — et
3 3
VioV8 do = L2dt

2

On obtient:

arctan(t) + c3

1 1 2
J=|—-— dr= | at=
Jx2+x+1 v \/§Jt2+1 V3

Donc, on remplace t par %x + % et on obtient:

J= 5_ arctan <\/_x + \/_>

213 + 4a? 2 3 2
J A et de =2Injz -1 — ——+ arctan
(x —=1)2(x2+x+1) x

-1 \/_

\/_ \/_>+c/ce]R

1.6 Intégration des fonctions irrationnelles

L’intégration de certaines fonctions irrationnelles peut se transformer a ’aide d’un changement
de variable convenable en une intégration d’une fraction rationnelle. Pour un plus de détail sur
cette méthode d’intégration nous avons besoin des définitions suivantes.

1.6.1 Polynome et fraction de deux variables

Définition 1.4

Un podlynome de deux variables x,y de degré n est défini par ’expression suivante:

P(x,y) = ago + a0 + a1y + a2,0372 + a1 12y + 00,23/2 + o ap "
+ 112" Y e a2y 4 agny”

Exemple 1.11

1. Un polynéme de deux variables x,y de degré 1 est défini par:
P(x,y) = ago + a102 + ao1y

2. Un polynéme de deux variables z,y de degré 3 est défini par:

P(z,y) = ago + a0 + a1y + a2,0$2 + a1y + Clo,2y2 + a3,0$3

+ a2,1x2y + a1,2$y2 + Clo,:sy3
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Définition 1.5

Le rapport de deux polyndémes de variables x,y est appelé fraction rationnelle de deux
variables x,y. C-a-d une fraction rationnelle R(z, y) de deux variable est définie par:

%(x,y) =

Avec P(z,y) et Q(x,y) sont deux polynéomes de deux variables z, y.

Exemple 1.12

1. R(z,y) =

r+xy’+y+5
Yy +y*+1

r+avaz+1+1

1
2. Sion a: R(zx,y) = M, alors R(z, Va2 +1) =

x+ 4y + 1 r+drval+1+1
2
1
3. Siona: R(zx,y) = %, alors:
x + 4dzy

cos®(z) + cos(x) sin(x) + 1

PR (cos(x),sin(x)) = cos(z) + 4 cos(z) sin(z) + 1

Remarque 1.7 La fraction R(z, vz + 1) est une fonction irrationnelle de la variable x.

b
1.6.2 Calcul des intégrales de type:ff)‘{ (:L’, CL1:L’-|—1) dz/ a1by — asby # 0
aox + bQ

Dans ce cas on suit les étapes suivantes:

b b
asx + b2 a2 + b2
bot™ — by

Apres calcul, on obtient: z =
ap — agt”

2. Donc

dr = <b2tn_bl>/dt — nb?(a’l - a2tn)tn_1 + TLCLQ(thn — bl)tn_ldt

a] — CLQtn (a1 — azt”)2

e de = ’)’L(CleQ — agbl)tnildt
(a1 — aQt”)Q

bot™ — b by — agby )t
72 L oot do par n(arby — azby)
Qtn (a1 — agt")2

JS‘{( ,/Z;ii;}:) do = fR(t)dt

Avec R(t) est une fraction rationnelle en ¢.

3. En remplacant x par dt dans l'intégrale et on

obtient:

a1 x + bl
aox + bg'

n

4. Enfin, on calcule I'intégrale fR(t) dt puis on remplace dans le résultat t par
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Exemple 1.13

Calculer [ =

Solution:

la1z + b
On remarque que cette intégrale est de type: JD% (x, (] 1—1‘1) dx avec:
a2 + bQ

TL—2 a; = 1 bl 4,@2:0,b2:16ta1b2—a2b17§0
Donc on va suivre les étapes suivantes:

1. Posonst=+vz2+4 = t?=0+4 = x=1t>—4
2. D’apres I'étape précédente doe=2tdt

Vo +4

X

dzx.

3. En remplagant dans I'intégrale et on obtient:

Vr+4 12
. de =2

2 —4

dt (1.2)

2
4. On calcule l'intégrale ftz —

fractions rationnelles. On a:

dt en utilisant la méthode de décomposition des

t° _152—4+4_1+ 4
2—4 22—-4 2 — 4
=1+ L L
N t—2 t+2
ﬁ 1 1
ﬁ 2
(6.2) — I_2ft g dt =214 2m]] +2’+c/ceR.

5. Enfin, on remplace dans le résultat ¢ par v/x + 4 et on obtient:

NCEw
[=2/z 14 +21’ x+ ++dc€R

Remarque 1.8 On peut généraliser la méthode précédente pour calculer des intégrales de type:

a1 xr + b1 m a1 xr —+ bl 2 a1 xr + bl "k
Rz, Y| ————— R — vy H | ——— d by — asb 0
J (ﬁ, \J <a2$+b2> ’ \J <a21‘+bg> ’ ’ \J <a2$+bg> ) . /al 2 @201 7&

b
Si en posant: t¢ = Lﬂ o= PPCM(ny,ng, ..., ng)
aox + bg

(PPCM(ny,na, ....,ny) est le plus petit commun multiple de ny,na, ....,ny)
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Exemple 1.14

VT
Caculer I = f dx
Va4 1

Solution:
On remarque que cette intégrale est de type:

aox + bQ Ao + b2

Avec: nq :2,77,2:4,7711 = 1,7712 =3et a; = 1,b1 :O,CLQ :O,bQIOtQI albg—a,zbl 7é0

On a: a =PPCM(2,4) = 4, donc on effectue un changement de variable avec la

maniere suivante:
th =1 = dz =43dt

En remplacant dans I'intégrale I on obtient:
t5
I =4 ——dt
f B3+1

dt par la méthode de décomposition

5

t3+1

Calcul de l'intégrale J

On a: ; )
t , t

2
t3+1 341
1o 1 3t?
— | ——dt=|?dt— = | ——dt
|agu=]ra-g |7

4, 4
— I:§t3—§ln|t3—l—1|+c/c€R

Enfin, on remplace ¢t par \/x et on obtient:

4 4
]:§m%—§ln|x%+1|+c/cER

1.6.3 Calcul des intégrales de type: fiﬁ(w, Vax? + bz +c)dr/a#0

Pour calculer ce genre d’intégrales il y a une méthode générale qui s’appelle méthode de sub-
stitution d’Euler. Le principe de cette méthode est basé sur la transformation de 'intégrale

R(z, Vazr? + bx 4 ¢) dz en une intégrale d'une fraction rationnelle a ’aide des trois types de
changements de variable suivants:

1. ler cassia >0
On effectue un changement de variable suivant:

Var? +br+c=t++ar ou Var+br+c=t—ax
Etudions la cas vaz? + bx + ¢ = t — \/ax

— az? +br +c =t* — 2V/atx + ax?
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. - 2 —¢
C 2t/a+b
2 — ' 212 2t + 2
donc, dzx = L dt = vat * \/acdt
2t\/a+b (b + 2t\/a)?
2
N S t2y/a + bt + \/ac it
(b + 2t\/a)?

t* —
Enfin; \/ax2+bx+c:t—\/ax:t—\/a<2t\/_af_b>

t2 + bt + \/ac
—v
= |Vaxr®+bx+c 2t\/5+b

En remplacant les expressions de x, dz et vVax? + bx + ¢ dans I'intégrale et on obtient une

intégrale de type: JR(t) dt ot R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir & x dans le

résultat obtenu, on remplace ¢ par vax? + bx + ¢ + \/ax

Exemple 1.15

Calculer [ = J

Solution:
Posons:

Ve R

Va2 4+9=t—x = 22+9=1>— 2tz + 2°

t2_ t2
— |x = ) et dxz( +9>dt

2t 2t2

On a: Va2 +9 =t — x alors:

2 -9 2+9
2?2+9=1t- = |V22+9= i

2t 2t

En remplagant dans I'intégrale on obtient:

2 2 2
1/33.2_1_ 4 t3
1 1 1
Jtdt SJ dt—|—8* *dt

T4 4 4
1 18 81
é152——1 |t|——+c/ce]R

On remplace t par vVx2 + 9 + = et on obtient:

1 18 81
=-(Va2+9+2)* - —In|vVa2 + 9+ x| — +c/ceR
5! S | 8(Va? + 9 + x)? /

2. 2eme cas sic > 0
On effectue un changement de variable suivant:
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Posons vaz? +bx +c=xt++/c ou +Var?+br+c=uxt—/c
On va étudier le cas: vaz? + bx +c = at + +/c

En suivant la méme procédure précédente on obtient:

2y/c—b — bt
p= DO gy 2 VROV

t2 — bt
et \/(JL332+b:c—|—c:\/E + Ve

dt
(a — t2)? ’ a— t?

En remplacant les expressions de x, dz et vax? + bx + ¢ dans I'intégrale et on obtient une

intégrale de type: JR(t) dt ou R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir & x dans le

var? +br +c—/c

X

résultat obtenu, on remplace t par (supposons que x # 0).

Exemple 1.16

Calculer I =
J TV x2 —x+1
Solution:

On a: I est de type J%(:c, Vaz? + bx + ¢)dx avec ¢ > 0.

Posons:

Va2 —z+1=at+1

2t +1 202+t +1) +t+1
— = _——, do=————-—dt, et Va? - =
T YT T o 0 Sl -

En remplagant dans I, on obtient:

1 1
I = dt ==-In|2t+1 R
JZt—i—l 2n] +1|+c/ce

Vai—ax+1-1
On remplace dans le résultat ¢ par + /x # 0 et on obtient:
x

[ 51 +C/C€R

|2\/x2—x+ — 24

3. 3éme cas si A = 0% — 4ac >0
Dans ce cas le trindme ax? + bx + ¢ admet deux racines z;, 72 € R et 2; # 5, donc on
peut écrire: ax?® + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x5). Alors on pose:

var? +br+c=+t(r —x1) ou Var?+br+c=+t(r— xy)
On va étudier le cas: Vaz? 4+ bx + ¢ = t(x — x1)
= ar’ +br+c=alr —x)(r —33) =t} (v — 1)?

= a(r — 1) = (v — 11)

ary — xqt? 2a(xy — xo)t Vo Thrte a(xeg — 1)t
= T=— dm:—(a—ﬁ)? dt, et ax2+bx+c:7a_t2

En remplagant les expressions de x, dz et vax? + bz + ¢ dans I'intégrale et on obtient une

intégrale de type: JR(t) dt ou R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir & x dans le

vax?+bx +c

r — T

résultat obtenu, on remplace ¢t par
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Exemple 1.17
Calculer [ = J\/ 20 — x2dx

Solution:
On a: 2z —2? = 2(2 — ) c-a-d le polyndome 2z — 2 admet deux racines x; = 0 et
Ty = 2
Posons:
V2r — a2 =uat
— 2r — 2 =2t = xzi dx:—idt' et vV2r — % = 2t
2 +1 (t24+1)2 7 t24+1

On remplacant dans I on obtient:

t2
[=-8| ——dt
J@%+U3

D’un autre coté on a :

2 tP+1-1 1 1

t2+1)3  (12+1)3  (124+1)2  (12+1)3

t2
— fwdt—JQ—Jg

D’apres la formule de récurrence précédente on a:

_1 ¢
{learctan(t)—i-c/ceR N {J2—2J1+2(t2+1)

_ 2n—-1 t 3
1 = T JIn + 2n(L2+1)" Jy = 1)+ m

1 ¢
Jo—Jy= —Jp—
T T ey

t t

1
— J— J = - arctan(t - R
2=l = gartan) F gy T am e TCE

Enfin on obtient:

t 2t
I =-8(Jy— J;) = —arctan(t) — P + 2 +1)

+k/keR
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1.7 Intégration des fonctions trigonométriques

Dans le calcul des intégrales des fonctions trigonométriques on distingues les cas suivants:

1.7.1 Intégrales de type JR(cos(a:)) sin(z) dz ou fR(sin(a:)) cos(x) dz avec

R(z) est une fraction rationnelle

e Siona: [ = JR(COS(]I)) sin(z) dz on effectue un changement de variable de la forme:
t=cos(z) et dt= —sin(z)dz
e Siona: [ = JR(sin(x)) cos(x) dz on effectue un changement de variable de la forme:
t =sin(z) et dt = cos(z)dz

Exemple 1.18

Calculer I = J

Solution: 5 L
On a: & (r) 1 —sin®(2)

3
cos®(x) e

sin?(z)

sin2(z) | sin¥(z) cos(x) = I est de type JR(Sin(x))cos(:c) dx
Donc on effectue un changement de variable suivant:

t =sin(z) = dt = cos(z)dz

1—¢2 1
:>[:f dt:fdt—fdt
12 12

1
= I:—E—t+c/ce]R

Enfin, si on remplace ¢t par sin(z) on obtient:

1 .
I= o) sin(z) +c¢/c e R

1.7.2 Intégrales de type Jiﬁ(cos(a:), sin(x)) dz

Dans ce genre d’intégrales on peut faire le changement de variable suivant:
Posons

T 1—1¢? 1—1¢2 2dt
t=tan| =), cos(z) = ——, sin(z) = et dr=——

En remplagant les expressions dz, cos(x) et sin(z) dans I'intégrale et on obtient une intégrale

de type: | R(t)dt ot R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir & x dans le résultat obtenu,

on remplace t par tan (%)
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Preuve

1. Si on pose t = tan (%) alors dt = % (1 + tan? (%)) drx =

2. On a: sin(x) = 2sin (g) cos (
1

D’un autre coté tan? (%) +

cos? (%) t2+1
— sin(z) 2t
S =
in(z) = 5=y
3. On a: cos(x) = cos? (%) — sin? (%) = cos? (%) (1 — tan? (g))
. cos(z) = 1—1¢2
cos(t) = 70
Exemple 1.19
1
Calculer I = J dx
1 — cos(z)
Posons: ¢ = tan (E) cos(z) = L= et do = 2 dt
o 2/ 14t T4

En remplacant dans I on obtient:

1 1
I = ﬁdt:—¥+C/CER

. Enfin on remplace ¢ par tan ( ) on obtient:

z
2

1
[=————+c/ceR

tan (%)
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