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Intégrales indéfinies
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1.1 Intégrales indéfinies et primitives

1.1.1 Notion de primitive d’une fonction
Définition 1.1

Soit f : I 7→ R une fonction définie sur un intervalle I (avec I est un intervalle ouvert).
On appelle primitive de f sur I toute fonction F définie et dérivable sur I vérifiant la
propriété suivante:

∀x ∈ I; F ′(x) = f(x)

Exemple 1.1

1. Posons I = R et f : I → R la fonction définie par f(x) = x4, alors la fonction
F : I → R définie par F (x) = 1

5x5 est une primitive de f sur I = R puisque:

∀x ∈ I; F ′(x) = x4 = f(x).

2. Posons I =]0, +∞[ et g : I → R la fonction définie par g(x) =
√

x, alors la fonction
G : I → R définie par G(x) = 2

3x
√

x est une primitive de g sur I =]0, +∞[ puisque:

∀x ∈ I; G′(x) =
√

x = g(x).

Remarque 1.1 Dans les exemples précédents on remarque que:
1. La fonction définie par: F1(x) = 1

5x5 + 2 est aussi une primitive de la fonction f(x) = x4

sur R.
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2. La fonction définie par: G1(x) = 2
3x

√
x + 5 est aussi une primitive de la fonction

g(x) =
√

x sur ]0, +∞[.

Proposition 1.1

Soit f une fonction définie et admet une primitive sur I alors:
1. f admet une infinité de primitives sur I.
2. Si F1, F2 sont deux primitives de f sur I, alors il existe une constante c ∈ R tq:

∀x ∈ I; F1(x) = F2(x) + c

Preuve

1. Supposons que f admet une primitive F sur I alors, les fonctions définies par:
Gk(x) = F (x) + k/k ∈ R sont aussi des primitives de f sur I puisque:

∀x ∈ I; G′
k(x) = F ′(x) = f(x) =⇒ f admet une infinité de primitives sur I

2. Soient F1, F2 sont deux primitives de f sur I ( tq: I est un intervalle ouvert) alors;

∀x ∈ I; (F1(x) − F2(x))′ = F ′
1(x) − F ′

2(x) = f(x) − f(x) = 0

=⇒ la fonction F1(x) − F2(x) est constante sur I

c-à-d ∃c ∈ R; ∀x ∈ I; F1(x) − F2(x) = c =⇒ F1(x) = F2(x) + c

1.1.2 Intégrale indéfinie
Définition 1.2

Soit f une fonction définie et admet une primitive sur I (I est un intervalle ouvert).
On appelle intégrale indéfinie de f sur I l’ensemble des primitives de f sur I, qu’on note
par:

ż

f(x) dx, x ∈ I

Remarque 1.2 Si on a: F est une primitive de f sur I, alors on écrit:
ż

f(x) dx = F (x) + c /c ∈ R
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Exemple 1.2

On a:
• L’intégrale indéfinie de la fonction 1

x
sur ] − ∞, 0[ est définie par:

ż

dx

x
= ln(−x) + c1/c1 ∈ R

• L’intégrale indéfinie de la fonction 1
x

sur ]0, +∞[ est définie par:

ż

dx

x
= ln(x) + c2/c2 ∈ R

=⇒ l’intégrale indéfinie de la fonction 1
x

sur R∗ est définie par:

ż

dx

x
= ln |x| + c/c ∈ R

1.1.3 Existence de l’intégrale indéfinie

Théorème 1.1

Soit f : I → R une fonction définie sur I (I est un intervalle ouvert), alors on a
l’implication suivante:

f est continue sur I =⇒ f admet une primitive sur I

Remarque 1.3 D’après la remarque (6.2), si f admet une primitive sur un intervalle I, alors
on peut définir l’intégrale indéfinie de f sur cet intervalle.

Exemple 1.3

On a: cos(x) est une primitive de sin(x) sur R, donc on peut définir l’intégrale indéfinie
de la fonction sin(x) avec la façon suivante:

ż

sin(x)dx = cos(x) + c/c ∈ R

Remarque 1.4

1. La procédure de calcul d’une intégrale indéfinie est appelée intégration et on dit, intégrer
une fonction au lieu de dire calculer son intégrale indéfinie.

2. Soit f une fonction de I dans R, l’écriture
ż

f(x)dx désigne une fonction de I dans R.
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1.1.4 Propriétés de l’intégrale indéfinie
Proposition 1.2

Soient f et g deux fonctions réelles, alors on a les propriétés suivantes:

1.
ż

(f(x) ± g(x))dx =
ż

f(x)dx ±
ż

g(x)dx

2. ∀λ ∈ R;
ż

λf(x)dx = λ

ż

f(x)dx

3.
(

ż

f(x)dx

)′

= f(x)

4.
ż

f ′(x)dx = f(x) + c /c ∈ R

1.1.5 Intégrales indéfinies de quelques fonctions usuelles
A partir des dérivées des fonctions usuelles, on établit la table suivantes des intégrales indéfinies
de quelques fonction usuelles

ż

f(x) dx Domaine de définition

ż

0 dx = c R

ż

a dx = ax + c/(a = const) R

ż

xn dx = 1
n + 1xn+1 + c/(n ∈ N) R

ż

xn dx = 1
n + 1xn+1 + c/(n ∈ Z − {−1}) R∗

ż 1
x

dx = ln |x| + c R∗

ż

xα dx = 1
α + 1xα+1 + c/(α ∈ R − {−1}) R∗

+

ż

ex dx = ex + c R

ż

ax dx = 1
ln(a)ax + c /(a ∈ R∗

+ − {1}) R

ż

cos(x) dx = sin(x) + c R

4



Chapitre 06 Intégrales indéfinies

ż

f(x) dx Domaine de définition

ż

sin(x) dx = − cos(x) + c R

ż dx

cos2(x) = tan(x) + c R − {π
2 + kπ/k ∈ Z}

ż 1√
1 − x2

dx = arcsin(x) + c x ∈] − 1, 1[

ż

−1√
1 − x2

dx = arccos(x) + c x ∈] − 1, 1[

ż 1
1 + x2 dx = arctan(x) + c R

ż

sh(x) dx = ch(x) + c R

ż

ch(x) dx = sh(x) + c R

ż dx

ch2(x)
= th(x) + c R

ż dx√
1 + x2

= argsh(x) + c = ln(x +
√

1 + x2) + c R

ż dx√
x2 − 1

= argch(x) + c = ln(x +
√

x2 − 1) + c ]1, +∞[

ż dx

1 − x2 = argth(x) + c = 1
2 ln

(1 + x

1 − x

)
+ c ] − 1, 1[

ż

f ′(x)fn(x) dx = 1
n + 1fn+1(x) + c/n ∈ N Df ′

ż

f ′(x)
fn(x) dx = −1

(n − 1)fn−1(x) + c/n ∈ N − {1} //

ż

f ′(x)
f(x) dx = ln |f(x)| + c //

1.2 Méthode directe d’intégration
Cette méthode est basée sur les propriétés des intégrales indéfinies et les formules de transfor-
mation des fonctions en utilisant les tables des primitives.
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Exemple 1.4

• Calculer
ż

(cos2(x) + 1
1 + x2 +

√
x) dx

Solution:
D’après la propriété de l’intégrale indéfinie on a:

ż

(cos2(x) + 1
1 + x2 +

√
x) dx =

ż

cos2(x) dx +
ż 1

1 + x2 dx +
ż √

x dx (1.1)

1. En utilisant la formule trigonométrique suivante:

cos(2x) = 2 cos2(x) − 1 ⇔ cos2(x) = 1
2 cos(2x) + 1

2

On obtient:
ż

cos2(x) dx =
ż

(1
2 cos(2x) + 1

2) dx = 1
4 sin(2x) + 1

2x + c1

2. En utilisant la table des primitives on obtient:
ż 1

1 + x2 dx = arctan(x) + c2

3. En utilisant la table des primitives on obtient aussi:
ż √

x dx = 2
3x

3
2 +c3 = 2

3
√

x3+c3

D’après les étapes 1, 2, 3 et l’équation (6.1) on obtient:
ż

(cos2(x) + 1
1 + x2 +

√
x) dx = 1

4 sin(2x) + 1
2x + arctan(x) + 2

3
√

x3 + c/c ∈ R

1.3 Intégration par la méthode du changement de variable

1.3.1 La première formule

Proposition 1.3

Soient f : J → R et g : I → J deux fonctions tq:
• f est une fonction continue sur J .
• g est une fonction dérivable sur I.
• I, J sont deux intervalles ouverts de R.

Si F (x) est une primitive de f(x) sur J , alors F (g(x)) est une primitive de la fonction
g′(x)f(g(x)) sur I.

Preuve

On a:
∀x ∈ I; [F (g(x))]′ = g′(x)F ′(g(x)) = g′(x)f(g(x))

.

Méthode pratique: Pour calculer l’intégrale de type
ż

g′(x)f(g(x)) dx on suit les étapes
suivantes:

1. On pose t = g(x) et dt = g′(x)dx
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2. On obtient l’intégrale
ż

f(t) dt.

Si F est une primitive de f alors
ż

f(t) dt = F (t) + c/c ∈ R

3. On remplace t par g(x) et dt par g′(x)dx et on obtient le résultat suivant:

ż

g′(x)f(g(x)) dx = F (g(x)) + c/c ∈ R

.

Exemple 1.5

1. Calculer I =
ż

x√
1 + x2

dx.
On pose

t = 1 + x2 =⇒ dt = 2xdx

On remplace dans l’intégrale I et on obtient:

I =
ż 1

2
√

t
dt =

√
t + c/c ∈ R

=⇒ I =
√

1 + x2 + c/c ∈ R

2. Calculer J =
ż 1

ch(x) dx

On a:
ch(x) = ex + e−x

2 ⇔ 1
ch(x) = 2

ex + e−x
= 2ex

e2x + 1

=⇒ J =
ż 2ex

e2x + 1 dx.
Posons:

t = ex =⇒ dt = exdx

=⇒ J = 2
ż 1

t2 + 1 dt = 2 arctan(t) + c/c ∈ R

=⇒ J = 2 arctan(ex) + c/c ∈ R

1.3.2 La seconde formule

Proposition 1.4

Soient f : J → R et g : I → J deux fonctions tq:
• f est une fonction continue sur J .
• g est une bijection de I dans J continue sur I.
• g est dérivable sur I et vérifie: ∀x ∈ I; g′(x) ̸= 0

Si H(x) est une primitive de g′(x)f(g(x)) sur I, alors H(g−1(x)) est une primitive de
f(x) sur J .
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Preuve

On a:

∀x ∈ J ; (H(g−1(x)))′ = (g−1(x))′H ′(g−1(x)) = 1
g′(g−1(x))g′(g−1(x))f(g(g−1(x))) = f(x)

Méthode pratique: Pour calculer l’intégrale
ż

f(x) dx on suit les étapes suivantes:

1. On pose x = g(t) et dx = g′(t)dt

2. On obtient l’intégrale
ż

f(g(t))g′(t) dt

Si H(t) est une primitive de f(g(t))g′(t) alors:
ż

f(g(t))g′(t) dt = H(t) + c/c ∈ R

3. On remplce t par g−1(x) et g′(t)dt par dx on obtient:
ż

f(x) dx = H(g−1(x)) + c/c ∈ R

Exemple 1.6

Calculer I =
ż

x2
√

1 − x2
dx sur ] − 1, 1[

On effectue un changement de variable suivant:

x = sin(t) avec t ∈
]
−π

2 ,
π

2

[
et dx = cos(t)dt

On obtient: I =
ż sin2(t)√

1 − sin2(t)
cos(t) dt =

ż sin2(t)
| cos(t)| cos(t) dt =

ż

sin2(t) dt

(puisque t ∈
]
−π

2 , π
2

[
on a: cos(t) > 0)

D’un côté on a: sin2(t) = 1
2 − 1

2 cos(2t) =⇒ I =
ż

(1
2 − 1

2 cos(2t)) dt

=⇒ I = 1
2t + 1

4 sin(2t) + c/c ∈ R. On a: x = sin(t) =⇒ t = arcsin(x)
On remplace t par arcsin(x) on obtient: I = 1

2 arcsin(x) + 1
4 sin(2 arcsin(x)) + c/c ∈ R

En utilisant la formule trigonométrique suivante on obtient:

sin(2 arcsin(x)) = 2 sin(arcsin(x)) cos(arcsin(x))

⇔ sin(2 arcsin(x)) = 2 sin(arcsin(x))
√

1 − sin2(arcsin(x))
⇔ sin(2 arcsin(x)) = 2x

√
1 − x2

=⇒ I = 1
2 arcsin(x) + 1

2x
√

1 − x2 + c/c ∈ R
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1.4 Méthode d’intégration par parties

Proposition 1.5

Soient f et g deux fonctions de classe C1 sur un intervalle I ouvert, on a:
ż

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) −
ż

f ′(x)g(x) dx

Preuve

Soient f et g deux fonctions de classe C1 sur I on a:

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

=⇒
ż

(f(x)g(x))′ dx =
ż

f ′(x)g(x) dx +
ż

f(x)g′(x) dx

=⇒
ż

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) −
ż

f ′(x)g(x) dx

Exemple 1.7

1. Calculer
ż

xe−2x dx sur R.
Posons:

f(x) = x −→ f ′(x) = 1
g′(x) = e−2x −→ g(x) = −1

2e−2x

D’après la formule d’intégration par parties on obtient:
ż

xe−2x dx = −1
2xe−2x + 1

2

ż

e−2x dx

=⇒
ż

xe−2x dx = −1
2xe−2x − 1

4e−2x + c/c ∈ R

2. Calculer
ż √

1 − x2 dx sur ] − 1, 1[.
Posons:

f(x) =
√

1 − x2 −→ f ′(x) = − x√
1 − x2

g′(x) = 1 −→ g(x) = x

=⇒
ż √

1 − x2 dx = x
√

1 − x2 +
ż

x2
√

1 − x2

D’après l’exemple (6.6) on obtient:
ż √

1 − x2 dx = 3
2x

√
1 − x2 + 1

2 arcsin(x) + c/c ∈ R
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1.5 Intégration d’une fonction rationnelle

Définition 1.3

Soient P (x) et Q(x) deux polynômes de degré n1 et n2 respectivement. On appelle

fonction rationnelle toute fonction de type f(x) = P (x)
Q(x)

• Si n1 ≥ n2 on dit que f est une fraction rationnelle impropre.
• Si n1 < n2 on dit que f est une fraction rationnelle propre.

Proposition 1.6

Soit f(x) = P (x)
Q(x) une fraction rationnelle impropre. ( c-à-d P (x) et Q(x) sont deux

polynômes de degré n1 et n2 respectivement avec n1 ≥ n2).
En effectuant la division euclidienne de P (x) par Q(x) on obtient:

f(x) = N(x) + R(x)
Q(x)

tq:


N(x) est un polynôme de degré n1 − n2.

R(x) est un polynôme de degré strictement inférieur à n2.
R(x)
Q(x) est une fraction rationnelle propre.

On déduit que:
ż

f(x) dx =
ż

P (x)
Q(x) dx =

ż

N(x) dx +
ż

R(x)
Q(x) dx

Exemple 1.8

Si on veut intégrer la fraction impropre suivante: f(x) = 3x3 + 2x − 5
3x2 − 5x − 2, on effectue la

division euclidienne avec la manière suivante:

3x3+2x − 5 3x2−5x − 2
−3x3 + 5x2 + 2x x + 5

3
5x2+4x − 5

−5x2 + 25
3 + 10

3
37
3 x − 5

3

=⇒ f(x) = x + 5
3 +

37
3 x − 5

3
3x2 − 5x − 2

=⇒
ż

f(x) dx =
ż 3x3 + 2x − 5

2x2 − 5x − 2 dx =
ż

(x + 5
3) dx +

ż 37
3 x − 5

3
3x2 − 5x − 2 dx

Remarque 1.5 La difficulté de l’intégration d’une fraction rationnelle se restreint à l’intégration
d’une fraction rationnelle propre.
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1.5.1 Décomposition d’une fraction propre en éléments simples

Théorème 1.2: (Théorème fondamental de la décomposition d’une fraction propre)

Soit f(x) = P (x)
Q(x) une fraction rationnelle propre tq:

Q(x) = c(x−x1)m1(x−x2)m2 ....(x−xk)mk(x2+p1x+q1)n1(x2+p2x+q2)n2 ....(x2+plx+ql)nl

où:
• c, x1, x2, ..., xk ∈ R, p1, p2, ..., pl ∈ R et q1, q2, ...., ql ∈ R
• m1, m2, ...., mk ∈ N et n1, n2, ...., nl ∈ N
• ∀i ∈ {1, 2, ..., l}; ∆i = p2

i − 4qi < 0

Alors f(x) = P (x)
Q(x) se décompose en fractions simples sous la forme suivante:

f(x) = P (x)
Q(x) = A1,1

x − x1
+ A1,2

(x − x1)2 + .... + A1,m1

(x − x1)m1

+ A2,1

x − x2
+ A2,2

(x − x2)2 + .... + A2,m2

(x − x1)m2

+ .........

+ Ak,1

x − xk

+ Ak,2

(x − xk)2 + .... + Ak,m2

(x − x1)mk

+ B1,1x + C1,1

x2 + p1x + q1
+ B1,2x + C1,2

(x2 + p1x + q1)2 + .... + B1,n1x + C1,n1

(x2 + p1x + q1)n1

+ B2,1x + C2,1

x2 + p2x + q2
+ B2,2x + C2,2

(x2 + p2x + q2)2 + .... + B2,n2x + C2,n2

(x2 + p2x + q2)n2

+ .......

+ Bl,1x + Cl,1

x2 + plx + ql

+ Bl,2x + Cl,2

(x2 + plx + ql)2 + .... + Bl,nl
x + Cl,nl

(x2 + plx + ql)nl

avec les Ai,j, Bi,j et Ci,j sont des constantes réelles.

Remarque 1.6 D’après le théorème précédent, on peut décomposer toute fraction propre en une
somme finie d’éléments simples suivants:

1. Élément simple de première espèce est de la forme A

(x − a)m
tq: A, a ∈ R et m ∈ N∗

2. Élément simple de seconde espèce est de la forme Bx + C

(x2 + px + q)n
tq: n ∈ N∗, B, C, p, q ∈ R

et ∆ = p2 − 4q < 0

Exemple 1.9

Décomposer en éléments simples les fractions suivantes:

1. f(x) = P (x)
Q(x) = 2x3 + 4x2 + x + 2

(x − 1)2(x2 + x + 1)

2. g(x) = P (x)
Q(x) = 1 + 2x2

x2(1 + x2)2
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Solution:
01) f(x) est une fraction propre d’après le théorème fondamental de la décomposition on a:

2x3 + 4x2 + x + 2
(x − 1)2(x2 + x + 1) = A1

x − 1 + A2

(x − 1)2 + B1x + C1

x2 + x + 1

⇔ 2x3 + 4x2 + x + 2
(x − 1)2(x2 + x + 1) = A1(x − 1)(x2 + x + 1) + A2(x2 + x + 1) + (x − 1)2(B1x + C1)

(x − 1)2(x2 + x + 1)

⇔ 2x3 + 4x2 + x + 2
(x − 1)2(x2 + x + 1) = (A1 + B1)x3 + (A2 + C1 − 2B1)x2 + (A2 + B1 − 2C1)x − A1 + A2 + C1

(x − 1)2(x2 + x + 1)
Par identification des coefficients du numérateur on obtient:

A1 + B1 = 2
A2 + C1 − 2B1 = 4
A2 + B1 − 2C1 = 1
−A1 + A2 + C1 = 2

=⇒ A1 = 2, A2 = 3, B1 = 0 et C1 = 1

=⇒ 2x3 + 4x2 + x + 2
(x − 1)2(x2 + x + 1) = 2

(x − 1) + 3
(x − 1)2 + 1

x2 + x + 1

02) g(x) est une fraction propre d’après le théorème fondamental de la décomposition on a:

1 + 2x2

x2(1 + x2)2 = A1

x
+ A2

x2 + B1x + C1

x2 + 1 + B2x + C2

(x2 + 1)2

= A1x(x2 + 1)2 + A2(x2 + 1)2 + x(B1x + C1)(x2 + 1) + x2(B2x + C2)
x2(1 + x2)2

= A1x
5 + (A2 + B1)x4 + (2A1 + B2 + C1)x3 + (2A2 + B1 + C2)x2 + (A1 + C1)x + A2

x2(1 + x2)2

Par identification des coefficients du numérateur on obtient:

A1 = 0
A2 + B1 = 0
2A1 + B2 + C1 = 0
2A2 + B1 + C2 = 2
A1 + C1 = 0
A2 = 1

=⇒ A1 = 0, A2 = 1, B1 = 0, B2 = 0, C1 = −1, et C2 = 1
.

=⇒ 1 + 2x2

x2(1 + x2)2 = 1
x2 − 1

x2 + 1 + 1
(x2 + 1)2
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1.5.2 Intégration des éléments simples

1. Un élément simple de première espèce est de la forme:U(x) = A

(x − a)m
tq: A, a ∈ R et

m ∈ N∗, alors on a:

ż

A

x − a
dx = A ln |x − a| + c/c ∈ R Si m = 1

ż

A

(x − a)m
dx = − A

(m − 1)(x − a)m−1 + c/c ∈ R Si m ̸= 1

2. Un élément simple de seconde espèce est de la forme:V (x) = Bx + C

(x2 + px + q)n
tq:

n ∈ N∗, B, C, p, q ∈ R et ∆ = p2 − 4q < 0

Méthode de calcul:
Pour calculer l’intégrale de type: I =

ż

Bx + C

(x2 + px + q)n
, on suit les étapes suivantes:

• On a:

x2 + px + q = (x + 1
2p)2 + q − 1

4p2

= (x + 1
2p)2 − 1

4(p2 − 4q)

= (x + 1
2p)2 − 1

4∆

= −∆
4

[
− 4

∆(x + 1
2p)2 + 1

]

= −∆
4

(2x + p√
−∆

)2

+ 1


• En effectuant un changement de variable avec la manière suivante:

t = 2x + p√
−∆

=⇒ x =
√

−∆
2 t − p

2 et dx =
√

−∆
2 dt

On obtient:

I = B

2

(
2√
−∆

)2n−2 ż 2t

(t2 + 1)n
dt +

(
2√
−∆

)2n−1 (2C − Bp

2

) ż 1
(t2 + 1)n

dt

Posons: In =
ż 2t

(t2 + 1)n
dt et Jn =

ż 1
(t2 + 1)n

dt =⇒ I = αIn + βJn

avec: α = B

2

(
2√
−∆

)2n−2

et β =
(

2√
−∆

)2n−1 (2C − Bp

2

)
• Calcul de In et Jn

(a) On a:
I1 =

ż 2t

t2 + 1 dt = ln(t2 + 1) + c/c ∈ R

In =
ż 2t

(t2 + 1)n
dt = − 1

(n − 1)(t2 + 1)n−1 + c/c ∈ R et n > 1
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(b) Jn est calculée par la formule de recurrence suivante:
J1 = arctan(t) + c/c ∈ R

Jn+1 = 2n−1
2n

Jn + t
2n(t2+1)n

Preuve

• Pour n = 1 on a: J1 =
ż 1

t2 + 1 dt =⇒ J1 = arctan(t) + c/c ∈ R

• Pour n > 1, en utilisant une intégration par partie avec la façon
suivante: Posons:

f(t) = 1
(t2+1)n −→ f ′(t) = − 2nt

(t2+1)n+1

g′(t) = 1 −→ g(t) = t

=⇒ Jn =
ż 1

(t2 + 1)n
dt = t

(t2 + 1)n
+ 2n

ż

t2

(t2 + 1)n+1 dt

=⇒ Jn = t

(t2 + 1)n
+ 2n

ż

(
1

(t2 + 1)n
− 1

(t2 + 1)n+1

)
dt

=⇒ Jn = t

(t2 + 1)n
+ 2nJn − 2nJn+1

=⇒ Jn+1 = 2n − 1
2n

Jn + t

2n(t2 + 1)n

• Enfin, on remplace t par 2√
−∆t + p√

−∆ et on obtient le résultat.

Exemple 1.10

• Calculer
ż 2x3 + 4x2 + x + 2

(x − 1)2(x2 + x + 1) dx

Solution:
• Étape 01:(La décomposition en éléments simples)

D’après l’exemple (6.9) on a:

2x3 + 4x2 + x + 2
(x − 1)2(x2 + x + 1) = 2

x − 1 + 3
(x − 1)2 + 1

x2 + x + 1

• Étape 02:(L’intégration des éléments simples obtenus après la décomposition)
D’après la propriété des intégrales indéfinies on a:

ż 2x3 + 4x2 + x + 2
(x − 1)2(x2 + x + 1) dx =

ż 2
x − 1 dx +

ż 3
(x − 1)2 dx +

ż 1
x2 + x + 1 dx

1. On obtient immédiatement:

ż 2
x − 1 dx = 2 ln |x − 1| + c1

et
ż 3

(x − 1)2 dx = − 3
x − 1 + c2

14
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2. Concernant l’intégral J =
ż 1

x2 + x + 1 dx on suit la méthode suivante:
On a:

x2 + x + 1 =
(

x + 1
2

)2
− 1

4 + 1 =
(

x + 1
2

)2
+ 3

4 = 3
4

[
4
3

(
x + 1

2

)2
+ 1

]

= 3
4

( 2√
3

x + 1√
3

)2

+ 1


On effectue un changement de variable avec la manière suivante:

t = 2√
3

x + 1√
3

=⇒


x =

√
3

2 t − 1
2

et
dx =

√
3

2 dt

On obtient:

J =
ż 1

x2 + x + 1 dx = 2√
3

ż 1
t2 + 1 dt = 2√

3
arctan(t) + c3

Donc, on remplace t par 2√
3x + 1√

3 et on obtient:

J = 2√
3

arctan
(

2√
3

x + 1√
3

)
+ c3

=⇒
ż 2x3 + 4x2 + x + 2

(x − 1)2(x2 + x + 1) dx = 2 ln |x − 1| − 3
x − 1 + 2√

3
arctan

(
2√
3

x + 1√
3

)
+ c/c ∈ R

1.6 Intégration des fonctions irrationnelles
L’intégration de certaines fonctions irrationnelles peut se transformer à l’aide d’un changement
de variable convenable en une intégration d’une fraction rationnelle. Pour un plus de détail sur
cette méthode d’intégration nous avons besoin des définitions suivantes.

1.6.1 Polynôme et fraction de deux variables
Définition 1.4

Un pôlynome de deux variables x, y de degré n est défini par l’expression suivante:

P (x, y) = a0,0 + a1,0x + a0,1y + a2,0x
2 + a1,1xy + a0,2y

2 + .... + an,0x
n

+ an−1,1x
n−1y + .... + a1,n−1xyn−1 + a0,nyn

Exemple 1.11

1. Un polynôme de deux variables x, y de degré 1 est défini par:

P (x, y) = a0,0 + a1,0x + a0,1y

2. Un polynôme de deux variables x, y de degré 3 est défini par:

P (x, y) = a0,0 + a1,0x + a0,1y + a2,0x
2 + a1,1xy + a0,2y

2 + a3,0x
3

+ a2,1x
2y + a1,2xy2 + a0,3y

3
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Définition 1.5

Le rapport de deux polynômes de variables x, y est appelé fraction rationnelle de deux
variables x, y. C-à-d une fraction rationnelle R(x, y) de deux variable est définie par:

R(x, y) = P (x, y)
Q(x, y)

Avec P (x, y) et Q(x, y) sont deux polynômes de deux variables x, y.

Exemple 1.12

1. R(x, y) = x + xy2 + y + 5
x3y + y2 + 1

2. Si on a: R(x, y) = x + xy + 1
x + 4xy + 1, alors R(x,

√
x2 + 1) = x + x

√
x2 + 1 + 1

x + 4x
√

x2 + 1 + 1

3. Si on a: R(x, y) = x2 + xy + 1
x + 4xy + 1, alors:

R(cos(x), sin(x)) = cos2(x) + cos(x) sin(x) + 1
cos(x) + 4 cos(x) sin(x) + 1

Remarque 1.7 La fraction R(x,
√

x2 + 1) est une fonction irrationnelle de la variable x.

1.6.2 Calcul des intégrales de type:
ż

R

x, n

√√√√a1x + b1

a2x + b2

 dx/ a1b2 − a2b1 ̸= 0

Dans ce cas on suit les étapes suivantes:

1. Posons t = n

√
a1x + b1

a2x + b2
=⇒ tn = a1x + b1

a2x + b2

Après calcul, on obtient: x = b2t
n − b1

a1 − a2tn

2. Donc

dx =
(

b2t
n − b1

a1 − a2tn

)′

dt = nb2(a1 − a2t
n)tn−1 + na2(b2t

n − b1)tn−1

(a1 − a2tn)2 dt

=⇒ dx = n(a1b2 − a2b1)tn−1

(a1 − a2tn)2 dt

3. En remplaçant x par b2t
n − b1

a1 − a2tn
et dx par n(a1b2 − a2b1)tn−1

(a1 − a2tn)2 dt dans l’intégrale et on
obtient:

ż

R

x, n

√
a1x + b1

a2x + b2

 dx =
ż

R(t) dt

Avec R(t) est une fraction rationnelle en t.

4. Enfin, on calcule l’intégrale
ż

R(t) dt puis on remplace dans le résultat t par n

√
a1x + b1

a2x + b2
.
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Exemple 1.13

Calculer I =
ż

√
x + 4
x

dx.
Solution:

On remarque que cette intégrale est de type:
ż

R

x, n

√
a1x + b1

a2x + b2

 dx avec:

n = 2, a1 = 1, b1 = 4, a2 = 0, b2 = 1 et a1b2 − a2b1 ̸= 0
Donc on va suivre les étapes suivantes:

1. Posons t =
√

x + 4 =⇒ t2 = x + 4 =⇒ x = t2 − 4
2. D’après l’étape précédente dx=2tdt
3. En remplaçant dans l’intégrale et on obtient:

I =
ż

√
x + 4
x

dx = 2
ż

t2

t2 − 4 dt (1.2)

4. On calcule l’intégrale
ż

t2

t2 − 4 dt en utilisant la méthode de décomposition des
fractions rationnelles. On a:

t2

t2 − 4 = t2 − 4 + 4
t2 − 4 = 1 + 4

t2 − 4
= 1 + 1

t − 2 − 1
t + 2

=⇒
ż

t2

t2 − 4 dt =
ż

dt +
ż 1

t − 2 dt −
ż 1

t + 2 dt

(6.2) =⇒ I = 2
ż

t2

t2 − 4 dt = 2t + 2 ln
∣∣∣∣t − 2
t + 2

∣∣∣∣+ c/c ∈ R.

5. Enfin, on remplace dans le résultat t par
√

x + 4 et on obtient:

I = 2
√

x + 4 + 2 ln
∣∣∣∣∣
√

x + 4 − 2√
x + 4 + 2

∣∣∣∣∣+ c/c ∈ R

Remarque 1.8 On peut généraliser la méthode précédente pour calculer des intégrales de type:

ż

R(x, n1

√√√√(a1x + b1

a2x + b2

)m1

, n2

√√√√(a1x + b1

a2x + b2

)m2

, ...., nk

√√√√(a1x + b1

a2x + b2

)mk

) dx /a1b2 − a2b1 ̸= 0

Si en posant: tα = a1x + b1

a2x + b2
tq: α = PPCM(n1, n2, ...., nk)

(PPCM(n1, n2, ...., nk) est le plus petit commun multiple de n1, n2, ...., nk)
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Exemple 1.14

Caculer I =
ż

√
x

4
√

x3 + 1
dx

Solution:
On remarque que cette intégrale est de type:

ż

R

x, n1

√√√√(a1x + b1

a2x + b2

)m1

, n2

√√√√(a1x + b1

a2x + b2

)m2
 dx

Avec: n1 = 2, n2 = 4, m1 = 1, m2 = 3 et a1 = 1, b1 = 0, a2 = 0, b2 = 0 tq: a1b2 − a2b1 ̸= 0

On a: α =PPCM(2, 4) = 4, donc on effectue un changement de variable avec la
manière suivante:

t4 = x =⇒ dx = 4t3dt
En remplaçant dans l’intégrale I on obtient:

I = 4
ż

t5

t3 + 1 dt

Calcul de l’intégrale
ż

t5

t3 + 1 dt par la méthode de décomposition
On a:

t5

t3 + 1 = t2 − t2

t3 + 1

=⇒
ż

t5

t3 + 1 dt =
ż

t2 dt − 1
3

ż 3t2

t3 + 1 dt

=⇒ I = 4
3t3 − 4

3 ln |t3 + 1| + c/c ∈ R

Enfin, on remplace t par 4
√

x et on obtient:

I = 4
3x

3
4 − 4

3 ln |x
3
4 + 1| + c/c ∈ R

1.6.3 Calcul des intégrales de type:
ż

R(x,
√

ax2 + bx + c) dx/a ̸= 0

Pour calculer ce genre d’intégrales il y a une méthode générale qui s’appelle méthode de sub-
stitution d’Euler. Le principe de cette méthode est basé sur la transformation de l’intégrale
ż

R(x,
√

ax2 + bx + c) dx en une intégrale d’une fraction rationnelle à l’aide des trois types de
changements de variable suivants:

1. 1er cas si a > 0
On effectue un changement de variable suivant:

√
ax2 + bx + c = t +

√
ax ou

√
ax2 + bx + c = t −

√
ax

Étudions la cas
√

ax2 + bx + c = t −
√

ax

=⇒ ax2 + bx + c = t2 − 2
√

atx + ax2
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=⇒ x = t2 − c

2t
√

a + b

donc, dx =
(

t2 − c

2t
√

a + b

)′

dt = 2t2√a + 2bt + 2
√

ac

(b + 2t
√

a)2 dt

=⇒ dx = 2
(

t2√a + bt +
√

ac

(b + 2t
√

a)2

)
dt

Enfin;
√

ax2 + bx + c = t −
√

ax = t −
√

a

(
t2 − c

2t
√

a + b

)

=⇒
√

ax2 + bx + c =
√

at2 + bt +
√

ac

2t
√

a + b

En remplaçant les expressions de x, dx et
√

ax2 + bx + c dans l’intégrale et on obtient une
intégrale de type:

ż

R(t) dt où R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir à x dans le

résultat obtenu, on remplace t par
√

ax2 + bx + c +
√

ax

Exemple 1.15

Calculer I =
ż

x2
√

x2 + 9
dx

Solution:
Posons: √

x2 + 9 = t − x =⇒ x2 + 9 = t2 − 2tx + x2

=⇒ x = t2 − 9
2t

et dx =
(

t2 + 9
2t2

)
dt

On a:
√

x2 + 9 = t − x alors:

√
x2 + 9 = t − t2 − 9

2t
=⇒

√
x2 + 9 = t2 + 9

2t

En remplaçant dans l’intégrale on obtient:

I =
ż

x2
√

x2 + 9
dx = 1

4

ż (t2 − 9)2

t3 dt

= 1
4

ż

t dt − 18
4

ż 1
t

dt + 81
4

ż 1
t3 dt

= 1
8t2 − 18

4 ln |t| − 81
8t2 + c/c ∈ R

On remplace t par
√

x2 + 9 + x et on obtient:

I = 1
8(

√
x2 + 9 + x)2 − 18

4 ln |
√

x2 + 9 + x| − 81
8(

√
x2 + 9 + x)2

+ c/c ∈ R

2. 2ème cas si c > 0
On effectue un changement de variable suivant:
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Posons
√

ax2 + bx + c = xt +
√

c ou
√

ax2 + bx + c = xt −
√

c

On va étudier le cas:
√

ax2 + bx + c = xt +
√

c
En suivant la même procédure précédente on obtient:

x = 2
√

c − b

a − t2 , dx = 2
√

ct2 − bt + a
√

c

(a − t2)2 dt , et
√

ax2 + bx + c =
√

ct2 − bt +
√

c

a − t2

En remplaçant les expressions de x, dx et
√

ax2 + bx + c dans l’intégrale et on obtient une
intégrale de type:

ż

R(t) dt où R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir à x dans le

résultat obtenu, on remplace t par
√

ax2 + bx + c −
√

c

x
(supposons que x ̸= 0).

Exemple 1.16

Calculer I =
ż 1

x
√

x2 − x + 1
dx

Solution:
On a: I est de type

ż

R(x,
√

ax2 + bx + c) dx avec c > 0.
Posons: √

x2 − x + 1 = xt + 1

=⇒ x = 2t + 1
1 − t2 , dx = 2(t2 + t + 1)

(1 − t2)2 dt, et
√

x2 − x + 1 = t2 + t + 1
1 − t2

En remplaçant dans I, on obtient:

I =
ż 1

2t + 1 dt = 1
2 ln |2t + 1| + c/c ∈ R

On remplace dans le résultat t par
√

x2 − x + 1 − 1
x

/x ̸= 0 et on obtient:

I = 1
2 ln

∣∣∣∣∣2
√

x2 − x + 1 − 2 + x

x

∣∣∣∣∣+ c/c ∈ R

3. 3ème cas si ∆ = b2 − 4ac > 0
Dans ce cas le trinôme ax2 + bx + c admet deux racines x1, x2 ∈ R et x1 ̸= x2, donc on
peut écrire: ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2). Alors on pose:

√
ax2 + bx + c = ±t(x − x1) ou

√
ax2 + bx + c = ±t(x − x2)

On va étudier le cas:
√

ax2 + bx + c = t(x − x1)

=⇒ ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2) = t2(x − x1)2

=⇒ a(x − x2) = t2(x − x1)

=⇒ x = ax2 − x1t
2

a − t2 , dx = 2a(x1 − x2)t
(a − t2)2 dt, et

√
ax2 + bx + c = a(x2 − x1)t

a − t2

En remplaçant les expressions de x, dx et
√

ax2 + bx + c dans l’intégrale et on obtient une
intégrale de type:

ż

R(t) dt où R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir à x dans le

résultat obtenu, on remplace t par
√

ax2 + bx + c

x − x1
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Exemple 1.17

Calculer I =
ż √

2x − x2 dx

Solution:
On a: 2x − x2 = x(2 − x) c-à-d le polynôme 2x − x2 admet deux racines x1 = 0 et
x2 = 2
Posons: √

2x − x2 = xt

=⇒ 2x − x2 = x2t2 =⇒ x = 2
t2 + 1 , dx = − 4t

(t2 + 1)2 dt; et
√

2x − x2 = 2t

t2 + 1
On remplaçant dans I on obtient:

I = −8
ż

t2

(t2 + 1)3 dt

D’un autre côté on a :

t2

(t2 + 1)3 = t2 + 1 − 1
(t2 + 1)3 = 1

(t2 + 1)2 − 1
(t2 + 1)3

=⇒
ż

t2

(t2 + 1)3 dt =
ż 1

(t2 + 1)2 dt −
ż 1

(t2 + 1)3 dt

=⇒
ż

t2

(t2 + 1)3 dt = J2 − J3

D’après la formule de récurrence précédente on a:J1 = arctan(t) + c/c ∈ R
Jn+1 = 2n−1

2n
Jn + t

2n(t2+1)n

=⇒

J2 = 1
2J1 + t

2(t2+1)

J3 = 3
4J2 + t

4(t2+1)2

=⇒ J2 − J3 = 1
4J2 − t

4(t2 + 1)2

=⇒ J2 − J3 = 1
8 arctan(t) + t

8(t2 + 1) − t

4(t2 + 1)2 + c/c ∈ R

Enfin on obtient:

I = −8(J2 − J3) = − arctan(t) − t

t2 + 1 + 2t

(t2 + 1)2 + k/k ∈ R
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1.7 Intégration des fonctions trigonométriques
Dans le calcul des intégrales des fonctions trigonométriques on distingues les cas suivants:

1.7.1 Intégrales de type
ż

R(cos(x)) sin(x) dx ou
ż

R(sin(x)) cos(x) dx avec
R(x) est une fraction rationnelle

• Si on a: I =
ż

R(cos(x)) sin(x) dx on effectue un changement de variable de la forme:

t = cos(x) et dt = − sin(x)dx

• Si on a: I =
ż

R(sin(x)) cos(x) dx on effectue un changement de variable de la forme:

t = sin(x) et dt = cos(x)dx

Exemple 1.18

Calculer I =
ż cos3(x)

sin2(x) dx

Solution:
On a: cos3(x)

sin2(x) = 1 − sin2(x)
sin2(x) cos(x) =⇒ I est de type

ż

R(sin(x)) cos(x) dx

Donc on effectue un changement de variable suivant:

t = sin(x) =⇒ dt = cos(x)dx

=⇒ I =
ż 1 − t2

t2 dt =
ż 1

t2 dt −
ż

dt

=⇒ I = −1
t

− t + c/c ∈ R

Enfin, si on remplace t par sin(x) on obtient:

I = − 1
sin(x) − sin(x) + c/c ∈ R

1.7.2 Intégrales de type
ż

R(cos(x), sin(x)) dx

Dans ce genre d’intégrales on peut faire le changement de variable suivant:
Posons

t = tan
(

x

2

)
, cos(x) = 1 − t2

1 + t2 , sin(x) = 1 − t2

1 + t2 , et dx = 2dt
1 + t2

En remplaçant les expressions dx, cos(x) et sin(x) dans l’intégrale et on obtient une intégrale
de type:

ż

R(t) dt où R(t) est une fraction rationnelle. Pour revenir à x dans le résultat obtenu,

on remplace t par tan
(

x
2

)
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Preuve

1. Si on pose t = tan
(

x
2

)
alors dt = 1

2

(
1 + tan2

(
x
2

))
dx = 1

2 (1 + t2) dx

=⇒ dx = 2
1 + t2 dt

2. On a: sin(x) = 2 sin
(

x
2

)
cos

(
x
2

)
=⇒ sin(x) = 2 tan

(
x
2

)
cos2

(
x
2

)
D’un autre côté tan2

(
x
2

)
+ 1 = 1

cos2
(

x
2

) =⇒ cos2
(

x
2

)
= 1

t2 + 1

=⇒ sin(x) = 2t

t2 + 1
3. On a: cos(x) = cos2

(
x
2

)
− sin2

(
x
2

)
= cos2

(
x
2

) (
1 − tan2

(
x
2

))
=⇒ cos(x) = 1 − t2

1 + t2

Exemple 1.19

Calculer I =
ż 1

1 − cos(x) dx

Posons: t = tan
(

x
2

)
, cos(x) = 1 − t2

1 + t
et dx = 2

1 + t2 dt
En remplaçant dans I on obtient:

I =
ż 1

t2 dt = −1
t

+ c/c ∈ R

. Enfin on remplace t par tan
(

x
2

)
on obtient:

I = − 1
tan

(
x
2

) + c/c ∈ R
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