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1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est purement technique, le but est d’exposer les
principales techniques de calcul des primitives et des intégrales.
Les fonctions de ce chapitre sont des fonctions d’une variable réelle & valeurs

réelles.

1.2 Les primitives

Définition 1.1 Soit f : I — R une fonction, I est un intervalle quelconque de
R. On appelle "primitive” de f sur I toute fonction F': [ — R dérivable sur
I telle que : F' (z) = f(z) Vxel.

Une primitive d’une fonction f, représentée par [ f(x)dx s’appelle aussi
une intégrale indéfinie de f. L’ensemble de toutes les primitives de f s’écrit

[f(x)de=F(z)+c, ceR.

Exemple 1.1 La fonction : v — 23 — 422 + 2z est la primitive de la fonction :
x+— 322 — 82+ 2 sur R,

et toutes les primitives de la fonction : * — 322 — 8x + 2 sur R sont
r— 23 — 42?2 +2x + ¢, c € R.

On écrit :

/(3362—8:c+2)dx::c3—4x2+2x+c, ceR.

La primitive de la fonction : x — cos2x est © —— %sin 2z sur R et toutes les

primitives de la fonction : ¥ —— cos2x sur R sont
1.
(cos2x) dx = 5 sin 20 +c¢, ceR.
Remarque 1.1 La primitive d’une fonction n’est pas unique.

Exemple 1.2 Soit la fonction f (x) = 4z + 3.
Ona :

F(z) =202 43z, G(z) =222 +3c+1, H(z) =222 +3c+2, ...

sont des primitives de la fonction f sur R.
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Conclusion 1.3 Si on connait une primitive F' de f, toutes les autres primitives

de f sont de la forme F + ¢ o ¢ est une constante.

Propriétés fondamentales :

Soient F' et G des primitives respectivement de f et g sur un intervalle I de
R. Alors :

L [(f+g) (x)de=F(x)+G(x)Vx € I

2. [(Mf) (x)dx = AF (x) Vx € I

3. [(fG+ Fg)(z)dz = (F.G) () Vz € 1.

4 [ (%) (z) dz — (g) (z) Va € I(avec G (z) £ 0 Yz € I).

Primitives des fonctions usuelles :

[ Mz =Ax+c,\€ER, [ sin (ax + b) dz = = cos (ax + b) + ¢, a # 0,
[ a¥dx = fjll +c,aeR—{-1}, [ cos (ax + b) dz = L sin (az + b) + ¢,a # 0,
[ idz =In|z|+e, fﬁdw = arcsinx + ¢, |z| < 1,

ou ¢ est une constante dans R.

1.3 Techniques de calcul des primitives

1.3.1 Intégration par parties

La premiére méthode de calcul des primitives est donnée par la formule dite

"intégration par parties". Elle est basée sur la formule de dérivation d’un produit.

Proposition 1.1 Soient U,V : [a,b] — R deux fonctions de classe C' sur
[a,b]. Alors

JU@) V' (z)de = U(z)V(z)— [U (2)V (z)dz.

Preuve. On a :
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Exemple 1.4 Calculer [ ze*dx.
Posons :
U pu— / p—
@=r _[U@-=1
V' (x) =e", Vi(z) =e".

[zetde = xe® — [le*dx
= (r—1)e"+¢, ceR

Donc

Remarque 1.2 La méthode de lintégration par parties s’emploie fréquemment
dans le calcul des intégrales de la forme [ 2 (sinz) dz, [ 2* (cosz) dz, [ a*e**dx,
[ ¥ (Inz) dz.

1.3.2 Intégration par changement de variable

Voici une seconde méthode de calcul de primitives. Elle s’appuie sur la formule
de dérivation d’une fonction composée.

Formules de changement de variable :

Si le calcul de [ f (z)dx s’avere difficile, on remplace = par g (¢) dérivable et

donc dx = ¢’ (t) dt et on aura :

/f(g<t>>g’ (t)dtZ/f(x)da:.

Remarque 1.3 Le succés de l'intégration dépend de notre habilité o choisir le
changement de variable approprié qui simplifiera les calculs.

Un changement de variable comporte trois étapes :

1- Choisir la fonction g (t) (c’est la seule partie ou il faut faire preuve d’ima-
gination et d’expérience).

2- écrire dx = ¢ (t) dt pour préparer le changement de variable.

3- Appliquer la formule du changement de variable (ne pas oublier de changer

les bornes quand il s’agit d’une intégrale définie).

Exemple 1.5 Calculer [ sin®z cosz du.

—1
dt.

ST

On pose : t = cosx, donc dt = — (sinx) dz, d’ou dx =
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Alors

i sinxcosx dr = Ik (sin3 :L‘)t S;llwdt

— [ (sin®z) ¢ dt

— [(1 —cos®z)t dt
= —[(Q—-¥)tdt

= —%t2+it4+c,c€R

= —lcos?z+icos'z+eceR

1.4 Compléments sur le calcul des primitives

1- Intégration des fractions rationnelles :
Une intégrale d’une fonction rationnelle peut toujours, a I’aide de la décom-

position d’une fonction rationnelle en éléments simples, se ramener & une com-
ar +b

2+ pr+q

b, p, ¢, A € R et n € Z. Donc il suffit de connaitre les valeurs des intégrales de

1
binaison linéaire d’intégrales de la forme / ———dx, / dx ou a,
(x+ A)

ces types pour en déduire celles des intégrales de fonctions rationnelles.
a) Intégrale du type : [ P (z)dx.

Dans le cas ot P est un polynoéme, on intégre terme a terme :

P(2) = apa" + ap_12™ 4 .+ arw + ag,

alors
[P(z)de = [(ap2"+ap_12" '+ ...+ ax + o) dx
= [apz"dz+ [ap_12" Mo + ..+ [axde + [ apdx
= a—nx”“—l—@x”+...+@x2+aox+c,ceﬂ§.
n+1 n 2
b) Intégrale du /1d>\eR
ntégrale du e: z, .
8 yP T+ A

1
/ de =In|z+ A +c,ce R
T+ A

1
c) Intégrale du type : /mdx et n > 1.

1 1 1
—dxr = +c,ceR
/(x—i-)\) 1—n(x+)\)"_1

+0
@ dr oua, b, petqelR.
q

d) Intégrale du t |
) Intégrale du type /az2+paz+
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Si 22 + px + g posséde deux racines réelles o et 3, donc :

ar+b A B
a:2+pa:+q_x—a+x—ﬂ'

Par suite on a :

ar +b

[———dz = | de+ [

2+ pr+q -« x—
= Al|z—a|+ Bln|z — | +c,ceR.

dx

Exemple 1.6 Calculer [ d.

On a :

72 —
1 1 1

2—1 2(@x—-1) 2(x+1)

Par suite on a :

1 1 1
v = [——do— [——d
221 fz(g;—l)x fz(:c+1)x
= lljz—1-ilnfz+1+¢ceR.

Si 22 4+ px 4 q n'a pas de racines réelles, écrivons :
2

2
2 +pr+q= <x+g> +q—%.

En posant : o = =5 et % =q— %2, on obtient :

??+pr+q=(z—a)+p

On fait maintenant le changement de variable xt — o = [t et donc dv = [Bdt et
(x—a) + 8 =5 (12 +1).

f 2ax+b dr = f a:v—i;b 2d$
7%+ pr +q %—a +8
t+
- S
Mt N
N ft2+1dt+ft2+1dt

— %ln(t2+1)+Narctant+c,c€]R.

B

x
Puis on remplace t par
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r+4
E le 1.7 Calcul —dx.
xemple acuerfx2+2x+5x
Ona:

420 4+5=(x+1)°+4.

En posant : x +1 = 2t (et donc dx = 2dt), on obtient :

r+4 2t+3
S Y e N ¥
| o™ f4@2+n ;
/

= | ———dt+ - | =——dt
I4W+J) +2ft2+1
1., 3

= 5ln(t —|—1)+§arctant+c

1l 2242 +5 +3 . x+1 N c R
= -In{—— —arctan { —— .
5 1 2aca 5 c,C

e) Intégration des fractions rationnelles en : e” :

On utilise le changement de variable t = e* et donc : dt = e*dzx ou dx = %dt

dx
3 —2er’
dz dt
fs—zw B ft@—zw
gt
34 30 32t
= itlnft|—3In|3—-2t|+cceRr

= sr—:ln[3—2¢"|+¢,ceR.

Exemple 1.8 Calculer [
Ona:

2- Intégrale du type : [ P (z)e’dz ou P est un polynoéme et \ € R*.
On peut effectuer des intégrations par parties successives selon le degré de
P, mais on doit réserver cette méthode au cas ou deg P est petit. Il est souvent
préférable d’utiliser une méthode de coefficients indéterminés, et de chercher une

primitive P (z) e sous la forme Q (z) e, avec deg P = deg Q.

Exemple 1.9 Calculer [ (52* + 3z — 1) e “dx .
On sait que : [ (52 +3z — 1) e “dx = (ax® +bx + c)e™", et on obtient :
a,b, c de la formule suivante :

[(az® 4 bz + ¢) e‘ﬂl = [~az®+ (2a—b)z+b—c|e "
= (5352 +3z—1)e "
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Par identification on a :

—a =9, a = —9, a = —5,
20—b=3, =< b=2a-3, donc: = —13,
b—c=—1. c=b+1, c=—12.

Ainsi

/ (53:2 + 3x — 1) e Ydr = (—5952 — 13z — 12) e+ kkelkR

Exemple 1.10 Calculer / (2% — 1) e**dx.

On pose : [ (z* — 1) e*dz = Q (z) €** avec Q (x) = ax* + ba® + cax?® + dx + \
o a,b,c,d et A € R.
Donc
(Q () e*) = (4ax® + 3bx® + 2cx + d) €2* + 2 (ax* + ba® 4 ca® 4+ dz + \) e
= [2az* + (4a + 2b) 23 + (3b + 2¢) 2? + (2¢ + 2d) v + (2\ + d)] **

= (2 =1)e*.

Par identification on a :

( ( 1 ( 1

261/:17 a:i, a:§7
4a + 2b =0, b= —2a, =—1,
3b+2c=0, =< c= —367 donc : c= %,
20+2d:07 d:—c7 d:_ga
_ _ —1-d 1
[ 2\ +d=—1. | A= 55, [ A= 1
Alors . ; ; ,
Q(x):2:174—x3—|—§x2—§x+1
Ainsi
1 3 3 1
/(a:‘*—l)ezxdx:(§x4—x3+§x2—§x+l—l)ezf”—i—k,kER.

3- Intégration de certaines fonctions trigonométriques :
a) Transformation en une intégrale de fonctions rationnelles :
Soit une intégrale de la forme [ f (sinz,cosz)dz. En effectuant le change-

ment da variable : ¢ = tan 7, les fonctions sinx et cosx s’expriment alors sous
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formes de fonctions rationnelles. En effet,

siny =

COsx =

et

Donc on a :
_ z
t = tan 5
sinx

COsS T

tanx
cotx

1

Exemple 1.11 Calculer [
Cos T

=
—> g = 2arctant
—

4

dx.

: X X
sin (2 + 2)
: X xT
28111.5 3085 i
2sm§cos§

o8

% = arctant

2

dy = — =
Ty

dt.

2
dr = 1T T
2t

1+’
1 —¢2

1 gtﬁ

dt,
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On a:
1 1+t 2

fcosm fl—t21+t2
= 2
1=

1 1
= | ——dt —dt
fl—i—t +f1—t
= In|l+t|—In|l—¢t +cceR

1+t
= In 1—: +C,C€R
1+tan§
l—tang

= In +c,ceR

.
29

riable universel pour l'intégration des fonctions trigonométriques résout le pro-

Remarque 1.4 Le changement de variable t = tan %, appelé changement de va-
bléeme d’intégration de toute expression de la forme f (sinx,cosx) mais conduit
fréquemment a des fonctions trop compliquées. Pour cette raison, il est parfois
préférable d’utiliser d’autres changements de variables menant plus rapidement

au but.

b) Intégrale de type : [ cos” zsinzdz,p et ¢ € N.
Premier cas : p est impair
Soit p=2k+1,keN

[cos? wsin? zdr = [ cos®® ! zsin? xdx

=/ (1 — sin? x)ksinqmcosxdx.

Le changement de variable ¢t = sinz, (dt = (cosz)dzr)raméne le calcul de la
derniére intégrale au calcul de [ (1 — t2)k tidt, c’est a dire a la détermination de

la primitive d'un polynéme.

Exemple 1.12 Calculer [ cos®zsin® zdz.
Ona:

[ cos® x sin® xdx [ cos* x sin® x cos xdx

= [ (1—sin® x)2 sin? z cos zdx
= [(1—1)*dt

= [(t°—2t"+?)dt

= T =204+t +c,ceR,

7

= Llgin

- x—%sin5x+%sin3x+c,c€R
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Deuxiéme cas : ¢ est impair
Soit g =2k+ 1,k e N

[cosP wsin?zdr = [cosPw sin?* 1 xdx

—  [cos?x (1 — cos? )" sinzdz.

Le changement de variable t = cosz, (dt = — (sinx) dz) rameéne le calcul de la
derniére intégrale au calcul de — [ 7 (1 — t2)k dt, c’est a dire a la détermination

de la primitive d'un polynome.

Exemple 1.13 Calculer [ cos® zsin® zdz.
Ona:

[cosbzsin®zdr = [cosbz (1 — cos?z)sinzdr
= — [t —-t*)dt
= [ —-t%)dt
= ' = +cceRr
9

scosw —Lcos"w+c,ceR.

Troisiéme cas : Si p et g sont tous les deux pairs, le changement de variable
¢t = tan § ramene le calcul de [ cos? sin? zdx & la recherche de la primitive d'une
fraction rationnelle.

c) Intégrale de type : [ (cosax) (cosSz)dzr,a et € R*.

On utilise la formule suivante :

(cos ax) (cos fz) = % [cos (v + ) x + cos (o — [5) x] .

Donc on a :
[ (cosaz) (cos fz)dz = 1 [cos[(a+ B)z]dr+ % [cos|[(a— fB)x]ds
= msin(a—i—ﬁ)x—i—ﬁsm(a—ﬁ)x—l—c,ceﬂ%.

(tel que o # et aw £ —f3).

Exemple 1.14 Calculer [ (cosbz) (cosz) dz.
On a :

J (cos5z) (cosz)dr = 3 [(cosbx)dr+ 3 f cos4dzr) dx
(sin6z) + (4 sindz) +¢,c € R.

= %sm6x+§sm4w—l—c,c€R

N D=

—
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d) Intégrale de type : [ (sinax) (cosfz)dr, o et B € R*.

On utilise la formule suivante :

(sin az) (cos B) = % [sin (@ + 8) z + sin (a — B) ]

Donc on a :
[ (sin o) (cos r)dr = L [sin[(a+ B)a]dz+ ] [sin[(a— B)a]de
1 I
= mcos(oz+5)x—mcos(a—ﬁ)x+c7ceR_

(tel que o # [ et a # —f).

Exemple 1.15 Calculer [ (sin4z) (cos6x) dx.
Ona:

[ (sin4z) (cos6z) dx = %fsm (10z) dz + 5 [ sin (—2x) da
3 (55 cos10z) + 1 (_—2 cos (—2z)) + ¢,c € R.

-1
= 3% coleaz+4COSZx+c,c€R

e) Intégrale de type : [ (sinaz) (sin fz) dz, o et 3 € R*.

On utilise la formule suivante :

(sin ax) (sin fx) = % [—cos (a + f) x + cos (o — ) z] .

Donc on a :
[ (sinaz) (sinfz)de = Zt [cos[(a+ B)z]de+ % [cos|(a—fB)x]dx
= ﬂa_—jiﬁ)sin(omLﬁ)m—l—msm(a—ﬁ)x—i—c,ceﬂ{.

(tel que a # 5 et a # —f).

Exemple 1.16 Calculer [ (sin3z) (sin2x) dx.
On a :

[ (sin3z) (sin2z)dx = % [[—cosbx + cosz]dw
= %[?1 sin 5z + sinz] +¢,c € R.
T0

SlIl5fL‘+—Slnl‘+C ceR.
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1.5 Intégrale définie

Proposition 1.2 Si F' est une primitive de la fonction continue f sur |a,b],

alors :
b
[ F@ids = (F @ =F ()~ F ).

Cette proposition montre toute l'importance que représente la connaissance des

primitives des fonctions continues dans le calcul des intégrales.

Remarque 1.5 Il y a une différence entre l'intégrale définie et ’intégrale indé-
finie d’une fonction (il ne faut pas confondre les deux).

[ f (z)dx s’appelle une intégrale indéfinie de f, c’est une fonction primitive
de f.

fabf (x) dz s’appelle une intégrale définie de f, c’est un nombre réel.

Remarque 1.6

Exemple 1.17
1

! 1 1
/ 22dr = [—333] = —.
0 3 ] 3

Proposition 1.3 (opérations élémentaires)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur l'intervalle |a,b] et A € R. Alors
on a:

1) f+g, fg, \f et |f| sont des fonctions intégrables sur |a,b] .

2) [, If @) + g (@) de = [] [ (x)dz + [ g (x) da.

3) [V f(x)de =~ [ f (2)d.

4) ;M (@) de =X [ f (0) dr.

5) [[2 1 @) da| < [21f (@) da

6) Si f(x) =0 Vx € [a,b] alors fjf (x)dx = 0.

8) Si n < f(x) < m, Vo € [a,b] (tels que n,m € R), alors n(b—a) <
[f@)ds <m(b—a)
9) 8 n < f(x) <metg(x)>0Vr € [a,b] (tels que n,m € R), alors
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