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Chapitre 1

Les équations di¤érentielles

1.1 Équations di¤érentielles d�ordre n

Dé�nition 1.1.1 :

Soit 
 une partie de Rn+1 (n 2 N�) et ' une application de 
 dans R (' : 
 �! R) :

On appelle équation de la di¤érentielle d�ordre n, l�équation

'
�
x; y; y0; y00; ::::::::::::::::; y(n)

�
= 0 (E)

où y est une fonction de la variable x et y0; y00; ::::::::::::::::; y(n) sont ses dérivées.

� L�ordre le plus grand de dérivation est appelé ordre de l�équation (E) :

� Résoudre ou intégrer l�équation (E) c�est trouver toutes les fonctions y = f (x) ;

y 2 Cn (I;R) (y : I �! R) véri�ent (E), 8x 2 I:

une telle fonction s�appelle solution ou intégrale de l�équation (E) :

Exemple 1.1.1 :

1) y0 = ex est une équation di¤érentielle du premier ordre.

2) xy0 + y00 + y3 = 0 équation di¤érentielle du deuxième ordre (second ordre).
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1.2 Équation di¤érentielle du premier ordre

Soient f : D � R2 �! R et y : I � R �! R deux fonctions tells que y est dérivable

sur I:

Dé�nition 1.2.1 :

On appelle équation di¤érentielle du premier ordre toute équation de type

y0 = f (x; y) (P)

On dit que (P ) admet une solution y0 (x) si y00 = f (x; y0) :

1.2.1 Équation di¤érentielle à variables séparés

Soient f : I �! R et g : J �! R deux fonctions continues sur I et J respectivement

et 8y 2 J; g (y) 6= 0:

Dé�nition 1.2.2 :

Une équation di¤érentielle premier ordre est dite à variables séparées si elle peut

s�écrire sous la forme y0 =
f (x)

g (y)
où g (y) dy = f (x) dx une telle que di¤érentielle peut

s�intégrer facilement en e¤et:

y0 =
dy

dx
=
f (x)

g (y)
=)

Z
g (y) dy =

Z
f (x) dx =) G (y) = F (x) + c

tel que G est une primitive de g et F est primitive de f . Donc

y = G�1 (F (x) + c) :

Exemple 1.2.1 :

Résoudre sur I = ]1;+1[ l�équation di¤érentielle: xy0 lnx = (3 ln x+ 1) y

xy0 lnx = (3 ln x+ 1) y =) y0 =
(3 lnx+ 1) y

x lnx
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=) y0

y
=
(3 lnx+ 1)

x lnx

=) 1

y

dy

dx
=
(3 lnx+ 1)

x lnx

=) dy

y
=
(3 lnx+ 1)

x lnx
dx

=)
Z
dy

y
=

Z
(3 lnx+ 1)

x lnx
dx

=) ln y = 3

Z
lnx

x lnx
dx+

Z
1

x lnx
dx

=) ln y = 3 ln jxj+ ln jlnxj+ c

=) ln y = ln
�
x3 lnx

�
+ c

=) eln y = eln(x
3 lnx)+c

=) y = ec
�
x3 lnx

�
=) y = k

�
x3 lnx

�
où k = �ec

1.2.2 Équations di¤érentielles homogènes

La forme générale de ces équations est y0 = f
�y
x

�
=) dy

dx
= f

�y
x

�
où f est une

fonction continue sur I � R:

Résolution de l�équation:

On pose t =
y

x
pour se ramener à une équation à variables séparés,

on pose t =
y

x
=) y = xt

Ainsi

dy = xdt+ tdx et y0 = f
�y
x

�
=) dy

dx
= f

�y
x

�

=) dy = f
�y
x

�
dx

=) xdt+ tdx = f (t) dx

=) xdt = (f (t)� t) dx

=) dt

f (t)� t =
dx

x
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On est donc bien ramené au cas précédent (équation di¤érentielle à variables sé-

parés).

Exemple 1.2.2 :

Résoudre l�équation di¤érentielle: (2x+ y) dx� (4x� y) dy = 0

(2x+ y) dx� (4x� y) dy = 0 =) (2x+ y) dx = (4x� y) dy

=) dy

dx
=
2x+ y

4x� y ; ((4x� y) 6= 0)

=) dy

dx
=
2 +

y

x

4� y
x

=) dy =

0@2 + yx
4� y

x

1A dx
On pose

t =
y

x
=) y = xt =) dy = xdt+ tdx

Alors

xdt+ tdx =

�
2 + t

4� t

�
dx =) xdt =

�
2 + t

4� t � t
�
dx

=) xdt =
t2 � 3t+ 2
4� t dx

=) dx

x
=

�
4� t

t2 � 3t+ 2

�
dt

=) ln jxj =
Z

4� t
t2 � 3t+ 2dt =

Z
2

t� 2dt�
Z

3

t� 1dt

=) ln jxj = 2 ln jt� 2j � 3 ln jt� 1j+ c

=) ln jxj = ln jt� 2j2 � ln jt� 1j3 + c

=) ln jxj = ln jt� 2j
2

jt� 1j3
+ c

=) jxj = ec jt� 2j
2

jt� 1j3
= k

jt� 2j2

jt� 1j3
où k = �ec
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Alors

jxj = k

���y
x
� 2
���2���y

x
� 1
���3 = k

����y � 2xx
����2����y � xx
����3 = k jxj

jy � 2xj2

jy � xj3
=) jy � xj3 = k jy � 2xj2

1.2.3 Équations di¤érentielles linéaires

Dé�nition 1.2.3 :

une équation di¤érentielle linéaire du premier ordre est une équation di¤érentielle qui

peut s�écrire sous la forme:

y0 + a (x) y = b (x) (EDL)

où a et b sont des fonctions continues sur I � R:
Cette équation di¤érentielle on peut associe la même équation avec b (x) = 0 c�est

équation homogène associée à équation di¤érentielle ou équation sans second membre on

la note (E:H) :

i.e:

y0 + a (x) y = 0 (E.H )

1- Résolution de l�équation homogène associe:

Équation homogène (EH )est une équation a variable séparé:

y0 + a (x) y = 0 =) y0

y
= �a (x)

=) ln jyj = �
Z
a (x) dx+ c

=) y = ke�
R
a(x)dx; k = �ec

=) y = keF (x); k = �ec et F (x) = �
Z
a (x) dx

2- Solution particulière par variation de la constante:

On cherche la solution particulière sous la forme yp = k (x) e
F (x) avec k une fonction

�a déterminer; y0p = k
0 (x) eF (x) + k (x)F 0 (x) eF (x)

et on a:
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y0 + a (x) y = b (x) =) k0 (x) eF (x) + k (x)F 0 (x) eF (x) + a (x) k (x) eF (x) = b (x)

=) k0 (x) eF (x) = b (x)

=) k0 (x) = b (x) e�F (x)

=) k (x) =

Z
b (x) e�F (x)dx

Donc la solution particulière est:

yp = e
F (x)

Z
b (x) e�F (x)dx

La solution générale de l�équation (E.D.L) est:

y = yH + yp = e
F (x)

�
k +

Z
b (x) e�F (x)dx

�
où F (x) = �

Z
a (x) dx

Exemple 1.2.3 :

Résoudre sur I =
i
0;
�

2

h
l�équation di¤érentielle

y0 sin x� y cosx = x (E.D.L)

1) l�équation homogène (équation sans second membre) (E:H):

y0 sin x� y cosx = 0 =) y0 sin x = y cosx

=) y0

y
=
cosx

sin x

=) 1

y

dy

dx
=
cosx

sin x

=) dy

y
=
cosx

sin x
dx

=)
Z
dy

y
=

Z
cosx

sin x
dx

=) ln y = ln sin x+ c

=) y = ec sin x

=) y = k sin x; k = �ec

2) cherchons la solution particulière:
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la solution particulière sous la forme y = k (x) sinx =) y0 = k0 (x) sinx+ k (x) cos x:

(EDL) =) (k0 (x) sinx+ k (x) cos x) sinx� k (x) sinx cosx = x

=) k0 (x) sin2 x+ k (x) cos x sin x� k (x) sinx cosx = x

=) k0 (x) sin2 x = x

=) k0 (x) =
x

sin2 x

=) k (x) =

Z
x

sin2 x
dx

on intégre par parties

on posent

8<: u = x =) u0 = dx

v0 =
1

sin2 x
=) v = � 1

tan xZ
x

sin2 x
dx = � x

tan x
+

Z
1

tan x
dx

= � x

tan x
+ ln jsin xj+ c

donc k (x) = � x

tan x
+ ln jsin xj+ c

Alors

yp = k (x) sinx = �x cosx+ sinx ln jsin xj+ c

la solution générale

y = yH + yp

= k sin x� x cosx+ sinx ln jsin xj

= �x cosx+ (k + ln jsin xj) sinx; k 2 R

1.2.4 Équations de Bernoulli

y0 + a (x) y = b (x) yk (E.B)

Une équation de Bernoulli est de la forme

y0 + a (x) y = b (x) yk; k 6= 0; k 6= 1; k 2 R

a (x) et b (x) sont des fonctions continues sur I.

lorsque k = 0 ou k = 1 une tell équation est linéaire.
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Méthode de résolution:

Division (E:B) par yk; on obtient

y0y�k + a (x) y1�k = b (x) (E.B
0
)

or, on peut remarque que: y0y�k =
�
y1�k

1� k

�0
; donc on pose z = y1�k il vient

z0 = (1� k) y0y�k; remplaçant dans (E.B 0
)

z0

1� k + a (x) z = b (x)

on est donc ramené à une équation di¤érentielle linéaire.

Exemple 1.2.4 :

Résoudre l�équation de Bernoulli

xy0 � y = 2xy2, k = 2 (E.b)

(E:b) =) xy0y�2 � y�1 = 2x

posons

z =
1

y
= y�1 =) z0 = � y

0

y2
= �y0y�2

alors

(E:B) =) �xz0 � z = 2x

l�équation homogène associe à (E:B) est

�xz0 � z = 0 =) �xz0 = z

=) z0

z
= �1

x

=)
Z
z0

z
dx = �

Z
1

x
dx

=) ln jzj = � ln jxj+ c

=) z = eln
1
jxj+c = k

1

jxj ; k � ec

la solution particulière de (E:B) :
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Remarquons que z = �x est une solution particulière de (E:B) donc la solution
générale est

z =
k

jxj � x

z =
1

y
=) y =

1

z
=) y =

1

k

jxj � x
=

jxj
k � x jxj :

1.2.5 Équation de Riccati

Une équation de Riccati est de la forme

y0 + a (x) y + b (x) y2 = f (x) (E.R)

On ne peut la résoudre que si l�on connaît une solution particulière yp:

on pose z = y � yp =) y = z + yp =) z0 = y0 � y0p =) y0 = z0 + y0p et

y2 = z2 + y2p + 2zyp:

ce qui permet d�arriver à:

z0 + (a (x) + 2ypb (x)) z = �b (x) z2

une équation de Bernoulli avec k = 2:

Exemple 1.2.5 : 8<: e�xy0 � 2exy + y2 = 1� e2x

yp = e
x

(E.r)

Posons z = y � yp = y � ex =) y = z + ex =) y0 = z0 + ex et y2 = z2 + e2x + 2zex:

Remplaçant dans (E:r) on obtient:

(E:r) () e�x (z0 + ex)� 2ex (z + ex) + z2 + 2zex + e2x = 1� e2x

() e�xz0 + z2 = 0

() e�xz0 = �z2

() z0

z2
= �ex

()
Z
z0

z2
dx =

Z
� exdx

() �1
z
= �ex + c

() z =
1

ex � c
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Alors la solution générale de (E:r) est

y = z + ex =) y =
1

ex � c + e
x

1.3 Équations di¤érentielles du second ordre à co-

e¢ cients constants

Les équations di¤érentielles d�ordre 2 sont de la forme générale F (x; y; y0; y00) = 0

comme pour les équations di¤érentielles du 1er ordre on distingue les équations dif-

férentielles d�ordre 2 sans et avec second membre puis les équations di¤érentielles

linéaires d�ordre 2 sans et avec second membre on s�intéresse aux équations di¤éren-

tielles linéaires du second ordre où les coe¢ cients sont des constantes réelles.

Dé�nition 1.3.1 :

Une équation di¤érentielle linéaire du second ordre à coe¢ cients constants est une

équation di¤érentielle de la forme:

ay00 + by0 + cy = f (x) (E)

où a; b; c 2 R (a 6= 0) et f 2 C0 (I) :

1.3.1 L�équation homogène associée à (E)(sans second mem-

bre)

ay00 + by0 + cy = 0 (E.H )

Résolution de l�équation (E:H):

On considère l�équation di¤érentielle

ay00 + by0 + cy = 0 (E.H )

on remarque que la fonction nulle est solution de (E:H) et on va chercher une

condition sur r pour que erx sont une solution de (E:H) où r un réel.

y = erx =) y0 = rerx =) y00 = r2erx
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Donc l�équation di¤érentielle (E:H) devient:

erx
�
ar2 + br + c

�
= 0 , erx 6= 0

donc

' (x) = ar2 + br + c = 0 (E.C )

c�est ce que l�on appelle équation caractéristique de l�équation (E:H). Donc la forme

des solutions de (E:H) dépend du déterminant �

Proposition 1.3.1 :

Suivant le signe de � = b2 � 4ac: On a les résultats suivants:

1) Si � > 0 alors l�équation (E:C) admet deux racines distincts r1; r2 et (E:H) admet

deux solutions y1 = er1x et y2 = er2x. Donc la solution générale de l�équation (E:H)

est

yH = c1y1 + c2y2 = c1e
r1x + c2e

r2x avec c1; c2 2 R:

2) Si � = 0 alors l�équation (E:C) admet une racine double r0 =
�b
2a

et (E:H) admet la

solution particulière et la solution générale de l�équation (E:H) est

yH = (c1x+ c2) e
r0x avec c1; c2 2 R:

3) Si � < 0 alors l�équation (E:C) admet deux racines complexes conjugués r1 = �+ i�;

r2 = �� i�. Donc la solution générale de l�équation (E:H) est

yH = e
�x (c1 cos �x+ c2 sin �x) avec c1; c2 2 R:

1.3.2 Résolution de l�équation di¤érentielle linéaire d�ordre 2

avec second membre

Une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 2 est de la forme ay00 + by0 + cy = f (x) ce

équation avec second membre résolvent en deux étapes:

1) On intégre d�abord l�équation sans second membre on obtient yH :

2)On résoudre l�équation avec second membre en cherchant une solution particulière

yp de (E) et dans ce cas y = yH + yp:
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Proposition 1.3.2 : (Solution particulière de l�équation avec second membre)

Suivant l�expression du second membre, nous allons résumer les solutions particulières

possibles dans le cas de l�équation di¤érentielle avec second membre:

� Si f (x) = Pn (x) avec d0P = n on cherche une solution particulière de la forme

xkPn (x) = Qn (x)

� k = 0 si r n�est pas solution de l�équation ' (r) = 0 (l�équation caractéristique(E:C)).

� k = 1 si r est une racine de l�équation ' (r) = 0.

� k = 2 si r est une racine double de l�équation ' (r) = 0.

On seulement yp = Qn (x) ; Qn est un polynôme de degré n:

� Si f (x) = erx (� cos �x+ � sin �x) ; � 2 R�:

� Si r + i� et r � i� ne sont pas des racines de (E:C), on cherche une solution
particulière de la forme yp = erx (� cos �x+ � sin �x)

� Si r+i� et r�i� sont des racines de (E:C), alors yp = xerx
�
�

2�
sin �x� �

2�
cos �x

�
:

� Si f (x) = e�x:Pn (x) avec d0P = n alors yp = xke�x:Pn (x)

� k = 0 si � n�est pas solution de l�équation ' (r) = 0:

� k = 1 si � est une racine de l�équation ' (r) = 0.

� k = 2 si � est une racine double de l�équation ' (r) = 0.
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