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Chapitre 1

Les équations différentielles

1.1 Equations différentielles d’ordre n

Définition 1.1.1 :
Soit Q une partie de R" (n € N*) et ¢ une application de Q dans R (p:Q — R).

On appelle équation de la différentielle d’ordre n, l’équation

e (2, y, 9y , y(")) =0 (E)

ot y est une fonction de la variable x et y',y", ....cccvn.... Y™ sont ses dérivées.

e L’ordre le plus grand de dérivation est appelé ordre de l’équation (F)).

e Résoudre ou intégrer l’équation (E) c’est trouver toutes les fonctions y = f(x),

ye C"([,R)(y: I — R) vérifient (E), Yz € I.

une telle fonction s’appelle solution ou intégrale de I’équation (F) .
Exemple 1.1.1 :

1) v = e” est une équation différentielle du premier ordre.

2) xy +vy" +y* = 0 équation différentielle du deuziéme ordre (second ordre).



1.2 Equation différentielle du premier ordre

Soient f: D CR? — R et y: I CR — R deux fonctions tells que y est dérivable

sur I.

Définition 1.2.1 :

On appelle équation différentielle du premier ordre toute équation de type

y =f(zy) (P)

On dit que (P) admet une solution yo (z) si yy = f (x,yo) -

1.2.1 Equation différentielle & variables séparés

Soient f: 1 — R et g: J — R deux fonctions continues sur I et J respectivement

et Yy € J,g(y) #0.

Définition 1.2.2 :
Une équation différentielle premier ordre est dite & variables séparées si elle peut
_ f(2)

s’écrire sous la forme y' =
9(y)

s’intégrer facilement en effet:

ot g (y)dy = f(x)dx une telle que différentielle peut

y = Z'z ga: :>/ dy:/f(m)dx:>G(y):F(:E)+c

tel que G est une primitive de g et F' est primitive de f. Donc
y=G*(F(z)+c).

Exemple 1.2.1 :
Résoudre sur I =]1,400] l’équation différentielle: xy'Inx = (3lnz+ 1)y

(Blnz+1)y

xylnr=Bnz+1)y=1vy =
rlnx



y  (3lnz+1)

y  zlnx

ldy  (Blnz+1)

yd:v rinz

d

dy  (3Inz+ )da:
rlnx

/dy / 31n:v—|—1
rzlnz
1
lny—S/ dm—l—/ dx
zlnzx zlnx

Iny=3In|z|+In|lnz|+c

Iny =1In (:U3lnx) +c

61ny — eln(gv3 In x>+c

y=e° (I3 In x)

Hﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

Yy = k(x3lnx) ou k= *+e

1.2.2 Equations différentielles homogénes

d
La forme générale de ces équations est y' = f (Q) — d_y =f <y> ot [ est une
x x x

fonction continue sur I C R.

Résolution de l’équation:

Yy \ . . \ . P
On pose t = = pour se ramener a une équation o variables séparés,
x
onposet:g:>y:a:t
x
Ainsi
d
dy = xdt + tdx et y’:f(y> Y :f(g)
dx x
dy=f (Q) dx
x
xdt + tdx = f (t) dx

xdt = (f (t) —t)dz
&t de
f—t

I



On est donc bien ramené au cas précédent (équation différentielle & variables sé-

parés).

Exemple 1.2.2 :
Résoudre ’équation différentielle: (2x + y)dxr — (4o —y)dy =0

2z +y)dr — (4o —y)dy =0 = 2z +y)dr = (4 — y) dy

dy 2x+y
= — = : 4o — 0
Tl (- £0)
b 2+
y x
_ — =
de  4_Y
x
24+ 4
— dy = Z dx
47
x
On pose
t:g:>y:xt:>dy:xdt+tdx
x
Alors

2+t 2+t

2 —3t+2
= :cdt:—+dx
4—t
N dr 4—t dt
T t2—3t+2
4 —
= 1 = —dt —dt— —dt
nlel /1 — 3t 12 /t—l
— 1n|x|:21n|t—2|—31n|t—1|—|—c
— Injz|=In}t—2° —Injt— 1’ +¢
t — 2
— 1n|x|:1n| ‘3—|-C
[t =1
t—2> -2
NP ek NP Lk M Y

t=17 1P



Alors

Y 2 Yy — 2T

7 v ly — 22 ) )
2| = g =k g =klr|——g =y —2" =kly — 22|

Q_l‘ y— ly — x|

z T

1.2.3 Equations différentielles linéaires

Définition 1.2.3 :
une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle qui

peut s’écrire sous la forme:

v +a(x)y="0b(x) (EDL)

ol a et b sont des fonctions continues sur I C R.

Cette équation différentielle on peut associe la méme équation avec b(x) = 0 c’est
équation homogeéne associée o équation différentielle ou équation sans second membre on
la note (E.H) .

1.

®

Y +a(x)y=0 (E.H)

1- Résolution de l’équation homogéne associe:

Equation homogéne (EH )est une équation a variable séparé:

/

y+a(@y=0 = %Z—a(x)
= 1n|y|:—/a(x)dx+c
— y = ke Ja@)dr. b — +ec
- y = kel'@); k = +e et F({E):—/a(;p)dm

2- Solution particuliére par variation de la constante:

On cherche la solution particuliére sous la forme vy, = k (x) @) avec k une fonction
o déterminer; ), = k' (x) @ 4 k (z) F' (z) ")

et on a:



/

v +a(z)y=">b(z) E (z)ef@ 4k (2) F' (z) @ +a (2) k () '@ = b(z)
K (x)ef®) = b (x)
E () =b(z)e F'®

k(x) = /b (z) e F@dy

I

Donc la solution particuliére est:
Yp = eF(””)/b (z) e F@dy
La solution générale de l’équation (E.D.L) est:
Y=y +y,=c"'@ (/{:—I—/b(a:)eF("”)da:) ou F(x)= —/a(x)dac

Exemple 1.2.3 :
Résoudre sur I = ]0, g [ l’équation différentielle

y'sinx —ycosx = x (E.D.L)
1) l’équation homogéne (équation sans second membre) (E.H):

y'sinz —ycosx =0=> ¢ sinz = ycosx

Yy  cosw

Z  sinx

1 dy cos T

Y dr ~ sinz

dy _ cosz
sin

/dy /cosx
sin x
Iny =lInsinz + ¢

y =e‘sinx

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

y=ksinz; k= +e°

2) cherchons la solution particuliére:



la solution particuliére sous la forme y =k (v)sinz = ¢’ = k' (z)sinx + k (z) cos x.

(EDL) —>
-
= Kk (z)sin’zr =z
— k' (2)= x2
sin’ x
T
= k:(:c):/ ——dx
sin’ x

on wntégre par parties

(K' (x)sinz + k (x) cosz)sinz — k (x)sinzcosz = x

K (x)sin?2 + k (z) coswsinz — k (z)sinzcosz =

u=ux = U =dr
on posent 1 1
V== = v=-—
sin® x tanz
x x 1
dv = — + dz
/sin2a: tanx /tanx
x .
= — +Inlsinz| + ¢
tanx
x .
donc k(x)=— +In|sinz| + ¢
tanz
Alors
yp =k (z)sinx = —zcosz +sinzln|sinz| + ¢

la solution générale

Y +yp

1.2.4 Equations de Bernoulli

—xcosz + (k + In|sinz|) sin z;

ksinz — x cosx + sinz In |sin z|

keR

Y +a(@)y=>b(x)y" (E.B)

Une équation de Bernoulli est de la forme

v +a(x)y=0b(x)y"

k4£0k#1,keR

a(zx) et b(x) sont des fonctions continues sur 1.

lorsque k =0 ou k =1 une tell équation est linéaire.



Meéthode de résolution:

Division (E.B) par y*, on obtient

vyt +a(z)y Tt =b(z) (E.B")
yl k
or, on peut remarque que: Yy * = (1 k) : donc on pose z = y' 7 il vient

2 = (1—k)y'y*, remplacant dans (E.B")

Z/

11—k

+a(z)z=>b(z)
on est donc ramené & une équation différentielle linéaire.

Exemple 1.2.4 :

Résoudre I’équation de Bernoulli
zy —y = 2xy°, k=2 (E.b)

(B.b) = ay'y ?—y ' =22

posons

alors

(E.B) = —u2 —z=2x

I’équation homogéne associe a (E.B) est

—z —2=0=—= —x2 =2

z' 1
—
1
== /—dx——/—dx
= In|z| = —1n|x|+c
— =R = k:— k+ef

x|’

la solution particuliére de (E.B) :



Remarquons que z = —x est une solution particuliére de (E.B) donc la solution

générale est

k
Z—__

||
_1 _1 B 1 B |a:\
Py TV TV k— x|zl

1.2.5 Equation de Riccati
Une équation de Riccati est de la forme

Y +a(@)y+b(x)y’ = f(x)

On ne peut la résoudre que si l'on connait une solution particuliére y,.

on pose Z:y—yp:}yzz+yp:>Z/:y/_y;:yl

y? =22 4yl + 22y,

ce qui permet d’arriver a:

2+ (a(x) + 2y,b (7)) 2 = —b (x) 2°

une équation de Bernoulli avec k = 2.

Exemple 1.2.5 :
e—my/ _ 2€a:y + y2 =1— 622:

T

Yp = €

(E.R)

2+,

(E.T)

Posons z=y—y,=y—e" = y=z+e* =y =2 +e* ety®=2>+¢e* + 2z¢".

Remplagant dans (E.r) on obtient:
(E.r)

e +22=0

rr1rt1ruv1eoy
|

10

e (2 4+ e") —2e" (2 + ")+ 22 +2z2e" + ¥ =1—e*



Alors la solution générale de (E.r) est

1

et —c¢

+ e*

y:z+€x:>y:

1.3 Equations différentielles du second ordre & co-

efficients constants

Les équations différentielles d’ordre 2 sont de la forme générale F (x,y,y;y") = 0
comme pour les équations différentielles du 1°" ordre on distingue les équations dif-
férentielles d’ordre 2 sans et avec second membre puis les équations différentielles
linéaires d’ordre 2 sans et avec second membre on s’intéresse auxr équations différen-

tielles linéaires du second ordre ou les coefficients sont des constantes réelles.

Définition 1.3.1 :
Une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants est une

équation différentielle de la forme:
ay” + by’ +cy = f(z) (E)

ot a,b;c € R(a#0) et feC(I).

1.3.1 L’équation homogéne associée a (F)(sans second mem-

bre)

ay” + by +cy=0 (E.H)

Résolution de l’équation (E.H):

On considere ’équation différentielle
ay” +by +cy=0 (E.H)

on remarque que la fonction nulle est solution de (E.H) et on va chercher une

condition sur r pour que € sont une solution de (E.H) ot r un réel.

y = er;t s yl — Tera: y/l — T2€r$

11



Donc l’équation différentielle (E.H) devient:
e (ar2+br—l—c) =0 ,e"#0
donc
o(@)=ar’+br+c=0 (E.C)

c’est ce que l'on appelle équation caractéristique de ’équation (E.H). Donc la forme

des solutions de (E.H) dépend du déterminant A

Proposition 1.3.1

Suivant le signe de A = b> — 4ac. On a les résultats suivants:

1) Si A > 0 alors léquation (E.C) admet deuzx racines distincts r1,75 et (E.H) admet
deuz solutions y; = €™* et yo = €™*. Donc la solution générale de l’équation (E.H)
est

Y = C1Y1 + Gy = 1€ + c€"*  avec c¢q1,c9 € R.
—b
2) Si A =0 alors l’équation (E.C) admet une racine double ro = 5 et (E.H) admet la
a
solution particuliére et la solution générale de l’équation (E.H) est

TOT

yg = (ax + o) e avec c¢q,co € R.

3) Si A <0 alors l'équation (E.C) admet deux racines complexes conjugués r1 = o+ 13,

ro = a — if3. Donc la solution générale de l’équation (E.H) est

yg = € (¢ cos fx + casin fzr)  avec c1,c9 € R.

1.3.2 Résolution de l’équation différentielle linéaire d’ordre 2

avec second membre

Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est de la forme ay” + by’ + cy = f (x) ce
équation avec second membre résolvent en deux étapes:

1) On intégre d’abord [’équation sans second membre on obtient yy.

2) On résoudre ’équation avec second membre en cherchant une solution particuliére

Y, de (E) et dans ce cas y =y + Yp.

12



Proposition 1.3.2 : (Solution particuliére de I’équation avec second membre)
Suivant lexpression du second membre, nous allons résumer les solutions particuliéres

possibles dans le cas de ’équation différentielle avec second membre:

e Si f(x) = P,(x) avec d°P = n on cherche une solution particuliére de la forme
2P, (z) = Qn (2)
x k = 0 sir n'est pas solution de l’équation ¢ (r) = 0 (I’équation caractéristique( E.C')).
x k=1 sir est une racine de l’équation ¢ (r) = 0.
x k=2 sir est une racine double de ’équation ¢ (r) = 0.

On seulement y, = Qn (x), @, est un polynome de degré n.

o Sif(x)=¢€"(Acosbz + psinfzx), 6 R*.

x Sir+ 10 et v —if ne sont pas des racines de (E.C), on cherche une solution
particuliére de la forme y, = €™ (a cos Oz + [sin Ox)
A
* St r+if et r—if sont des racines de (E.C'), alors y, = xe™ <% sin 0z — % cos 91:) .
o Si f(x)=e".P,(x) avec d°P =n alors y, = 2*e**.P, (z)
* k=0 si o nest pas solution de I’équation ¢ (r) = 0.

x k=1 si a est une racine de l’équation ¢ (r) = 0.

* k=2 si « est une racine double de [’équation ¢ (r) = 0.
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