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— EXAMEN—X

Exercice 1 : (5 pts)
On considere les intégrales définies :

s e
I = / e*cosxdr et J= / e” sin® x dz.
0 0

1. Calculer I + J.
2. En appliquant la méthode d’intégration par parties deux fois, calculer I — J.

3. En déduire la valeur de I et J.

2 2

Indication : cos2x = cos® ¢ — sin” x.

Exercice 2 : (7 pts)
1. Résoudre I’équation différentielle suivante :

Yy —2zy = (1 — 2x)e”.

2. On considere ’équation différentielle suivante :

y' =4y + 4y = g(x) Ej.
a. Résoudre ’équation homogene (sans second membre) associée a Ej.

b. Trouver une solution particuliere de E; dans les cas suivants :
o g(x) = e 2%,
o g(x) = %%,

Exercice 3 : (8 pts)
Soit f : R? — R définie par :
3
Ty )
fla,y) =4 22 + 42 si (z,9) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).

1. Etudier la continuité de f sur R2.

2. Calculer %(0,0) et %(0,0).

3. Les dérivées partielles % et g—i sont-elles continues en (0,0) ? f est-elle de classe C*
en (0, 0)?

4. La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ?

5. Calculer le gradient de f en (1,1).

6. Exprimer la différentielle df, ;) pour tout (a,b) € R?.

Bonne Chance
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Y— Corrigé de I'examen—X

Exercice 1 : On considere les intégrales : I = foﬂ e“coslxdr et J= foﬂ e® sin’ x dir.
1. Calcul de I + J :

I+J = [ e cos’wdr + [ e"sin’wdr = [ e®(cos’z +sin’x)dz = [ e dw = 7
Tl =le"—1] 1
2. Calcul de I — J par intégration par parties :

I—J=[]e*(cos?x —sin’z)dx = [ e” cos(2z) dx.
u = cos(2r) = du = —2sin(2z) dx
dv=¢e"dr = v=2¢€"

Premiere intégration par parties : . Alors :

Jy €” cos(2z) dz =e” cos(2x) ‘ +2 [ e"sin(2z) dv = (™ — 1) + 2 [ e®sin(2z)dz 0.5
Deuxiéme intégration par parties pour le terme restant ( 2f0 e®sin(2x) dz) :

u=sin(2x) = du = 2cos(2z) dx Alors -
dv=e"dr = v=2¢€"

= 0.5
Jy € sin(2z) da = e* sin(Qx)‘O —2 [ €e® cos(2z) dr = —2 [ €* cos(2x) dz. En substituant

dans la premiere équation :
Jo €® cos(2z) dx = (e™ —1) — 4 [ e* cos(2z) dx = 5 [ €* cos(2z) dx = (™ — 1)
e —1

5 1

=1—J =[] e”cos(2x)dr =

3. Calcul de [ et J

Nous avons le systeme :

I+ J=¢e"-1
I_J:e”gl

En additionnant les deux équations :

e"—1 6 3
21 = T — 1 = —(e™ — 1) = I =|= T _ 1
(€ -1+ =2 - 1) S -1 1
En soustrayant la seconde équation de la premiere :
T—1 4 2
2J—(e“—1)—65 = -1 = J=|Z( -1

Exercice 2 :
1. Résolution de I'équation différentielle y' — 2zy = (1 — 2x)e”
e Solution de ’équation homogene 3’ = 2zy = 0.



/
1
Il est clair que y, = 0 est une solution. Pour y # 0, on a LA dy = 2z dx =
Yy Y

1
[=dy= [2xdz = In|y| =22 +c, avec cER = ly| = e e®” = y = +e - e?”, avec la
Y

solution triviale y = 0, on obtient y, = k:exz, avec k € R. 1
e Solution particuliere de 3y’ — 2zy = (1 — 2z)e”. (variation de la constante).
Posons y, = k(ac)e””2 = yp/ = lf'(gv)e"’”2 + 2zk(x)e ** En remplacant y et y’ dans 1’équation
y' — 2zy = (1 — 2z)e®, on obtient k'( )er” = (1 — 2x)e® = E(z) = (1 - 2z)e@=") =
k(z) = [(1 —2z)el*~ m)da:—e”” oy, —e(‘"” %) 7 = e
e La solution générale est y, = yn +yp = ke * avec k € IR{. 0.5

2. On considere I’équation différentielle suivante :

y' — 4y +4y = g(x) By
a. Solution de I’équation homogéne y’ f— 4y +4y =0.
Posons y = €’ = y' =re™ et y”’ =r?e’™, donc (r? —4r+4)e"™ =0= 1
r2—dr+4=0=(r—-22%=0=r=2. Comme I’équation caractéristique associée
a I’équation homogene admet une solution réelle double, alors la solution homogene
est donnée par y, = (Ar + B)e**, A/ BeR. 1

b. Solution particuliere de FEj. 0.5
e La solution particuliere pour g(z) = e~ 2% est de la forme y; = a-e~2* =
y) = —2a-e 2% et y] = 4a - e~ 2*. Remplacant y”, ¥’ et y dans E7, on trouve
1
da-e > +8a-e P tda-e = = 16a-e P = = 16a=1=a= 6
<1 075
Al S = . .
T e 0.5

e La solution particuliere g(x) = €% est de la forme y, = bx? - 2% =
yh = 2bx - €3 + 2bx? - €2¥ = 2b(a® + x) - €%* et
Y =2b-e* + 4bx - €*® 4 4bx - €2 + 4()9132 - e2® = 2b(22% + 4z + 1) - €**. Remplagant
y", y' et y dans Ey, on trouve (2b(2x2 + 4z + 1) — 8b(2? + ) + 4bx?) - €2* = 2* =
1’2 . e?m
2

. 0.75

1
(4bz* + 8bx + 2b — 8bz? — 8bx + 4b2?) =1 = 2b=1=a = 5 Alors | yp =

Exercice 3 : Soit f : R2 — R définie par :

Iyg

fle,y) = § 2° + ¢
0 si (z,y) = (0,0).

1. Continuité de f sur R? :

Pour (z,y) # (0,0), f est une fraction de fonctions polynomiales avec un
dénominateur z* 4y # 0, donc elle est continue sur R*\ {(0,0)}. 0.5
Etudions la continuité en ( 0). On cherche :

3

lim e y) (0.0 75457

En coordonnées polaires : x = rcosf, y = rsin @, alors

f(z,y) = TCOS&(T*W = 72 cos @ sin® 0. Donc,

lim, o f(x,y) = lim, 072 cos @sin® = 0 (indépendante de 6 ). Comme
lim g )~ (0,0) f(2,y) = 0 = f(0,0), alors f est continue sur R2. 1

2. Dérivées partielles en (0,0) : Par déﬁnition ona:
91(0,0) = limy, o L1000 hmh_m =0, 0.5
8L(0,0) = Timy, o LOMZIOD — fimy, 020 = 0. 0.5



3. Continuité des dérivées partielles et classe C' :

Ona:
Of (1. y) = L2ty )w’@a) _ | v’@2=s | 0.5
oz \\U,Y) = (@2 1y2)2 = @z P
2 2 2\ _ 3 2 2 2
S (a,y) = =LA ) v Gen | 0.5
e Pour %(x,y), on a :
of _ P2’

%(xay) = @)

En coordonnées polaires, avec z = rcosf et y = rsinf, on obtient :

of _ rPsin®0(r?sin® —r?cos? 0) .3 2 2 ... Of

oo (z,y) = = = rsin” f(sin” 6 — cos” ). Ainsi : G (z,y) — 0.

Comme lim ;) (0,0) %(az,y) = %(0,0) =0, alors %(m,y) est continue en (0,0). 975

e Pour 2L (z,)), on a :

dy
2 2 2
%(l" )= 7174(;23:7;;% ). En coordonnées polaires, avec x = rcosf et y = rsinf, on
obtient :
3 o2 2 2 2 .2 . . o
g—i(:c,y) — rcosfsin Q(STTf% G807 507 6) — 1 cossin® 0(3 cos? 0 + sin? §). Ainsi :

g—i(x,y) - 0. Comme lim, ) (0,0) g—’yc(x,y) = %(0,0) =0, alors g—g(%y) est

0.75 continue en (0,0). Comme les dérivées partielles % et g—i existent et sont continues

en (0,0), alors f € C' en (0,0). 0.5
4. Différentiabilité de f en (0,0) : .
Comme f € C! en (0,0), alors f est différentiable en (0,0). On peu aussi vérifier la

différentiablité de f en (0,0) comme suit : f est continue en (0,0), ses dérivées
partielles existent et sont nulles. On pose

R(z,y) = f(z,y) — (f(0,0) + %(0, 0)x+ %(0, 0)y) = f(x,y). En coordonnées polaire :

— _ .2 3 R(zy) _ 3 O i€ )))
R(z,y) = f(z,y) = r* cosfsin” 0, donc Vet rcosfsin” 6. Ainsi, ot — 0.

Donc f est différentiable en (0, 0).

5. Gradient en (1,1) : On a : %(17 1) = % =0, g—f/(l, 1) = % = 1. Donc

vien=(7) 1

6. Différentielle de f en (a,b) € R? : Si (a,b) # (0,0), alors f est C*, donc
différentiable, et on a :

df(a,b) (ha k) =h- %(a7 b) +k- %(a7 b) = df(a,b) (hv k): h- b(a(2b+;;)2) +k- ab(a(QS_T_b;_)l; ) 1
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