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Algorithmique Avancée

Références

oles meilleurs références se trouvent sur
intfernet! Voir également sur le site E-learning

o Bibliotheque de notre Université |

o Initiation &  l'algorithmique et  a la
programmation en C. Cours avec 129
exercices corrigés. 2¢me édition DUNOD

o Initiation & I'algorithmique et aux structure de
données. Volume 2 DUNOD

Algorithmique Avancée

Objectifs pédagogiques

o A l'issue de ce cours, vous devriez étre
capables de :

v Concevoir des algorithmes
~ Démontrer et analyser leur efficacité

v Implémenter diverses structures de données
classiques pour les manipuler
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Plan du cours

o Introduction générale

o Complexité et optimalité

o La récursivité et le paradigme « diviser pour régner »

o Algorithmes de tri

o Structures de données élémentaires

o Programmation dynamique

o Algorithmes gloutons

o Graphes et arbres

o Arbres de recherche et arbres de recherche
équilibrés

o NP-complétude

o Heuristiques
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Intfroduction générale

o C’est quoi un algorithme?
o Une succession d'instructions
o quirenvoie un résultat
o exacte
o en un nombre fini d'étapes

o C’est quoi I'algorithmique?
o I'algorithmique est I'étude des algorithmes.

o Attention : Un algorithme n’est pas un programme
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Temps d’exécution

o Rappel : on n'exige pas seulement d'un algorithme
qu'il résolve un probléme ; On veut egalement qu'
soit efficace :

o rapide (en termes de temps d‘exécution) ;

o peu gourmand en ressources (espace de stockage,
mémoire Utilisée) ;

o On a donc besoin doutfis qui nous pemettront
d‘évauer la quadlité théorique des algorithmes
proposes ;

o On se focalisera dans un premier temps sur le temps
d'exécution ;

Algorithmique Avancée

Temps d’exécution

o On ne mesure pas la durée en heures, minutes,
secondes, ... :

1. cela impliquerait dimplémenter les algorithmes
qu'on veutcomparer;

2. de plus, ces mesures ne seraient pas pertinentes car
le méme algorithme sera plus rapide sur une
machine plus puissante ;

o On Ufilse des unités de temps abstraites
proportionnelles au nombre d'opérations effectuées

o Chaqgue instruction basique consomme une unité de
temps (affectation d'une variable, comparaison, +, -
KoL)
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Temps d’exécution

o L'algorithme suivantcalculen! =n«(n — 1) * (n — 2) * - x
2x1,avec0!=1.

fonction factorielle (n)
fact< 1; initialisation : 1
i< 2; initialisation : 1
tant que (i <= n)faire itération : au plus n-1
fact €« fact*i; multiplication + affectation: 2
i€i+l; addition + affectation: 2
fin tant que
renvoyerfact; renvoid'une valeur: 1

o Avecle test dfaire d chaque itération, le nombre total
d'opérations élémentaires est :

oTm)=14+1+(n—-1)=*5+1+1=5n—-1
o Cettealgorithme consomme un tempslinéaire

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

o La complexité d'un algorithme est une mesure de sa
performance asymptotique dans le pire cas ;

o Asymptotique: Ons'intéresse a des données tres grandes

o les petitesvaleurs ne sont pas assezinformatives;

o Pire cas : On s'intéresse a la performance de ['algorithme
dans les situations ou le probléme prend le plus de temps
arésoudre ;

o on veut étre sGr que l'algorithme ne prendra jamais plus de
temps que ce qu'on a estimé ;
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Complexité algorithmique

Comportement asymptotique

o Soit deux algorithmes résolvant un probleme (de taille de
données n) en untemps f1(n) et f2(n), respectivement ;
-10*

— fi(n) = 2000 % n
—R(n)=2"

Nombre d'instructions

0 5 10 20 Taille des données

o Quel algorithme préférez-vous 2

o La courbe verte semble correspondre a un algorithme
beaucoup plus efficace ...

o ... mais seulement pour de trés petites valeurs!

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Notations de Landau

o Les calculs & effectuer pour évaluer le temps d'exécution
d'un algorithme peuv ent parfois étre longs et pénibles ;

o De plus, le degré de précision qu'is requierent est souvent
inutile ;

o On aura donc recours a une approximation de ce temps
de calcul, représentée par la notation O(.) « grand O », ou
«del'ordre de»
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Complexité algorithmique

Notations de Landau

o Soit n la taille des données a traiter; on dit qu'une fonction
f(n) est en O(g(n)) («en grand O de g(n)») si:

Jc € R*™,3n, ,tels que Vn > ng, f(n) < ¢+ g(n)
o Onnote f=0(g) ouf € 0(g)

o Autrementdit : f (n) est en O(g(n))s'll existe un seuil a partir
duquel la fonction f(.) est toujours dominée par la fonction
g(.). a une constante multiplicative prés

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Notations de Landau

o Exemple : quelques cas ou f(n) = O(g(n))

-10°

I I L L I 1 L L
0 02 04 06 08 0 5 10 15 20 25 30
n n
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Complexité algorithmique

Notations de Landau
Exemple :
Prouvonsque la fonction f;(n) = 5n+ 37est en 0(n):

Trouv er une constante quelconque c>0 et un seuil ny &
partir duquel f;(n) < cn.

On en déduit que c=6 fonctionne & partir du seuil
ne=37.

Remarque : c=10et ny=8 est aussi acceptable

Prouvonsque la fonction f,(n) = 6n? + 2n— 8 est en 0(n?)
c=7 et ny = 1 nous donne le résultat voulu

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Notations de Landau : simpilification sue le calcul du temps d’exécution

o On préféere avoir une idée du temps d'exécution de
[algorithme plutét qu'une expression plus précise mais
inutlement compliquée ;

o Retenir que les termes dominants et mettre a 1 les
constantes multiplicativ es,

o Exemple : g(n) =4n3 —5n%+2n+3

o Retenirle terme de plus haut degré : 4n?
o Mettre & un les coefficients : n3
o Nous avons donc g(n) = 0(n?)
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Complexité algorithmique

Analyse du temps d’exécution d’'un algorithme
o Opération élémentaire =>temps constant: O(1)

o Bloc d'instructions : regle de sommation
o LinstructionSi:

o si 0(fy) et O(fyinon) Sont des bornes supérieurs des blocs « si » et

« sinon » alors O(max{f;;(n), fsinon (M)}) est une borne supérieur du
temps d’exécution de 'instruction « si »

L'instruction : Pour, Tant que, repeter

Si O(f(n)) est une borne supérieure du corps de la boucle et
O(g(n)) est une borne supérieure du nombre d'itérations alors
O(f(n)g(n)) est une borne supérieure de la boucle

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Complexité au pire et au meilleur des cas

Soit d I'ensemble des données de taile n et coud(d) la
complexité entempssur la donnée d:

Complexité dans le meilleur des cas

Inf () = inf{coud(d) / d de taillen}.
Complexité dans le pire des cas

Sup(n) = sup{coud(d) / d de taillen}.

o Exemple: T[] tableau d’entiers, n la taille des données
Pour i=1 a n faire
Si T[i]<0 alors
Pour i=1 a n faire
T[i]=T[i]-1;
Fin Pour
Fin si
Fin pour

inf(n) = 0(n) et sup(n) = 0(n?)
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Complexité algorithmique
Quelques propriétésliées a la notation O(.) :

o Regle du maximum :
sif,g:N = R*, alors 0(f(n) + g(n)) = 0(max(f(n), g(n)))

La relation O(.) est réflexives f(n) € 0(f(n))
La relation O(.) est transitive

si lim Ln; € R**,alors f(n) € O(g(n))et gn) € O(f(n))

n-+co gn

rm _ 0,alors f(n) € 0(g(n)) mais g(n) ¢ O(f(n))

si lim o _ +oo,alors g(n) € O(f(n)),mais fn) ¢ O(g(n))

n-+co g(n)
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Complexité algorithmique

Quelques propriétés liées a la notation O(.) :
La relation O(.) n'est pas symétrique :

f(n) = 0(g(n)) n'implique pas g(n) = 0(f(n))
Contre exemple : 5n + 43 = 0(n?) mais n? # 0(n)

f(n) # 0(g(m) n’implique pas g(n) # 0(f(n))
contre exemple 18n® — 35 # 0(n) mais n = 0(n?)

21/05/2015
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Complexité algorithmique
Notations de Landau

o La notation @ définit une borne asymptotique inférieure:
Jc € R™,3n, , tels que Yn > ny,c* g(n) < f(n)
o Dansce cas, on dit que f domine g, on a alors g = 0(f).

o f=0(g)e g=0()

o La notation ® définit I'ordre exact d'une fonction.
3¢y, ¢, € R, 3Ang , tels que Vn > ng,cq * g(n) < f(n) < ¢, * g(n)
o Dans ce cas, on dit que f et g sont de méme ordre de grandeur
asymptotique.

o f=0(g) e f=0(getf=0(g).
o f=0(g) e f=0(getg=0(f).

o Lanotation f = o(g):

V¢ € RY",3n,, tels que Yn > ng, f(n) < c * g(n).
o Dansce cas, f est négligeable symptotiquement devant g.

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Notations de Landau
o Exemples :

n*logn € 0(n?)?
Non

n*logn € 0(n?)?
Oui

2" e 0(nd)?

Non

n3 e o(2™)?

Non

ndeo(2™)?

Oui

O 0 0O 0OOO O 0 0O

21/05/2015
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Complexité algorithmique

Notations de Landau
o Exemples :

o nlog(n) = 0(n?),0(n3),etc.,

o n=0(mn), 2n+1=003n), vn=0(n), log(n) = 0(n),
n = 0(n?),

o Vyn=0(m), log(n)=o(n), n = o(n?),
log(n) = o(v/n),

o n+ log(n) = 0(n+ vn).

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Quelques classes de complexité

o On peutrangerles fonctions équiv alentes dans la méme
Classe

o En voiciquelques classes fréquentes de complexité (par
ordre croissant en termes de 0(.) ) :

o(1) constant Bl

O(logn) logarithmique
o(n) linéaire

0(n logn) sous-quadratique

temps d'exécution

0(n?) quadratique Z/

o(n®) cubique
o2m) exponentiel e de dootes

21/05/2015
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Complexité algorithmique

Quelques classes de complexité

o Exemples de temps d'exécution en fonction de la taile de
la donnée et de la complexité de I'algorithme, si on
suppose qu'uneinstruction est de I'ordre de la's;

700 us 1/100s 10'4siecles

1/100s Is astronomique
1/100s 1/7s astronomique

1/10s 2s ’ astronomique

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Quelques classes de complexité : convention (hiérarchie)

o Pour faire un choix éclaire entre plusieurs algorithmes, il faut
étre capable de situer leur complexité

o On fait une premiere distinction entre les deux classes
suivantes:

o 1. les algorithmes dits polynomiaux, dont la complexité est en
0(n¥) pour un certaink

o 2. les algorithmes dits exponentiels, dont la complexité ne peut
pas étre majorée parune fonction polynomiale ;

o De méme :
o 1.un probléme de complexité polynomiale est considéré facile

o 2. sinon (complexité non-polynomiale ou inconnue (!)) il est
considéré difficile

13
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Complexité algorithmique

Quelques classes de complexité : convention (hiérarchie)

o En pratique, il s'avére que la plupart des algorithmes
polynomiaux ont un comportement asymptofique
équivalent d un polynédme de faible degré, 2 ou 3.

o De plus, la classe des algorithmes polynomiaux a de bonnes
propriétés de cléture (par exemple, une "séquence” de
deux algorithmes polynomiaux est polynomiale).

o Cependant cette convention d ses limites |

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique
Classes de complexité : Les limites de la convention

o Si un algorithme est exponentiel dans le pire des cas, il peut étre
polynomial en moyenne;

o siles pires cas sont exceptionnels, il peut étre « facile ! » ...en
pratique:

o certains algorithmes difficiles selon la définition précédente ...
sont pratiqués tous les jours (comme le simplexe).

o L'exécution d'un algorithme dont la complexité moyenne est de
I'ordre de grandeur de n® microsecondes prendrait 30 ans si n =
1000.

21/05/2015
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Complexité algorithmique

o // t tableau de n entiers
o // n entier >0

int max= t[0];
for (i=1; i<=n-1; i++)

if (max <t[i]) max=t[i];

Algorithme en O(n), donc linéaire.

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

o // t tableau de n entiers
o // n entier >0
for (i=0; i<n-1; i++)
for (3=0; j<n-1-i; j++)
if (t[j+1] <t[3])
echanger (t[j],t[j+1]);

Algorithme en 0(n?), donc quadratique.  «®

21/05/2015
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Complexité algorithmique

o // t tableau de n entiers
o // n entier >0
boolean permute=true;
int last=n-1;
while permute {
permute=false;
for (j=0; j<last; j++)
if (t[3+1] <t[iD{
permute=true;
echanger (t[J],t[j+1]);
}
last=last-1;

}

o dansle meilleur des cas en O(n)
o dansle pire des cas en 0(n?),donc quadratique

Algorithmique Avancée

Complexité algorithmique

Exemple 4 Multiplication dla Russe ... ou a I'Egyptienne
o Quelle est la complexité de:

\\ x >=y >=0
int Mult (int x, int y)
int R=0;
int a=x, b=y,
while (b>0) {
if ( b %2 ==1)
R=R+a;
a=2*a;
b= b/2;
}
\\ R= a*b

Le nombre d'opérations élémentaires est 0(log, ).

21/05/2015
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Complexité algorithmique

Exemple 5

o //n entier >1
boolean Premier (int n) {
int rac =sqrt(n); \\racine carrée entiére
for (int i = 2; i<=rac; i++)
if (n mod i=0) return false;
return true;

Le nombre d'opérations élémentaires 0(yn)

Algorithmique Avancée

Récursivité et  Paradigme
Diviser pour régner

Quelques approches génériques pour aborder la résolution
d’un probleme:

o Approche par force brute : résoudre directement le probléeme, a
partirde sa définition ou par une recherche exhaustive

Diviser pour régner : diviser le probléme en sous-problémes, les
résoudre, fusionner les solutions pour obfenir une solution au
probleme original

Programmation dynamique : obtenir la solution optimale & un
probléme en combinant des solutions optimales & des sous-
problemes similaires plus petitset se chevauchant

Approche gloutonne : construire la solution incrémentalement, en
optimisant de maniere aveugle un critere local

17
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Infroduction

o Approche par force brute

o Consiste a appliquer la solution la plus directe d un probléeme
Généralement obtenue en appliquant & la lettre la définition du
probléme

o Exemple simple :

o Rechercher un élément dans un tableau (trié ou non) en le parcourant
linéairement

o Calculer a™en multipliant a n fois avec lui-méme

o Implémentation récursive ndive du calcul des nombres de Fibonacci
(voir plus loin)
o

o Souvent pas trés efficace en terme de temps de calcul mais facile
aimplémenter et fonctionnel

Algorithmique Avancée

Introduction

o Approche par force brute

o Consiste d appliguer la solution la plus directe d un probléme
Généralement obtenue en appliquant & la lettre la définition du
probléme

o Exemple simple :

o Rechercher un élément dans un tableau (trié ou non) en le parcourant
linéairement

o Calculer a™ en multipliant a n fois avec lui-méme

o Implémentation récursive ndive du calcul des nombres de Fibonacci
o

o Souvent pas trés efficace en terme de temps de calcul mais facile
dimplémenter et fonctionnel

21/05/2015
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Infroduction

Approches par force brute pourle probléme de fi :

Définition : Un tableau est trié (en ordre croissant) sitout élément est
plus petit quel'élément & sa droite

ti a bulle : parcourir le tableau de gauche ‘a droite en
échangeant toutes les paires d'éléments consécutifs ne respectant
pas cette définition. Complexité :0(n?)

tri par sélection : trouver le minimum du tableau, I'échanger avec
le premier élément, répéter pour ftrier le reste du tableau .
Complexité : 9(n?)

Algorithmique Avancée

Introduction

Approches par force brute pourle probléme de ti :
Recherche exhaustive

Générer toutes les permutations du tableau de départ (une et une
seule fois)

Vérifier si chaque tableau permuté est trié. S'arréter si c'est le cas.
Complexité : O(n! n)

Généralement utilisable seulement pour des problémes de petite
taille

Dans la plupart des cas, il existe une meilleure solution. Dans certain
cas, c'est laseule solution possible

Inconvénients : Produit rarement des solutions efficaces

19
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Récursivité

o

Concept de récursivité

Larécursivité est la propriété que possede un objet ou un concept
de s'exprimer « en fonction de lui-méme » ;

En algorithmique et en programmation, on dit qu'une fonction est
récursive sielle s'appelle elle-méme ;

Une telle fonction se présente donc comme suit :

fonction £(P) // P est la liste de parametres
// instructions (1)
x = £(Q) // appel de f avec d'autres parametres
// instructions (2)
return résultat

Algorithmique Avancée

Récursivite

Concept de récursivité

o

0O 000O0OOOOO

Remarque : le renvoi derésultat n'est pas obligatoire ;

Rappeler qu'un algorithme correct se termine ! 1 faut donc fou{ours
s‘assurer que la fonction récursive qu'on écrit arréte a un moment de
s‘appeler ;

Une fonction récursive doit donc posséder une condition d'arrét :

Fonction récursive avec condition d'arrét
fonction £ (P)
si test(P) alors
// bloc d’instructions sans appel récursif
return resultat 1
sinon
// bloc avec appel(s) récursif (s) utilisant de
//nouveaux paramétres
return resultat 2

20
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Récursivité

o Conditions d'arrét et appels récursifs

o Pour que la condition d'arrét soit vraie, il faut que les appek
récursifs utilisent d'autres parametres

Mavuvaistest d’arrét Bon test d’arrét

void f£(int n){ // n naturel void f(int n){ // n naturel
if (n == 0) if (n == 0)
printf("!"); printf("!") ;
else{ else{
printf("* "); printf("* ");
f(n); f(n-1);
} }

o La premiére fonction ne s'arréte jamais car si n ne vaut pas 0 au
début, ilne vaudra jamais 0 ;

jeudi 21 mai 2015

Récursivite

Conditions d'arrét et appelsrécursifs (Probléeme d’espace mémoire)

Début f (n) Début f(n-1) Début £ (n-2)

€ = ———— =

Appel récursif

pour f(n-1) Pas d’appel récursif

€-----=

Renvoi du résultat

Fin f(n) Fin f(n-1) Fin f£(n-2)

21
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V 4 ° ° v 4
Recursivite
o Complexité des algorithmes récursifs

On a vu comment calculer la complexité des « algorithmes
traditionnels »

Les regles ne changent pas dans le cas des algorithmes récursifs

Le nombre d'térations est remplace par le nombre d'appels
récursifs

Les variantes récursives de la factorielle ou de la puissance ne sont
donc pas plus rapides d'un point de vue O()

Algorithmique Avancée

Récursivite

o Exemple de fonctions récursives : Factorielle

Factorielle ltérative Factorielle Récursive

Définition : Définition:
n=nxm-1)xm-2)x--x2x1 n'=1sin=0oul.
0'=1 n! =nx (n—1)!sinon

Algorithme: Algorithme:

int factoI( int n){ int factoR(int n) {
int fact=1l, i=2; if (n<=1)
while (i <= n){ return 1;
fact = fact * 1 ; else
i=i+l ; return n*factoR(n-1) ;
}
return fact;

}
Complexité O(n) Complexité O(n)ill

22
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V 4 ° ° v 4
Recursivite
o Exemple de fonctions récursives : Puissance

Puissance Itérative Puissance Récursive

Définition: Définition:
a"=axax--xXa a*=1sin=0;
a’=1 a=a xa™ ! sinon

Algorithme: Algorithme:

int puissI(int a, int n){ int puissR(int a, int n){
int p = 1,i; if (n==0)
for (i=1;i<=n;i++){ return 1;
p=p*a; else
} return a*puissR(a,n-1);
return p; }

Complexité O(n) Complexité O(n)ill

Algorithmique Avancée

Récursivite

o Exemple de complexité sur une foncfions récursives implémentée
de fagon naive : Fibonacci

Fibonacci ltérative FibonacciRécursive

Fo=0,F1=1; Fo=0,F1=1;
F,=F, 1+F, ,n>2 F,=F,1+F, , n>2

int fiboI(int n){ int fiboR(int n){
int v,w,F = n; // permet de if (n < 2)
//traiter les cas n=0 et n=1 return n;
if (n > 1){ else
v =0; // valeur de F(0) return fiboR(n-1)+£fiboR(n-2) ;
w 1; // valeur de F(1) }
}
for (int i=2;i<=n;i++){
W+ Vv;//F(i)=F(i-1)+F(i-2)
W;//v vaut maintenant F(i-1)
F; //w vaut maintenant F(i)

F; }

Complexité O(n) Complexité o(2™) Il

21/05/2015
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Récursivité
o Bilan sur la récursivité

Ecrire en récursif n'implique pas forcément un algorithme plus
efficacel

Avantages
Code plus court et plus lisible
Permet d'implémenter le paradigme de Diviser pour Régner

Inconvénients

Compliqué a analyser

|l peut y avoir des problemes de mémoire
Tous les langage ne sont pas récursifs
IIn'existe pas d'algorithme récursifs pour tout

Algorithmique Avancée

Paradigme Diviser pour régner

o Principe général de I'approche diviser-pour-régner (Divide and
conquer)

o Sile probléme est trivial, on le résout directement

o Sinon:

1) Diviser le probleme en sous-problémes de taille inférieure (Diviser)

2) Résoudre récursivement ces sous-problémes (Régner)

3) Combiner les solutions aux sous-probléemes pour produire une
solution au probléme original

21/05/2015
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Paradigme Diviser pour régner

Modélisation du paradigme diviser pour régner : La forme générale
considerée est :

Diviser : on découpe le probléme en a sous-problemes de tailles g,
quisont de méme nature, aveca>1 et b>1.

Régner : les sous-problémes sont résolus récursivement.

Recombiner : on utilise les solutions aux sous-problemes pour
reconstruire la solution au probléme initial en temps 0(n?),d > 0.

L'éqguation sur la complexité qu'on aura 4 résoudre quand on
fraduit le programme est :

T(1) =0(D),
T(n) =a T(g) + O(nd).
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o Modélisation du paradigme diviser pour régner : Le théoreme
maitre permet de résoudre ce type d’équations.

o Théoréme (Théoréme Maditre) :

On considere I'équation T(n) =a T(g) +0(n%). Soit A =log,(a), alors
on a les trois cas suivants:

Si A>d, alors T(n) = 0(n?)
Si A<d, alors T(n) = 0(n?) ,
Si A=d, alors T(n) = 0(n? logn) .

Remarque : En pratique, seuls les cas 1 et 3 peuvent mener & des
solutions algorithmiques intéressantes. Dans le cas 2, tout le coOt est
concentré dans la phase “recombiner”, ce qui signifie souvent qu'il
y a des solutions plus efficaces.
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Exemple d'application 1: Revenons au calcul de I'exponentielle:
Exponentiation rapide !

Une nouvelle définition du calcul de I'exponentielle basé sur le
paradigme diviser pour régner:

L'idée est de calculer d'abord x™, puis par une simple opération de
multiplication déduire x?"

Autrement dit: Pour calculer x™, on divise notre probléme en un
n
sous probleme de taille moitié qui est : le calcul de xz. Avec une

n
simple multiplication du résultat xz par lui-méme nous pouvons
reconstruire x™.
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o Exemple d’application 1: Application du théoréme maitre :

o a =1 car on appelle une seule foi la fonction soit avec n pair ou
impaire,

o b= 2 carles sous-problemes sont de taille n/2 et

o d =0 car on se contente de renvoyer la solution en utilisant une
multiplication, en temps constant.La complexité est donc O(log n)

int PuissRapid(int x, int n)

x0=1, {
if (n==0)

return 1;
else

if (n%2==0)

return PuissRapid(x*x,n/2);
else
return x*PuissRapid(x*x, (n-1)/2);

n
ox™ = (x2)2 si n pair,

n-1
x"=x(x%)z sin impair.
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o Exemple d’application 2: Recherche dichotomique

o Ttableau trié de taille n. RecherchersixestdansT.

o Spécifier unindice de début d et de fin f, et rechercher x entre la position f et
. L'appelinitial se faitavec d=1 et f=n.

fonction Recherche (T,x,d, f)
si f<d alors
renvoyer faux
sinon
d

_a+f
T2
[m

; //milieu du tableau avec arrondi
] = x alors
renvoyer vrai;

si T

si T[m]<x alors

renvoyer Recherche (T,x,m+l,£f);
sinon

renvoyer Recherche (T,x,d,m-1);
finsi
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Exemple d'application 2: Recherche dichotomique
Application du théoréme maitre pour le calcul de la complexité
a=1, on appelle soit & gauche soit a droite.

b=2, les sous problémes sont de taille n/2

d=0, on se contente de renvoyer la solution, donc en temps
constant,

La complexité est O(log n)
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o Exemple d’application 3: i par fusion

o Le fri par fusion est un exemple d'algorithme de tri base sur le
principe de "Diviser pourrégner".

1) Décomposer le tableau en deux sous-tableaux de méme
longueur (1)

2)Appliquer l'algorithme récursivement sur chacun des 2 sous-
tableaux

3) Puis fusionner les 2 sous-tableaux tries en un tableau trie.
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o Exemple d'application 3:1ri parfusion

T tableau a trier
si n=1 alors
renvoyer T;
sinon
n = |T|; //taille du tableau
T1 TriFusion(T[0...n/2]);
T2 = TriFusion(T[(n/2)+1...n-1]);
renvoyer Fusion(T1,T2);
Finsi

o Complexité :

o La profondeur de I'arbre est 0(log,(n)). A chaque étage 0(n)
opérations de fusion: Complexité optimale : 0(nlog,(n))
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o Exemple d’application 3: tri par fusion

o Le fri par fusion est base sur le fait que fusionner deux tfableaux fries en un seul
tableau trie T1, T2 se fait en temps linéaire (sur le nombre total d‘éléments,
dans le pire et le meilleur des cas) :

il, i2 = 0, et T = tableau vide
TANT QUE l'on n'a pas atteint la fin d'un des tableaux:
SI T1[il] <= T2[i2] ALORS
Insérer T1[il] a la fin de T
incrémenter il

Insérer T2[i2] a la fin de T
incrémenter i2
FINSI
FIN TANT QUE

Insérer les éléments restants du tableau non vide en fin de
T
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Exemple d'application 4: tri rapide (quiksort)
Principe :

o La méthode consiste a placer un élément du tableau (appelé
pivot) & sa place définitive, en effectuant des permutations des
éléments de telle sorte que tous ceux qui sont inférieurs au pivot
soient & sa gauche et que tous ceux qui sont supérieurs au pivot
soient & sa droite.

Cette opération s'appelle le partitionnement. Pour chacun des
sous-tableaux, on définit un nouveau pivot et on répéte l'opération
de partitionnement. Ce processus est répété récursivement, jusqu'd
ce que l'ensemble des éléments soit trié.
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o Exemple d’application 4: fri rapide
Principe :
Pour partitionner un sous-tableau :

on choisie (arbitrairement), le dernier élément du sous-
tableau comme piv ot;

on place tous les éléments inférieurs au pivot en début du
sous-tableau ;

on place le pivot & la fin des éléments déplacés.
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o Exemple d’'applicatfion 4: i rapide

o Principe :
o Pour partitionner un sous-tableau :

Avantpartitionnement

éléments du tableau p

d f

Apres partitionnement

éléments <=p éléments >=p
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Exemple d’application 4: i rapide

Algorithme du parfiionnement:

Introduire les indices i et j initialisés respectivement au début
et & I'avantdernier élément du tableau

Remonter i jusqu’au premier élément supérieur au pivot p;
redescendre j jusqu'au premier élément inférieur a p

On échange les éléments d'indice i et j
On itére ce procédé tant que i<=j
A la fin, on place la valeur piv ot en position i

éléments <=p éléments >=p
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o Exemple d’'applicatfion 4: i rapide
o Algorithme de fi rapide :

ST d<f ALORS
i = partitionnement(T, d, f)
TriRapide (T, d, i-1)
TriRapide (T, i+1, f)

Fin SI
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o Exemple d’application 4: fri rapide

o Algorithme de partifionnement:
I=detj=f£f
p = T[£f] //p valeur pivot
TANT QUE i<=j faire
TANT QUE i<f et T[i]<= p FAIRE
i=1i+1
FIN TQ
TANT QUE j>=d et T[i]>= p FAIRE
j=3-1
FIN TQ
SI i < j ALORS
echanger (T[i],T[]j])
FINSI
FIN TANT QUE
T[£]=T[i] et T[i]l=p //on place la valeur pivot en 1
renvoyer i //renvoyer l’endroit de la séparation
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o Exemple d’application 4: ri rapide

Complexité
Tn)=0O(n)+T(p) +T(n-p) avec T(1)=0(1).

faire des hypothéses sur la valeur de lindice de partitionnement
p.

Dans le cas ou le partitionnement est systématiquement égal a
1, les sous-tableaux gauche et droif sont totalement
déséquilibrés, avec respectivement n - 1 termes et un seul
terme. Cette situation comrespond aux tableaux triés! Dans ce
cas, la récurrence devient:T(n) = O(n)+T(1) +T(n - 1)

soif une complexité dans le pire des cas T(n) = O(n?)
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Exemple d'application 4: tri rapide
Complexité
Tn)=0O(n)+T(p) +T(n-p) avec T(1)=0(1).

faire des hypothéses sur la valeur de lindice de partitionnement
p.

Le minimum d'appels récursifs est atteint dans le cas d'un
tableaux T ou le pivot est toujours la valeur moyenne de celles
du tableau, ce qui correspond intuitivement & des tableaux
bien "mélangés".

La formule de récurrence devient dans ce cas T(n) = O(n) + 2
T(n/2) ; soit une complexité dans le meilleur des cas O(nlog n)
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o Exemple d’'applicatfion 4: i rapide

o Remarques

o La complexité en moyenne du tri rapide pour n éléments
est O(n log n), mais la complexité dans le pire des cas est
quadratique. Malgré ce désavantage théorique, c'est en
prafique un des tris les plus rapides, et donc un des plus
utilisés. Le pire cas est en effet peu probable lorsque
['algorithme est correctement mis en ceuvre,
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Desftris encore plusrapides ?

On avu

Des algorithmes de tri dont la complexité dans le pire des cas est en
O(n?) (triparsélection, tri & bulles).

Le trifusion, dont la complexité dansle pire des cas est en O(nlogn)

Peut-on faire mieux ?

Existe-t-il des algorithmes de tri (tri par comparaison) asympt otiqguement
plus rapides que le trifusion de plus d'un facteur constant 2

Corollaire

Aucun tri par comparaisons ne possede une complexité meilleure que
O(nlogn). Le trifusion a une complexité optimale.

Une précision importante:
Ces O sont en fait des 0.
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