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Exercice 1 : (7 pts)

I. Calculer les primitives suivantes :

1
/ dz /:Uex dx
rlnx

L[ m&m dx (par changement de variable)

Posons ¢t = Inx, alors dt = 1/xzdx, on obtient :

1 1
/ :/tdt:ln]t]+C:ln|lna:|+C',C€R

zlnzx

2. [ zarctanz dx

On pose :
1
u=arctanz = du= dx
1+ 22
2
T
dv=zdzr = v:?

En appliquant la formule d’intégration par parties :

/udv:uv—/vdu

x? x? 1
zarctanxr dr = — arctanx — | — - ———=dx
2 2 142

On obtient :

Simplifions I'intégrale :
z? 1 1 ]
/2(1+x?)d$_ 2/ (1_ sz) dz = 5 (x — arctan z)

Donc, le résultat final est :

2
1
/x arctan z dx = % arctan z — 5(:0 —arctanzx) + C

Ce qui donne, aprés simplification :

2

2
T z 1
/xarctanxdm =5 arctanx — 5 + —arctanx + C




II. Soit la fonction f définie par :

1. Calculer f'(z).

f est dérivable sur R* et on a :

1 1 1 1
/
f(CU)_—?ex‘i‘;em: <J,‘_;1;‘2> e”
-1
= f'(x) =T et
Xz

2. Résoudre dans R I’équation différentielle suivante, pour x > 0 :
zy —y=(z—1)e" (E1)

(E1) est une équation linéaire du 1°* ordre non homogéne.

Equation homogéne associée :
ay —y=0 (En)

La solution générale de (Ef) est donnée par :

yH(x):Kef%dx:Kelnx:Km, KeR

Variation de la constante :

Posons y(z) = K(x) - x, alors :

On remplace dans (E7) :

vy () —y =z (K(z) + 2K'(z)) — 2K (z) = 22 K'(x)

On a donc : )
?K'(z) = (x —1)e* = K'(z)= i _2 e’
x

D’apres la question 1), une primitive est :

K(x):%ex—i-(}’, CeR

Finalement, la solution générale de (E;) est :

y(x):x-K(x):xGeuc) "+ Ca



Exercice 2 : (5 pts)
Soit I’équation différentielle du second ordre suivante :

y'+2y +y=2a" (E»)

1) Résolution de l’équation homogeéne associée a (E) :

y+2y +y=0 Eg

L’équation caractéristique :
24+ 2r+1=0

r = -1 est une racine double de I’équation caractéristique, donc la solution homogéne est :

yu(z) = (Crx 4+ Co)e™ ", Ch,CeR

2) Résolution d’une solution particuliére :

On cherche une solution de la forme :

yp(2) = ax® + bx + ¢

Alors :
y,(x) = 2az + b, Y, (x) = 2a

On remplace dans (Es2) :

2a + 2(2ax + b) + (ax® + bx + ¢) = 2

On regroupe :
ar® + (4a + b)x + 2a + 2b+ ¢ = 2?

Par identification :
a=1

4da+b=0b=—-4
2a +2b+c=0c=06

Donc :
ypla) = 2% — 42+ 6

est solution de (E3).
3. En déduire la solution générale de (E2), puis déterminer la solution du probléme de Cauchy :

{y//+2y/+y = 22
y(0) =0, y(0)=0

La solution générale de (Es) :



y(z) = (Crz + Cy)e” +2° —4x +6, C1,C2 €R

# Probléme de Cauchy : y” + 2y + y = 22, avec conditions initiales :

y(0)=0 et y'(0)=0

D’apres la question précédente :

y(z) = (Crz + C)e” + 22— 4z +6

y(0) = (C1-04+C) - +0—-04+6=Cr+6=Cy=—6

Y (x) = C1e” + (Crz + Co)e” + 2x — 4

y/(O)=C1+CQ—4=O:>01—6—4:0=>01210

Par suite, la solution du probléme de Cauchy est :

y(z) = (10 — 6)e” + 2° — 4z + 6

Exercice 3 : (8 pts)

On considére le systéme linéaire

x—3y+4z =8
(S)Sz—2y+42=7
r—3y+52=9

1. Ecrire le systéme linéaire (S) sous forme matricielle 4 - X = b.

1 -3 4 T
A=11 -2 4|, X=]y|, b=
1 -3 5 z

2. Résoudre le systéme par une méthode de votre choix.
Utiliser l’inverse de la matrice A on a

det(A) =1-((=2)-5—4-(=3)—(-3)-(1-5—4-1)+4-(1-(=3) —(=2)-1)
=1-(-10+12)+3-(5-4)+4-(-34+2)=1-2+3-1+4-(-1)=2+3-4=[1]
2 -1 -1

ComA=1| 3 1 0
-4 0 1



1
A7l = ComAT=1-1-11 0
det(A) M
-1 0 1
2 3
At =|-1 1 ,
-1 0 1
donc
X=A41p
T 2 3 4 8 1
=]-11 71 =1-1
-1 0 9 1
Ou bien avec Cramer :
A
:U—szl, y=-—1, z=1

Ou bien avec Gauss :

3. On considére la matrice :

-3 4z — 7
M= x Yy + 4z Y
0 z—3y+5z—28

o (11
~\o 1

MM =MM"" = Idy

Déterminer les réels x,y, z tels que :

On obtient :
r—3y+4z—-7=1 r—3y+42=8
r—3y+52—-8=1 = r—3y+52=9
r—2y+42z—-7=0 rT—2y+4z2="17

D’aprés la question précédente, on obtient :

Bon courage



