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Avant-propos

Ce polycopié est une partie du programme officiel du module d’Analyse 3 destiné prin-
cipalement aux étudiants en deuxieme année licence mathématiques appliquées, mais peut
éventuellement étre utile pour les étudiants en deuxieme année licence mathématiques,
sciences techniques, informatique (dans le cadre du systeme L.M.D.), et toute personne
souhaitant connaitre les techniques de calcul des sommes infinies dans le cas continu et

dans le cas discret.

Le niveau mathématique requis est celui de la premiere année Licence M.A, M.I ou
encore S.T. Le contenu de cette matiere est la base de toute introduction a l’analyse
mathématique. Elle est considérée comme suite logique ou encore une extension directe
des deux matieres Analyse 1 et Analyse 2 vues en premiere année. Elle permet a I’étudiant
d’acquérir le maximum de techniques mathématiques nécessaires pour la plupart des
matieres étudiées le long de son cursus, a savoir : Analyse numérique, probabilités et
statistiques, programmation mathématique et optimisation, processus aléatoires et files

d’attente...etc.

Ce polycopié comporte trois chapitres principaux, ou sont exposées les notions de
séries numériques, de suites de fonctions et de séries de fonctions. Chaque chapitre se
termine par quelques exercices corrigés permettant de controler ’acquisition des notions

essentielles qui ont été introduites.

Je ne saurais pas terminer cet avant-propos sans un grand hommage plus personnel a
mes collegues enseignants ayant expertisé sérieusement ce polycopié. Je souhaite remercier
également et tout particulierement nos lecteurs. Enfin, des erreurs peuvent étre relevées,

priere de les signaler a ’auteur.
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Chapitre 1

Les Séries Numériques

1.1 Introduction

Etant donnée une suite numérique (U,),eny de nombres réels, on sait alors que la
somme d’un nombre fini de ses termes est finie. Mais ce n’est pas toujours le cas quand on
passe a un nombre infini de termes. On se propose alors de donner un sens a l’expression
> Up,. 1l est ainsi naturel de former les sommes partielles S,, = Uy + Uy + Us + ... + U,

n>0

et d’étudier la limite de la suite (S,),en. En notant S = lim S, si cette limite existe,
n—-+00

+oo
on convient de poser S = Y U, et de dire que S est la somme de la série > U,.
n=0 n>0
Ce chapitre est consacré aux conditions nécessaires et suffisantes de la convergence de

la suite (S,)nen et & la généralisation des propriétés connues sur les sommes finies.

1.2 Définitions et Propriétés
1.2.1 Suite des Sommes Partielles

Définition 1.2.1. Soit (U, ),en une suite numérique de nombres réels ou complexes. On

appelle une série de terme général U, notée > U,, la suite des sommes partielles (.Sy,)nen
n>0

définie par S,, = Uy + Uy + Uy + ... + U,,. Si cette suite est convergente vers une limite .S,

on dira que la série ) U, est convergente et a pour somme la valeur S et nous écrivons

n>0
+oo
alors S = > U,. Dans le cas contraire, on dira que la série ) U, est divergente.
n=0 n>0
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Remarque 1.2.1. 1. Cette définition peut constituer un premier critere donnant une
condition a la fois nécessaire et suffisante de convergence des séries numériques, dit

critere des suites des sommes partielles.

2. Si la suite (Up)n>k n'est définie qu’a partir d’'un certain rang k, il en est de méme
pour la suite des sommes partielles qui lui est associée donnée par S, = > U, et
donc méme pour la série en question et l'on écrit > U,. )

n>k
Exemple 1.2.1. Pour la série de terme général U, = mﬁn > 1, la suite des
sommes partielles qui lui est associée est donnée par :

s_zU z !

plp+1) )

Ainsi, la suite (S,),>1 est convergente vers 1. Par conséquent, la série Y —— est
- n>1 n(n + 1)

1 1

aussi convergente de somme S = 1.

Exemple 1.2.2. Pour la série de terme général U, = v/n +1 — /n,Vn > 1, la suite des
sommes partielles qui lui est associée est donnée par :

Sn:zn:Up: i(\/ﬁ—\/ﬁ)z [Vn+1—1] — 400 quand n — +o0.

Ains.i,pl_a1 suite @n)nzl est divergente, ce qui entraine la divergence de la série > (vn + 1—

ND) -

Définition 1.2.2. Soit »_ U, une série numérique réelle ou complexe convergente, de
n>0
somme S. Alors, son reste d’ordre N noté Ry est donné par :

Ry=S-Sy=>)» U, —ZU = > U,

n>0 n>N+1
Théoréeme 1.2.1. Si une série numérique réelle ou complexe Y U, est convergente alors

n>0
son reste d’ordre N converge vers zéro.

Preuve 1.2.1. Pour démontrer ce résultat il suffit de considérer 1’égalité suivante :

Ry=8-Sy=> U, —ZU > U,

n>0 n>N+1

et de faire un passage a la limite des deux cotés.
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1.2.2 Série Géométrique

Définition 1.2.3. On appelle série géométrique de raison K de R ou de C et de premier

terme Uy toute série de terme général U,, = (K)"Uy pour Uy # 0.

Examinons de pres les conditions de convergence d’une telle série. Pour cela, on définit

d’abord la suite des sommes partielles (.S, )nen qui lui est associée, donnée par :

n n 1— Kn+1
Sn = Up=2 (K)'Us=Uy (ﬁ
p=0

p=0

) VK # 1

Il est clair que la suite (S,)nen converge si | K |< 1. Dans ce cas, on dira que la série
: U

géométrique Y U, est convergente et a pour somme la valeur S = 0

1-K
n>0
Si | K |> 1, alors la suite (S,,)nen est divergente, ce qui entraine la divergence de la série

géométrique Y U,.

n>0

Exemple 1.2.3. 1. La série de terme général U, = e~ est une série géométrique de raison

K = e~ ! < 1, donc convergente.

2. La série de terme général U, = 2" est une série géométrique de raison K =2 > 1, donc

divergente.

Remarque 1.2.2. Tl faut prendre garde de ne pas confondre I’étude de la série > U,
n>0

avec celle de la suite (U, ),en. En effet, reprenons l'exemple (1.2.2) ou la série Y U, =
n>1

Y (vn+ 1 —/n) était divergente, bien que la suite (U, ),en soit convergente vers zéro.

n>1
Remarque 1.2.3. La nature d’une série, en terme de convergence ou de divergence, est
une propriété asymptotique. Autrement dit, si on modifie un nombre fini de termes, ceci

p
ne va pas influencer la nature de la série en question. En effet, on a bien Y U, = > U, +
n>0 n=0

p
> U,. Sachant que la somme ) U, est finie, alors la nature de la série > U,, mais non
n>p+1 n=0 n>0

pas sa somme, dépend uniquement de celle de la série > U,.
n>p+1
Remarque 1.2.4. Comme on peut bien le constater, le critere de la suite des sommes par-

tielles associée est loin d’étre facile a appliquer, car il demande explicitement 1’expression



1.2 Définitions et Propriétés 7

analytique exacte de celle-ci, chose qui n’est pas toujours facile a déterminer. En effet, il

. . . 1 .
suffit de considérer par exemple la série harmonique » —. Pour remédier & ce probleme,
n>117

il a fallu concevoir d’autres criteres qui nous permettent de juger de la nature d’une série
numeérique sans autant passer par ’expression analytique de la suite des sommes partielles
qui lui est associée. Ces criteres peuvent constituer soit une condition nécessaire de conver-
gence, ou bien une conditioin suffisante ou encore une condition a la fois nécessaire et

suffisante .

1.2.3 Condition Nécessaire de Convergence

Théoréme 1.2.2. Pour qu’une série numérique Y, U, soit convergente, il est nécessaire,
n>0
mais pas suffisant, que son terme général U, tende vers zéro, quand n tend vers l’infini.

Autrement dit, Y U, Converge — lim U, = 0.

n>0 n—--+00o

Preuve 1.2.2. Supposons que la série > U, est convergente et montrons alors que son
n>0
terme gnénéral U, tend vers zéro. Soit (S,)nen la suite des sommes partielles associée

n n—1
a la série > U,. Alors S, = Uy, et Spo1 = Y Up. Ainsi, S, — S,-1 = U,. Or, si
n>0 p=0 p=0
la série Y U, converge ceci est équivalent a dire que la suite (.S,),en converge vers S.
n>0
Autrement dit, on aura d’'une part lim S, = S (existe, finie et unique). D’autre part,

n—---+o0o

lim (S, —S,-1) = lim U, = 0. Ce qui acheve la démonstration.

n—-4o0o n—- 400

Exemple 1.2.4. On a déja vu que la série > (v/n + 1 —/n) est divergente bien que son
n>1
terme général tende vers zéro.

1
Exemple 1.2.5. On va voir un peu plus loin, que la série ) — dite série harmonique est
n>1 N

aussi divergente bien que son terme général tend vers zéro.

1.2.4 Opérations sur les Séries

Définition 1.2.4. Soient ) U, et >V, deux séries. La série somme est la série de terme
n>0 n>0
+00 +o0o +00
général W,, = U, + V,, et on écrit > U, + >V, = > (Up + Vo).

n=0 n=0 n=0
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De méme, le produit de la série > U, par le nombre réel ou complexe A est une série de

n>0
+00 +0o0
terme général AU, et on écrit A > U, = > (AU,).
n=0 n=0
Proposition 1.2.1. Si les séries > U, et Y.V, sont convergentes et ont pour somme S
n>0 n>0
et S' respectivement, alors la série S (U, + V) est convergente et a pour somme S + S’
n>0
et la série Y (AU, est aussi convergente et a pour somme \S.
n>0
Remarque 1.2.5. 1. Ces deux propriétés de linéarité (sommation et produit par

un scalaire) conferent a l'ensemble des séries numériques convergentes la struc-
ture algébrique d’'un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel de toutes les séries
numériques.

2. L’ensemble des séries numériques divergentes n’est pas un sous-espace vectoriel de
I’espace vectoriel de toutes les séries numériques, car la somme de deux séries di-
vergentes n’est pas toujours une série divergente, sauf si elles sont de méme signe,
comme nous le montrent les exemples suivants.

3. Si A # 0 alors les séries Y U, et > (AU,) sont de méme nature.
n>0 n>0
4. Silasérie Y U, est convergente et . V,, est divergente alors la série somme ) (U, +
n>0 n>0 n>0
V,,) est aussi divergente.

1 1
Exemple 1.2.6. 1. On voit bien que la série >, — — > — = 0 est convergente bien
n>1T  p>1 N

1
que la série Y — soit divergente.
n>1 "M

1
2. La série -+
ngl(n n+

positifs divergentes.

1) est divergente comme une somme de deux séries a termes

Remarque 1.2.6. Quand on ne connait pas explicitement ’expression analytique de la
suite des sommes partielles (Sy,),>0, le passage a la limite fait défaut pour retrouver sa
nature et donc méme celle de la série correspondante. Dans ce cas, on fait appel au critere

dit de Cauchy suivant.
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1.2.5 Critere de Cauchy

On sait déja que I'étude de la série > U, est équivalente a celle de la suite des sommes
n>0

partielles qui lui est associée (S, ),>0. On sait aussi qu’une suite numérique est convergente

si et seulement si elle est de Cauchy. Nous pouvons énoncer a présent le critere de Cauchy

sur les séries numériques donné par le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.3. Pour qu’une série numérique Y U, soit convergente, il est nécessaire

n>0
et suffisant qu’elle soit de Cauchy. Autrement dit, > U, Converge <= Ve > 0,3N, tel
n>0
p
que ¥p > q > N, on ait | > U,| <e.
n=q+1

Preuve 1.2.3. Il suffit juste d’appliquer le critere de Cauchy a la suite des sommes par-

p q p
tielles (Sy)n>0, pour avoir |S, — S| =| > U, — > Usl =1 > Uyl
n=0 n=0

n=q+1
Remarque 1.2.7. Le critere de Cauchy est nous donne une condition a la fois nécessaire

et suffisante de convergence.

1
Exemple 1.2.7. Pour montrer que la série harmonique ) — est divergente, il suffit de
n>1 "M
montrer que la suite des sommes partielles qui lui est associée (S,,),>1 n’est pas de Cauchy.
n o1
En effet, pour S, = > — et pour (p = 2n,q =n) € N* x N* on obtient :
p:lp
1 1 1 1 1 1 1 1
1Sp = Sql = [S2n = Sul = | —— + too |z oot oo T n(%)zé

n+1 n+2+”' 2n 2n  2n ”'+%:
1
I1 suffit ainsi de choisir € = 5 » pour que (Sn)n>1 ne soit pas de Cauchy, et donc pour que

1
la série harmonique ) — soit divergente.
n>1 "N

Remarque 1.2.8. Les criteres de convergence que l'on a vus jusqu’ici, reposent sur 1'ex-

pression analytique de la suite des sommes partielles (.S,,),>0, qui n’est pas toujours facile

a déterminer. C’est pour cette raison qu’il a fallu concevoir d’autres criteres qui nous per-

mettent de juger de la nature d’une série numérique > U,, sans autant passer par la
n>0

détermination de la suite des sommes patielles qui lui associée. Autrement dit, des criteres

ne tenant compte que du terme général U,.
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1.2.6 Convergence Absolue

Définition 1.2.5. La série ) U, est dite absolument convergente si la série > |U,| est
n>0 n>0
convergente.

De la propriété triangulaire de la valeur absolue combinée avec le critere de Cauchy,

résulte le théoreme suivant.

Théoreme 1.2.4. Pour que la série numérique Y U, soit convergente, il suffit qu’elle
n>0
soit absolument convergente.

Exemple 1.2.8. 1. La série > i est absolument convergente. En effet, on a :
(="

= ,Vn > 1. Or, on a déja vu que la série —— est conver-
D] " a1 A ST 1)

L (="
ente. On déduit ainsi la convergence absolue de _
& & gl n(n+1)

. Ce qui entraine sa

convergermnce.

Remarque 1.2.9. 1. La réciproque de ce résultat n’est pas toujours vraie. En effet,

—1)"

il suffit de considérer la série ) =
n>1 N

cauchy, qu’elle est convergente sans qu’elle soit absolumlent convergente. Notons que

et de montrer, en se servant du critere de

cette série est dite alternée (voir un peu plus loin).

2. Ce résultat montre 'intérét des séries numériques a termes positifs. Nous verrons
aussi plus loin, qu’il y a des séries convergentes sans qu’elles soient absolument conver-

gentes. De telles séries sont dites semi-convergentes.

1.3 Séries a Termes Positifs

Vu I'importance des séries a termes positifs, plusieurs criteres de convergence ont été
établis pour cette classe particuliere de séries. Les plus pratiques sont énoncées dans la
présente section. Notons que ces mémes criteres sont aussi valables pour les séries a termes

négatifs.

Définition 1.3.1. La série ) U, est dite a termes positifs si son terme général U, est
n>0
positif, pour tout n € N. Formellement ceci veut dire que : U, > 0,Vn € N.
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Théoréme 1.3.1. Pour que la série numérique Y U, soit convergente, il faut et il suffit

n>0
que la suite des sommes partielles (S,)n>0 qui lui est associée soit majorée. Ainsi, la somme
+o0
de la série S = U, n’est autre que la borne supérieure de la suite (Sy,)n>0.
n n)n>0
n=0

Preuve 1.3.1. Pour la démonstration de ce théoreme, il suffit juste de remarquer que la
suite des sommes partielles (.S,,),>0 associée a une série a termes positifs est croissante et

de faire appel par la suite aux résultats fondamentaux connus sur les suites monotones.

1
Exemple 1.3.1. Pour tout k > 2, la série > — est convergente car la suite des sommes
n>1"T
partielles qui lui est associée est majorée. En effet, on a :

1 1
pour tout k > 2, — < —

Vn > 1.
n* ~n?2 nn-1) "

En notant par S, la suite des sommes partielles qui lui est associée, on aura :

n

1 1 - 1 1
R B Y

p=1
Ainsi, la suite (S,),>1 est majorée par 2, donc la série correspondante est convergente

et a pour somme une valeur S, telle que 0 < S5 < 2.

Remarque 1.3.1. 1. Une série a termes positifs diverge d’une seule maniere, qui cor-

respond a lim S, = +oo.

n—--—+00

2. Les résultats qu’on vient d’énoncer sur les séries a termes positifs sont aussi valables
pour les séries numériques a termes positifs a partir d’un certain rang car la somme
des premiers termes non positifs est finie. Cette derniere influe sur la valeur de la

somme de la série en question mais non pas sur sa nature.

1
Exemple 1.3.2. La série numérique de terme général U, = est a termes
(n—4)(n+1)
+o0 1
positifs a partir de n > 5. Sa somme ) est finie.

n=0,n#4 (n - 4) (TL + 1)
1.3.1 Ciriteres de Comparaison

La notion de comparaison des séries numériques réelles ou complexe découle de la

relation d’ordre totale que I’'on connait sur ’ensemble des nombres réels.
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Théoréme 1.3.2. Soient Y U, et >V, deux séries a termes positifs vérifiant U, <
n>0 n>0
Vo, Vn > 0.

i)- Si la série YV, converge alors la série Y U, est aussi convergente et on écrit
n>0 n>0

—+00 —+00
> Un < 2 Vi
n=0 n=0

it)- Si la série > U, diverge, il en sera de méme pour la série > V.
n>0 n>0

Intuitivement, ceci veut dire que, toute quantité positive inférieure a une quantité finie
est elle méme finie. Inversement, toute quantité supérieure a une quantité infinie positive-

ment est elle méme infinie.

Preuve 1.3.2. Pour montrer i), il suffit d’utiliser le résultat énoncé au Théorémel.3.1,
relatif a la propriété de la suite des sommes partielles associée a une série a termes positifs,

puis de consommer le résultat de la remarquel.3.1 pour montrer ii).

—n

e
Exemples 1.3.1. 1. La série > ——— est convergente. En effet, on a bien
e " 1 1

< , Vn > 1. Or, on a déja vu que la série —— est

nn+1) = nn+1) - ! q ,122:1 n(n+1)
convergente. En vertu du critere de comparaison, on déduit la convergence de

e—n
gl n(n+1)

L. e" ) .ooer 1 L. 1
2. La série Y — est divergente. En effet, on a bien — > —, ¥n > 1. Or, la série > —
n>1 n n n n>1 n

: R : s : e
est divergente. En vertu du critere de comparaison, on déduit la divergence de » —.
n>1 T
Remarque 1.3.2. 1. Ces criteres constituent une condition suffisante de convergence

mais non pas nécessaire.

2. Pour pouvoir appliquer ces criteres de comparaison a des séries a termes négatifs
ou encore a des séries ne gardant pas un signe constant, il susffit de multiplier son
terme général U,, par un (—1) ou encore de prendre sa valeur absolue, comme nous

le montrent les exemples suivants.
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_en

Exemple 1.3.3. 1. La série >

n>1

) qui est a termes négatifs pour tout n > 1 est

en
convergente. En effet, il suffit de la multiplier par (—1), pour avoir : — < e™" pour
n

tout n > 1 et que la série Y e™™ est série géométrique convergente.
n>1

. cosn
2. La série

convergente car elle est absolument convergente. En effet, on a bien pour tout n >

dont le terme général ne garde pas un signe constant est

cosn o ) L. 1
1, < . Or, on a déja établi la convergence de la série ) ——.
nn—1)] ~ n(n—1) nsen(n—1)
En vertu du critere de comparaison combiné avec celui de convergence absolue, on

cosn
déduit la convergence absolue de »

qui implique immédiatement sa conver-
n>2 n(n — 1)

gence.

De ces criteres de comparaison découlent plusieurs criteres. Entre autres, on retrouve

ceux dits d’équivalence et celui de comparaison a une série de Riemann.

1.3.2 Séries de Riemann

Définition 1.3.2. Une série de Riemann est une série numérique a termes positifs, de

1
terme général U, = —, a € R.
n
Les séries de Riemann forment une classe particuliere des séries a termes positifs.

Soreme 1.3. ndition nvergen une séri iemann). La série
Théoréme 1.3.3 (Conditions de convergence d’une série de Riema L

de Riemann ) — converge si et seulement si a > 1.
n>0 T

Preuve 1.3.3. Ce résultat peut étre démontré de différentes manieres mais nous avons

opté pour le critere intégrale de Cauchy que 1'on verra un peu plus loin.

1.3.3 Critere de Comparaison a une Série de Riemann

Théoréme 1.3.4. Soit > U, une série a termes positifs.

n>0
1. Sida > 1 tel que hr& n*U, =0, alors la série Y U, va converger.

2. Sida <1 tel que lirE n*U, = +o0, alors la série Y U, va diverger.
n—s -+00 n>0
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Preuve 1.3.4. C’est une conséquence immédiate du critere de comparaison combiné avec

la définition de la limite d’une suite numérique.

e—n
Exemples 1.3.2. 1. La série ) — est convergente. En effet, on a bien
>1 N
e " -
lim n*—- = 0,Va. Ce résultat reste vrai pour tout o > 1.

n—--+400 7’L2

n n

e e
2. Lasérie Y — est divergente. En effet, on a bien lim n*— = 400, Va. Ce résultat
n>1 M n—-+0o00 n

reste vrai pour tout a < 1.
Remarque 1.3.3. Ce critere est aussi valable pour les séries a termese quelconques, a

condition de prendre leur valeur absolue.

1.3.4 Criteres d’équivalence

Ces criteres nous permettent de ramener I'étude d’une série numérique compliquée
a celle d'une série plus simple. La technique de calcul utilisée est généralment celle des
dévellopements.

U,
Théoréme 1.3.5. Soient > U, et Y.V, deux séries a termes positifs avec lim — =
n>0 n>0 n—+oo V,

L = Cte < 4o0. Alors la convergence de la série Y V,, entraine celle de la série Y U,.
n>0 n>0
Si de plus L # 0, alors les deux séries sont de méme nature.

Preuve 1.3.5. Pour démontrer ce résultat, il suffit d’appliquer la définition de la limite

et de se servir par la suite des résultats des criteres de comparaison. En effet, avoir :

lim %:L:Cte<+oo(:)Ve>O,E|N,Vn>N:>‘%—L

n—---+o00

<€

< Ve>0,IN,Vn> N = (L—¢)V, <U, < (L+¢€)V,.
U, )
Remarque 1.3.4. Dans le cas particulier o lim — = L = 1, on dit alors que les deux

n—s—+o00

suites (U,,) et (V,,) sont équivalentes, et on écrit U,, >~ V/,.

Théoréme 1.3.6. Soient > U, et YV, deuz séries a termes positifs ou a signe constant,
n>0 n>0
telles qu’au voisinage de linfini on a U, ~V,,, alors les deux séries sont de méme nature.
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Preuve 1.3.6. Ce résultat est une conséquence immédiate du Théoremel.3.5, en prennant

L=1.

Remarque 1.3.5. Ce critere s’applique méme sur les séries numérqiues positives a partir

d’un certain rang.

1
Exemples 1.3.3. 1. La série > sin— est convergente car quand n €
n>1 n
1 1 1 - .
V(+00),sin— =~ —. Or, Y — est une séric de Riemann convergente. Par
n2 n2 = n?

. " 1 : L. .1 :
conséquent la série ) sin — converge aussi. Notons que la série ) sin — est bien
n>1 N n>1 T

a termes positifs.

1 1
2. La série ) log <1 - —> est divergente car quand n € V(4+00),log <1 - —> ~
n n

n>1
-1 1 L. : : , .
— . Or, Z — est une série harmonique divergente. Par conséquent la série
n n>1T

1
> log (1 — —) diverge aussi.
n

1.4 Critere Intégrale de Cauchy

Soit Y U, une série a termes positifs, ou (U, ),en est décroissante tendant vers zéro. Si
n>0
dans un systeme d’axe OXY', en tragant la courbe qui passe par les points (z,y) = (n, U,),

il est toujours possible de trouver une fonction f décroissante de R™ — R* continue dont
la représentation graphique est justement cette courbe, on a alors le résultat énoncé par le

Théoreme suivant.

Théoréme 1.4.1. Soit f une fonction de RT dans RY, continue et décroissante. La série
—+00
de terme général U, = f(n) est de méme nature que Uintégrale [ f(x)dx.

1
Exemple 1.4.1. La série de Riemann ) — est convergente si et seulement si a > 1. En
n>0 T

effet, si @ < 0, alors la série ) — divergente car la condition nécessaire de convergence
n>0 1
n’est méme pas vérifiée. Il nous reste le cas ou « est positif, pour lequel le terme
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1 : » :
général — est décroissant positivement vers zéro. Par conséquent, pour a > 0, la série
n

1 teod
> — est de méme nature que U'intégrale [(a) = [ % Cherchons alors la nature de I ().
n>0 N 1 x

A
+o0o

I(a) = / dr_ lim dr =Vaz£1
1

r* A—+oo | ¢
1

. [ 1 xl_ar{Jroo Sia<l;

A—to0o |1 — & 9 <400 Si a>1.

. oo d . Ade . A
Sia=11(a)=1I(1) = | - :Ahni f? :Ahni [loglog z]; = +o0.
— 400 ] — 400

Par conséquent, I(«) converge si « > 1 et diverge sinon. En vertu du criteére intégrale

de Cauchy, on déduit la convergence de la série de Riemann si et seulement si o > 1.

1.5 Criteres de Convergence des Séries a Termes
Quelconques

1.5.1 Critere de Comparaison a une Série Géométrique

Par comparaison avec la série géometrique de raison K, on obtient le résultat donné

par la proposition suivante.

Proposition 1.5.1. Soit > U, une série a termes quelconques. Si il existe un nombre
n>0
réel ou complere K,0 <| K |< 1 tel que, pour tout n assez grand, l'inégalité |U,| < |K|"

est vérifiée, alors la série Y, U, est absolument convergente.
n>0

Preuve 1.5.1. La preuve de ce résultat est immédiate, une fois combiné le critere de
comparaison établi pour les séries a termes positifs avec le résultat de convergence d'une

série géométrique.
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e " "
Exemple 1.5.1. 1. La série ) — est convergente. En effet, on a bien ——— <
n>1 N n(n + ].)
e™™ Vn > 1. Or, la série > e™™ est une série géométrique de raison e™! < 1, donc

n>1
e—n
convergente. En vertu du critere 1.5.1, on déduit la convergence de » —-.
n>1 T

. 1 R |
2. La série ) sin — est convergente. En effet, on a bien sin — < — Vn > 1.
n>1 n n n
cosn

n

3. La série ).

n>1

) cosn
est absolument convergente. En effet, on a bien ‘ ’ <

1\" 1
(§> , Vn > 1, qui est le terme général d'une série géométrique de raison K = 3 <1,
donc convergente. En vertu du critere 1.5.1, on déduit la convergence absolue de

cosn
2.

n>1 2"

Remarque 1.5.1. Pour répondre a la question d’existence du nombre réel K,0 < K <1
vérifiant I'inégalité |U,| < K™, l'idée la plus naturel est d’étudier la nature de la suite

(/]Un|)nen- Ce qui nous conduit a la Regle de Cauchy.

1.5.2 Regle de Cauchy

Proposition 1.5.2. Soit Y U, une série a termes quelconques et supposons que la limite

n>0
L= 1in+1 YUy, existe. Alors
1. si L <1, lasérie Y U, est absolument convergente ;
n>0
2. siL>1, la série Y U, est divergente;
n>0
3. si L =1, on ne peut rien dire de la nature de la série > U,.
n>0
Preuve 1.5.2. 1. Si L < 1, on procede par définition puis par comparaison de la série

initiale a une série géométrique. En effet, si L < 1, alors il existe un réel k, tel que
L < k < 1. Ainsi, pour n assez grand, on aura : {/|U,| < k. Dot |U,| < k™. La
convergence de la série géométrique de raison k entraine la convergence absolue de
la série de terme général U,,.

2. Si L > 1, alors le terme général U,, ne tend jamais vers zéro quand n tend vers

I'infini. Ce qui entraine la divergence de la série correspondante.
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nn
Exemples 1.5.1. 1. La série de terme général U,, = o est convergente car :

n

lim /[0, = lim {/—0 = lim 2ﬁn:o<1.

n—s+4o0o n—s+oo 2"2 n—s+oo

n+1
n

n2
2. La série de terme général U,, = ( ) est divergente car :

n—s-+oo n—--4oo n

1 n
lim ¢/|U,]= lim <”+ ) —e> 1.

o . . n+1\" .
3. On ne peut rien dire sur la nature de la série de terme général U, = ( ) via

n
1
la régle de Cauchy, car : lim {/|U,| = lim <n i ) =1

—+00 n—--+0oo n

1.5.3 Regle de d’Alembert

Proposition 1.5.3. Soit Y U, une série a termes quelconques et supposons que la suite

n>0
(‘ U;}:l > est définie pour n assez grand et admet une limite L quand n tend vers [’infini.
Alors
1. si L <1, lasérie Y U, est absolument convergente ;
2. st L>1, la série %0 U, est divergente;
3. siL=1, onne p:uztom'en dire de la nature de la série »_ U,.

n>0
Preuve 1.5.3. Un raisonnement analogue a celui utilisé pour démontrer la regle de Cauchy

nous permet de démontrer la regle de d’Alembert.

1
Exemples 1.5.2. 1. La série de terme général U,, = — est convergente car :
nn
I UARY R " I O R
im = lim — = lim = .
n—-—+00 n n—--+00 (TL + 1)n+1 n—+oo \ N + 1 n+1

7/ . /7 / en M
2. La série de terme général U,, = — est divergente car :
n



1.5 Criteres de Convergence des Séries a Termes Quelconques 19

U%+1

en+1 n n
= lim — | =e lim =e> 1
n—s+4o00 n n—-+oo \ N + 1 e n—s-+oo N + 1

3. On ne peut rien dire sur la nature de la série de terme général U,, = via la
nlogn
Un . 1
regle de d’Alembert, car :  lim 1 im nlogmn _
n—+too | U, n—+oo (n + 1) log(n + 1)

1.5.4 D’autres Criteres de Convergence

Théoréme 1.5.1. Soit (a,)nen une suite a termes poisitifs telle que lim a, = a > 0.

n—-> 400
Si Uy, = an.Vy,¥n € N et que YV, est une série a termes positifs, alors les séries Y U,
n>0 n>0
et >V, sont de méme nature.
n>0

Preuve 1.5.4. Pour montrer ce résultat, il suffit d’appliquer la regle de d’Alembert.

n+ 3
Exemple 1.5.2. La série de terme général U, = ”_% est divergente. En effet, apres
n n
n+ 3
décomposition, on aura U, = a,.V,, ou a, = i 5 > 0,Vn € N avec lir& a, =1>0

1
et >V, = > — est une série divergente. En vertu du Théoreme 1.5.1, on déduit la
n>1 n>1 T

divergence de la série ) U,.
n>1

Proposition 1.5.4. Soient (U,)nen €t (Vy)nen deur suites numériques vérifiant U, =

Vo1 — Vi, ¥n € N. Alors la série Y U, est de méme nature que la suite (Vy,)nen.
n>0

Preuve 1.5.5. Pour montrer ce résultat, il suffit d’utiliser le critere des suites des sommes
n

n n
partielles assosiées. En effet, si U, = Vi1 = V,,,Vn e N<= Y U = > Vi1 + > Vi =
k=0 k=0 k=0
Vor1 — Vo. Clest a dire que S, = Vyy1 — Vo, o (Sy)nen la suite des sommes partielles

associée a la série Y U,. Ce qui montre qu’elles sont bien de méme nature.
n>0

1.5.5 Critere d’Abel

Théoreme 1.5.2. Soit > U, une série a termes quelconques ne gardant pas un signe

n>0
constant, de la forme > U, = > apb,. Si la suite (b,)nen est positive, décroissante et
n>0 n>0

n
tend vers zéro, et que la suite S, = Y a, est bornée, alors la série Y a,b, est convergente.
p=0 n>0
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sinn

Exemple 1.5.3. La série ) est convergente, car pour tout n > 1, le terme général

n>1 N
U, = a,b,, ou la suite a, = — qui est bien positive et décroissante vers zéro, et la suite
n

des sommes partielles associée a la suite b, = sinn est bornée. En effet, pour tout n > 1 :

n n n n n n—1
1S, = |20, = | D sinp| = |2 Im (e?)]| = [Im Zeip} < (Y e?| = |e [Z eip] =
p=1 p=1 p=1 =1 p=1 p=0
1 —en R 2 1
l —| = e -~ < = = M.
1—e o 1—e"| 7 VvV2—2cos1 sinl
2

Remarque 1.5.2. Notons que tous ces criteres de convergence établis jusqu’ici sur les
séries a termes quelconques restent valables pour déterminer la nature des séries a termes

positifs.

1.6 Séries Alternées

Définition 1.6.1. La série > U, est dite alternée si son terme général U,, = (—1)"V,,, ou

n>0
V,>0,Vn € N.

Théoréme 1.6.1. Soit > U, = > (—1)"V,, une série alternée. Si pour tout n € N, la

n>0 n>0
suite (Vy)nen est décroissante et tend vers zéro, alors la série Y U, est convergente. De
n>0
+o00o
plus, si R, = Y. (—1)*Vj est son reste d’ordre n, alors on a |R,| < Viy1.
k=n+1

—1)»
Exemple 1.6.1. La série > (=1)

n>1 n

ets une série alternée convergente.

Remarque 1.6.1. Le critere de convergence des séries alternées est un cas particulier du

critere d’Abel.

1.7 Produit de deux Séries

Définition 1.7.1. Soient > U, et >V, deux séries numériques. La série produit des
n>0 n>0

n
deux séries > U, et Y V, est une série ) W,,, on W,, = > U,V,,_,,Vn € N.
p=0

n>0 n>0 n>0
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Théoréme 1.7.1. Soient Y U, et Y.V, deux séries numériques a termes quelconques
n>0 n>0

absolument convergentes, de sommes U et V' repectivement. Alors la série produit Y W,
n>0
est aussi absolument convergente et a pour somme la valeur UV .

Théoreme 1.7.2. Soient Y U, et >V, deuz séries numériques a termes positifs conver-

n>0 n>0
gentes, de sommes U etV repectivement. Alors la série produit >, W, est aussi convergente
n>0
et a pour somme la valeur UV .
1
Exemple 1.7.1. Pour les séries numériques de terme génaral U, =V, = o0 la série
. , n n+1
produit | > U, > V.| est de terme général W,, = > U,V,_, = ——,Vn € N,
n>0 n>0 p=0 2"

convergente et de somme égale

1.8 Exercices

Exercice 1.8.1. Donner la nature des séries numériques suivantes en se servant du critere

des suites des sommes partielles associées.

. _(n+1) b _(n—=(=1)") . 14+24+---+n

no gn 7 3n ”_13+23+,,,+n3'
nt —(n+1)3 n 1

Ay = —— it = i e = log(1 = ).

Corrigé 1.8.1. Notons par (A,), (By), (Cy), (Dy), (V,) et (W,,) les suites des sommes par-

tielles associées aux séries précédentes respectivement. Alors, on aura :

n np+l a1l o p 1= (13 o p o
1 An: a, = = — + —_ = | —| + —:Sn—i—Sn,ou
;DZ=:0 g p=0 3P 102:3031) pz=:03p 1_1 102:3031)
3
( _ n+1
1 2
1- =
3
Ip+1 1
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Ainsi, on aura

1
A, S—I—An1:>llmA—llmS+—11mAn1:>hmA

n—-400 n—-—+o0o n—-—+oo n—-4o00

»-lkw

Par conséquent, la série > a, converge et a pour somme la valeur 9/4.
n>0

Ainsi, on obtient

! 11 ]. 1 - _1 n+1
B, = S, — S, = _Anfl - ( /3) —“n—+oo 0.
1+ 3

Par conséquent, la série > b, converge et a pour somme la valeur nulle.
n>0

n n 1+2+...+p n 1+2+...+p n
- 13 1 93 3 )Y 2 Y =
s P28 pd S (14244 p) p=1p(p+1)

1
2 -——)=2(1-
pzl<p p+1) ( n -+
Par conséquent, la série > ¢, converge et a pour somme la valeur 2.

n>0

1) —“n—+oo 2

4 3 4 3 3
pr—(p+1)° &pt & (p+1)’  (n+1)
D TR b )
p=0 y4 p=0 p: p=0 4 n:
Par consequent, la série > v, converge et a pour somme la valeur nulle.
n>0

1

p P 1 1
vn: v, = _— = — — —
20 ;p4+p2+1 —~ P +p+ 1) —p+1) 2p “|pPP—p+1

i
(=)
’ﬁ

pP+p+1

=Tp

1 1 1 1 1
= 2o ) =5l ) =5 (17 ) T

Par conséquent, la série > v, converge et a pour somme la valeur 1/2.
n>0

=Tp+1
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n n

W=y = loa(l = =) = 3 (log(p+ 1) + log(p — 1) — 2loz)

p=2 p=2

n+1

= —log2 —logn+log(n+1) = —log2 — log —ntoo — 10O 2.

n

Par conséquent, la série > w, converge et a pour somme la valeur — log 2.
n>0

Exercice 1.8.2. Soit a étudier la nature de la série numérique de Bertrand de terme
général
1

Un = aliogn)?

ou a € R, g eR.

Corrigé 1.8.2. Vérifions d’abord la condition nécessaire de convergence, en cherchant :
(0 Sia>0,V3>0;
] 400 Sia<0,V38>0;
lim U,= lim —— =<0 Sia=0,VY6>0;.
n—s-+0o n—s-+oo N (log n)ﬁ .
1 Sia=0,VY6=0;
(+oo Sia=0,V5<0.
Ainsi la condition nécessaire n’est vérifiée que si (a > 0,V(3) ou (« = 0,V > 0) . Ce

qui entraine la divergence de la série Y U, pour tout (o < 0,V3 > 0) ou (aw =0,V < 0).
Notons que la série > U, et a termes spositifs. On peut alors lui appliquer le critere de

comparaison a une série de Riemann, en cherchant :

n ny—«

lim U, - lim — - lim -
i U 2 e (log n)? n—toc (log )’

(0 Sivy—a<0,V3; (1)

+oo Sivy—a>0,V0; )

0 Siy—a=0,V6 > 0; (1it).
1 Siy—a=0,V6=0; (
(+o0 Siy—a=0,V3<0 (v).

e De (7),on a bien lim n'U, =0,Vy—a <0,V <= lim n"U, =0,Va > v,V0.

n—-+4o0o n—---+o0o

En particulier, lim n?U, = 0 méme pour tout a >~ > 1,V[.

n——+o00

: 1 : :
Or pour v > 1, la série ) et est convergente. Par conséquent, la série Y U, converge si

a>1et V.
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e De (ii), on a bien hni n'U, = +o00,Vy —a > 0,V[ < hl?r n'U, = +o0,Va <
7, V6.

En particulier, hrri nU, = +0o0 méme pour tout o < v < 1,V}.
n—— oo

1
Or pour v < 1, la série 2—7 est divergente. Par conséquent, la série Y U, diverge si
n

a<1etVp.

o Il reste le cas ot a« = 1, 5 € R. Dans ce cas, on peut appliquer le critere Intégrale de

Cauchy, car la fonction z — f(z) = est bien positive, décroissante et tendant

x(log z)?

vers zero. Ainsi, la série > U,, est de méme nature que l'intégrale (3 que

H8

R logzn z(logz)P’
I'on va établir comme suit :

?O lim r_dr
v logx A—>+ook z(logx)B
1
N . 1 ik
a Al—lgl-oo‘][ (log ZL‘) dv = Al—lgl-oo |:1 - ﬁ (log 13) :|k ’V6 7& L
1-p : .
_ )51 (log k) Si 0> 1; (1)
+00 Si <L (2)

De (1) et (2), on déduit que 'intégrale I(3) est convergente si « = 1, 3 > 1 et divergente
sia =1,0 < f < 1. Par conséquent, la série Y U, est convergente si « = 1,3 > 1 et

divergente sia = 1,0 < § < 1.

eSia=1let f=1, alors:

1

o dx A dx A —
16) = = A - T _gr= lim [logloga] = +oo.
(ﬂ> Lk[ x log T A_I{E'I'OO‘]{ T log X A—»—i—oo‘][ A_l{r_,'l_oo [ 0g log .’L'] —+00

Ce qui implique la divergence de I(f3), et donc celle de la série Y U, sia =1et § = 1.
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e Conclusion :

La série de Bertrand converge si (o > 1,V3) ou (a = 1,V > 1) et diverge si (a < 1,V[3)
ou (a=1,V5 <1).

Exercice 1.8.3. Indiquer la nature de la série >  U,, dans chacun des cas suivants :

a)- Unzli—n?)n; b) — Un:@,p>0; c) — UnZ%(SiDQ)Q,QE [O,g];
1+logn
d)_ Un:2_7|;—\/ﬁg§ 1 2
sin“n —1)"logn n°e
e)- U, = o 3nf)— Un:[1+()Tg]; g) — n_m>
h) — Un:(n+1)”a,a>0

Corrigé 1.8.3. Notons que les séries proposées sont a termes positifs.

2n
1+3n
géométrique de raison k = (2/3) < 1, donc convergente. Ce qui entraine la conver-

2TL

ence de la série .

s L1ty
b)- Il suffit d’'utiliser le critere de comparaison & une série de Riemann. En effet,

1
on a bien lim n*U, = lim n®

n—-+00 n—-+00 (log n)p
particulier, ceci est vrai méme pour un 0 < o < 1 et indépendemment de p. Or, pour

a)- Il suffit de remarquer que U, =

< (2/3)™ qui est le terme d’une série

= +o00,Va > 0 et pour tout p > 0. En

L. . 1 . . . .
a < 1, la série de Riemann ) — est divergente. Ce qui entraine la divergence de
n>1 7

1
— ., Vp > 0.
gz (logn)r P

c)- Pour la série )~ —(sina)?, a € [0, g], on a deux cas a distinguer :

n>1 "N
i)- Si a =0, alors U,, = 0.
ii)- Si a €]0, g], il suffit d’appliquer la regle de d’Alembert. En effet, on a :
Un+1 ) 2n+1 n2

li =1 ——— =21
niTOO U, nirfw (n+1)22» nirfw n+1

2=2>1.

De i) et ii), on déduit la convergence de la série ) —(sina)? si et ssi a = 0.
n>1 "N
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1+ logn 1 logn
d)- U, = = =V, + W,.
) ny/n n\/ﬁ+ ny/n *
1

La série V., =
El " gl ny/n

logn
La série W, =
gl gl ny/n

tel que 1 < a < 3/2 de sorte que lim n*W, = 0.

n—-+4+o0o

est une série de Riemann convergente (a > 1).

est aussi convergente car on peut toujours trouver un «

Ainsi, la série ) U, converge comme la somme de deux séries convergentes.

n>1
- o sin” n . o
e)- La série de terme général U,, = —,a > 0, peut s’écrire de la maniere suivante :
n
sinn 1 —cos2n 1 cos 2n
U, = = = — =V, +W,.
ne 2ne 2ne 2n®
r Sl = — une séri iemann convergente si e )
Or, la série V — est une série de Riemann convergente si et ssi o > 1
n>1 n>1 2n
, . . ; . cos 2n .
D’autre part, grace au critere d’Abel, la série > W, = > ——— est aussi conver-
n>1 n>1 2n
gente pour tout a positif. Par conséquent, la série > U, va converger pour tout
n>1
a > 1.
- . (=1)"logn ) .
f)- La série de terme général U, = [1 + —————] est divergente car la condition
n
nécessaire de convergence n’est pas vérifiée Vo
2c
g)- Soit la série de terme général U, = ————— a > 0. Pour déterminer sa na-
o™ +logn

ture, vérifions d’abord la condition nécessaire de convergence. Pour cela, cherchons

lim U,, en se servant du critere d’équivalence connu sur les suites numériques,
n—-+00

comme suit :

(20
n—, Sioa>1.
an
2
n
~{— Si a=1. )
U, ~ ¢ T logn’ i« (1.1)
n2a
, Si a< 1.
( logn

Par passage a la limite, on obtient facilement les résultats suivants :

0 Sia>1,
lim U, = {400 Si a=1, (1.2)

La condition nécessaire n’est donc vérifiée que pour o > 1, par conséquent la série

> U, est divergente si 0 < o < 1.

n>1
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Maintenant si a > 1, il suffit de se servir du critere d’équivalence combiné avec la

régle de d’Alembert.

2
n
En effet, pour a« > 1,U, ~ — = V,. Ainsi, les séries »_ U, et >V, sont de
am” n>1 n>1
) .V 1 n+1\* 1 .
méme nature. Comme, lim "t 2 lim ( ) = — < 1, on déduit alors
n—-+00 n  n—+o0 n «

la convergence des deux séries.

h)- De méme pour déterminer la nature de la série de terme général U, =

n+1
apres avoir déterminé son équivalent. On aura ainsi,

)™, a > 0, nous allons d’abord vérifier la condition nécessaire de convergence

0 Si a>1,
lim U, = lim e ™ = E Si a=1, (1.3)
n—-+0o n——+00 e
1 Sia<l.

La condition nécessaire n’est donc vérifiée que pour a > 1, par conséquent la série > U,
n>1

est divergente si 0 < o < 1.

Maintenant si o > 1, il suffit de se servir du critere d’équivalence combiné avec la régle de

Cauchy comme suit :

0 Si a>2,
hIJ’l:l n/Un — hI—P ’ﬂ/e_nafl — 1151:1 efna—Q _ 1 Sl o= 27 (14)
n—-roo n—-roo n—-roo [
1 Sil<a<?.

Par conséquent, la série > U, est convergente si o > 2.
n>0

Exercice 1.8.4. Indiquer la nature des séries numériques de terme général

(="

a)- U, = —— a>0.
SO ey
logn " logn
b)- U, = |1— ,a > 0.
F o= = (i) |
Corrigé 1.8.4. a)- Notons que, bien que la série de terme général U, =

(—1)" y e gondral U
| ]_)n’a > (0 est une série alternée, a partir, dont la condition nécessaire de
n N
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convergence est vérifiée Vo > 0, on ne peut pas comme méme se servir du critere de

1
convergence des séries alternées a cause de la non décroissance de la suite W
na — n
Ainsi pour déterminer la nature de »_ U, on va procéder comme suit :
n>0
-1 -1 1 -1 1 1 1
Un = ( ) = ( ) P = ( ) — —2 +—2 5(—2 ), (15)
n® + (—=1)» ne (1) ne n2e - p2e T ip2e
1+ —— T N——
n% Vn Wn Zn
N 1 :
ou lim e(—-)=0,Va > 0. Autrement dit,
n—+4o0o n4«
-1 1
Unzu——,‘v’a>0. (1.6)
ne n2o
——
Vi, W,

Or d’une part, la série Y V,, est une série alternée convergente pour tout o > 0.
>
D’autre part, la série an_/[O/n est une série de Riemann convergente si et ssi a > 1/2.
>
On déduit alors la cor?&eorgence de la série > U, siet ssi a > 1/2.
>
b)- Pour déterminer la nature de cette série, ?1:)?15 alllons d’abord simplifier son expres-

sion, en lui cherchant un équivalent comme suit :

a)-

n

logn "1 logn logn logn
e+ )/ L log(n(1+-)) ) | "
logn logn logn logn
= 1= 1 P 1 - 1 «a
logn + log(1 + —) " log(1+ —) "
n logn | 14+ —1
logn
~|1_ 11 loganz {1_(1_ 11 >n} 1ogan2ia
14+ n nlogn n n
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qui est une série de Riemann convergente si et ssi @« > 1. En vertu du critere

d’équivalence, on déduit la convergence de la série Y U, si et ssi o > 1.
n>1
Exercice 1.8.5. Soit la série de terme général U,, suivante :

(n+1)m
U, = / e Usinx dr

nm

1)- Montrer que la série U, est alternée.
+oo

2)- Retrouver sa nature puis calculer sa somme Y U, de deux manieres différentes.
n=0

Corrigé 1.8.5. Soit la série de terme général U, suivante :

(n+1)m
U, = / e Usinz dx

nm

1)- Montrons que la série ) U, est alternée.
n>0
Faisons un changement de variable en posant : x = nmw + t. On obtient ainsi
I’expression suivante :

(n+1)m ™

U, = / e “sinzdr = /e(””t) sin(nm+t) dt = (—1)"e """ / e 'sin(t) dt = (=1)"e ""U,.
0

nmw 0

Apres une double intégration par parties, on trouve :

™

Uy = /e_t sin(t) dt =

0

1+4+e™™
5

D’ou 'expression récurrente de U,, en fonction de Uy suivante :

1 —TT
Un _ (_1)n€fn7rU0 _ (_1)n+Te e T — (_1)nvn‘

(Vi)n est bien une suite numérique a termes positifs, donc la série numérique ) U,
n0

est bien une série alternée. La décroissance vers zéro de la (V},),, entraine la conver-

gence de la série ) U,.

n>0
+oo
2)- Calculons la somme ) U, :
n=0

Pour calculer la somme demandée, on peut procéder de deux manieres différentes.
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Premiere Méthode : Elle consiste a consommer directement le résultat trouvé a
la question précédente. En effet, notons par S la somme de cette série numérique,

on aura alors :

—(=n+1)mw

Jre=nT — i 1+e 1
S = ZU UOZ Jim Uy — ==

Deuxieme Méthode : Elle consiste a nous ramener a 1’étude d’une intégrale
impropre, du fait que :

S = ZU —Z / sinxdmz/e"”sinxdm.

0

Apres une double intégration par parties, on trouve :
S=1=1/2

Exercice 1.8.6. Retrouver la nature de la série numérique de terme génaral U, =

n+1 . - .
( o ) puis calculer sa somme en se servant des séries produit.
Corrigé 1.8.6. La série > U, est convergente grace a la régle de d’Alembert. En
n>0

effet, on a bien

. Un+1 1 n+2

lim == =1/3<1.

notoo U, 3 n—>+<>o n+1 /
1

Pour calculer sa somme, posons a, = 3 qui est le terme général d'une série

1
géométrique de raison (§ < 1) donc convergente et ayant pour somme la valeur

3
S=-.
2 1 1 1
I1 est simple de constater alors que I = g A présent, on peut réécrire U,, sous
la forme suivante :
1 & 101
Un:(n—|—1)3 (n+1)a Zan Zapan_p: TR

p=0

qui est le terme général de la série prodult

(55) - (3+) - ()
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. 9
Par conséquent la série > U, est convergente et a pour somme la valeur S? = T
n>0

2 2
Exercice 1.8.7. Monter que la série (Z Un) = (Z ) est convergente et

n>0 w0 2'n!
puis calculer sa somme.

Corrigé 1.8.7. Nous allons retrouver une expression analytique plus simple pour la

1 \2
série (EO 2”n!) )

<Z 2nln!>2 N (Z 2n1n!> <Z 2n1n!> =2 (i zplp! 2”—1’(711 - p)!)

n>0 n>0 n>0 n>0 \p=0
1 (< 1 1 " n! 1
S (o) - S (Sats) -
n202 <p:0p.(n p)) n202 n! (pzop.(n p)! !

La série ) — est bien convergente, grace a la regle d’Alembert. En effet, il suffit de
n>0 n.
calculer la limite suivante :

. Un+1 . n!
1 = 1 — | =0<1.
n—1>H—&}<>o ( U, ) n—l>n—&}oo ((n —+ 1)') <

A présent, on peut calculer sa somme, en se servant du dévelopement limité de la

1

fonction e* au voisinage du point x = 0. Il suffit juste de constater que e.

n>0 TL'

Par conséquent, la série > U, converge aussi et a pour somme la valeur /e.
n>0



Chapitre 2

Les Suites de Fonctions

Dans ce chapitre, nous allons étudier les suites de fonctions réelles (f,,)nen, i.e des
suites dont les termes sont des fonctions définies sur une méme partie £ C R. Pour
cela, il est clair que I'on va combiner toutes les notions fondamentales connues sur les
suites numériques avec celles établies sur les fonctions rélles a une seule variable réelle.
Nous allons nous interesser aux propriétés de la fonction limite en terme de continuité,
dérivabilité, intégrabilité, etc ..., étant connues celles des fonctions (f,),vn € N. La
notion du simple passage a la limite connue dans le cadre des suites numériques nous

permet de définir un critere dit de convergence simple des suites de fonctions.

2.1 Convergence Simple

Définition 2.1.1. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur une méme partie
E C R. La suite (f,)nen sera dite simplement convergente sur E, si pour tout = € E,
la suite numérique (f,(z))nen est convergente quand n — +o00. Si la fonction f(z)

est sa limite, la convergence simple s’exprime alors comme suit :

fn —n—+4oc0 f < lim fn(l') = f(l'), Ve € E

n—-+0o00
& Vr e B, Ve > 0,IN.,,Vn > Nop = |fula) — fz)] <€

Remarque 2.1.1. 1. Le nombre N dont 'existence est affirmée apres le choix de ¢

et de x dépend de ce choix.

32



2.1 Convergence Simple 33

2. Toutes les propriétés sur les limites des suites numériques se traduisent
immédiatement comme des propriétés sur les limites simples des suites de fonc-
tions.

Exemple 2.1.1. Prenons E = [0, 1] et la suite de fonctions définie par

, Vn eN.

v fule) = o

Par un simple passage a la limite, on aura nirgoo falz) =0,Vz # 0. Si z = 0, alors
fn(0) = 0. Par conséquent, la suite de fonctions (f,),en converge simplement vers
la fonction f = 0 sur [0, 1]. Notons que toutes les fonctions f, sont continues sur E
ainsi que la fonction limite f.

Exemple 2.1.2. Prenons E = [0, 1] et la suite de fonctions définie par

_nx
14 nx

, VneN.

Par un simple passage a la limite, on aura lim f,(z) = 1,Vz # 0. Si x = 0, alors

n—--—+00
fn(0) = 0. Par conséquent, la suite de fonctions (f,)en converge simplement vers la
1 si oz €0, 1]

fonction z —— f(x) =
/(@) 0 si x=0.

Notons que toutes les fonctions f,, sont continues sur £ mais la fonction limite f ne
’est pas.

Exemple 2.1.3. Prenons E = R et la suite de fonctions définie par

xr—>fn(x):(x2+i2) , Vn>1.
n

Un simple passage a la limite nous permet d’avoir nirglroo fo(x) = |z|,V2 € R.

Par conséquent, la suite de fonctions (f,),en converge simplement sur R vers la
fonction z — f(z) = |z|. On voit bien que toutes les fonctions f,, sont dérivables
sur [E mais la fonction limite f ne I’est pas.

Exemple 2.1.4. Prenons E =]0, 1] et la suite de fonctions définie par

T fo(r) =

[~ 3
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Par un simple passage a la limite, on obtient une fonction limite définie par :

f:0,1] =R

v ) = -

Par conséquent, la suite de fonctions (f,,)n,en converge simplement vers sur |0, 1] vers
la fonction x — f(z) = i Comme on peut bien le constater, chacune des fonctions
fn est bornée sur |0, 1], mais la fonction limite f ne 'est pas.

Remarque 2.1.2. Pour l'étude des suites de fonctions, on dispose aussi, comme
dans le cas des suites numériques, du critere de Cauchy qui est surtout d’un emploi
théorique tres utile des que 'on veut montrer la convergence d’une suite dont on

ignore la limite.

2.2 Critere de Cauchy

Par analogie aux suites numériques, il est naturel de poser la définition suivante.
Définition 2.2.1. Soit (f,,)nen une suite de fonctions définies sur une méme partie
E C R. La suite (f,)nen sera dite simplement de Cauchy sur E, si pour tout x € E,
la suite numérique (f,,(x))nen est de Cauchy. Ce qu’on peut exprimer formellement
come suit :

(fa)nen est de Cauchy sur E <
Va € ]E’VG > 073N€:x7v(p7 Q) € N x N/ p>q> Ne,m = ’fp(ﬁf) - fq(x)| < €.

Théoréeme 2.2.1. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur une méme partie
E C R. La suite (fn)nen est simplement convergente sur B, si et seulement si elle est
simplement de Cauchy sur E.

Preuve 2.2.1. Le raisonnement est analogue a celui établi sur les suites numériques,
il suffit juste de remplacer la valeur de la limite par la fonction f.

Exemple 2.2.1. La suite de fonctions définie sur R par z — f,,(z) = sin(nx),Vn € N,

n’est pas simplement convergente sur R car elle n’est pas de Cauchy sur R.
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Remarque 2.2.1. Les exemples 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4 nous montrent que la
convergence simple n’est pas suffisante pour que la fonction limite hérite des pro-
priétés des fonctions f,, d’ou la nécessité de forger un autre critere beaucoup plus

puissant dit "de Convergence Uniforme”.

2.3 Convergence Uniforme

Définition 2.3.1. Une suite de fonctions (f,(z))nen définies sur une méme partie
E C R converge uniformément sur E vers la fonction f, si a tout e positif, on peut
faire correspondre un nombre entier N, ne dépendant que de ¢, tel que Vn > N, on

ait f,(z) tend vers f(z) uniformément sur R. Autrement dit,

(fn)nen converge uniformément sur E <
Ve > 0,3dN.,Vn > N, = |fu(z) — f(z)] <€,V € E

& lim sup|fule) — f(z)] = 0.

n—+00 4ck
Remarque 2.3.1. Il est facile de constater que la convergence uniforme entraine la
convergence simple mais que la réciproque est fausse.

Exemple 2.3.1. Soit la suite de fonctions définie par
folz) =2", Yz €l0,1], Vn>0.

Par un simple passage a la limite, on aura lim f,(z) = 0,Vz # 1. Si x = 1, alors

n—-—+o00

fn(1) = 1. Par conséquent, la suite de fonctions (f,,),en converge simplement vers la

0 si z€l0,1

fonction z —— f(z) = S? ze[01]
1 st z=1.

Pour la convergence uniforme, il est clair qu’elle n’est pas vérifiée ni sur [0, 1] ni aussi

sur [0, 1[. En effet, on a: sup |f.(z)— f(z)| = sup |z|* =1 - 0 quand n — +o0.
z€[0,1] z€[0,1]

Le probleme se pose justement au point x = 1 et tout son voisinage. En revanche, il

y a convergence uniforme sur tout intervalle de type [0,a] ou 0 < a < 1.

En effet, Va,0 <a <1, sup |fu(z) — f(z)| = sup |z|* =a" — 1o 0.

z€[0,a z€[0,a
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2.4 Convergence Uniforme de Cauchy

Comme dans le cadre de la convergence simple, le critere uniforme de Cauchy nous
permet de juger de la convergence uniforme d’une suite de fonctions sans faire appel
a Iexpression analytique de sa fonction limite simple.

Définition 2.4.1. Soit (f,,)nen une suite de fonctions définies sur une méme partie

E C R. La suite (f,,)nen sera dite uniformément de Cauchy sur E si :
Ve > 0,3dN,V(p,q) e Nx N/ p>qg>N.=|f,(x) — fy(z)| <€ Vx€E.

En combinant le critere de Cauchy avec le critere de convergence uniforme, on obtient
immédiatemment le résultat suivant.

Théoréme 2.4.1. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur une méme par-
tie E C R. Pour que la suite (fn)nen Soit uniformément convergente sur E, il est

nécessaire et suffisant qu’elle soit uniformément de Cauchy sur E.

2.5 Propriétés de la fonction limite d’une suite de
fonctions

Dans cette partie, nous allons donner les conditions suffisantes sous lesquelles la

fonction limite f conserve certaines propriétés des fonctions f,,.

2.5.1 La continuité

Théoréme 2.5.1. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur une méme partie
E C R, uniformément convergente sur & vers f. Si les fonctions f, sont toutes
continues sur E, alors la fonction limite f est aussi continue sur E.

Preuve 2.5.1. On va procéder par définition équivalente de chaque notion. On sait
alors que :

1.D’une part,

les fonctions f,, sont continues en tout point a € E
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S par définition V€1 > 0,3 > 0,Vx € E: |z —a| < a=|fu(z) — fula)] <e  (2.1)

2.D’autre part,
la suite de fonctions f,, est uniformément convregente vers f sur E

<= par définition Veq >, ElNeg,‘v’n > N€2 = |fn(£(]) — f(ZL‘)| < €9, Vr e E (2.2)

Ceci reste vrai en particulier méme pour x = a. C’est-a-dire que
Vey > 0,9N,,,Vn > N, = |fula) — f(a)] < €2, (2.3)

Pour montrer que la fonction limite f est continue sur E, il suffit de montrer qu’elle

est continue en tout point a € E. Ce qui est équivalent par définition a :
Ve>0,30 >0,Vx € E: |z —a| <= |f(z) — fla)] <e
En effet, on a bien :

[f (@) = fla)l = |f(z) = ful) + ful@) = fula) + fula) — f(a)]

Ainsi, il suffit de prendre 6 = « pour que :
Ve>0VeeE: |z —a|<d=|f(x)— fla)|] <€ (2.5)

Ce qui traduit bien la continuité de la fonction limite f en tout point a € E.
Corollaire 2.5.1. §i une suite de fonctions continues sur E, converge uniformément

sur K, alors sa limite est une fonction continue sur E.

2.5.2 L’intégrabilité

Théoréme 2.5.2. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues sur E = [a, b], uni-
formément convergente sur [a,b] vers f. Si les fonctions f, sont toutes continues sur

E. Alors,
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1. La fonction f est intégrable sur [a,b].

b b
2. De plus, hm ffn Ydz = [ hrﬂ fo(@)de = [ f(z)dx

a

C’est a dire que la convergence uniforme conserve l'intégrabilité et permet alors d’in-
tervertir le signe limite et le signe intégrale.

Preuve 2.5.2. i)- Soit (f,)neny une suite de fonctions continues sur [a,b], uni-
formément convergente sur [a,b] vers la fonction limite f. Alors en vertu du
Theoréme2.5.1, f est continue sur [a, b] et donc aussi intégrable sur [a, b].

ii)- On sait que

La suite de fonctions f,, est uniformément convregente vers f sur [a, b].

<:>par définition Ve > 073Neavn > Ne = ’fn(x) - f(ilf)’ < V€ [CL, b] (26)

€
(b—a)
On sait aussi que

b

/[fn(if) r)]dx </|fn r)| dx (2.7)

a

On cherche alors a avoir

b b
nirflroo/fn(x)dx:/f(:v)d:v
b

S par définition V€ > 0, AN, Vn > N, = /fn(x)dx — /f(x)dx <e€

a

En effet, en se servant du résultat (2.6) et de I'inégalité (2.7), on obtient alors

b
Ve > 0,3N,,Vn > N, = /fn(x)dx—/ z)dx </]fn z)|dr < e.

Ce qui acheve notre démonstration.
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2.5.3 La dérivabilité

Théoréme 2.5.3. Soit (f,)nen une suite de fonctions continument dérivables sur
la,b]. Si,

a)- La suite des fonctions dérivées (f,)nen converge uniformément sur [a,b].

b)- Pour un point xo € [a,b], la suite numérique (f,,(zo))nen est convergente.

Alors

1. La suite de fonctions (fy)nen converge uniformément sur [a,b] vers une fonction

f continument dérivable sur |a, b].

2. De plus, % Lingroo fn(x)] = nirgrloo {d%?fn(a:)}

Autrement dit, la convegence uniforme nous permet d’intervertir les opérations de
dériwation et de passage a la limite.

Preuve 2.5.3. Soit z, 2, deux points de [a,b] avec a < o < z < b. On sait que
les fonctions f,, sont continument dérivables sur [a,b] (condition a). Ceci veut dire
qu’elles sont de calsse C! sur [a, b]. Autrement dit, elles sont continues, dérivables et

leurs dérivées sont continues sur [a, b]. Ainsi, on peut écrire, pour tout n € N,
fule) = e + [ 101t (28)
zo

Si la suite des fonctions dérivées (f, )nen converge uniformément sur [a,b] (toujours
de la condition a), alors elle I'est aussi sur [xg, 2] C [a,b]. Il en résulte alors d’apres

le Théoreme 2.5.2, que

xT

lim [fu(2) — fulwo)] = / lim ) (t)dt.

n— 00 n—-+o00
o

Compte tenu de la convergence de la suite (f,,(zo) (condition b), on déduit celle de

la suite (f,,) vers une fonction f. Par passage a la limite dans (2.8), on botient :

n—-+o0o

o) = f(ao) + lim_ [ £ (o)t (2.9)
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. ~ ’ 7, . N . . ’ . , ’
Ce qui peut étre rééerit grace a la convergence uniforme des fonctions dérivées (f,,)nen

sur [a,b] comme
x

fo) = flao) + [ 1 fi(0)de (2.10)

On déduit alors que

!

lim [f,(2)] = [ lim fo(z)].

(2.11)
n—-+o00 n——+00
Il reste & montrer que la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction continue

f sur [a,b]. Formellement, ceci est équivalent & montrer que
Ve > 0,3N.,Vn > N, = |fn(x) — f(z)| < ¢,V € [a,b)].

En effet, pour tout = € [a,b] on a :

T

f(@)=fale) = (&)= (o) +f (o) = fulxo)+ ful2o) = fulz) = f(a:o)—fn(a:o)+/[f

Zo

’ ’

()= f ()] dt.

Ainsi
|ﬂwﬁwmsumwﬁ@m+/vw—ﬁ@Weqmm—num+/Vw—ﬁwMt
x0 ‘r€ xQ —

_< €
2 <2(x—x0)

Car, d'une part d’apres (2.11), on a

€

Ve > 0,Vx, zo, [z, 0] C [a,b],INL,Vn > N! = |f, (z) — f (2)] < ——.
2(x — xp)

D’autre part, compte tenu de la convergence de la suite (f,(zo) (condition b), on

aura

Ve > 0,3N2,¥n > N2 = |fu(z0) — f(zo)] < %

Finalement, il suffit de choisir un rang N, = sup(NNy, N), & partir duquel on ait

(x — x0)e€

20 o) =¢€,Ve > 0,Vz € [a,b].

fa(@) = f@)] < 5 +

Ce qui acheve notre démonstration.
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2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. a)- Montrer que, si une suite (f, : I — R),eny de fonctions
croissantes sur un intervalle I de R converge simplement sur I vers une fonction
f:1T— R, alors f est aussi croissante sur I.

b)- Montrer que, si une suite (f,, : I — R),en de fonctions bornées sur un intervalle
I de R converge uniformément sur I vers une fonction f : I — R, alors f est
bornée sur I.

c¢)- Montrer que, si une suite (f,, : I — R),en de fonctions uniformément continues
sur un intervalle I de R converge uniformément sur I vers une fonction f : I — R,
alors f est uniformément continue sur I.

Corrigé 2.6.1. On va procéder par définition équivalente de chaque notion évoquée

dans cet exercice.

a)- Soit (f, : I — R),ey une suite de fonctions croissantes sur I < par définition

V(z,y) € IxT/x >y = fu(x) > fuly).

Si cette suite converge simplement sur I vers une fonction f : I — R, alors par

un simple passage a la limite, on aura

Vie,y) € Ixljw2y= lim fi(z)=f(z)= lm fuly)=f(y).

n—-+o0o

Ce qui traduit bien la croissance de la fonction limite f sur I.
b)- On sait que :
1. D’une part,

les fonctions f,, sont bornées sur I
S par définition POUr tout n € N,3IM > 0/Vz € I | f,.(z)| < M,¥n > 0. (2.12)

2. D’autre part,
la suite de fonctions f,, est uniformément convregente vers f sur I

<:}par définition Ve > 07 ElNeyvn > Ne = |fn<x) - f($)| < €, Vo el (213)
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Ceci reste vrai en particulier méme pour € = 1. C’est-a-dire que

S par définition AN, Vn > N = | fu(x) — f(z)| <1, Vx el (2.14)
Il reste a montrer que la fonction limite uniforme f est bornée. En effet, on a :
[f@)] = 1f(@) = fal@) + fa(@)] < |f(2) = fu(@)| + |fal@)] ST+ M =M ¥z el

Ce qui est équivalent a dire que f est bornée sur I.

c)- 1.La aussi,
les fonctions f,, sont uniformément continues sur I

& les fonctions f, sont uniformément continues en tout point a € 1
S par définition V€1 > 0,3, > 0, Ve €1: |z—a| < aq = |fu(z)—fula)] < & (2.15)

2.D’autre part,
la suite de fonctions f,, est uniformément convregente vers f sur I

S par définition V€2 >, TN,V > N, = | fu(z) — f(2)] < €2, Vz el (2.16)
Ceci reste vrai en particulier méme pour x = a. C’est-a-dire que

Vey > 0,3N,,,Vn > N, = |fu(a) — f(a)] < €. (2.17)

Pour montrer que la fonction limite f est uniformément continue sur I, il suffit
de montrer qu’elle est uniformément continue en tout point a € I. Ce qui est

équivalent a montrer par définition a :
Ve > 0,30, >0,Vx €l: |z —a| < = |f(x) — fla)] <€
En effet, on a bien :

[f(2) = fla)] = |f (@) = ful2) + ful(2) = fula) + fula) = f(a)]
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Ainsi, il suffit de prendre d. = o, pour que :
Ve> 0,V el:|z—a| <= |f(x)— fla)] <€ (2.19)

Ce qui traduit bien la continuité uniforme de la fonction limite f sur L.
Exercice 2.6.2. Etudier la nature (Convergence Simple et Uniforme) des suites de

fonctions suivantes :

1
a)— fn:Ry — R, z+— f,(z) =log(z + ﬁ>’ Vn € N*.

b)- f, : [1;+00[— R, z+— fu(x) = ﬁ, Vn € N*.
1 — n%z?
C)— fn : [O, ]_] —>R, T fn(ﬁ) = m, Vn € N.
Z
d)— fn . [—]., 1] — R, r — fn(l’) = m, Vn € N.

Corrigé 2.6.2. a)- Nature de la suite de fonctions donnée par :
1 *
fo Ry — R, z+— f,(x) =log(z+ —), Vn € N*.
n

a.1)- Convergence Simple : Notons que les fonctions (f,) sont toutes bien
définies et continues sur R,,Vn > 1. Par un simple passage a la limite, on
obtient :

1
lim f,(z) = liIE log(z + —) = logz,Vx > 0.
n—-—+0o0 n

n—---+o00

Siz =0, alors f,(0) = log% —n—too —00. Donc, la suite (f,,(0)),, est divergente.
Par conséquent, la suite de fonctions (f,),en converge simplement sur |0, +oo|
vers la fonction z — f(x) = logz.

a.2)- Convergence Uniforme : Bien que cette fonction limite est bien définie

et continue sur R, la convergence uniforme ne peut avoir lieu sur R* ni sur
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R, . Ceci est du au fait que le point z = 0 et son voisinage posent probleme. En
effet, pour le point x = 0, il est clair qu’il ne peut pas étre dans le domaine de
convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,), car il n’y est méme pas dans
son domaine de convergence simple. Maintenant sur R* , il suffit de chercher

1 1
sup | fu(z) — f(z)| = sup|log(z + —) — log x| = suplog(1 + —) = sup gu ().
>0 >0 n >0 nxr >0

Comme toutes les fonctions g,, sont bien dérivables sur |0, +00[, on aura alors :
’ —n2

—_— —_——_— >1.
9, () 215 n7) <0,V >0,Yn >

Ce qui veut dire que les fonctions g, sont décroissantes sur 0, +o0o[. Ainsi, on

aura :

Sup |fu(z) — f(2)| = Sup gn(x) = +00

Ce qui traduit bien la non convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)s

vers la fonction f sur |0, +oo.

En revanche, il y a convergence uniforme sur tout intervalle de type [a, +oo[, a >
0. En effet, sur tout intervalle [a, +00[,a > 0, on aura :
1 1
sup | fn(z) — f(z)| = sup |log(z + —) — log x| = suplog(1 + —) = sup g (z).
r>a r>a n r>a nx r>a

Comme toutes les fonctions g,, sont décroissantes sur [a, +00[, on aura alors :

sup () = £(2)| = 51D g () = ga(a) = 1081+ —) —1-rsoc 0

r>a r>a
Ce qui traduit bien la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,), vers
la fonction f sur [a, +oo[,a > 0.

b)- Nature de la suite de fonctions donnée par :

T

, Vn € N*.
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b.1)- Convergence Simple : Notons que les fonctions (f,,) sont bien définies et
continues sur [1,+oo[, pour tout n > 1. Par un simple passage a la limite, on
obtient :

x

li = 1 —_— = > 1.

Par conséquent, la suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers la fonc-
tion f =0, sur le domaine [1, +o00].
b.2)- Convergence Uniforme : Remarquon que la aussi la fonction limite f est
bien définie et continue sur [1, +oo]. Il nous reste alors a chercher :
sup | ful() = ()] = sup | — 0] = sup ———— = sup f,(x).
z>1 2>1 n(l+2zm) o>1n(l+x7) o1

Comme toutes les fonctions f,, sont bien dérivables sur [1,4o00], on aura alors :

’ 1-— ./En('n, — 1)
=——~ Ve >1,Vn>1.
Le point qui annule cette dérivée est T = { 7 <1,vn > 3.
n —_—

Ce qui veut dire que les fonctions f,, sont décroissantes sur [1,+oo[, pour tout

n > 3. Ainsi, on aura :

1

sup [ fu(x) = f(@)] = sup fa(x) = fa(l) = 5 —ntoo 0.

Ce qui traduit bien la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers la
fonction f =0, sur [1, +o0].
c)- Nature de la suite de fonctions donnée par :

1 —n?2?

c.1)- Convergence Simple : Notons que les fonctions (f,) sont toutes bien
définies et continues sur [—1, 1] et qu’elles sont aussi paires, pour tout n > 1. Ceci
nous permet de restreindre ’étude sur le domaine [0, 1]. Par un simple passage
a la limite, on obtient :

lim  fo(z)= i Lo oy €[-1,1,2 £0
n—1>H-i}oo ni® _n—1>H-&}oo (1—|—n2x2)2_ Ve b .
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Siz=0,alors f,(0) =1 —, 10 1.
Par conséquent, la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur [—1,1]
vers la fonction f définie par :

0, six#0;
1, sixz=0.

f:[-1,1 =R, x|—>f(x):{

c.2)- Convergence Uniforme : On voit bien que la fonction limite f n’est pas
continue en x = 0, ce qui entraine sa discontinuité sur [—1, 1]. Par conséquent la
convergence de la suite (f,,) vers la fonction f n’est pas uniforme sur [—1,1].

d)- Nature de la suite de fonctions donnée par :

fo:[-11] — R, v+ fu(x) = ﬁ, Vn € N.

d.1)- Convergence Simple : Notons que les termes de cette suite sont des
fonctions bien définies et continues sur [—1;1],¥n € N. On peut remarquer
également que les fonctions (f,) sont impaires. Ainisi, on peut restreindre
I'étude de la suite de fonctions (f,) sur [0;1]. Par un simple passage a la

limite, on obtient :

. : x
Jm  fo(e) = lim ATt 0,Vz €]0,1].

Siz =0, alors f,(0) =0 —, 10 0.
Par conséquent, la suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers la
fonction f =0 sur [0, 1] et donc méme sur [—1, 1].
d.2)- Convergence Uniforme : Notons que la fonction limite f est bien définie
et continue sur [—1, 1]. Il nous reste alors a chercher :
Sup o) — f(2)] = Sup I—(1 ) = sup = sup
Comme toutes les fonctions f,, sont bien dérivables sur [—1,1], elles le sont

aussi sur [0, 1]. On aura ainsi :

, 1 — nz?
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1
Le point qui annule cette dérivée est T = — € [0, 1],Vn > 1.
n

Il est a présent facile de vérifier que :

1 1
z€(0,1] z€[0,1] n 2n
Par conséquent, la suite de fonctions (f,,) est uniformément convergente vers

la fonction f =0, sur [0, 1] et donc méme sur [—1,1].

Exercice 2.6.3. On définit sur [0, 1] la suite de fonctions (f,,) par :
fo(2) = n22™(1 — 2"), Vn € N*

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,) sur [0,1].
2. Comparer lir}rq fol fo(z)dz et fol liril fn(z)dz , que peut-on conclure ?
3. Y-a-t-il une parie de [0, 1] sur laquelle il y’a convergence uniforme ?

Corrigé 2.6.3. On va étudier sur [0, 1] la nature de la suite de fonctions donnée par :
fo(x) = n22™(1 — "), Vn € N*

1)- Convergence Simple : Notons que les fonctions f,, sont bien définies et conti-

nues sur [0, 1],Vn € N*. Par un simple passage a la limite, on obtient :

lim f,(z) = lim n’z"(1—2") =0,Vx €]0,1].

n—s+o00 n—s+o00
De plus, f,(0) = fu(1) =0 =540 0.
Par conséquent, la suite de fonctions (f,),en converge simplement vers la fonction
f=0sur [0,1].

2)- On a d’une part

1 1
lim / folz)dz = lim n*z"(1 — 2")dx
n—+o00 [q n—+oo J,
n+1

T x2n+1

1 ’I’L2
- = lim =1
n+1 2n+1], notoo|(n+1)(2n+1)

= lim nzl
n—-+o0o

D’autre part,

1 1
/ lim f,(x)de = / lim f(z) dz =0.
0 n—-+00 0 n—-+00
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Ainsi, lixil fol fo(x)dzx # f01 lir}rl fn(x) dx. On déduit alors que la convergence
ne peut pas étre uniforme sur [0, 1].

3)- Convergence Uniforme : Redémontrons d’abord la non convergence uniforme

sur [0, 1], en cherchant tout simplement :

sup | fu(z) — f(2)| = sup |n’z"(1—2") = 0] = sup fu(2).
z€[0,1] z€[0,1] xz€[0,1]

Comme toutes les fonctions f,, sont bien dérivables sur [0, 1], pour tout n > 1, on

aura alnsi :

fi(z) = nP2" (1 — 22™),Vx € [0,1],Vn > 1.
1
Le point qui annule cette dérivée est T = % € [0,1],¥n > 1. Notons aussi que
T — 1 quand n — 4o00.
Il nous reste qu’a vérifier facilement que :

sup ‘fn(aj) - f(:C)‘ = Sup fn(x) = fn(f) = fn(T\L/g> = o “*n—too 0.

z€[0,1] z€[0,1] 4

Par conséquent, la suite de fonctions (f,) ne converge pas uniformément vers la

fonction f =0, sur [0, 1].

En revanche, il y a convergence uniforme sur tout intervalle de type [0,a],0 < a < 1,
car le voisinage qui pose probleme est celui du point = 1. En effet, en considérant
ce type d’intervalle, on aura :

lim sup |f.(7) — f(x)] = lim sup |[n*2"(1—2") — 0

n—=+00 3.c[0,a] n—=+00 4.¢0,a]

= lim sup f.(z) = fu.(a) = lim n*a"(1—a") =0.

n—+00 2¢[0,a] n—+00
Ce qui traduit bien la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers f = 0,

sur tout intervalle de type [0,a],0 < a < 1.



Chapitre 3

Les Séries de Fonctions

On a déja vu au Chapitre 1, les conditions de convegence des séries numériques » . U,
n>0
dont le terme général est une suite numérique (U, )nen. Dans le présent chapitre, on
va étendre I’étude aux cas des séries de fonctions > U,(x) dont le terme général
n>0

est une suite de fonctions (U, (x))nen. Ainsi, les résultats que nous avons établis sur

les suites de fonctions entrainent des résultats analogues relativement aux séries de

fonctions a valeurs dans R. La convergence simple ou uniforme de la série Y U, ()
n>0

étant équivalent a celle de la suite de fonctions qui lui est associée (S, )nen, définie

par S, (z) = i Uy(z), Yz € E.

p=0

L’emploi des séries de fonctions (polynomiales ou trigonométriques) permet de définir

de nouvelles fonctions. La convergence uniforme est essentielle dans ces questions car

elle permet d’intégrer ou de dériver sous le signe somme, c’est a dire terme a terme.

Dans ce qui suit, par abus d’écriture, on notera la série de fonctions par »_ U, (z),
n>0

pour ne pas la confondre avec la notation déja donnée aux séries numériques étudiées

au Chapitre 1.

3.1 Critere de Convergence Simple

Définition 3.1.1. Soit (U,)nen une suite de fonctions définies sur une méme partie
E de C ou R pour chaque n € N. Soit (S,)nen la suite de fonctions définie par

Sn(z) = > Upy(x),Vx € E. Lorsque la suite (5,),>0 est simplement convergente sur
p=0

49
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E, on dit que la série de fonctions »_ U,(x) est simplement convergente sur E. La
n>0

+o0
fonction limite est la fonction somme de la série, définie par x —— S(z) = > U, (z).

n=0
Exemple 3.1.1. La série de fonctions de terme général U,(x) = z(1 — x)",Vn € N,

est simplement convergente sur [0, 2[. En effet, on a :

i)- Si x = 0, alors U,(0) = 0 = S,(0) = 0. Par conséquent, la série > U,(0) est
n>0
convergente, de somme nulle.

ii)- Si z # 0, alors S,(z) = Y. Uylz) = dz(l —2) = 2> (1 —z)P =
p=0 p=0 p=0
1 — (1 = )!
()
1—(1-2)
(1 — z), convergente pour |1 — x| < 1. Autrment dit, cette suite de fonctions sera

} =1—(1—2)"", qui est une progression géométrique de raison

simplement convergente si = €]0, 2[, vers la fonction z — S(z) = 1.

De (1) et (it), on déduit que la série > x(1 — )" est simplement convergente sur
n>0

1 Si z€]o,2[;

[0,2[] et a pour somme la fonction x — S(x) = .
0 St z=0.

3.1.1 Condition Nécessaire de Convergence Simple

Théoréeme 3.1.1. Soit (U,)nen une suite de fonctions définies sur une méme partie

E. Pour que la série de fonctions Y, U,(x) soit simplement convergente sur E, il est
n>0

nécessaire que la suite de fonctions (Up)nen Soit simplement convergente sur E vers

une fonction nulle. Formellement, ceci est équivalent a écrire :

Z Un(x) Converge Simplement sur E < Ve € B, lim U,(z) =0

n—--—400o
n>0

3.1.2 Critere de Cauchy

En adaptant au cas des séries de fonctions le critere de Cauchy relatif aux suites de
fonctions, on a immédiatement le résultat suivant.
Théoréme 3.1.2. Soit (U,)nen une suite de fonctions définies sur une méme par-

tie E pour chaque n € N. Soit (Sp)nen la suite de fonctions définie par S,(x) =
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Y Uy(z),Vx € E. Pour que la série de fonctions ) U,(x) soit simplement conver-
p=0 n>0
gente sur E, il est nécessaire et suffisant que la suite de fonctions (Sp)nen soit de

Cauchy. Formellement, ceci est équivalent a :

Z Un(x) Converge Simplement sur E «——
n>0

Ve > 0,Vx € E,3IN,,,¥V(p,q) € NxN/p>q> Ny — |Upp1(2)+Upia(z)+. . +U,(z)| <€

Remarque 3.1.1. Les criteres établis sur la convergence des séries numériques sont

tous valables pour étudier la convergence simple des séries de fonctions.

3.2 Convergence Uniforme

Définition 3.2.1. Soit (U, ),en une suite de fonctions définies sur une méme par-

tie E de C ou R pour chaque n € N. Soit (S,)nen la suite de fonctions définie

par S,(z) = > Uy(z),Vz € E. On dit que la série de fonctions Y U, () est uni-
p=0 n>0

formément convergente sur E, lorsque la suite (S,),>0 est uniformément conver-

gente sur [E. La fonction limite est la fonction somme de la série, définie par

r+— S(z) = T§Un(w).

3.2.1 Conditions Nécessaires de Convergence Uniforme

Premiere Condition Nécessaire

Théoréme 3.2.1. Pour que la série de fonctions ) U,(x) soit uniformément
n>0
convergente sur E, il est nécessaire qu’elle soit simplement convergente sur IE.

Deuxiéme Condition Nécessaire

Théoreme 3.2.2. Pour que la série de fonctions >, U,(x) soit uniformément
n>0

convergente sur K, il est nécessaire que la suite de fonctions (Up)nen Soit uni-

formément convergente sur E vers une fonction nulle. Ceci est équivalent a écrire :

Z Un(z) Converge Uniformément sur E =

n>0
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Le terme général U, (z) Converge uniformément vers la fonction nulle sur &

3.2.2 Critere Uniforme de Cauchy

Théoréme 3.2.3. Soit (U,)nen une suite de fonctions définies sur une méme par-
tie E pour chaque n € N. Soit (Sy)nen la suite de fonctions définie par S,(r) =
> Uy(z),Vx € E. Pour que la série de fonctions Y U,(x) soit uniformément conver-
p=0 n>0

gente sur E, il est nécessaire et suffisant que la suite de fonctions (Sp)nen S0it uni-

formément de Cauchy. Formellement, ceci est équivalent a :

Z Un(x) Converge Uniformément sur E «——

n>0

Ve > 0,3N,V(p,q) € NxN/p>q> N, — |Up1(2)+Upa(x)+. . +Uy(2)| < e,Vz € E

Preuve 3.2.1. Il suffit de considérer la suite des sommes partielles (S,),>0 qui est
uniformément convergente si et seulement si elle est uniformément de Cauchy (Voir

Théoreme 2.4.1)

3.3 Critere de Convergence Normale

Comme on peut le constater a travers ce qui précede, pour établir la convergence
uniforme d’une série de fonctions il nous faut alors I’expression analytique de la suite
des sommes partielles qui lui associée ainsi que celle de sa fonction somme, chose qui
est doublement difficile. Pour cela, il a fallu forger un autre critere qui nous permet de
juger de la convergence uniforme en se contentant de la donnée de son terme général.
Il s’agit du critere de convergence normale donné ci-apres.

Définition 3.3.1. On dit que la série ) U,(z) de fonctions définies sur E est nor-

n>0

malement convergente sur E, s’il existe une série numérique > V,, convergente telle
n>0

que, pour tout n € N et pour tout x € E, on ait |Uy,(x)| < V.
Avec cette définition, le critere de Cauchy entraine immédiatement le résultat suivant.
Théoreme 3.3.1. Pour que la série de fonctions > U,(x) soit uniformément

n>0
convergente sur E, il suffit qu’elle soit normalement convergente sur E.
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Preuve 3.3.1. Il suffit de combiner le critere de Cauchy avec la propriété triangulaire

de la fonction valeur absolue. .
Exemple 3.3.1. La série de fonctions de terme général U, (x) = Q—Q,Vn € N est
n

uniformément convegente sur R, car elle est normalement convergente sur R. En effet,

einx

il suffit de constater que |U,(7)| = |—;
n

1
< —, Vo € R et d’utiliser le fait que la
n

série numérique ) — est de Riemann convergente.

n>1"T
Remarque 3.3.1. Il en résulte de ce qui précede, que la convergence normale d’une
série de fonctions est le mode de convergence le plus restreint que la covergence
uniforme. Nous allons maintenant établir une condition nécessairre et suffisante pour
qu’'une série de fonctions soit normalement convergente.
Théoreme 3.3.2. Pour que la série de fonctions > U,(x) soit normalement conver-

n>0
gente sur E, il est nécessaire et suffisant que la série >, sup |U,(x)| soit convergente

n>0 z€k
sur E.
Remarque 3.3.2. De ce théoreme, il est facile de constater que la convergence
absolue est nécessaire (mais non suffisante) pour la convergence normale d’une série

de fonctions. Ainsi, une série de fonctions qui n’est pas absolument convergente ne

peut pas alors converger normalement sur le méme domaine.

3.4 Critéere Uniforme d’Abel

Le critere de convergence normale est de loin le plus simple et le plus utilisé. Mais,
il ne s’applique qu’a des séries de fonctions absolument convergentes sur E. Ainsi, il
est utile donc de compléter par des criteres s’appliquant a certains types de séries
semi-convergentes. En revenant sur le critere d’Abel connu pour les séries numériques
et en cherchant des majorations uniformes, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.4.1. Soit (U, )nen une suite de fonctions définies sur une méme partie
E de C ouR, de la forme U, (z) = a,(x)b,(x), pour chaque n € N et tout x € E. Pour
que la série de fonctions > U,(x) soit uniformément convergente sur E, il suffit que

n>0
les conditions suivantes soient vérifiées :
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a)- Pour chaque x € E, la suite a,(x) est positive, décroissante et uniformément

convergente sur £ vers zéro.

5 by ()

p=n
Exemple 3.4.1. Comme exemple d’application, les séries de fonctions de type

b)- Il existe une constante M > 0, telle que < M,Vz € E etV(n,m) € NxN.

S e a,(z), sur tout compact de R privé des points zp = 2km, k € Z, répondent
n>0
bien a notre situation, a condition que la suite de fonctions (a,),>o soit positive,

décroissante et convergente uniformément vers zéro. En effet, il suffit de réaliser que
m .
> e
p=n

R privé des points = # 2kn, k € Z.

1
< —— et que la fonction x — est bornée sur tout compact de

: ‘

. T
S —

sin —
2

3.5 Propriétés des Sommes des Séries de Fonc-
tions

Pour traiter les questions de continuité, dérivation et intégration avec les moyens
dont on dispose, on se limitera au cas ou E C R. Les résultats concernant les suites
de fonctions appliqués aux suites des sommes partielles entrainent des résultats ana-
logues pour les séries de fonctions. Il suffit juste de remarquer que si les fonctions
U, (x) sont toutes continues (respectivement dérivables ou intégrables) sur E, alors la
somme S, (z) formée d'un nombre fini de tremes est aussi continue (respectivement

dérivable ou intégrable) sur E.

3.5.1 Continuité

Théoréeme 3.5.1. Soit (U, )nen une suite de fonctions définies sur une méme partie

E C R. Sila série Y, Uy(x) est uniformément convergente sur E et si chacune des
n>0

+o00
fonctions (U,) est continue sur E, alors la fonction somme x —— S(z) = > U,(x)

est continue sur E.
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3.5.2 Intégrabilité

Théoréme 3.5.2. Soit (U,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle

la,b] de R. Sila série Y Uy(x) est uniformément convergente sur [a,b] et si chacune
n>0

des fonctions (Uy,) est intégrable sur [a,b], alors la fonction somme v —— S(x) =

400
> Un(z) est intégrable sur [a,b] et on a :

bS(x)dx: | JioUn(x) dx:io bUn(x)dx
[sts= [ (Sr) -2/

n=o
a

Ce théoreme nous fournit une condition suffisante pour intégrer une série de fonctions
terme a terme, autrement dit de permuter 'opération de sommation infinie avec celle

d’intégration.

3.5.3 Dérivabilité

Théoréme 3.5.3. Soit (U,)nen une suite de fonctions définies et continument
dériwables sur un méme intervalle fermé et borné 1 de R, vérifiant les conditions

sutvantes :
i)- La série Y Uy(x) est convergente au moins en un point xy € 1.
n>0

.. s . !/ . s,
ii)- La série Y U, (x) est uniformément convergente sur 1.
n>0

Alors, La série Y, Uy(x) est uniformément convergente sur 1 et sa fonction somme
n>0

+o00
x+— S(z) = > Uy(x) est dérivable sur 1. De plus, on a :

, d [ X d
S (z) = ar (Z Un(*@) = Z Iz (Un(2)

Ainsi, la convergence uniforme de la série des dérivées nous permet d’intervertir le

signe somme et le signe dérivée.
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3.6 Exercices

Exercice 3.6.1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la série
de fonctions suivante :

U,:R— R

—TL:DQ

e

r— Uy(z) = (—1)”m.

Corrigé 3.6.1. Nature de la série de fonctions de terme génaral :

U,:R— R

x— Upy(x) = (—1)"n2 1

1)- Convergence Simple : Notons que les fonctions (U,,) sont toutes bien définies
et continues sur R, Vn € N. On peut remarquer également que les fonctions (U,)

sont paires. Ainsi, on peut restreindre I’étude de la série de fonctions ) U, (x) sur
n>0

[0, +00[. Pour la convergence simple de cette série, on peut procéder de différentes
manieres. Entre autres, on peut citer le critere des séries alternées et la regle de

d’Alembert.

Premiére méthode : Il suffit de remarquer que la série ) U, (x) est alternée car
n>0

elle s’écrit sous la forme suivante :

777,232

e
n?+1

Up(x) = (=1)"V,(z), ou V,(x) =

>0,Vx € Ret Vn € N.

Et du fait que la suite de fonctions (V},),>0 est décroissante positivement vers zéro

sur R, on déduit alors la convergence simple de la série Y U, (z) sur R.
n>0

Deuxiéme méthode : i)- En appliquant la régle de d’Alembert, on aura :

. Un-l—l(l‘) 1 + TL2 ) 2
1 e = ——— e T =" <1,V £0.
n—1>n—&w Un(x) n—lgl&-oo 1+ (n+ 1)26 ¢ Ve 7
Ainsi, > U,(x) converge absolument pour tout = # 0.
n>0

1
n?+1

1
ii)- Si = 0, alors U,(0) = ~ —, qui est le terme général d'une série de
n



3.6 Exercices 57

2)

Riemann convergente.

De i) et ii), on déduit la convergence simple de la série Y U, (z) sur R.
n>0
Remarque 3.6.1. On peut également démontrer la convergence simple de la série

> Upn(z) sur R en se servant du critere simple d’Abel.
n>0

- Convergence Uniforme : La aussi, on peut procéder de différentes manieres,

sauf qu’on se limitera cette fois-ci au critere de convergence normale. En effet, pour

tout z € R et pour tout n € N, on a :

1 1
U, < U, =U,00)| = —— ~ —.
UA(@)] € 1 & S0p Un(o)] = 0,0 = 55 = o

. 1 . . .
Or, la série > — est une série de Riemann convergente, par conséquent la série
n>0 T
> sup |U,(x)| est convergente. Autrement dit, la série Y U,(z) est normalement
n>0 z€R n>0
convergente sur R. Ce qui entraine sa convergence uniforme sur R.

Remarque 3.6.2. 1. On peut aussi retrouver la série > sup |U,(z)| en étudiant
n>0 xr€R

la variation des fonctions U,, sur R.

2. On peut également démontrer la convergence uniforme de la série Y U, (z) sur
n>0
R en se servant du critere uniforme d’Abel.

Exercice 3.6.2. Soit la série de fonctions suivante :

1)
2)
3)
4)
5)
C

+oo +oo
T
n=0 n=0

- Quelle est sa fonction somme.
- Montrer sa convergence simple sur tout R.
- Est-elle uniformément convergente sur tout R?
- Est-elle uniformément convergente sur le domaine [0, 1] 7
- Montrer qu’elle est normalement convergente sur [«, +0o], ot a > 0.
orrigé 3.6.2. Soit la série de fonctions suivante :
+00

;Un@;) = Zm

n=0
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1)- L’expression analytique de la fonction somme :

+o00
Soit S,, la suite des sommes partielles associée a la série Y U,(z). On a alors :
n=0
5.0 =200 =Y =Y
(14 22)p (14 a2)p
p=0 p= p=0
Qui est une progression géométrique de raison k = 52 strictement inférieure a
x
1 pour tout x € R*. Donc pour de telles valeurs de z, on aura :
1 — ey 1+ 22
Sp(z) = x[%ﬂji)“] — S(z) = , quand n — +o00, pour tout réel non nul.
1422

+00
Pour z = 0, la valeur du terme général U,(0) = 0. Il vient que > U,(0) = 0.
n=0
Finalement, la somme est une fonction définie sur tout R comme suit :

1422 \
S:R—R;, z—S(x= x SreR
0, Si z=0.

2)- Le domaine de convergence simple :
De la premiere question, on déduit que la série de fonctions proposée est simplement
convergente sur tout R.

3)- La convergence uniforme sur R :
Il est clair que la convergence ne peut pas étre uniforme sur tout R du moment que
la fonction somme S n’est méme pas continue sur R, plus précisément en z = 0.
Ceci implique qu’il ne peut pas y avoir convergence normale sur R.

4)- La convergence uniforme sur [0, 1] :
La convergence ne peut pas étre uniforme sur [0,1] non plus, du fait que le
probleme est au niveau de zéro et son voisinage. Ceci implique qu’il ne peut pas y
avoir convergence normale sur [0, 1] également.
En revanche, il y a convergence uniforme sur tout intervalle du type [, +00[ ol
a > 0 et encore sur | — 0o, —a/, du fait que la suite de fonctions U, (x) est impaire.

On peut justifier la convergence uniforme sur de tels domaines de deux manieres
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différentes : Soit en servant de la convergence normale (voir la question suivante)
ou encore en appliquant le critere de convergence uniforme a la suite des sommes

5+ bour

1
partielles (.S,,) défine précédement dont la fonction limite est S(x) = 72
x

tout x non nul. En effet, pour tout = # 0, on a

[Sn(x) = S(w)] = ’1+x2 (1 — (L)m) 144

T 14 22 x

1 1 " < 1 1 "
z \14+ 22 “la \1+a?

5)- La convergence normale sur [«, +0o[, ot a > 0 :

1+£L‘2 1 n+1
T 1+ 22

—n—+4oo 0, Vx 2 a > 0.

Notons d’abord que la convergence n’est pas normale sur R ni sur tout autre
intervalle comptenant le point £ = 0 et son voisinage. En effet, ceci peut étre

justifié de deux manieres différentes :

1. Soit du fait qu’il n’y a pas de convergence uniforme sur les domaines signalés
déja justifié a la question 3.

2. Soit en montrant que la série Y sup|U,(z)| est une série numérique divergente
sur ces domaines. Pour ce fair?flil suffit d’étudier la nature et la variation de la
suite de fonctions (U, (z)),>1 sur R. Comme il a été déja signalé, les fonctions
(U,) sont impaires, on va alors restreindre ’étude sur 'intervalle [0, +o0o[. Rap-
pellons que la série de fonctions > U,(z) était simplement convergente sur R,
elle le sera aussi alors sur l’inter:feztllle [0, 400[. Ceci est suffisant pour conclure
sur la convergence simple de la suite de fonctions (U,(x)),>1 sur R et donc
méme sur Uintervalle [0, +oc[. Pour montrer sa convergence uniforme sur l'in-

tervalle [0, +00], on va alors étudier sa variation. Comme les fonctions (U,,) sont

dérivables pour tout z € R et tout n € N, on aura alors :

b 1—=(2n—1)2?
Unle) = (1 + 22)ntl

., Vo € [0, +o0[, Vn € N*.

n
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De la, il est facile de vérifier que

1 1 e 2
sup  |Un(z)| = Un( )= 7 =
£/ _ 1 A/ _
n —

Ce résultat nous permet de conlure sur la non convergence normale de la série

Ym0 Un(z) sur l'intervalle [0, +o0], car la série

1 e_%
Z i |_ZU 2n—1 Z (1+ 1 )”N;\/in'

n>1 xE[O,-i—oo[ n>1 n>1 /—271 1
2n —1

est une série numérique divergente.

1
Le point x = 0 ainsi que son voisinage posent probleme (car r = ——— — 0

V2n —1

quand n — +00).

e En revanche, la convergence est normale sur tout intervalle de type [, +00], pour
tout a > 0. En effet sur ces intervalles, la série

sup ]Un(x)]:ZUn ; 1+a2

n>1 z€[a,+o00[ n>1
est une série numérique convergente, d’apres la regle de d’Alembert. Ce qui répond
a notre question.
Exercice 3.6.3. Pour tout n € N*, on considere la suite de fonctions (U,) définie

par :

0 si x=0.

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (Un)n-

U, (x) = {z%exp(—g) si x>0

2. On considere maintenant la série de fonctions Y U, ().
a)- Etudier la convergence simple de la série.
b)- La convergence est-elle normale ?
c¢)- La convergence est-elle uniforme ?

d)- Y-a-t-il un intervalle de [0, +oo[ sur lequel la convergence est uniforme ?
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3. En intégrant terme a terme la série > U,(x) sur un intervalle convenable, en
déduire, pour tout z > 0, 'expression de la somme de la série.

Corrigé 3.6.3. On a pour tout n € N*| les fonctions (U,,) définies par :

n

—e -2y g >0
Un(a) = § a2 P o

0 si z=0.

sont toutes bien définies et continues sur R, de plus elles sont positives.
1. La convergence simple et uniforme de la suite (U,), :
1.1 La convergence simple : Par un passage simple a la limite, on obtient pour

tout x > 0 :

lim U,(z)= lim 2exp (—g) =0, Vz €]0, +ool.

n—--+oo n—--4oo 1‘2

De plus, U,(0) =0 —, 4 0.

Par conséquent, la suite de fonctions (U, ),en+ converge simplement vers la fonc-
tion f = 0 sur [0, +00[. Notons que ce résultat est nécessaire pour la convergence
simple de la série ) U,(x) sur [0, +oo.

n>1
1.2 Convergence Uniforme : Sur [0, +00[, on va chercher :

sup rUn<x>—f<x>r:max<rUn<o>—f<o>\, sup %exm_g)_o(): sup U (2)

z2€[0,+o00[ z€]0,400[ ' T 2€[0,+00]

Comme toutes les fonctions U, sont bien dérivables sur |0, +o00[, pour tout n > 1,
on aura ainsi :
, efn/a:

U,(x) = " (n® — 2nx),Yo > 0,¥n > 1.

n
Le point qui annule cette dérivée est ¥ = 5 €]0, +oo[, Vn > 1. Notons aussi que

T — +oo quand n — +o0o. A présent, il est facile de vérifier que :

_ n 4e~2
sup |Un(z) — f(z)| = Un(T) = Un(§) = — g0 0.
z2€[0,+00[ n

Ce qui traduit bien la convergence uniforme de la suite de fonctions (U, )nen+
vers la fonction f = 0 sur [0, +oo[. Notons que ce résultat est nécessaire pour la

convergence uniforme de la série > U, (x) sur [0, +o0].
n>1
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2. On considére maintenant la série de fonctions » | U, ().
a)- La convergence simple de la série : i)- Si x # 0, il suffit d’appliquer la
régle de d’Alembert comme suit :

U, ) 1
lim ﬁ = lim ie_l/x = V7 <1,V > 0.
n—s+o00 Un(:v) n—s+oo N

Ainsi, la série Y U,(z) est bien convergente si x > 0.
n>0
ii)- Si z = 0, alors U,(0) = 0 = la série ) U,(0) converge et a pour somme la
n>1
valeur nulle.

De i) et ii), on déduit la convergence simple de la série > U, (z) sur R,.
n>1
b)- La convergence normale : La convergence ne peut pas étre normale sur R,

car la série > sup |U,(x)| est divergente. En effet, on a d’apres la question
n>12€[0,400]
précédente :

sup |Un(2)] = Un(5) = —,

2€[0,+00] 2 n
qui est le terme général d'une série numérique divergente (série harmonique).
¢)- La convergence uniforme :

d)- Y-a-t-il un intervalle de [0;+o00| sur lequel la convergence est uni-
forme ? : On a déja constaté que le voisinage qui pose probleme est celui de
+00. Pour pallier a ce probleme, il suffit donc de s’éloingner du voisinage de
+00, en considérant tout intervalle de type I, = [0,a],a > 0. En effet, pour
tout x € I,, on aura :

n n
Sup |Un()] = Un(a) = —5 exp (=),
qui est le terme général d’une série numérique convergente grace a la régle de
d’Alembert, pour tout o > 0. Par conséquent, la série > U, (x) est normalement
convergente sur /. Ce qui implique la converegence unyilfi(;me delasérie Y U,(x)
sur /. "

3. L’expression de la fonction somme de la série : Notons par S(x) la fonction

somme de la série. L'intégartion terme & terme sur tout intervalle [z, z] C]0, o,
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sur lequel la convergence uniforme est garantie, nous permet d’écrire :

/(ZU )dt Z/ t)dt = Z/ en/tdt = Z/ (e

n>1 n>1 n>1
= Z (e—"/aj —eT > = S(z) — S(z)
n>1
Sachant que Y U,(0) =0 = S(0), on aura pour tout = > 0 :
n>1
N N-1
-n/r _ 1 -n/r _ 1 —1/z —n/x
=2 = i D em= lim D e
n>1 n=1 n=
1— —N/x —1/x
=e % lim ¢ ¢ vV > 0.

Nofoo 1 — e—l/m 1 — e 1/’
Par conséquent, I'expression finale de la fonction somme de la série Y U, (z) est

n>1
donnée par :

S [0, +o0[— R
—1/x
) 16——1/x’ six > 0;
— €
0, si z=0.

Remarque 3.6.3. La fonction somme S de la série Y U, (z) est bien définie, conti-
n>1

r+— S(x =

nue et dérivable sur [0, +o0.

. s : T 2" sinnx
Exercice 3.6.4. On considere la fonction  +— S(z) = ) ——.
n=1 n

1. Montrer que la fonction S est définie sur 'intervalle [—1, 1].

2. Montrer que la fonction S est continue sur I'intervalle [—1, 1].

3. Montrer que la fonction S est dérivable sur U'intervalle | — 1, 1] et a pour dérivée
S'(x) = :i U (2).

4. Calculer S'(z) et en déduire 1'égalité

rsinz

S(z) = arctan | ———
() = arctan {1 — T COST

} pour z € [—1,1].

5. En déduire la somme des séries :
—+o0

<X sinn (—1)"sinn
PRSI gl

n=1 n=1
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n S'
Corrigé 3.6.4. On pose U,(x) = M,Vn > 1,Vx € R. Notons que les fonctions
n

(U,) sont bien définies et continues sur R, pour tout n > 1.
1. Montrons que la fonction S est définie sur I'intervalle [—1, 1] : Pour cela,

il suffit de montrer la convergence simple de la série JFZO:O Up(x) sur [—1,1].
On sait que [—1,1] = [-1, —a]U[—a,a|U[a, 1] = L, U}:EJI?,,V 0 < a < 1.1l revient
alors a montrer la convergence simple de Jio Un(x) sur chacun de ces intervalles.
i +00
e Pour z € I, : On a |U,(z)] < a™,Vn > 1. Or, la série ) a™ est une série
géométrique de raison 0 < a < 1, donc convergente. Par 7ézilséquent, la série

+o00
> Un(x) est normalement convergente donc simplement convergente sur Is.
n=1
e Pour z € I3 : On peut appliquer le critere simple d’Abel, sachant que :
" sinnx . " .
Up(x) = ——— = a,(x) X by(z), ot a,(x) = — et b,(z) = sinnz.
n n
Il est a présent facile de vérifier que la suite de fonctions (a,) est décroissante
positivement vers zéro sur [a, 1] et que la suite des sommes partielles associée
n
a la suite (by,),>1 est bornée par une constante positive donnée par : | > b,| <
p=1
1
——,Vx € I3 (revoir 'exemple (1.5.3)). Ce qui traduit bien la convergence

sin —
2

+oo
simple de Y U,(z) sur Is.

n=1
e Pour = € I : Il suffit de procéder par changement de variable en po-
TLS'
sant y = —x € I3,V € I;. On aura ainsi U,(x) = romnr
n
(—y)" sin(—ny) W)™ vntt . y"
- = == (=)"sin(ny) = an(y) x ba(y), o an(y) = =
et by(y) = (=1)""tsin(ny),Vy € I3. Maintenant il nous reste qu’a faire un

raisonnement analogue au précédent, en applicant le critere simple d’Abel pour
+00

avoir la convergence simple de la série ) U, (z) sur I;.
n=1

+oo

Finalement, la série Y U, (z) est simplement convergente sur [—1,1]. Autrement
n=1

dit, sa fonction somme S est définie sur [—1, 1].

2. Montrer que la fonction S est continue sur l’intervalle [—1, 1] : Pour cela,
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+00
il suffit de montrer la convergence uniforme de la série > U,(z) sur [—1,1]. En
n=1
décomposant U'intervalle [—1,1] = [—1, —a|U[—a, a]U[a, 1] = [[ULUI3,V0 <a < 1,
+oo
il revient & montrer alors la convergence uniforme de ) U, (z) sur chacun de ces
n=1
intervalles.
+o00
e Pour z € I, : On a |U,(x)] < a™,Vn > 1. Or, la série ) a™ est une série
n=1

géométrique de raison 0 < a < 1, donc convergente. Par cgnséquent, la série

Jio U, (z) est normalement convergente donc uniformément convergente sur Io.
° 7f’:(;ur x € I3 : On peut appliquer le critere uniforme d’Abel, sachant que :

Un(z) = @ = a,(z) X by(x), ot a,(z) = %n et b,(z) = sinnzx.

Il est & présent facile de vérifier que la suite de fonctions (a,) est décroissante

positivement et tendant uniformément vers zéro sur [a, 1] et que la suite des

sommes partielles associée a la suite (by,),>1 est bornée par %,Vaz € I3. Ce

sin —

2

+o0
qui traduit bien la convergence uniforme de Y U,(x) sur I5.
n=1
e Pour z € [; : Il suffit de procéder par changement de variable en posant
y = —x € I3,Vx € I et de raisonner comme précédemment, en appliquant le

+o00o
critére uniforme d’Abel pour avoir la convergence uniforme de la série > U, (z)

n=1
sur [;.
+o0o
Finalement, la série > U,(z) est uniformément convergente sur [—1, 1]. Ce qui est
n=1
suffisant pour la continuité de sa fonction somme S sur [—1,1].
3. La déribabilité de S sur l’intervalle | — 1,1[ : Les fonctions (U,) sont toutes
dérivables sur R donc méme sur | —1,1[, Vn > 1, et on a :
U, (z) = 2" 'sinnz + 2" cosnz, Yo € R, Yn > 1.
+o0o
Sachant que la série > U,(z) est convergente sur [—1, 1], il ne nous reste alors
=
n oo l
qu’a examiner la convergence uniforme de la série dérivée > U, (x). On a bien :
n=1

!

U,

n

(z)] = |2" ' sinna+a" cosnz| < " '+a" =V, Vn > 1,Vr € [—a,a],0 < a < 1.
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Comme ) V,, est une série numérique convergente grace a la regle de d’Alembert,
n>1

+oo
on déduit alors la convergence normale donc uniforme de la série > U, (z) sur
n=1
[—a,a],0 < a < 1. Ceci nous garantie la dérivabilité de la fonction somme S de
+o00
la série > U,(z) terme a terme sur tout intervalle de type [—a,al,0 < a < 1.
n=1

Autrement dit, on aura :

+o0o ' +oo +o0o
S'(x) = (Z Un(x)> = Z U (z) = Zm”’l sinnz+x" cosnx, V|z| <a,0 < a < 1.
n=1 n=1 n=1

Comme a est arbitraire dans |0, 1[, on déduit alors la dérivabilité de S sur | — 1, 1].
4. L’expression analytique de S’ (x) : Pour déterminer 'expression analytique de
la focntion S, il suffit de faire appel & I'analyse complexe. En effet, il suffit de

remarquer que :

T

i +o00
’ : 1 .
S (z) = ngn cosnx + 2" Lsinne = Z <Re(xnemx) + _]'m<xnelnx)) .
n=1

n=1
A présent, il suffit de déterminer la somme de la série géométrique complexe de

raison K = xe'”, ou |K| < 1,V|z| < 1, donnée par :

Rl - - , xre'® rcosx — 2 rsinx

E (") = lim E (xPe’P?) = _ = S+i .
1 n—-+o0 £ 1 — xe= 1—2xcosz+x 1—2xcosz+x

n= p:

Finalement, I’expression analytique de la fonction dérivée S* est donnée par :

“+o00o 2 .
' ) 1 ) —
S (x) = Z (Re(m”e’m) + —Im(x”emx)) _ reosr o aT A sy Vo €]—1,1[,x # 0.

1 x 1 —2xcosx + a2’
n=

Pour x = 0, on aura S’(0) = 0, grace a la convergence uniforme de la série dérivée

+00

! . . . o, . ya ’
> U, (x) sur [—a,a] qui nous garantie donc la continuité de la fonction dérivée au
n=1

point x = 0.
5. En déduire I’expression analytique de S : Il suffit de déterminer la dérivée
rsinz
de la fonction z — arctan —] pour x € [—1,1], donnée par :
1—xcosz

!
Tsinx rcosT — 2 +sinx
arctan | ——— = 5
— T COST 1—2xcosz+zx
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qui n’est autre que la fonction S” sur | — 1, 1[. On déduit ainsi que
S(x) = arctan [ i } Vo el —1,1].
1—zcosx

Comme S est continue sur [—1, 1], il résulte alors que :

S(x) = arctan L i } Vo e [—1,1].

— T COST

6. En remplacant a chaque fois par la valeur de x correspondante, on obtient :

i’i sinn (1) ; sin 1 ; f (—1)"sinn S(=1) ; sin 1
= = arctan | —— | e — = —-5(-1) = —arctan | ———| .
~ n 1—cosl - n 1+cosl

Exercice 3.6.5. Pour tout entier n > 1, définissons la fonction :
fn:[0,400]— R

_1)”
r— fo(z) = ﬁ, pour tout x > 0.

a)- Etudier la convergence de la série de fonctions 3 fo ().
n>1

b)- Montrer que cette série de fonctions n’est normalement convergente sur aucun
intervalle de la forme ]0, 5], ou b > 0.

c¢)- La fonction F' somme de la série Y f,(x) est-elle continue sur [0, +o00]?
n>1
Corrigé 3.6.5. Soit la série de fonctions de terme général f,, ou :

_1)n
fulz) = m, pour tout x > 0,Vn > 1.

a)- Convergence Simple de la série > f,(r) : La série de fonctions étant une
n>1
série alternée simplement convergente sur [0, +oo[, car son terme général s’écrit

comme :
folz) = _(=D" = (=1)"V,(x), pour tout z > 0,Vn > 1,
n(l + nx) - -
1
ou V,(x) = ———— est le terme d’une suite de fonctions décroissante positivi-
n(1l+ nx)

ment et tendant vers zéro sur [0, +o00].
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b)- Montrons sa non convergence normale sur tout intervalle de type |0, 0],
ou b > 0 : Il suffit de trouver au moins un z €)0,b],b > 0, pour lequel la série

correspondante ne converge pas absolument. En effet, il suffit de choisir ¥ = — €
n

1
10,0], pour lequel > |f.(Z)] = > o qui est une série harmonique divergente.
n>1 n>1 41

1
Comme on vient de le constater, le point T = — € V(0) quand n € V(+00). Ainsi,
n
le point qui pose probleme est le point x = 0 et son voisinage. En revanche, en
s’écartant de se point et de son voisinage, la convergence normale aura lieu. En

effet, pour tout = € [a,b],0 < a < b, la série > f,(x) est normalement convergente
n>1
car :
—1)" 1 1
(1) | = ~ ,Vn > 1.
n(l+na)  an?

sup |fy(z)[ = sup |
z€la,b] z€[a,b] n(l + nx)

qui est le terme général d’une série de Riemann convergente.

c)- Continuité de la fonction F' somme de la série ) f,(x) sur [0,+o0[ :

n>1
La fonction somme F' est bien continue sur [0, 4o00[ car la série > f,(x) est uni-
n>1
formément convergente sur [0, +oo[. En effet, la série ) f,(z) étant alternée et
n>1

la suite de fonctions |f,| est positive, décroissante et converge unifotmément vers
zéro sur [0, +oo[. Grace au résultat particulier du critere uniforme d’Abel établi

sur les séries alternées, on déduit la convergence uniforme de ) f,,(x) sur [0, +oo.
n>1
Ce qui entraine par la suite la continuité de sa fonction somme F sur [0, +00].

Remarque 3.6.4. Notons que les fonctions (f,) sont toutes dérivables sur

[0, 400[,Vn > 1 et que

(-1

/

falz) = 5, Vo € [0, +oof et Vn > 1,

(1+nx)

. ’ . 7’ . 7’ /7 ! :
mais la série dérivée résultante > f,(z) n’est simplement convergente que sur
n>1

10, +00]. Effet, pour tout z > 0, on a :

1 <
(1+nz)? = (nx)?

|fo(@)] = | to0 0,V # 0.

De plus, la suite de fonctions | f, | est décroissante positivement sur ]0, +oo[. Ainsi, la

) / ;. , .
série > f,(x) est une série alternée simplement convergente sur |0, +oo.
n>1
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Pour le point z = 0,|f,(0)] = 1 - 0 quand n — +oo. Par conséquent, la

série > f1(0) est divergente. Ceci entraine la non convergence uniforme de la série
n>1

S° £ (x) sur [0, +-00[ et sur |0, +-00], car comme on peut le constater, le voisinage de

n>1

1
zéro aussi pose probleme. En effet, il suffit de considérer le point 7 = — € V(0), pour
n

, . ;o (—1)n*t
lequel la série Y f,(T) = > —

n>1 n>1

est divergente.
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