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Avant-Propos

Ce polycopié de cours est destiné principalement aux étudiants de la Licence
Mathématiques mais peut-étre utile a toute personne souhaitant connaitre et surtout uti-
liser les principales méthodes de la statistique inférentielle.

Le niveau mathématique requis est celui de la premiere année et deuxieme année Licence
avec quelques notions (probabilités unidimensionnelles, séries, intégrales multiples) souvent
enseignées en deuxieme année Licence.

la premiere partie du polycopié est consacré a quelques rappels de la théorie des pro-
babilités (couples de variables aléatoires, fonctions caractéristiques et la convergence des
suites de variables aléatoires) constitue un passage obligé pour donner des bases rigou-
reuses a la méthode statistique. La deuxieme partie statistique correspond aux chapitres
d’échantillonnage, d’estimation et de tests d’hypotheses.

Chaque chapitre se conclut par des exercices permettant de controler ’acquisition des

notions essentielles qui ont été introduites.
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Introduction

La statistique a une origine tres ancienne, se réduisant initialement a une collecte de

données (recensement).
Le terme ”Statistique”, vient du latin statisticus, relatif a I’état (status), il est employé
alors dans un sens purement descriptif de recueil ou de collection de données chiffrées, ”les
statistiques”. Le mot employé au singulier, avec I'article défini ”la statistique” évoque la
méthode utilisée pour étendre les résultats et dégager des lois (I'inférence) c’est donc une
méthode scientifique d’analyse des données recueillies.

La théorie des probabilités joue un role important dans I'inférence statistique.

La théorie des probabilités a commencé avec Blaise Pascal, Pierre Fermat et Jacques
Bernoulli par I’analyse des jeux dits de hasard. La théorie des probabilités servira ensuite
d’outil de base a un ensemble de données pour fixer la précision avec laquelle ’'on estime
certains parametres : la statistique mathématique (ou inférentielle).

Tout ceci peut se résumé au moyen de la hiérarchie suivante :
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Chapitre 1

Rappels

1.1 Couples de variables aléatoires
1.1.1 Définition et propriétés

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Un couple aléatoire ou un vecteur aléatoire a deux

dimensions est une application notée (X,Y") définie par :

(X,Y):Q — R

w — (X(w),Y(w))

telle que V z,y € R :

A, ={weQ: Xw)<z}eAdet A, ={weN:Y(w) <y} € Aou bien
Ay ={we: X(w) <z et Y(w) <y} e A (Image réciproque du pavé
| — 00, z[x] — 00,y ). Ceci revient a supposer que la probabilité attachée a tout pavé de la
forme : | — 0o, z[X]| — 00, y[ est définie grace a la définition de P ( voir FIG.1.1).

Ou bien V B = (B, B2) € Bg X Bg = Bz (Tribu borélienne engendrée par les pavés :
{fweN: X(w)eBiteA {weQ:Y(w) e By} € A

Définition 1.1. L’ensemble des valeurs possibles du couple est appelé ensemble de

définition ou support du couple.
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Fi1c. 1.1 — Couple de variables aléatoires

Propriétés de la fonction de répartition

Soit F' la fonction de répartition du couple (X,Y). On a

F:R* — [0,1]
(,y) — F(z,y)

F' vérifie les propriétés suivantes :
1. 0< F(z,y) <1, VY(z,y) € R

2. lim F(z,y)=0et lim F(z,y)=1

T ou Yy——0oo x et y——+oo

3. F(z,y) est continue a gauche.
4. F(z,y) est non décroissante i.e : V(a,b) € R, a >0, b>0, V(zr,y) € R*:

F(m+a7y)_F($7y) 207
Flx+a,y+b) — F(x+a,y) — F(x,y+0b) + F(z,y) > 0.

1.1.2 Vecteurs aléatoires discrets et continus

e Couple aléatoire discret : L’ensemble de définition ou le support D du couple
(X,Y) est constitué d’'un nombre fini ou dénombrable de points de R% 1l est ca-
ractérisé par une loi conjointe des variables aléatoires X et Y.

e Vecteur aléatoire absolument continu : I’ensemble de définition

D = X(Q) x Y(2) est une partie de R% La fonction de répartition conjointe est
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: N s e s . 2
continue et possede une dérivée partielle d’ordre deux ggﬂ—é’;. Ces vecteurs seront ca-

ractérisés par une fonction densité conjointe des variables aléatoires X et Y.

Etude du cas discret

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discretes. X (Q2) = {x;, i€ I},
Y (Q) ={y;, j € J} Laloide probabilité du couple (X, Y') est définie par la donnée d'une

suite de réels positifs ou nuls p;; tels que :
]P(X = X; et Y = y]) = pij

avee 3 Y pyy = L.
i€l jeJ
e Lois marginales

Considérons la suite des réels p;e > 0 définie par :
pzo:P(X:mz>, 1€ 1.

Ona:{X=uz}={UX =12 et Y =uy;)},
jeJ
donc : pie = Y pij
jeJ
et

sz‘- = Zzpzj = 1.

iel iel jeJ

Les p;e constituent une loi de probabilité de la variable aléatoire X, cette loi est appelée
”loi marginale de la variable aléatoire X”.

De méme la loi marginale de la variable aléatoire Y est définie par les réels ps; > 0 tels

que :

pei =P(Y =y;) =D pij

iel
etona: ) pe=> > pij=1

jedJ jeJiel
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Exemple 1.1. Une urne contient 4 boules blanches, 2 boules noires et 4 boules rouges. On
extrait au hasard 3 boules de cette urne sans remise. On note X :”Le nombre de boules
blanches” et Y :”le nombre de boules noires” figurant parmsi les trois boules tirées.

Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y) et les lois marginale de X et'Y'.

L’espace fondamental 2 associé a l'expérience aléatoire qui consiste a tirer 3 boules
sans remise est I’ensemble de dispositions non ordonnées, sans répétition de 3 boules parmi

10 (c’est donc des combinaisons sans répétition).

10!
Q| =C3, = 3 = 120

L’ensemble de définition du couple est :

D = {(i,j) telsque 0<i<3, 0<j<2}

= {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(3,0)} fini.

Les résultats sont donnés dans le tableau suivant :

XY 0 1 2 Die
0 | 1/30 | 3/30 | 1/30 | po =5/30
1 | 6/30 | 8/30 | 1/30 | p, =15/30
2 | 6/30 | 3/30 | 0 | p»=9/30
3 | 1/30 | 0 0 | ps=1/30
pe; | 14730 | 14/30 | 2/30 1
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Etude du cas continu

e Fonction de densité conjointe
Soit (€2, A,P) un espace probabilisé et (X,Y) un couple aléatoire absolument continu.

X(Q) x Y(Q2) est un pavé de R? (ensemble produit de deux intervalles de R) de fonction

8*F
oxdy *

de répartition F' possédant une dérivée seconde

Définition 1.2. On appelle fonction de densité de probabilité toute application f de
R? — R possédant les propriétés suivantes :

o f(z,y) >0, V(r,y)€R

e f continue sur R?, sauf peut étre sur un ensemble de surface nulle;

o [ [ flz,y)dady =1;
RQ

O%F (z,y) .
o f(ﬁC, y) = ax(ayy) )

o Va,bye,d : Pla < X <b et ¢ <Y <d) = [[f(z,y)dzdy, o A est le pavé
A
[a, 0] x [c, d].

Remarque 1.1.
0°F(z,y)
oxdy

Flz,y) = /Oo /yoo F(u, v)dudo.

e Fonction de densité marginale

flz,y) =

La loi marginale de X possede la fonction de répartition G et la densité g définies par :

G(z) = F(x,+00).

g(z) = G'(v) = f(z,y)dy = fx(z).

—00

De méme la loi marginale de Y possede la fonction de répartition H et la densité h définies
par :

H(y) = F(+00,y).

hy) = H'(y) = / " fay)de = fi(y).

o
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Exemple 1.2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de fonction de densité :

z+y, st0<z<let0<x<1;

fay) = { 0, Sinon.

Le support de (X,Y") est représenté comme suit :

\D\
N

0 1

FiG. 1.2 — Support D

Les fonctions de densités marginales sont respectivement :

+oo
fx(@) = [z, y)dy
-
= /(m+w@
0
= z+1/2.
D’ou :
_Jx+1/2, si0<2x<1;
fx(@) = { 0, sinon.
De méme :
+oo
frly) = f(x,y)dx

= A(x+yﬂx
= y+1/2
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D’ou :
_Jy+1/2, si0<y<1;
Fr (W) _{ 0, sinon.
Exemple 1.3. Soit
Nrx+y), stx>0y>0etax+y<l;
fley) = { ) sinon. !
Le support :
Y
1

FiG. 1.3 — Support D

11—z
Ix(x) 2/0 3(x+y)dy:g(1—x2), 0<z<l1.

1—
fy(y)Z/ y3(x+y)dx=g(1—y2), 0<y<l.

Lois conditionnelles
Soit A un événement de (€2, A, P) tels que : P(A) # 0.

P(JA): A — [0,1]
P(AN B)

B — P(B/A) = A
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Appliquons cette définition aux variables aléatoires.

>> Cas discret : Soit (X,Y) un couple aléatoire discret tels que : X(Q) = {x;,i € I},
Y (Q) ={y;,7 € J}. Lorsque la variable aléatoire Y est fixée Y = y;
avec po; = P(Y =y;) # 0.
La variable aléatoire prend différentes valeurs z; tel que (z;,y;) € D,
(D= X(Q) xY(Q) : support du couple).
On peut alors définir une variable aléatoire unidimensionnelle X sachant Y = y; dont
la loi de probabilité est :
PX =, =y,) _ Pij
P(Y = y;) Pej

La variable aléatoire X|Y = y;, j € J est appelée variable aléatoire conditionnelle

P(X = afY =) =

de X sachant Y = y;. On a bien

> Dij

S POl =
icl Pej Pej

De méme on définit la variable aléatoire Y sachant X = z; par :

PY =y, X =)  py

P<Y:yJ|X:xi>: P(X:ZE) _p.

et on a bien

:}pz‘j .
YRy =ylX =) =TT =P =1 (. 20).
jE] p’L. pl.

Exemple 1.4. Soit le couple aléatoire (X,Y) de support
D = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} de loi conjointe :

Poo = 04, Po1 = 02, P10 = O]_, P11 = 0.3.

Trouwver la loi de X sachant que Y =1, X(2) ={0,1}.

0.2 0.2 0.2
P(X =0y =1) = 2= == =22 95
P1 Yiopa  Poutpu 0.5
P 0.3
PX=1Y =) = —=—=3/5
( =) por +pin 0.5 /
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i€l
> Cas continu : Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité conjointe f. On définit la
densité conditionnelle de Y sachant X = x (respectivement de X sachant Y = y) par

la relation fy|x(y) = fe;x(i/)) avec fx(x) # 0 (respectivement fx,y(z) = J}ix(s))) avec

fr(y) #0.

Exemple 1.5. Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité conjointe :

f(;c y) = eTyefy’ €T 6]0, —I—OO[, Y G]O,_FOO[’ D =R*x R*;
0, Sinon.

Cherchons P(X > 1Y =y).

On a fxy(x) = [@y)

fr(v)
—+o0
fr(y) = fz,y)dx
0
+oo =F —y
= / ere dx
0 Yy
—y —+o00 e
- & ev dx
Yy Jo
g e_y
D’ou : .
fen(e) = T o
XY ye Y 0, sinon
+o0
]P)(X>1‘Y: ) = : fx|y<$>dx
1 [T
= —/ ev dx
Y1
ey,

1.1.3 Variables aléatoires indépendantes

Définition 1.3. Soit (X, Y") un couple aléatoire défini sur (€2, .4, P). Les variables aléatoires

X et Y sont indépendantes si :
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a) Cas discret :
P(X = ZL’Z',Y = y]> :]P)(X = l‘l> P(Y = yj> ou x; € X(Q),’L S I, Y; c Y(Q),j e J

b) Cas absolument continu :
f(z,y) = fx(z) - fy(y) ou bien
Fle,y) = P(X < 2)-P(Y <y) = Fx(2) - Fy(y).

Dans le cas contraire on dit que X et Y sont dépendantes.
Remarque 1.2. Lorsque X et Y sont indépendantes :

P(X =&Y = y;) = 52 — P(X = ;) = Pi (Loi marginale de X) et
Ixpy(z) = ’}(Yx(;”)) = fng;",)g)(y) = fx(z) (Densité marginale de X).

Somme de deux variables aléatoires indépendantes
Cas continu :

Soient X, Y deux variables aléatoires continues indépendantes,

Fxuv(t) = P(X+Y <)

//fmyd:vdy

z+y<t

|| tx@ sy

z+y<t

/:O U:y / X(‘”)d‘”} fy(y)dy

_ / Fx(t — y) fy (y)dy

rert) = |/ +mw—<7;>JL‘Y<<1/>¢1/]

[o.¢]
+ood

dt(FX(t —y)fy(y)dy)

&

—0o0

+o0

Ix(t—y)fy(y)dy

— —

—00



Rappels 17

Cas discret :
PX+Y=t) = Y PX=x2Y=t—21)
= Y P(X=t-yY =y

= ) PX=2)PY =t-ux)

1.1.4 Espérance mathématique

Définition 1.4. L’espérance mathématique du vecteur aléatoire (X,Y’) est le vecteur

(E(X),E(Y)) s'il existe (i.e : si E(X) et E(Y) existent).
Propriétés
Proposition 1.1. Soit (X,Y) un couple aléatoire et a € R, alors E(a(X,Y)) = aE(X,Y).
Proposition 1.2. Soit
0:R* — R
(z,y) — ¢lz,y)

et (X,Y) un couple aléatoire de support D.

E(p(z,y)) = Z o(z,y)P(X =x,Y =y) sila série converge (cas discret),
(z,y)eD
E(p(z,y)) = //gp(az,y)f(a:,y)dxdy si lintégrale est convergente (cas continu).
RQ

Exemple 1.6. E(XY) = [ [ ayf(z,y)dzdy.
R2

Espérance d’une somme

Proposition 1.3. Soit (X,Y) un couple aléatoire sur (2, A,P) tel que E(X) et E(Y)
existent.
Alors :

E(X +Y)=E(X)+E®Y).
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Démonstration. Cas discret :

E(X+Y) = > (x+y) P(X =2,V =y)
(z,y)EX(Q)XY(22)

_ Sz PX=2Y=y)+ Y Yy PX=zY=y)

(z,y)eX(Q)xY(Q) (z.h)€X(Q2)xY ()

S OEND DRSS SRS DR LSS
zeX () yeY () yeY () zeX ()

Y e RX=ns Yy R
T€X () yey' (Q)

= E(X)+E(Y).

Cas continu :

E(X+Y) = //R2(x+y) F(@,y)dady

= /_:o /_:Ox f(x,y)dxdy—i—/_:o /_:Oy [z, y)dzdy

“+o0 +oo +oo +oo

— / a( f(:v,y)dy)dx+/ y( f(z,y)dz)dy
__T_ooo —00 o —00 —00

— / T fX(JZ>dJI+/ v fy(y)dy

= E(X)+E(Y).

]

Exercice : Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi Ujg et Z = X +Y.
1. Déterminer la loi de probabilité de Z,
2. Calculer E(Z) et V(Z).

Corollaire 1.1. Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes, si E(X), E(Y) et

E(XY) existent alors :
E(XY) = E(X) E(Y).
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Démonstration. Dans le cas continu
E(XY) = //:Ey f(z,y)dzdy

= //azy fx(x) - fy(y)dedy car X et Y sont indépendantes.
+o0 +o0
(| atst@an [ uiwy

o0 —00

= E(X)E(Y).

1.1.5 Covariance :

Soient X, Y deux variables aléatoires. On appelle covariance de X et de Y la valeur

suivante si elle existe :
cov(X,Y) =E[X — E(X)][Y — E(Y)]. (1.1)
Remarque 1.3.
cov(X,Y) =E(XY)-E(X)E(Y).

Il suffit de développer I'expression (1.1).
Propriétés de la covariance et de la variance d’une somme
Proposition 1.4. Soient X, X' Y, Y’ des variables aléatoires sur (2, A,P) admettant cha-
cune un moment d’ordre 2 et A € R alors :
1. cov(X,X)=Var(X) >0;
Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y) + 2cov(X,Y) ;
cov(X,Y) = cov(Y, X);

ov(X + X" Y) =cov(X,Y) + cov(X",Y) ;

9”4:\93.‘%

av(AX,Y) = cov(X,\Y) = X cov(X,Y) ;

XS

(X,
(
cov(X,Y +Y') = cov(X,Y) + cov(X,Y') ;
(
(

cov(aX +b,cY +d)=a ccov(X,Y) Va,b,c,deR.
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Démonstration. 1.

cov(X,X) = E(XX)-E(X)-E(X)

Var(X +Y) = E[(X+Y))] — (E(X +Y))?
= E(X?)+E(Y?) +2E(XY) — E*(X) —E*(Y) — 2E(X) - E(Y).
= Var(X)+Var(Y)+2E(XY) - E(X)-E(Y)]

= Var(X)+Var(Y) + 2cov(X,Y)

3.
cov(X +XY) = E[(X+X)Y]-EX+X)E(Y)
— E[XY + X'Y] - E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
— E(XY)-EX)E(Y) +EX'Y) - E(X)E(Y)
= cov(X,Y) + cou(X'Y).
4.

cov(AX,Y) = EAXY)—EQAX)E(Y)
= AE(XY) — AE(X)E(Y)

= Xcov(X,Y).
[

La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur I’ensemble des variables
aléatoires sur (2, A, P) ayant un moment d’ordre 2 (la forme quadratique associée étant la

variance).

Remarque 1.4. La covariance n’est pas définie positive, car Var(X) = 0 & X = cste et

non pas pour X nulle.



Rappels 21

Cas ou les variables aléatoires sont indépendantes
Proposition 1.5. Soit X, Y deuz variables aléatoires indépendantes dont les variances
existent alors :
1. cov(X,Y)=0;
2. cov(X+Y)=Var(X)+ Var(Y).
Démonstration. cov(X,Y) =E(XY)—-EX)E(Y)=0
car E(XY) =E(X)E(Y).
D’autre part : Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2cov(X,Y) = Var(X) + Var(Y). O
Coefficient de corrélation

Définition 1.5. Soit X, Y deux variables aléatoires, leur coefficient de corrélation est le

nombre : p(X,Y) = % s'il existe.

Ou oy 'écart-type de X et oy 1'écart-type de Y.

Propriétés :

L |pl <1,

2. p(X,X)=1et p(X,—-X) =—1,

3. plaX +b,cY +d)=p(X,Y)siac#0oua,b,c,deR

4. Si X, Y sont indépendantes alors p(X,Y) = 0, la réciproque est fausse.

Démonstration. 1. On propose deux méthodes pour la premiere propriété.

Premiere méthode On a :

X Y

Var(— + —) > 0.
ox Oy
X Y Var(X) Var(Y) 2cov(X,Y
Var(> + Xy = arg( ) N arz( ) N cov(X,Y)
ox Oy Ox Oy 0x0y

= 1+1+2p=2(14p(X,Y)) >0

p>—1
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D’autre part :

X Y
Var(— —-—) >0
ox Oy
Var(£ B X) > — VaTQ(X) N VaT2(Y> _ 2c00(X,Y)
ox Oy Oy Oy OxO0y

= 2-2p=2(1-p)20=p<1

D’ou :

-1<p<1

Deuxieme méthode Soit a un nombre réel quelconque et notons V' la quantité

Ela(X —E(X)) + (Y —E(Y))]%

V = E[®*(X —EX))*+ (Y —EY))? +2a(X —E(X))(Y —E(Y))]
= d’E[(X —E(X))?] +E[Y —E(Y)]* + 2aE[(X — E(X))(Y —E(Y))]

= a*Var(X) + Var(Y) + 2acov(X,Y) > 0.

Ce polynome en a est positif ou nul donc son discriminant est négatif car

Var(X) > 0.

A’ cov*(X,Y) — Var(X)Var(Y) <0

cov*(X,Y) < war(X)Var(Y)
cov?(X,Y)
var(X)Var(Y) —
cov(X,Y)
Sp=
Vovar(X)Var(Y)

R

-1

4

_ecov(X,X) _ Var(X) _
2. p(X,X) = Var(X) — Var(X) — L.

p()(7 _X) _ cov(X,—X) —cov(X,X)

o(X)o(—X) Var(X) =L
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cov(aX + b,cY +d)
VVar(aX +b)Var(cY +d)
accov(X,Y)
Va2Var(X)e2Var(Y)
cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)
— £p(X,Y).

plaX +b,cY +d)

4. Si X et Y sont indépendantes : cov(X,Y) = 0 = p(X,Y) = 0. La réciproque est
fausse.

O

Exercice : Soit X une variable aléatoire continue, admettant une densité de probabilité

f et ayant les moments des deux premiers ordres finis. On suppose que f est paire.
1. Montrer que E(X) =0,
2. Montrer que p(X,|X|) =0, conclure.

Solution :

1. OnaE(X)= [z f(z)dz,

—0o0

on pose u = —&

E(X) = / W) f—u)du

o0

_ /;)Ou F(u)du
_ /_ " f(u)du

[e.9]

— —E(X).

Dot : E(X) = 0.
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2. On a:
) - cov(X,|X])
VVar(X)Var(Y)
cov(X, |X]|) = E(X,[X]) - E(X)E(]X]),
= E(X,|X|)
E(X,|X|) :/_ z|x|f(v)dx

— /O+Oox2f(x)dx—/_;a?2f(x)dx
_ /O+Oox2f(x)dx—/0_oox2f(x)da:.

Comme [, 2*f(z)de = — [ 2 f(—2)dx = — [, 2 f(2)dx donc E(X, |X|) =

d’ou : p =0 mais X et |X| ne sont pas indépendantes.

1.1.6 Changement de variables bidimensionnelles

Considérons deux variables aléatoires X, Y conjointement continues de densité f(z,y).
On s’intéresse a la densité conjointe de U, V fonction de X et Y.
i.e : supposons que U = ¢1(X,Y), V = ¢(X,Y), g1, go vérifient les deux conditions

sulvantes :

a) On peut résoudre par rapport a z, y le systeme d’équations u = g;(z,y), v = ga(x, y).

Les solutions sont notées = = hy(u,v), y = ho(u,v).

b) g1, go sont continiment différentiables de Jacobien non nul, i.e :

Gn S| 99 0g2  0g1 0
g1 0g2 g1 092
J z,y) = oz Oy . 7& 0
(z,9) ' —%‘f —%‘;2 ‘ ox Oy dy Ox

Sous ces conditions on peut montrer que les variables U et V sont continues de densité :

fowy(u,0) = fxyy(zy) 1T (z,y)| ™ (1.2)

ou il faut remplacer = par hy(u,v) et y par ho(u,v).
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En effet :
P(U <u,V <v) = //f(x,y)(x,y)dl‘dy
A

ou A ={(x,y): qi(x,y) <wu, gox,y) <wv}.

En dérivant par rapport a u et v on obtient la formule (1.2).

Exemple 1.7. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires absolument continues de den-
sité f. Posons U = X +Y etV = X =Y. Ezxprimons la densité du couple (U,V) en
fonction de celle de (X,Y).

Posons
{gl<x7y):$+y:u é{x:ugv
plr—y)=r—y=v y="3
1

1 u+v u—uv
f(U,V)(uyv)—§f(X,Y)( 55 ).

Application numérique : Si X, Y sont indépendantes et uniforme sur [0,1], on a :

fan(x,y) = { (1): st (z,y) € [0,1]%;

sinon.
f, (u,v) = 1/2, 0<u+v<2et0<u—v<2;
GV T = 0, SINon.

OnaD={(uv)eR? 0<u+v<2 0<u—v<2}

Vérifions que fyy est bien une densité de probabilité :

I = //f(U,V)(u,v)dudv
D
= 1/2//dudv
1 U 2 2—u
= 1/2/ du/ dv—{—1/2/ du/ dv
0 —u 1 u—2
1 u
= 2-1/2/ (/ dv)du
0 —u
1
= /2udu:1.
0

Soit X4, Xs, ..., X,, n variables aléatoires de densité conjointe connue. Si 'on s’intéresse a

Cas général :
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.7//Q

2 R
X
\/N'

1/ 1/)/ h

] / / Ve

/{X/
& J\\é
X
_2 3;\\

/ 7

F1G. 1.4 — Support du couple (U, V)

la densité conjointe et Y7, Y5, ..., Y, ou Y] = g1(Xy, Xo, ..., X)),
Yo = g2( X1, Xoy ooy X)),y ooy Y = gn (X1, Xo, ..., X)) on admettra que les g; ont des dérivées

partielles continues et que :

991 Oq1 g1
ox1 dxrs 70 Ozp
991 Og2 992
Oz Oxro 77 Ozn
J(x1, 29, ..., T,) = ’ i ’ #0
991 Ogn Ogn.
OTn Oxre 77 Ozp

et on admet que le systeme d’équation :

Yi = 91(X17X27 "'7XTL)7
1/2 = 92(X17X27 aX

Yn = gn<X17 X27 sy Xn)7

admet une solution unique notée :

T = hl(y17y27 "'7yn)7
Lo = h2(3/1>3/27 ---7yn)7

*

Tp = hn(yb Y2, .-y yn)7
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Si ces conditions sont réalisées, la densité conjointe des variables Y est :

Jor o) W1, Y2, s Un) = F(x0 Xar o) (@1, Ty ooy @) | (21, 2, o )|

olt : & = hi(y1, Y2, ..., Yn) POUr T = 1, M.

1.1.7 Régression

Les densités conditionnelles permettent de calculer les moments conditionnels, comme
par exemple les espérances.

On peut définir notamment la fonction :
r+— E(Y|X = 2)

qui s’appelle fonction de régression (non linéaire), son graphe étant la courbe de régression
de Y en X.

a) Espérance conditionnelle :

e Pour une loi absolument continue, on obtient :

e o flay
EY|X =z) = / yfyix(y)dy = / y fi (x)) dy.
e Pour une loi discrete, on obtient :
EY[X=2) = Y yPY =y X=u0
yey (Q)
B P(X =z,Y =y)
- Y TTR(X =)
yeY (Q)

e Notons que E(Y|X) est une variable aléatoire, comme fonction de la variable
aléatoire X et que ses réalisations sont les valeurs E(Y|X = z) avec les pro-
babilités P(X = z). On peut donc calculer I'espérance mathématique de cette

variable aléatoire.
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Théoreme de ’espérance totale
Propriété (linéarité) :
E(Y; + Y3/ X) = E(Yi|X) + E(V3]X),
Théoréme 1.1 (Théoreme de 'espérance totale).
EE(Y|X)] =E(Y).

Ce théoreme est un outil tres puissant pour calculer I'espérance mathématique d’une

loi compliquée dont les lois conditionnelles sont simples.

Démonstration. Cas absolument continu :

E[E(Y|X)] = /W (VIX = ) fx(a)do

_ /+°°/+OO f“’ Fx(z)dady
= /:O/:oyf(ﬂf,y)dwdy

- /:Oy ( :o flz, y)da:) dy = /:O yfy(y)dy = E(Y).

EEY|X)] = Y EY|X=2)PX =2

zeX(Q)

Cas discret :

= Y | D P =yX =2) | P(X =2z

zeX () er(Q)

- 3 Yy _xyx)_y)]P’(X—x)

z€X(Q) yeY ()

= > Y P =Y =y

2€X(Q) yeY (Q)

- Y Y R

YeY (Q) zeX(Q)

= ) yP(Y =y) =E(Y).

yeY (Q)

Il
<
N~—
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b) Variance conditionnelle

On peut également calculer la variance conditionnelle :
Var(Y|X =z)=E[(Y —E(Y|X = 2))*|X = 2]

Var(Y|X = 2) = E[(Y?X = 2] - E*[(Y|X = 1] (1.3)
De méme Var(Y|X = x) est une variable aléatoire, étant fonction de X, on peut
calculer son espérance.

Théoréme 1.2 (Théoreme de la variance totale).
Var(Y) =E[Var(Y|X)] + Var[E(Y|X)]. (1.4)
Démonstration.
Var(Y) = E[Y —E(Y))?
= E[Y —E(Y|X) +E(Y|X) - E(Y)]?
= E[(Y - E(Y[X))] + 2E[(Y — E(Y|X))(E(Y|X) — E(Y))] + E[(E(Y]X) — E(Y))’]

Le premier terme n’est autre que E[Var(Y|X)], en effet en appliquant le théoréeme

de I'espérance totale :
E(Y - E(Y|X))’] =E [E[(Y - E(Y]X))*|X]].
D’ou :
Var(Y) =E[Var(Y|X)] + Var[E(Y|X)]. (1.5)

]

Interprétation géométrique : Soit L3 le sous espace de L? constitué des variables
aléatoires fonction seulement de X de type ¢(X) = E(Y|X).

L3 est convexe et contient la droite des constantes D. C’est donc un sous espace de Hilbert
fermé.

Alors E(Y|X) s’interprete comme la projection orthogonale de Y sur L%.
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En effet E(Y'|X) est un opérateur linéaire, pour montrer que c¢’est un projecteur orthogonal
il suffit de vérifier qu’il est idempotent et auto-adjoint.

Idempotent E[E(Y'|X)|X] = E(Y|X),

Auto-adjoint < Z,E(Y|X) >=< E(Z|X),Y >.

Le minimum de E[(Y — ¢(X))?] est atteint pour p(X) = E(Y|X).

Y E(Y|X)

Fia. 1.5 — Représentation géométrique de E(Y|X)

Le théoreme de la variance totale s’interprete comme le théoreme de pythagore appliqué
au triangle rectanlge Y, E(Y), E(Y|X).
1Y —E(Y)|| =Var(Y) = [EY|X)-EY)|+]Y - EY]X)|]
= Var(E(Y|X)) +E[(Y - E(Y]X))’]
= Var(E(Y|X)) + E[E(Y — E(Y|X))?]
= Var(E(Y|X)) +E[Var(Y|X)].

Exemple 1.8. Soit (X,Y) un couple aléatoire défini par la densité :

e, 0<z<y;

ay) = { 0, sinomn.

1. Déterminer la fonction de répartition du couple (X,Y).
2. Déterminer la loi marginale de X.

3. Déterminer la loi conditionnelle de Y|X = x.

4. Calculer E(Y|X =z) et E[E(Y|X)].
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Solution :

1.

3
s
£
I
B

(

IR
I,
-,
I,
A

= —e"—zeV+1

<)

(u, v)dudv

[

/ F(u, v)dudv si (z, y)
(L ydv)
[—e],d

(e —eY)du

F1G. 1.6 — Support de (X,Y)

F(z,y)=1—e"—xe Ysi(x,y) €D

siz<0ety<0:F(x,y)=0,
siz>y>0: Flr,y) =Fy,y) =1-e? —ye™

€D
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D’ou :

F:R* — [0, 1]
0, sizx <0, y<0;
(r,y) — F(r,y) = l—e®—xe™, 0<2<y;
l—e¥—ye?, 0<y<u

2. Loi marginale de X
Fx(z)=F(z,400)=1—¢" >0
fx(x)=Fi(x) =€ (X ~ Exp(1)) ou bien fx(r) = eroo e Vdy =e*

xT

Fy(y) = F(+o0,y) = Fly,y) =1 —e —ye”

3. frix=(y) = ’}S”(Q =< ="V pour z fixé

+00
= / (ye™¥)dy

+o00

= z+ 1.
DouE(Y|X) =X+ 1.

EE(Y]X)] = E(X)+1

+o00
= / e fdr+1=2.
0

+00
EY) = /0 yfy(y)dy

+o0
= / yle vdy
0

+oo
— _y2€y|goo_'_/ 2y€7ydy:2.
0

(1.6)
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1.1.8 Vecteurs aléatoires gaussiens

Rappels

Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne (normale) centrée réduite (E(X) = 0,

Var(X) = 1), si elle admet comme densité de probabilité :

f(x) = e 2 zeR

et on note X ~~ N(0,1).
Une variable aléatoire réelle Y ~ A (m, 0?) (normale de moyenne m et de variance o?) si
Y =0X +mavec X =22+ N(0,1) et
1
9y) = e yeR.
oV 2T

Définition 1.6. Un vecteur aléatoire X = (X, Xs, ..., X,,) de R" est dit gaussien si toute

combinaison linéaire de ses composantes est une variable aléatoire réelle gaussienne.

Remarque 1.5. 1l est d’usage d’identifier un vecteur de R™ a des matrices colonnes, ainsi
X1
on écrira le vecteur X = (X1, Xy, ..., X,,) sous la forme X = :
X
et alors

X' = (X1, Xy, ..., X,,) (est une matrice ligne).

Définition 1.7. Si X : O — R" est un vecteur aléatoire de carré intégrable (i.e : E(X?) <

00), on définit sa matrice des covariances, avec les notations matricielles par :

I =E[(X - E(X))(X - E(X))'].
X; —E(Xy)
avec [X — E(X)][X — E(X)] = : (X7 —E(Xy),...,X,, —E(X,)) est une
X, —E(X,)
matrice carrés d’ordre n dont les termes sont : (X; — E(X;), ..., X; —E(X;)) 1<i,j<n

et :
[' = (cov(Xi, Xj)i<ij<n)-

Remarque 1.6. La matrice de covariance est symétrique et définie positive i.e : I' =T et

u'Tu >0, Yu € R™, (i.e: la forme quadratique associée est une forme positive).
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Propriétés des vecteurs gaussiens

La loi du vecteur aléatoire gaussien X = (X3, ..., X,,) est entierement déterminée par

la donnée de M = E(X) et de la matrice I' de covariance. On note :
X~ N (M, T).

D’apres la définition, les composantes d'un vecteur gaussien sont des variables aléatoires
réelles gaussiennes. La réciproque est fausse. Cependant si toutes les composantes du vec-
teur X sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes alors le vecteur X est gaus-
sien.

Densité de probabilité : Le vecteur gaussien X admet une densité de probabilité f si
et seulement si det(I') # 0 et :

1 —1 t—1
’xn)—(\/Q_w)”—d\/ﬁeIp 7(£—M)F (z—M)|,

f(z) = f(z1, 22, ...
ou X' = (X, Xs, ..., X,).
Vecteurs gaussiens a deux dimensions

Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire gaussien tel que :

X ~ N(E(X),0%), Y ~N(E(®Y),o0y).

cov(X

Soit p = ) Je coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.
ox0y

la matrice de covariance est :

ro— 0% cov(X,Y)
cav(X,Y) 0%
_ 0% POxOy
POXxOy U%
det() = o302 (1 - )
F—l — 1 0—12/ _pUXJY
det(T') \ —poxoy 0% ‘
La densité de probabilité du couple (X,Y) est donnée par :
1 -1 [ 2 —E(X) )}
z,y) = ex —x-EX,-]EYPl(
o) = gy | S e~ B0y~ BT (5B
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En notant A la quantité

A= (2 —E(X),y — E(Y))! ( v —E(X) ) |

y —E(Y)
Alors
A = BBy (3 e ) (R

T [~ EC0) = 2000y (o — ECO)(y ~ B(Y)) + 0k (y — BV

_ ! {(SU—IE(X))2 9, BB —EX)) (y—E(Y))Q}

(1=p%) ; v

En remplagant dans f(z,y) on aura :

flay) = 1
ny = 2roxoyy\/1 — p?
—1 (z-EX))? | (z-EX))y-EY)) , (y—EY))?
e [2(1 - ?) ( 0% 2 ox0Oy i )}

Remarque 1.7. 1. Supposons que cov(X,Y) =0= p=0= X,V indépendantes,

o) — [—1 <<x “EX)? |y —E(Y))?)] |

- 2 2
2moxoy 2 ox oy

2. 81 Z = (X,Y) vecteur aléatoire tel que X,Y sont deux variables aléatoires

indépendantes avec X ~» N(0,1), Y ~» N (0,1) alors :

A = 1‘7 g 671‘ eTy
9(2) = g(z,y) NGr: Ton
— ie%(r2+y2)_
2T

Et si X = (X, ..., X;,) un n-uplet de variables aléatoires indépendantes tel que

X; ~ N(0,1) alors :

g(x) = g(z1, 1) = ﬁ (\/1276—;%2)
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Exemple 1.9. Soit X ~» N(0,1) et T une variable aléatoire définie par :
P(T=1)=P(T=-1)= %, deux variables aléatoires indépendantes. On définit la variable
aléatoire Y =TX, alors :
PY <y = PTX<y)
= P(TX<yyn(T=1)+P(TX <y)n(T =-1))
1 1
= §IP’(X <y)+ §IP’(—X <y)
1
= 5 1o(y) +1-d(-y)]
= o).

Donc : Y ~~ N(0,1).

Par ailleurs :

cou(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y)
= E(XY)
= E(X-TX)
= E(T)E(X?) =0.

Si on conclut que X et'Y étaient indépendantes, la variable aléatoire X +Y ~ N(0,2)

P(X+Y =0)=P(X+TX =0) = P(1+T)X =0)
= PA4+T=0)=PT=-1)=

contradiction avec la loi X +Y est absolument continue.

Conclusion : X,Y sont deuzx variables aléatoires normales tel que cov(X,Y) = 0 mais
X, Y sont indépendantes. ( ;g( ) n’est pas gaussien.

Propriété : Si X,Y sont des composantes d’un vecteur gaussien; X,Y indépendant <

cov(X,Y) =0.

Exemple 1.10. Soit (X,Y') un vecteur gaussien de densité :

f(z,y) = Kexp {—71 (xg B 2x(y4+ 5y Z5>2)}
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1. Quelle est la matrice de covariance, déterminer K.
2. Donner les lois marginales de X et Y.

Solution :

On a:
1

X, =
/(z.y) 2roxoyy/1 — p?

2

X exp
Ox OxO0y

21— %)

par identification on déduit : 0% = Var(X) = Tz et ot =Var(Y) = 7

p 1 N p 1
S - - S
oxoy(l—p?) 4 > 1_p2(1 —p?) A4
P11
~ 9717773
p="LEY) = cou(X,Y) = poxoy = 4/3
0% =4/3 et 02 =16/3, d'ou :
r— 4/3 4/3
-\ 4/3 16/3
K = 1 fnd 1 = ﬁ
2mox oy \/1-p 278/3+/4/3 8m
E(X)=0,EY)=-5
dot : X ~ N(0,4/3) et Y ~~ N(—5,16/3)
V3 s
)= ez xeR.
fX( ) 2\/%
V3 s e
— ff(y+5)
= _¢® , e R.

Transformation affine d’un vecteur gaussien

Soit X un vecteur de loi NV, (i, A), de composantes X;, i = 1,n.
Soit Y = AX + b avec A € Mg(m,n) et b € R™, alors Y est aussi gaussien.

—1 ((X —E(X))* 2y X TEX))Y —E(Y)) | (Y—E(Y))zﬂ .
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En effet

sia € R™

t.Y = (tsA)X +a'b

= Z%‘Xi + B ~ Ni(u, A)
i=1

On pose t, = t, A : vecteur de composantes o;, 1 <i<net B=1t,beR.

On a t,X est une variable aléatoire gaussienne et donc t,X + B est gaussienne, ainsi
toute combinaison linéaire des composantes de Y suit une loi normale = Y est gaussienne
de R™.
etona:E(Y)=AEX)+b=Au+b=
et Var(Y) = AANA" = N dou Y ~ N, (i/, A').

Cas particulier d’une transformation linéaire i.e : b = 0.

Si X ~ N,(0,1,) alors Y = AX ~» N,,,(0, AA").

Exemple 1.11. XY, Z ~~ N(0,1) indépendantes.
L=(XY,Z) ~ N30, I5).
S = %(5X2 +2Y2 4572 +4XY —2X 7 + AY' 7).

5 2 -1
On remarque que : S = L'AL avec A=%| 2 2 2
-1 2 5

A étant symétrique, idempotente A* = A, rang(A) = trace(A) = 2, S ~ x3.
T=LL—-S=tL(I—A)L~ x3 car [ — A idempotente.

De plus A(I — A) = A—A> = A— A =0donc S = L'AL et T = L' (I — A)L sont
mdépendantes.

S1Y = X'AX avec X ~~» N(0,1,,), A = A? symétrique et idempotente de rang(A) = r

alors Y ~ x2.
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1.1.9 Les lois de probabilités usuelles

Lois discretes

Bernoulli B(p), binomiale B(n, p), Poisson P(\), Géométrique G(p), hypergéométrique

G(N,n,p) (voir cours calcul des probabilités).

1.1.10 Lois continues

Loi uniforme Uy, loi exponentielle Exp(A), loi normale N'(p1, 02), loi normale centrée

réduite N(0,1), loi de Cauchy : f(x) = —

ﬁ, X e R.
Loi Gamma

Une variable aléatoire X suit une loi de gamma de parametres a > 0 et 8 > 0 si c¢’est

une variable aléatoire positive dont la densité de probabilité est :

00,
f(z) = et >0

on note X ~~ y(a,0).

La fonction gamma étant définie sur R* par :

+oo
[(x) = / e dt.
0

Parmi les propriétés de la fonction I', on peut montrer en intégrant par parties que pour
z>1:z)=(x—-1I'(z—-1), (z+1) = 2'(z) et pour n € N* : I'(n) = (n — 1),
['(1) = 1, on montre aussi que : I'(1/2) = /7

Remarque 1.8. nl =n"e "2mn =T(n+1).
Pour calculer E(X), on effectue le changement de variable y = 0z :

B = e [ et
= F(a) . e xr axr

1 / Rl
L(a) Jo 0

IT'(a+1) a

0 T(a) 0
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E(X?) = 2 Do .
Var(X) = —, E(X) =

loi de la variable aléatoire ¥ = 60X :
0
Gly) =P(Y <y) =P(OX <y) =P(X < 5) = F(y/0)
ou F est la fonction de répartition de X. La densité de Y est :

o) = 5(0)

90,—1 y
- 2 oy a—1
F(a)6 (9)
1

= —e Yyl y>0
F(a)e Yy Yy

d’ott : Y ~~ v(a, 1) qu’on note y(a) = ~y(a, 1) (dite loi d’Erlang).

EY)=Var(Y) =a.

Dot : X ~ y(a,0) &Y = X0 ~ y(a) & X =% ~ 7(a,0).
La somme de deux variables aléatoires indépendantes de loi gamma est encore une loi
gamma : si X ~ v(a,0) et Y ~~ (b, 0) sont deux variables aléatoires indépendantes alors

la variable aléatoire X +Y ~ y(a + b, 6).

Remarque 1.9. pour a = 1:9(1,0) = Exp(0) : f(x) =07 x> 0,51 X1, ..., X,, ~ Exp(0)
alors S,, = i X~ v(n,0) et S, ~ v(n).
i=1

Loi de Khi-deux (trés utilisée en statistique)

La loi de Khi-deux a n degré de liberté, noté x2, est la loi y(n/2,1/2) olt n est un entier

positif, donc la densité d’une variable aléatoire X ~» x?2 est :

1 n
_ —x/2, .51 >0
f(z) —2”/2F(n/2)e x x

Ces moments se déduisent de ceux de la loi v :

- n/2 oy N/2
~ 15 net Var(x;)

=z _ o,
14"

E(x2)
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Remarque 1.10. e On peut passer de la loi gamma non tabulée a la loi khi-deux qui

est tabulée :
1
Y =3X =) e X =2Y ~1(n1/2) =,
si X ~ Exp(f) = 20X ~ x3 et si S, = > X; avec X; ~» Exp(f) indépendantes :

i=1

208, ~ x3".

e [l existe encore un lien entre la loi v et la loi normale qui explique son importance

en statistique, si X ~» N(u,o?) alors :

X — iy 2
( o ) X1

En effet : la variable aléatoire Y = 2= ~» N(0,1) et si on pose Z = Y? sa fonction

de répartition est définie pour z > 0 par :

G2)=P(Z<z) = P(—V/z<Y </2)
= o(V2) = o(—V2)

et sa densité est :

g(z) = ;W[qs’(\/z)—d(—ﬁﬂ
efz/Q

= T /2= V)

c’est la densité de v(1/2,1/2) i.e : x2.

Somme de lois Khi-deux : Si X ~ 2 et X ~ x? deux variables aléatoires
indépendantes alors : X +Y ~» x2, .
Si Xi, ..., X;, ~ N(0, 1) sont indépendantes alors : Zn: X2~ 2.
Le degré de liberté correspond aux nombre de Va;?;bles aléatoires indépendantes qui la

constituent. Si ces variables aléatoires étaient liées par "k” relations le degré de liberté

serait n — k.
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Loi Béta

Il existe deux familles de lois Béta qui se déduisent de la famille des lois gamma.
1. Loi Béta de second espece :

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de lois : v(p), v(q), alors la

variable aléatoire Z = % ~ B(p, q) de 2°™¢ espece notée B7(p, q) et de densité, pour

z>0:
1 2Pl
fz) = B(p,q) (1 + z)pta
| (P (g)
B(p,q) = Tr+q)

est la fonction Béta définie sur R x RY.

Des propriétés de la fonction I'; on déduit :

E(Z):q_—l, qg>1.
oy plp+1)
= gy 17
et
plp+q-1)
Var(Z):<q_1)2(q_2), q>2.

1
B(p,q) = / (1 — 1)t
0
2. Loi Béta de premiere espéce :

La loi béta de 1 est définie par rapport a la loi précédente :

X A

T: =
X+Y 1+Z

avec X ~»y(p),Y ~v(q), Z ~ Br1(p,q)

T est a valeur dans [0, 1], sa densité est :

1
t)=——t" 11 -t telo,1].
f(t) 300 (1-1) [0,1]
on écrit T~ B1(p, q).
On obtient les moments :
BT =L mry- et
p+q (r+qp+q+1)
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pq
(p+q)32(p+q+1)

Remarque 1.11. Ces lois sont utilisées en statistique bayésienne pour représenter la

Var(T) =

distribution a priori de la probabilité d’un événement.

Loi de Student :

Elle joue un role important dans ’estimation par intervalle de confiance.

Définition 1.8. Soit X ~» N(0,1), et Y ~» x2 deux variables aléatoires indépendantes.
X

\Y/n

Propriétés : si X ~» 7(n) :

Alors la variable aléatoire Z =

~» Student a n degré de liberté.

E(X) =0, n>1;
Var(X) = -5, n>2.
Remarque 1.12. pour n = 1, T est la loi de Cauchy de densité f(z) = W(lixz), reR, T}

est le rapport de deux gaussiennes indépendantes.

Loi de Fisher-Snedecor

Définition 1.9. Soit X; ~» x2 et Xy ~» x2 deux variables aléatoires indépendantes,

alors :
_ Xl/nl
X2/n2

C’est la loi de Fisher a (ny,ng) degré de liberté.

F

~ S(nh 77,2).

Propriétés : si X ~ §(ny,ne) :

E(X) =21, ng > 2;
ng 22 ) )
Var(X) = —mmine=2) =, o g

Remarque 1.13. T? = §(1,n).
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1.2 Fonctions caractéristiques et convergence de
suites de variables aléatoires

1.2.1 Fonctions caractéristiques

Fonction génératrice des moments

Définition 1.10. On appelle fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire X
discrete, a valeurs possibles entieres non négatives, (X (€2) C N), I'espérance mathématique
de 2% :

gx(2) = E(z%), avec 0 <2< 1.

ona:gx(0)=0etgx(l) =1

Obtention des moments factoriels :
Supposons que le moment factoriel d’ordre k, de la variable aléatoire X existe i.e :
pi)(X) =E[X(X —1),..., (X —k+1)] existe (k > 0).
pour z < 1 : la somme Z( )x(x—l), oy (2= k+1)2"FP(X = 2) < pyy(X) est absolument
zeX(Q

et uniformément convergente en z.

Donc, on peut dériver sous signe somme :

d®)
gP(z) = ) P(X = T
zeX ()
= Z P(X =z)z(z —1),...,(x — k+ 1)z
z€X(Q)

et pour z =1 gg’;)(l) = puwy (X).
En particulier : E(X) = ¢ (1) et E(X?) = ¢"(1) + ¢/(1).

Exemple 1.12. la fonction génératrice de X ~» B(n,p),

P(X =x)=Cip°¢"™", x=0,1,2,..,n
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=0

=0
= (q+p2)".

QI(Z) = np(q +p2)”_1, pour z=1= IE(X) = np,
E(X?) =g"(1) +4'(1).
g"(2) = n(n — Dp*(q + p2)" 2, pour z = 1: E(X?) = n(n — 1)p* +np

Var(X) = n(n—1)p* +np — n’p?
= np —np® = np(1 — p) = npq.

Propriété :
Si deux variables aléatoires X et Y ont la méme fonction génératrice, X et Y suivent la
méme loi de probabilité. En effet, soit g cette fonction génératrice et soit g(z) = i a;2"
son développement en série entiere au v(0), comme ce D.L est unique alors g est la f(;;gtion

génératrice d'une variable aléatoire prenant les valeurs ¢+ = 0, 1, ... avec la probabilité a;.

Remarque 1.14. On peut définir la fonction génératrice d’une variable aléatoire X par :
S e”P(X =), si X est discrete;

fj;o e f(x)dx, si X est continue.

Cette fonction peut ne pas exister car E(e') n’est pas toujours définie. Les moments

d’ordre n sont calculés par :

g™ (0) = E(X™).
Fonctions caractéristiques

Définition 1.11. On appelle fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X la

fonction ¢x de la variable réelle t définie par :

px(t) =E(").
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ox(t) = Elcos(tX) + isin(tX)] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)]

fj;o e f(x)dw, si X est absolument continue ;
px(t) = S e™P(X =1x), siX est discrete.
zeX ()
Remarque 1.15. px existe toujours car |e®| = 1 = |px(t)] < 1, du fait |px(t)] <

Jr2 e fx)da = [*2° f(a)dz = 1.

Pour une variable aléatoire X qui prend des valeurs entiéres positives : P(X = k) = py

alors : px(t) = Y pre™ = gx (™).
k
ox(t) = gx(e™).

Propriétés :
a) ¢(0) = 1. En effet pour X absolument continue : px(0) = fj;o f(z)dz =1 et pour X

discrete px(0) = > P(X =2x)=1.
zeX(Q)
b) SiY =aX +0b,a,b€eR,
py(t) = px(at)e™.

En effet :
py(t) = E(e™)
_ E[eit(aX-Q—b)]

— F [eitaX eitb]

oy (t) = e™ox (at).

Théoreme 1.3. Soient Xy, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes alors :

n

(t) =T ox,(®).

j=1

@i x;
j=1



Rappels 47

Démonstration.

Oxi4otx,(t) = E(e") Z Xi

=1
— E[ﬁeith]
j=1
_ HE[eith] — waj(t)
j=1 j=1

Car si X; sont indépendantes alors %7 le sont aussi.
La réciproque est fausse, on peut avoir : ¢x,1+x,(t) = ©x, (t)ox,(t) sans que X; et X,

soient indépendantes. O

Exemple 1.13. Soit X; = Xo = X wune variable aléatoire de Cauchy, sa fonction ca-

ractéristique est :

1 +oo el
ex(t) = —/ T sdr = e (intégrale calculée en utilisant les résidus.)
T J o x

ax(t) = e 2 = o (t)px (t), mais X nest pas indépendante d’elle méme.
Exemples
L SEX ~ B(p): px(t) = E(e™) = pe™ + (1 - p)e™?,
px(t) =pe" +4q. (¢=1-p).

2. X ~ B(n,p), Y => X;, X;~ B(p) indépendantes,
=1

oy (t) = H ox,(t) = (pe +q)"
3. X ~P(A):

px(t) = E(e™)
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4. X ~U_qq, 0n a:
/(@) :{ 200 2 € [-a,d];

0, Sinon.

a 1
ex(t) = /a%emdx
1 1 itx ¢

B 1 eita . e—ita
T 2a it

it sin

= 2aitzszna 1 stn ta
sin ta

@X(t): , teR

ta
5. X ~ Exp(h), 6>0.

flx)=0e x>0
+o00 )
ox(t) = 9/ e 0%l dy
0

“+oo
= 40 / e~ 0=z gy
0

o— it .
t) = Vvt € R.
SOX() 0 it €
6. X ~ N(0,1),
1 a2
f(z) = ez, reR
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D’ou :

Moments d’ordre n d’une variable aléatoire

Théoréme 1.4. Si les n premiers moments BE(X*), k = 1,2, ...,n existent alors px estn

fois différentiable et on a :
F o) — i+ k —
ey (0) ="E(X"), k=1,2,...,n.

Démonstration : Cas absolument continu.
Si fj;o |z|f(z)dx < +00 = f_t:}o ze' f(z)dz converge uniformément donc on peut dériver
sous le signe [ :
sofxos) [ et (2
:if+°°mf Yda = iE(X).
Donc <pX kf+°° keite f(z)dx, d’on

k .
P (0) = FE(X*).
La démonstration est identique dans le cas discret.

Théoréme 1.5. Si les n premiers moments de X existent alors au v(0) :

e k i k
oxlty = S EEOU oy

k!
k=0
Démonstration : Ceci résulte du théoreme précédent et de la formule de Taylor.

Exemple 1.14. X ~ P()), sa fonction caractéristique est : px(t) = eMe" =1,

Pl (t) = Xie't e,
P (0) = Xi = Xi = iE(X) = E(X) = .

Inversion de la fonction caractéristique :

A chaque fonction de répartition F' correspond une et une seule fonction caractéristique
@ et inversement, a toute fonction caractéristique ¢ correspond une et une seule fonction

de répartition F.
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Théoreme 1.6. St px est la fonction caractéristique de la variable aléatoire X, la loi de
probabilité de X est déterminée par :

1 1 T e—ita _ e—’itb
FX(b)—FX(a)+§ P(X =a)+P(X =b)]= lim — ——— px(t)dt, Va,beR.

T—+00 2T J_p 1t

En particulier, si a, b sont deux points de continuité de F'x, alors :

1 T e—ita o e—itb
Fx(b) — Fx(a) = TEr—iI-loo % . T@x(t}dt, Va, beR.

Si la variable aléatoire X est discrete, la formule d’inversion est :
1 T

P(X =z) = Jim . e "o (t)dt.

Corollaire 1.2. Si deux variables aléatoires réelles ont la méme fonction caractéristique,

alors elles ont la méme loi de probabilité.

Exemple 1.15. (a) La somme de deux variables aléatoires indépendantes normales est

normale. Soit X ~ N(p1,0%), Y ~» N (uz, 03) :

; 2 2
QOX-FY(t) = @X(ﬂ : QOY(t) = eztp‘le_af%e’tlwe—ag%

2
. 2 2\t
elt(ﬂl+ﬂ2)€*(g1+‘72)7 .

Donc

X +Y ~ N+ pa, 07 + 03).

(b) La somme de deux variables aléatoires binomiale indépendantes de paramétres (n,p)
et (n',p) est une binomiale de parametre (n+n',p). Soit X ~ B(n,p), Y ~ B(n',p),
X = Zn:Xi, Y = iYQ avec X; ~ B(p), Yi ~ B(p).
X+ ?lest une S(Z;rime de n + n’ variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de

parameétre p donc c’est une B(n +n’,p).

On a : px(t) = (q+ pe™)™, oy (t) = (¢ + pe)",

n+n” (

ox+y(t) = ox(t)-@y(t) = (g+pe™) fonction caractéristique d’une B(n+n',p)).
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(c) La somme de deux variables aléatoires indépendantes de Poisson de parameétres A1, Az

est une variable de Poisson de parametre Ay + Ay :

pxv(t) = ox(t) - py(t) = eME et

M) =) (fonction caractéristique dune v.a.P(A + A2).)

Corollaire 1.3. Si px est intégrable sur R, alors la variable aléatoire X admet une densité

de probabilité f continue, donnée par :

+oo
Fr(@) 1/ et (1) .

:% N

Fonction caractéristique d’une variable aléatoire multidimensionnelle

1
Définition 1.12. Soit Y = (X7, ..., X,,)" € R™ un vecteur aléatoire et ¢ = : e R™
2
On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire Y :

oy (t) = E[e?Y] = B!t X1t FtnXn)]
cette fonction existe toujours avec t' = (tq, ..., t,), (transposée de t).

1.2.2 Fonctions caractéristiques des variables aléatoires margi-
nales et conditionnelles

La fonction caractéristique de la variable aléatoire marginale X, s’obtient a partir de

la fonction caractéristique de Y en faisant : to, =t3=...=1t, =0:
X (tl) = E[eitl){l] = SOY(tl? 07 L3 O)

Cas particulier : Soit (X, Y") un couple absolument continu, la fonction caractéristique

du couple est :
oxy)(t,t2) =E [ei(t1X+t2Y)] —FEy [ez’hX(EYlX(eitQY))]

Soit : @xy)(ti,t2) = fj;o e X oy ix_p(t2) f(x)dz, ol : pyx—, est la fonction ca-

ractéristique de Y| X = z.
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1.2.3 Convergence des suites de variables aléatoires

Une suite (X, ),en+ de variables aléatoires réelles est une suite de fonctions mesurables
de 2 dans R. Il existe diverses fagons de définir la convergence de (X,,). On considere dans
la suite, une suite (X,,) de variables aléatoires réelles et une variable aléatoire X définie

sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).

Différents types de convergence

La convergence en probabilité (Convergence faible)
Définition 1.13. (X,,) converge en probabilité vers X si :

Ve > 0, ,}LHQOPGX"_X’ >e) =0,
On note : X, ﬂ X.

Exemple 1.16. Soit (X,),>1, la suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilité (0, A,P) par : P(X,, =0)=1—+, P(X,=1) =1
Cette suite converge en probabilité vers 0, en effet :

Ve>0, P(|X,—0/>¢)=P(|X,|>¢)=P(X,=1)= - — 0.

Théoréme 1.7. (Loi faible des grands nombres)
Soit (Xp)nen+, une suite de variables aléatoires indépendantes 2 a 2, identiquement dis-

tribuées, de moyenne m et d’écart-type o. Alors la variable aléatoire :
1 n

i.e : Ve >0, P(|Y,—m|>¢) — 0 quand n — oo.

Inégalité de Bienaymé-Chebychev

Inégalité de Markov :

Lemme 1.1. Soit X une variable aléatoire positive de moyenne p = E(X) finie. Pour
toute constante ¢ >0, on a :

P(X >¢) <

=
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Démonstration. Supposons que X est absolument continue :

p=EX) = /_+Oo$f(a:)dx

D’ou

[

Inégalité de Chebychev : Appliquons I'inégalité de Markov a la variable aléatoire
(X — p)?, en posant ¢ = &2
E((X —p)?)

P((X —p)’ 2 ¢%) < ——

on déduit alors I'inégalité de B-C :
2

P(|X —p[>¢) < [.B Chebychev.

g2’

ou bien P(|X — p| > ko) < en posant ko = e.

1
k2’
Démonstration. du théoreme 1.7 On a :

2

E(Y,) = ZE( i) =met Var(Y,) = <.
D’apres I’ 1negahte de B.Chebychev :

o
P(Y,, — > < —
(Ya—ml>e) < 2

o2

lim P(|Y, —m|>¢) < lim — =0

n—oo n—oo NE

Donc Ve > 0, lim P(]Y,, — m| >¢) =0, d’on

Ynﬂm.
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Convergence presque siire (Convergence forte)

Définition 1.14. (X,,) converge presque surement (P.S) vers X (ou avec une probabilité
égale a 1) si :

P(lim X,, = X) =1 oubien P(lim X, # X) =10

n—o0 n—oo

et on note X, P-5 X.

En d’autres termes, 'ensemble des points de divergence est de probabilité nulle.

P [w €Q: lim X,(w) = X(w)} =1

n—oo

X, PS5 X & Ve>0,limP {sup|Xm—X| >€} =0
n m>n

& Ve>0,lm P | (X0 - X|>e)| =0
Lm>n

& Ve>0,lm P | () (X0 —X|<e)| =1

n—oo

Lm>n

On a les évenements |J (| X, — X| > ¢) et (sup | X, — X| > ¢) sont équivalents et ont
m>n m>n
comme complémentaire :

ﬂ(’Xn_X| <E)>

m>n

d’ou I'équivalence des 3 conditions :

la premiere condition signifie que :

sup | X, — X| P, o= |x,—-x| P, o,

m>n
donc la convergence P.S est plus forte que la convergence en probabilité :

X, 25 x =x, P Xx

la derniére condition exprime que, a partir d’un certain rang N = N(¢), tous les événements

(|X, — X| < ¢) pour n > N sont réalisés avec une probabilité qui tend vers 1.
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Théoréme 1.8. (Loi forte des grands nombres)
Si (X)) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi et d’espérance m,
alors :

X, PSS m.

£2
Convergence en moyenne d’ordre p

Si E(|X,, — X|P) existe on a :
Définition 1.15. (X,,) converge en moyenne d’ordre p vers X si :

lim E(|X, — X[?) =0,

n—oo

on note X, ﬂ X.

Remarque 1.16. 1. La convergence la plus utilisée est la convergence dans L? dite encore
”convergence en moyenne quadratique”, i.e :

lim E(|X, — X|*) =0,

Ve >0,IN eN: Vn> N:E(|X, - X]*) <e.

2. SanﬁX, 1 <p<ooalors X, L x

—

1<qg<np.

Y

3. La convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en probabilité.
La démonstration est une conséquence directe de 1'inégalité de Chebychev.
En effet :

E(1X, — X]*)

52
Si B(|X, — X)) —0 = P(X,—X|>¢c)—0

P(| X, — X| > ¢)

IA

convergence en moyenne quadratique = convergence en P.
Convergence en loi (convergence faible)

Bien qu’elle soit la plus faible, elle est la plus utilisée en pratique car elle permet

d’approximer la loi de X, par celle de X.
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Définition 1.16. La suite (X,,) converge en loi vers X de fonction de répartition F si la
suite (F,,) de fonction de répartition des X,, converge vers F' en tout points de continuité

de F. X, £, X.

Remarque 1.17. 1. La convergence en loi n’est réalisée qu’aux points de continuité de
F. En un point de discontinuité = de F', F(x) peut ne pas tendre vers aucune limite,

ou tendre vers une limite différente de F'(z).

2. La convergence en loi ne suppose pas que les variables aléatoires X,, et X soient de
méme loi. On montre par exemple qu’une suite de variables aléatoires binomiale ou

de Poisson converge vers une variable gaussienne.

3. La convergence de F,(z) vers une valeur limite pour tout x ne suffit pas pour avoir
la convergence en loi de (X,). Il faut que la fonction limite soit une fonction de

répartition. Ainsi la suite de variables aléatoires (X,,),>1 uniformément réparties sur

[—n,n] :
L six € [—-n,n);
F.(z) =<} 1, r>n;
0, r < —n.

lim F,(z) =%, VzeR
n—oo
Cette fonction limite n’est pas une fonction de répartition par conséquent, la suite

(X,,) ne converge pas en loi.

Convergence en loi et fonction caractéristique

Théoréme 1.9 (de P.Lévy). Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles. Si
X, £, X alors : quand n — oo ox, (t) — px(t). Réciproqguement si (X,)n>1 est une
suite de variables aléatoires réelles tel que : x, (t) — wx(t) et si @ est continue en 0 alors
(Xn) converge en loi vers une variable aléatoire réelle X dont la fonction caractéristique

est .

Exemple 1.17. Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires réelles de loi B(n,p),
0<p< 1
X, £, X avec X ~ P(np).
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On a : ¢x,(t) = (1 —p+pe)" = pn(t).
posant A\ =np = p=A/n= @,(t) = (1 — % + %eit>n'

lim ¢, (t) = lim {1—5<1—e“>r

n—oo n—oo n
A "
= lim [1 + = (e — 1)]
n—oo n

M) = ©(t) fonction caractéristique de X ~» P(A = np).
Comme ¢ est continue en 0, alors : X, i X, i.e:
(XaB(n.p)) £, X (X ~ P(np)).
Remarque 1.18. La continuité de ¢ en 0 est indispensable.

Exemple 1.18. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles continues uniformes

sur [—n,n| :

f(@) :{ (2)%:’ x € [—n,n];

Sinon.

ox, () = a(t) = E(e"*)

noq y
— — etz g
[

1 . .

: [eztn _ e—ztn]
2nit
sin(nt)

nt

Sit#0 |pp(t)] <L —ne 0=(t) Vt#£0 et p(0) =1.
L

La fonction ¢ n’étant pas continue en 0 : X, =

((X,,) ne converge pas en loi).

Théoreme central limite
Le théoreme central limite concerne le comportement asymptotique de la somme de n
variables aléatoires indépendantes. Il comporte de nombreux énoncés qui indiquent des
conditions suffisantes de convergence vers la loi normale. La forme la plus utilisée est le

théoreme Lindeberg et Lévy.
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Théoréme 1.10. Soit une suite de variables aléatoires réelles (X,)n>1 indépendantes

obéissant a la méme loi de probabilité, de moyenne u < oo et de variance o> < oo. Soit
n

Sn=X1+Xo+ ...+ X, =>_X;, alors :

i=1

_ S BOW S £ e 10i A0 1)

= V' Var(S,) o\/n

Démonstration. Ona: Y, = > (Xﬁi‘).
i=1

o

On a le développement en série de Taylor de e sécrit :
e =140ty — LV? 4 Wy 4o

E(e™) =1+ itE(Y) — %E(YQ) + .+ (Z:%E(Y”) + ...

Soit px,(t) la fonction caractéristique de la variable aléatoire X;, i = 1,n.
. Xi—p\ _ Xi—p) _ 1
Ona.]E(—a\/ﬁ> —Oe’ﬁVar(—U\/ﬁ) ==
2
pxoa(t)=1-5 L+ o(d)
Donc :

er(t) = Toxcu®

Pour ¢t fixé : In(py, (1)) =nln[l — % L +o(3)] — =5,
2
d’out : py, (t) —n—0o €2 qui est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire qui
suit une N(0, 1).
D’ou
L

— OO

Application du théoréeme central limite :

Soit X1, Xo, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes de méme loi de moyenne pu et de
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n
variance o finis alors en posant : ¥, = £ 3" X;

Relation entre les différents types de convergence :

Théoréme 1.11. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires alors :

P.S m.q
Ny 74

P
4
c

X, ﬂ X =X, i X, la réciproque est fausse sauf si X = a (p.s), a € R

(constante).



Rappels 60

Propriétés : Si X, L XetY, ﬂ a, a € R alors :

e X,+Y, £ X+a
o X,Y, £ aX.
o 3n L X (sia#0).

Yn

Théoréme 1.12. (Théoréme de Slutsky)

Si g est une application réelle continue alors :
Xo £, X = g(X,) £, g(X).

Propriété :
Si la suite (X,,) est telle que : a, (X, —m) £, N(0,0?) avec a,, — oo et o > 0, alors, si

g est une application réelle dérivable, g(X,,) A avec :

a[9(Xa) — g(m)] £, N(0,0%|g'(m)]).
1.2.4 Exercices

Exercice 1.1. Etant donné deuz v.a.r. indépendantes X et'Y telle que
P(X=k)=P(Y =k)=pg"", ¢g=1-p, 0<p<l, k=12

Calculer
PX=Y) PX>Y) PX+Y=n), PX=k/X+Y=n).
Exercice 1.2. Soit (X,Y) une v.a.r. discrétes a valeurs dans N? de loi conjointe :

. . a
1. Déterminer toutes les valeurs possibles de a.

2. Déterminer les lois marginales.

3. X etY sont-elles indépendantes ?
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Exercice 1.3. Soit (X,Y) un couple de v.a. de densité

e—f

s, sitx>0ety>1;
T = Yy
foen (@, y) { 0, sinon.

1. Calculer la constante c.

2. Déterminer les lois marginales de de X etY .
3. Les v.a. X etY sont-elle indépendantes ¢

4. Calculer P(Y > 2, X < 1).

5. Calculer P(XY > 1).

Exercice 1.4. Soit (X,Y) un couple de v.a. dont la loi est déterminée par la densité :

2, si0<r<2e0<y<ua;

fay) = { 0, sinon.

1. Déterminer la fonction de répartition de ce couple.
2. Déterminer les lois marginales de X et'Y. Ces variables sont-elles indépendantes ?
3. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant X = x.

Exercice 1.5. Soient X etY deux v.a. indépendantes de méme loi uniforme sur | —1,1].

Détermaner la loi de probabilité de la v.a. Z =Y — X.

Exercice 1.6. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N
telles que X — P(N\) et Y/X =n < B(n,p) oup €]0,1].
1. Montrer que E(Y) = Ap.

2. On définit la variance conditionnelle de 'Y sachant X par
VY/X =2)=E(Y?/X =2) - (E(Y/X = 1))

Montrer que V(Y) = E(V(Y/X)) + V(E(Y/X)). En déduire la variance de Y

3. Déterminer la loi de Y .

Exercice 1.7. Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi exp(1), de

densité e=* sur RT.
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1. Soit les variables aléatoires
U=X-Y et V=X+Y

Donner la loi jointe du couple (U,V).

2. En déduire la loi marginale de V.

3. Calculer Cov(U, V). Pouvez-vous en déduire que U et V' sont indépendantes ?
4. U etV sont-elles indépendantes.

5. Donner la densité de la loi de T = %

6. Calculer E(T) et Cov(T,U).

Exercice 1.8. Soit X = (X1, Xo, X3) un vecteur aléatoire gaussien centré de matrice de

covariance
2 2 =2
A= 2 5 1
-2 1 5

1. Le vecteur aléatoire X admet-il une densité ¢

2. Déterminer a tel que les wvariables aléatoires X, et Y = X, — aX; soient

indépendantes. Quelle est la loi de (X1,Y) ?

Exercice 1.9. Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

(Ll
A_<p 1> avec |p| < 1.

_ X+4Y _ X-Y
OnposeU—W etV—W.

1. Déterminer la matrice de covariance de (U, V). Déduire uniquement de cette question

la loi de (U, V). Les v.a. U et V sont-elle indépendantes ¢

2. Calculer E(X*).

Exercice 1.10. Soit (X,Y,Z) un vecteur Gaussien d’espérance (1,0,1) et de matrice de

covariances

Donner la loi du vecteur U = (X +Y, X + Z).
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Exercice 1.11. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On suppose que X suit la
loi uniforme Uyo 1. Y| X = x suit la loi :
PY==2X=2)=5 PY=0X=2)=1-2 PY=2X=2)=7.

1. Calculer E(Y) et V(Y)

2. Déterminer la fonction caractéristique de la loi de Y.

Exercice 1.12. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes de loi P(\).
On pose Y, = i X;.
Montrer que -
Y, —E(Y,)
var(Yy,)

converge en loi vers une v.a. gaussienne centrée réduite.

Exercice 1.13. Soit (X,,) une suite de v.a. indépendantes de méme loi définie par
PX,=1)=petP(X,=-1)=1—p=gq avec 0 <p < 1. On pose

n

1. Déterminer la loi de probabilité de'Y,,.

2. Déterminer la loi limite de la suite (Yy,).

Exercice 1.14. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi, de densité

f définie par :

e~ @0 six>0;
f<I>_{ 0, six < 6.

ot 0 est un nombre positif fixé.
1. Montrer que I, = inf(Xy, Xo, ..., X,,) converge en moyenne quadratique vers 0

2. Etudier la convergence en loi de Y, = n(I, — 0).

Exercice 1.15. Soit (X,)n>1 une s.v.a. indépendantes identiquement distribuées de loi

Up,o+1)- On définit la v.a. Z, = min(X,, X, ..., X,).

1. Donner la loi de Z,,.
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2. Montrer que Z, converge en probabilité vers 6.

3. Montrer que n(Z, — 6) converge en loi vers une v.a. Z dont on donnera la loi.

Exercice 1.16. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi Upo,g)-

1. Déterminer la loi de la v.a.

S, = sup X;
1<i<n
2. Montrer que
n n
E(S,) = 0; V(S,) = 62
(5n) n+1" (5n) (n+2)(n+ 2)2

3. Déduire que (S,) converge en probabilité vers 6.

4. On cherche a trouver la loi limite de Y,, = n( — S,)
a) Déterminer la fonction de répartition de'Y,,.

b) En utilisant le résultat d’analyse

. Yy _
1 1—)"=e?
Jm (1= D)=,

montrer que Y, converge en loi vers une v.a. de loi 5(%)



Chapitre 2

Echantillonnage

Introduction

Le mot statistique désigne a la fois un ensemble de données et ’activité qui consiste a
les recueillir, les traiter et les interpréter.
Faire de la statistique c¢’est étudier un ensemble d’objets équivalents appelés individus ou
unités statistique, sur lesquels on observe des caractéristiques appelées variables.
Recensement : observer toutes les unités statistiques d’'une population finie.
Echantillon : Partie de la population.
Sondage : Etudier les unités de I’échantillon.
La démarche statistique
Statistique descriptive : Son but est de synthétiser, résumer I'information contenue
dans les données. Elle utilise les tableaux statistiques et les représentations gra-
phiques.
Statistique inférentielle : Son but est d’étendre les propriétés constatées sur
I’échantillon a toute la population et valider des hypotheses a priori. Le calcul des

probabilités joue un role important.

2.1 Position du probleme

On veut a partir d'un échantillon, déduire des informations sur la population. Le

probleme qui se pose alors est comment choisir une partie de la population qui repro-

65
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duit le plus fidelement possible ses caractéristiques . C’est le probleme d’échantillonnage

(sondage).

2.1.1 Avantages de I’échantillonnage

— Impossibilité d’étudier toute la population lorsqu’elle est infinie.
— Le cott : Le choix d'un échantillon est de moindre cout qu’un recensement.
— Le temps : la rapidité nécessaire de certaines prises de décisions empeéche le recours

A un recensement.

2.1.2 Choix de 1’échantillon

Il ya 3 grands modes de tirage d'un échantillon :
— Tirage empirique.
— Tirage aléatoire.

— Tirage artificiel (simulation).

a) Echantillonnage empirique : Utilise des connaissances préalables qu'on a sur la
population. La méthode la plus utilisée est la méthode des quotas. Cette méthode se
base sur la construction d’un échantillon de taille n dans lequel les proportions des
individus sont égales a celles de la population. Une fois ces quotas déterminés, il faut

les respecter dans le choix de 1’échantillon.

b) Echantillonnage aléatoire : L’échantillon est dit aléatoire si chaque individu de la

population a une probabilité connue d’appartenir a 1’échantillon.

* Echantillon aléatoire simple : Chaque individu a la méme probabilité d’étre choisi

(la loi uniforme discrete).

* Echantillon aléatoire non simple : Tient compte de certain facteurs de

pondération. On distingue deux types de tirage :
1. Tirage exhaustif : Sans remise (les observations ne sont pas indépendantes).

2. Tirage non exhaustif : Avec remise bernoullien (les observations sont toutes

indépendantes).
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* Echantillonnage stratifié : On subdivise la population en sous ensembles (strates)

relativement homogenes. On extrait de chaque strate un échantillon aléatoire

simple (e.a.s). La réunion de tous ces échantillons constitue I’échantillon désiré.

e.a.s
— w = UB = ech. désie

Cette méthode a le but d’améliorer la précision de I'estimation.

* L’échantillonnage par grappes : On subdivise la population en sous grappes, on

tire un échantillon aléatoire de grappes. L’échantillon désiré est constitué de

tous les individus de chaque grappe.

2.2 Notions fondamentales
2.2.1 Population de référence

C’est la totalité des éléments pris en considération, et sur lesquels on désire obtenir des

informations.

2.2.2 Echantillon

Soit Q = {wi,ws, ...,wy} une population de taille N. Soit X le caracteére que 1'on
voudrait étudier sur cette population. Avec I’échantillon aléatoire simple : soit X}, le résultat
aléatoire du k*®™ tirage, c’est une variable aléatoire qui suit la méme loi que X. On note zy,

le résultat du k'*™° tirage et on note (X1, Xo, ..., X,,) le résultat aléatoire de ces n tirages.

Définition 2.1. (X3, X5, ..., X,,) est un n-uplet de variables aléatoires indépendantes de

méme loi (celle de X). Il est appelé n-échantillon aléatoire simple.

Définition 2.2. L’unique réalisation (z1,xs,...,x,) est appelée ensemble des valeurs ob-

servées.



Echantillonnage 68

Définition 2.3. Une statistique Y sur un échantillon (X7, Xs, ..., X,,) est une variable

aléatoire fonction mesurable des X; :
Y = f(X1, Xs, ..., X,,) prend la valeur f(zq,z2,...,2,)

2.2.3 Distribution d’un échantillon

Soit (X1, Xa, ..., X;,) un échantillon aléatoire simple issu d'une variable aléatoire X de
densité de probabilité f. La distribution (loi) de probabilité du n-échantillon aléatoire

simple est :

9(r1, 29, 00) = g(x) = fx,(v1) fx,(22)- fx, (Tn)
= HfX,-(%) = (fx(x))"

g est appelée vraisemblance du n-échantillon.

Exemple 2.1. 1. Soit (X1, Xs, ..., X)) un n-échantillon issu d’une variable aléatoire

X ~ N(0,1)
1 2
€Tr) = e 2 s xeR
@) = 5=
n =1 = 22 _
g(z) =[] fx.(2:) = (\/217),16 & o eR Vi=T1n.
i=1

2. Soit (X1, X, ..., X;,) un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X ~~ B(0),
flz) =0"(1—0)'"" avec x € {0, 1}.
La vraisemblance de cet échantillon est :

n

g(x) =] fx.(a2)

=1

A =

2.2.4 Fonction de répartition empirique d’un échantillon

Définition 2.4. On appelle fonction de répartition empirique d’un échantillon (e.a.s avec
remise) F,,(x) la proportion des n variables aléatoires X, Xs, ..., X, qui sont inférieures a .

C’est donc une fonction aléatoire (v.a pour tout =) dont les réalisations sont des fonctions
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en escalier de sauts égaux a 1/n.
(

Fn(x) = % ;]I(Xi<x) =

2/n
1/n

0, six < x;
L six; <z <o

n’

(i-1)

n Y

six,_1 <x <

1, six > x,.

I

FiG. 2.1 — Graphe de la fonction de répartition empirique

To T3

Convergence de F,(z) vers F(x)

Théoréme 2.1. Soit (X, Xo, ...
F,(x) et F(x) fonction de répartition de X (variable aléatoire parente).

Alors : F,(z) PS5 F(x). ie:P (.73 ; zh—>nc>lo F.(x) = F(x)) =1

, Xpn) un n-échantillon de fonction de répartition empirique

Démonstration. F,(x) étant une moyenne empirique de variable aléatoire réelle

indépendante (puisque les X; le sont), d’aprés la loi forte des grands nombres :

Fu(z) PS5 Ell x,<0)] = Ell x<o)] = F(2).
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Convergence en loi de F),(x)

On a : 1 x,<,) est une variable aléatoire de Bernoulli B(F(z)),
P(Fu(x) = k/n) = P(nF,(2) = k) = Cy(F(2))*(1 - F(x))" ™",
donc nF,(x) ~ B(n, F(z)). Alors d’apres le théoreme central limite :

nk,(r) —nF(z) p N
Jr@a ) oY

| VAlFula) = () g oo
VE@a ) Y
Théoréme 2.2. (Glivenko-Contelli)

La convergence de F,, vers F est presque surement uniforme, i.e :
Dy, = sup |F,(z) — F(z)] 25 0.
xT

Théoreme 2.3. (Kolmogorov)

+o0
lim P(v/nD, <y) = K(y) = Z(_l)ke_gk;?y?‘

Ce théoreme signifie que la distribution asymptotique de la variable aléatoire D,, est
connue et ne dépend pas de la variable de départ X, et permet de calculer des limites pour

les valeur de D,,. La loi exacte de la variable D,, a été tabulée.

2.2.5 Statistique d’ordre d’un échantillon

Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X,
les réalisation x1, xo, ..., T, peuvent étre réordonnées en yi, Yo, ..., Yn OU Y1 < Yo < ... < Yn.
Les y; constituent une permutation particuliere des x;.

Les y; sont des réalisations du n-uplet de variables aléatoires (Y1, Ys,...,Y,) qui constitue
I’échantillon ordonné de X.

Soit F' (resp. f) la fonction de répartition (resp. la densité) de la variable aléatoire X. Soit
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Hy, (resp. hy) les fonctions de répartition (resp. les densités) de Y.

On cherche la loi de Y] = li<n£ X;etY, = sup X,.

1<i<n

a) Loide Y] = ini X;:

1
On a:

Hi(y) =P(Y1 <y) = PinfX; <y)

= 1-P@nf X; > y)

n

= 1- P(H(Xi <))

i=1

=1

= 1-][-F@)

i=1

Hi(y) =1-[1-F(y)]"
D'ott : hy(y) = n(l— F(y)" ' f(y).

b) Loide Y, = sup X;:

1<i<n

i=1

H,(y) =P(sup X; < y)

et by (y) = n(F ()" f(y).

Remarque 2.1. Ces deux lois servent en particulier a détecter les valeurs aberrantes de

I’échantillon : valeurs trop grandes ou trop petites.

2.2.6 Moments d’un échantillon

Définition 2.5. Soit (X7, X, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire issu d’une variable aléatoire

X et r un nombre entier (r € N). On appelle moment d’ordre r de 1’échantillon et on note

m!, la quantité :

n
1
m;:—g X7,
n -
=1
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Théoréeme 2.4. Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable
aléatoire X, alors E(m.) = m,, ot m, est le moment d’ordre r de la variable aléatoire X :

E(m.) =m, =E(X]). En effet :
E(m!) = E[—l En X/ = 1 5” E[X]] =m
" ne"" n ‘ "

Moyenne empirique d’un échantillon

Définition 2.6. Soit m/ = 1 > X7 le moment d’ordre r de Iéchantillon. Pour r = 1 :
i=1

mj =+ 3" X; est la moyenne du n-échantillon aléatoire simple (X1, X», ..., X,,) on la note
i=1
X,
x-lyx
=) .
i=1
propriétés :

1. Soit (X1, Xs, ..., X;,) un n-échantillon issu d’une variable aléatoire X de moyenne
et de variance 0. Alors E(X) = p (on dit que X est une statistique sans biais).
En effet : E(X) = 1 Y E(X;) = p.
i=1

== 2

2. Var(X) = =.
En effet : Var(X) = 5 > Var(X;) = Zno’® = %2
i=1

n

3. X P-5 . (Loi forte des grands nombres).

Variance empirique d’un échantillon

Soit (X7, Xo, ..., X,,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X
de moyene p et de variance o2.

On appelle variance empirique de ’échantillon la quantité :

n

= Ly - X - %ixf nd
=1 =1
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Propriétés :

1. B(S?) = 2=l

n

2. 8% —ps g2,

3. Var(S?) = %3 [(n — 1)pus — (n — 3)0?], out py = E(X — X)*.

(Xi — X)?

-

Démonstration de (1) : S? = %

=1

Décomposons S? :

n n

Sxi-w? = Y (X=X 2) (X - X)X )+ ) (X - )’

i=1 i=1 i=1

1 1 <& _ _
D) (X —p)? = =) (X -X)P+ (X -
”ﬁf 1) ”Z; )2+ (X — p)
D’ou :
] — — —
S?==) (X;—X)2— (X —p)?
n;} )= (X — )
1 — _
E(S?) = =Y EX;,—X)??—E(X — u)?
(87 = § L EX - X~ BX - )
1 — _
= = Var(X;) = Var(X
nzzl ar(X;) ar(X)
1 2 2 2
= —naQ—U—:UQ—U—:—(n—l)
n n n n
D’ou :

E(S?) = Z(n - 1).

n

n

i=1

Remarque 2.2. B(S?) # o2, on dit que S? est une statistique biaisée, son biais vaut : %2



Echantillonnage 74

Autre démonstration :

E(S) = E[-Y (%:—X7

Cas de grands échantillons

Théoreme 2.5. Pour n assez grand :

(Ceci résulte du théoréme central limite)

Cas de petits échantillons

Le théoreme central limite ne s’applique pas, alors on fait ’hypothese : (X7, ..., X,,) est

issu d’une variable aléatoire X ~» N(u, o?).
Alors : X — N (u,0%/2).

D’aprés la décomposition de S? :

En divisant par o2 :
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. N2
X' X'—p 2
Ona.TWN(O,l)é< ~ ) ~ XTI
n X 2
Dou: ) (—U_H> ~ X2, (Comme somme de n carrés de variables aléatoires indépendantes
i=1
normales centrées réduites).

— _ 2
X
LMWN(OJ):‘ < ra ) ~ X1
vn vn
D’ou, on en déduit :
nS? )
oy 7 Xn—1
2
e 5%~ U—xi_l
n
2 o’ 2 o
E(S%) = g(n —1) et Var(S?) = ﬁ2(n —1).

2.3 Modele statistique

Définition 2.7. On appelle modéle statistique paramétrique tout couple (x, (Pg)oco) ol ¥
est un ensemble dit espace des observations et (Py)gce est une famille de lois de probabilités

définies sur une tribu A fixée de y et © espace des parametres.

Exemple 2.2. Dans une production de 10000 pieces mécaniques, une certaine proportion
0 de ces picces est défectueuses. On préleve au hasard 20 pieces.

Un modéle courant de cette situation est le modeéle binomiale (x, (Pg)oeco), ot © = [0, 1],
x =10,1,...,20} et Py est la loi B(20,6), 6 est inconnu, donc on a affaire a un probléme

de statistique inférentielle.
Remarque 2.3. Si x est fini ou dénombrable : A = P(x), si x = R", A= B(R").

Définition 2.8. Soit (x, (Pg)geco) un modele statistique. On appelle statistique sur ce
modele toute application ¢ indépendante de €, mesurable relativement a la tribu A
considérée sur x a valeurs dans un certain espace T muni d’une tribu B.

Le modele (T, (g9)oco) = (T, (©(Py))geco), o VO € © : gy = ¢(Pp) est la loi image par ¢
de la loi Py est dit modele image par ¢ du modele (x, (Pg)sco)-
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Reprenons 'exemple précédent :

On a chacun des prélevement est régi par une loi de Bernoulli 7y de parametre 6 sur 1’en-
semble {0, 1} (1 : piece défectueuse, 0 : piece non défectueuse). En supposant I'indépendance
entre les prélevements (justifié par le grand effectif de la production).

Le résultat de 'expérience est alors un 20-uplet, soit (x1, 23, ..., ,,) régi par la loi puissance
W?m de la loi my, le modele sous-jacent est ainsi <O, 1920, (Wg)?é&l]) est définit un modele
de Bernoulli.

Le modele binomial considéré s’en déduit en prenant V6 € [0, 1] par

20
. ’ ®20
@ (21, T20) —— D x; Vimage Py de my™".

=1

Remarque 2.4. ¢ joue un role de passage d'un modele statistique vers un autre.

2.4 Exercices

Exercice 2.1. Soit (X1, Xo,...,X,) un n-échantillon issu d’une v.a. X de loi exp(1/\)

représentant la durée de vie d’un appareil. A > 0 inconnu.

1. A linstant 0, on met en fonctionnement un appareil, on le remplace immédiatement
par un autre, des qu’il tombe en panne, et ainsi de suite on poursuit le processus.
On observe la v.a. Z représentant le nombre de défaillances pendant un intervalle de
temps [0,a], (a >0 fizé). Donner le modéle statistique associé.

n n+1
(Indication : P(Z =n) =P(>_ X; <a, Y X;>a).
i=1 i=1

2. A linstant 0 on met en fonctionnement k appareils. Dés qu’un appareil tombe en

panne, on le remplace. On observe toujours le nombre de défaillance dans l’intervalle

[0,a]. Donner le modéle statistique associé.



Chapitre 3

L’estimation

Introduction

L’estimation consiste a donner des valeurs approchées aux parametres d’une popula-
tion (p,u,0?) ou (proportion, moyenne, variance) a partir des données de I’échantillon

(f,7,5?). On supposera vérifiée '’hypothese d’échantillonnage aléatoire simple. La statis-

tique inférentielle peut se résumer par le schéma suivant :

Echantillonage Statistique
aléatoire. descriptive.

Statistique inférentielle.

Caractéristique
de I'éch.

f.z, 2

3.1 Généralités

3.1.1 Estimateur

Soient (X7, X, ..., X;,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X

(discrete ou continue) et @ un parametre associé a la loi probabilité Py de 6. Un estimateur

de 6 est une variable aléatoire T" fonction des X;
T - f(Xl, XQ, 7Xn>

77
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Si on considere n observations x1, xs, ..., ,, I'estimateur T fournira une estimation de 6

notée :

3.1.2 Exemples élémentaires

T, S% sont des estimations de p et de o2 (resp.).

Les variables aléatoires X et S2, sont les estimateurs de p et o (resp.).

Remarque 3.1. Le méme parametre peut-étre estimé a l'aide d’estimateurs différents.

Exemple 3.1. Le paramétre A d’une loi de Poisson peut-étre estimé par X et S2.

3.1.3 Qualités d’un estimateur

Estimateur convergent

Soit # le parametre a estimer et T'= f(X;, Xo, ..., X,,) un estimateur.
La premiere qualité d’'un estimateur est d’étre convergent (consistant : lim 7" = #). Deux
n—oo
estimateurs convergents ne convergent cependant pas nécessairement a la méme vitesse,
ceci est lié a la notion de précision d'un estimateur. On mesure généralement la précision

d’un estimateur par l'erreur quadratique moyenne.

Perte quadratique : C’est I’écart au carré entre le parametre et son estimateur :

10, T)=(0—T)>

Risque d’un estimateur : C’est la moyenne des pertes :

R(T,0) =E[l(6,T)].
R(T,0) = E[(6 — T)?] est le risque quadratique moyen.
Un estimateur 7" est dit convergent si lim R(7,6) = 0.

Estimateur sans biais

T—-0=T—-ET)+ET)—-0
La quantité E(T') — 6 est appelée biais de l'estimateur. T" est dit sans biais si E(7") = 6.
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Exemple 3.2. X est sans biais pour p, mais S* est biaisé pour o®. On utilise souvent

S = 5% pour estimer 0.

Remarque 3.2.
E((t—0)*) = E(T -E(T)+E(T) - 0))’]
= E[(T - E(T))°] + 2E[(t — E(T))(E(T) — 0)] + E[(E(T) - 0)*]
R(T,0) =E((t — 0)*) = Var(T) + (E(T) — 6)*.

Remarque 3.3. Si T est sans biais alors R(7T,6) = Var(T) et T convergent si lim Var(T) =

0. Entre deux estimateurs sans biais, le plus précis est donc celui de variance minimale.

Meilleur estimateur

Soient T7, T, deux estimateur de 6. On dit que T} est meilleur que 75 si :
R(T1,0) < R(T3,0), V0.
Estimateur asymptotiquement sans biais

T est dit asymptotiquement sans biais si :

lim E(T) = 6.

n—oo
Pour un échantillon (X, X5, ..., X,,) issu de X de loi f(z,0), on se contentera de recher-
cher un estimateur sans biais de variance minimale, ce probleme est lié a l’existence de

statistiques exhaustives.
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3.2 Statistique suffisante (exhaustive)

Dans un probleme statistique ou figure un parametre # inconnu, un échantillon nous
apporte certaine information sur ce parametre. Lorsque 1'on résume cet échantillon par
une statistique, il s’agit de ne pas perdre cette information. Une statistique qui conserve

I'information sera dite suffisante (exhaustive).

3.2.1 Définition d’une statistique exhaustive

Soit (X1, Xo, ..., X,,) un n-échantillon et L(z, 6) sa vraisemblance. Soit T" une statistique
fonction de X3, X, ..., X, de loi g(¢,0) dans le cas continue, P(T' = t) dans le cas discret.
T est dite exhaustive si L(z,0) = g(t,0) - h(z) (principe de factorisation, de Neyman-
Fisher), en d’autre termes si la loi conditionnelle de I’échantillon est indépendante de 6.

Po(X = z|T(z) = t) = k(z,t) indépendante de 6.

Exemple 3.3. Soit X1, X5, ..., X,, issu de X ~» P(0), 0 inconnu. La statistique

T =5 X, est-elle exhaustive pour 6 ¢
i=1

On a:

la loi de Poisson est stable donc T =Y X; ~» P(nb).

=1

9 t
g(t,0) = e"o%, V(xq, 29, ..., z,) € N", ¥Vt €N.
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Notons Py la quantité Pe(Xy = 21, Xo = 29, ..., X;, = 2,|T = 1).

PQ(Xl = l’l,XQ = Z9, ...,Xn = ZL‘n,T = t)

P pu—
K Py(T = t)
n—1
Pg(Xl = .TI,XQ = T2, ,Xn = :cn,Xn =t — Z xz)

_ i=1

B Po(T =t)

_ Pg(Xl = .Tl)]P)g(Xn = .Z'n)

Py(T =)

17 b) gl
0 i o0y

t! iz 1w ,
= — = ;1 (=)= indépendante de 0
x;Int z! "
11;[1 zl:ll

Donc T est exhaustive pour 6.

Ou bien :

_ 229)%_”9 t!
t! nt(ﬁ$i|)
— 4(t.0) h(x)

D’apres le principe de factorisation, T est exhaustive pour 6.

3.2.2 Lois permettant une statistique exhaustive

Théoréme 3.1. (Théoréme de Darmois) [9]
Soit X une variable aléatoire dont le domaine de définition ne dépend pas de 6. Une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que l’échantillon (X1, Xo, ..., X,,) admette une statistique

exhaustive et que la forme de la densité soit :

f(z,0) = expla(z)a(f) + b(x) + B(0)] (famille exponentielle).
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Si la densité est de cette forme, alors T =Y a(X;) est une statistique exhaustive.
i=1

Remarque 3.4. Ce théoreme est un outil tres puissant pour la recherche d’une statistique

exhaustive.

Exemple 3.4. Soit (X1, Xo, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~~ v(0).

e—xIH—l

1
I'(6) ’

z > 0.

f(x,@)::

Inf(z,0) = -2+ (0 —1)Inx — InT'().
T =5 In(X;) =In([] X;) est exhaustive pour 6.
i=1 i=1

Remarque 3.5. Lorsque le domaine de X dépend de 6, le théoreme de Darmois ne s’applique

pas, ce qui n’empéche pas de trouver une statistique exhaustive.

Exemple 3.5. X ~ Ujpg = f(x,0) = %, x €[0,0]. T =sup X; est exhaustive pour 6.

ugm::%m@)wﬁmﬂ
1
= upnl(®)

1 tn—l
_ “\n—1— _
1 L 1 .y
L(z,0) = i i indépendant de 6.

donc T = sup X, est exhaustive pour 0.

3.2.3 L’information de Fisher

Définition 3.1. [9] On appelle quantité d’information de Fisher I,,(f) apportée par un

échantillon sur le parametre 6, la quantité suivante positive ou nulle (si elle existe) :

L,(0)=E [(—a n [(j)(f’ 9))2]

avec L(X,0) = [ f(X.,0).
i=1
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Théoreme 3.2. [9] Si le domaine de définition de X ne dépend pas de 6 alors :

L.(0) = —E {—82 o 59(25’ 9)] .

Démonstration. On a L(z, ) est une densité de probabilité :

/n Lz, 0)dz = 1.

OWLw0)  OL0)
on @ a0 = 90L(z,0)
OL(z,0) Oln L(z,0)
donc 50 = L(z,0)- 0
OL(z,0) , Ol L(x,0)
/n 50 dr =0 = /nL(g,9)~Ta@—0.

. . (e OINL(X,0 .
Ce qui prouve que la variable aléatoire = 3(97’ ) est centrée i.e

. {am@g, 9)1

=0.
Donc

I,(0) =E

Ol L(X,0)\*| dln L(X,0)
(—80 ) ] = Var (—80 .
En dérivant la deuxiéme fois :

9?InL(z,0) Oln L(z,0) OL(x,0)
/nL(M)' 062 dﬁ/n 26 o0 "

=0

2 2
/n L(z,0)- Ol Lz, 6) hlaLe?’ 6)d£+ /n (—(ﬂngég, 0>> L(z,0)dx =0

2
00 = - [ S e )as
R

I,(0) = —E {—82 o 5 9(25’ 9)} .
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Propriété d’additivité de ’information de Fisher :
Soit Y une variable aléatoire indépendante de X dont la loi dépend du méme parametre 6.
Soit f(x,0), g(y,0), h(x,y,0) les densités de X, Y et du couple (X, Y) (resp.), d’'information
de Fisher Ix(0), Iy (0), 1(0) (resp.)

Si les domaines de définition de X, Y ne dépendent pas de # alors :
I(0) = Ix(0) + Iy (0).
Démonstration. Puisque X, Y sont indépendantes :

h(xayvg) = f(m79>g(y70)

lnh(x7y>6> = lnf(x,Q)lng(y,H)
321nh(x y,0)  *Inf(x,0) 0*Ing(y,0)

e 00? 00?
’Inh(X,Y,0)\ 9*In f(X,0) 9*Ing(Y,0)
= (7 ) - () = (5 )
10) = —Ix(0) — Iy(0) = I(0) = Ix(0) + Iy (0)

Conséquence : Si le domaine de définition ne dépend pas de € alors : 1,,(8) = nly(0)

avec
821n f(X, 0
1oy - -5 (IO

i.e : que chaque observation a la méme importance. Ce qui n’est pas le cas pour la loi

uniforme sur [0, 0] ol la plus grande observation est la plus intéressante.

Exemple 3.6. Soit X ~ N(u,0?). Calculer linformation de Fisher apportée par un



Estimation 85

n-échantillon issu de X sur le parametre .

L(p) = nli(p)

5 In f(X, 1)
Li(p) = —E |:a—luzj|
1 —1 2
— ﬁ(ﬂﬁ—ﬂ)
[z, 1) o
nf(o,n) = ~In(ovan)s 5w — )’
Oln L 1
0?In L -1 n

3.2.4 Information de Fisher et suffisance

On montre que l'information portée par une statistique est inférieure ou égale a celle
apportée par un échantillon. En effet : soit T' la statistique de densité ¢(t,0) que 'on

substitue a I’échantillon.
Ona L(z,0) = g(t,0) -h(x,0[t) ou h(z, 0|t) est la densité conditionnelle de ’échantillon.
InL(z,0) = Ing(t,0)+Inh(z,0|t)

InL(z,0) 821ng(t,9)+821nh(g,0|t)
00? B 00? 00? '

En prennant ’espérance mathématique :

L) = 10) - B | 5" | = 10) + Ly 6)
Lyr(6) = —E {381;;’1] >0

Dot :
1,(8) > In(6).

Si T est suffisante [,,(0) = I ().

La réciproque est vraie si le domaine de X est indépendant de 6.
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3.2.5 Borne de Freshet-Damois-Cramer-Rao (FDCR)

Le résultat suivant nous indique que la variance d'un estimateur ne peut étre inférieur
a une certaine borne, qui dépend de la quantité d’information de Fisher apportée par

I’échantillon sur le parametre 6

Théoréeme 3.3. (Inégalité de FDCR)

St le domaine de définition de X ne dépend pas de 0 alors pour tout estimateur sans biais :

Var(T) >

Si T est un estimateur sans biais de h(6) :

Var(T) >

Démonstration.

Oln L Oln L . Oln L )
cov <T, 50 ) = E (T 50 ) puisque 50 est centrée

olnL
/nt 2 (z;0)dz

_ OL(z;0)

- / e
d

= @ .. tL(z,0)x
d

= 1'(0)

D’autre part 'inégalité de Schwartz donne :

dlnL 1? JdlnL
- <
[COU(T, 50 )} < Var(T)Var( 50 ) :

c’est a dire :

[R(0)]* < Var(T)I,(0).
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3.2.6 Estimateur efficace

Définition 3.2. Un estimateur T est dit efficace si sa variance est égale a la borne de

FDCR.

Propriété : Un estimateur sans biais efficace est convergent.

En effet : T efficace = Var(T) = [}} ((6)% or 1,(0) = nly(0) et T est sans biais

71113010 R(T,0) = nhjgo Var(T)

o)
ML)
P
n—o0 n[l(e)

2

Donc T' convergent.
Remarque 3.6. Un estimateur efficace T' est un estimateur sans biais de variance minimale.

Exemple 3.7. Soit (X1, Xy, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~ N(p,0?), X Z

SIH

estimateur de fi.

E(X) =pu etVar(Y):§ et on a I,(p) = %.

La borne de FDCR est In;(ﬂ) = % = Var(X).

Donc X est efficace pour ji et c’est un estimateur sans biais de variance minimale de pu.

3.2.7 Estimateur sans biais de variance minimale (MVUE)

Théoreme 3.4. S7il existe un estimateur de 6 sans biais, de variance minimale, il est

unique presque surement.

Démonstration. (indication : démonstration par 'absurde)

Supposer qu’il existe 17, T5 deux MVUE de 0 et soit T5 = T1+T2 ]
3.2.8 Généralisation (Cas multidimensionnel)

Statistique exhaustive

Soit le modele statistique paramétrique : (x, (Pg)oco), avec € © C RP.

Soit (X1, Xo, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~» f(x,0), on suppose que f(x,0) appar-
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tienne a la famille exponentielle :
p
f(x,60) = c(6) - h(x) - exp) _ a;(0)T(x)
j=1

Si X (Q2) ne dépend pas de 6.
La statistique (> T1(X:), > To(X5), ..., Y T,(X;)) est exhaustive pour 6.
i=1

i=1 =1
Information de Fisher

Soit X ~~ f(z,6), 0 € © C RP. On note 6 = (64,0, ...,6,).

On fait les hypotheses de régularité suivante :
Hy Vz,V0, f(x,0) > 0.
H, gradyf existe V0, i.e : on peut dériver f par rapport a 6;, Vi=1,p, Py p.s.

Hj; On peut dériver au moins deux fois f(x,6) par rapport a 6;, Vi = 1,p, dériver
[ f(z,0)dx et permuter entre dérivation et intégration.

gradg f = (g—efl, 88—9];, s %) vecteur ligne (1,p). On appelle score S(z,0) le vecteur (1,p)

défini par gradgLogf.

Définition 3.3. On appelle information en € la matrice (p,p) de variance-covariance de
gradgLog f(z,0).
I1(0) =E(S'S).

Comme dans le cas réel :

e E(gradyLogf) =0

0?2 ,0 ..
o K |:% 3£f<;(9]):| = 07 VZ,] = 17p

Sous les hypotheses Hy, Hy, H3 on obtient, /(f) : la matrice dont le terme général 1;;(6),

1(0) est une matrice définie positive.
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Exemple 3.8. Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon issu de N (1, 0?), avec p, o® inconnus.

1 —1 ¥ xi—p)2
L(z, p,0%) = W%’? Zim (@ims) , T €ER.
Pour p :
1 n
Ln) = — = Lin) =
Pour o? :
1 =1 ()2
fle,o) (271'0'2)1/26202( v, weR
-1 1 1
Inf(z,0%) = 71112% - 511102 - ﬁ@ —p)?
dln f(x,0?) -1 1 9
o~ a2 A
9?In f(x,0?) 1 1 5
T 2t
B Plnf(X,0?)\ = -1 1E((aj—u)2)_ _1+ 1
(002)2 20t ot o2 20t ot 204

D’otu I (0?) = ﬁ = I,(0?) = se1. Pour 6 = (u,0?), I,(0) est une matrice carrée d’ordre
2:

I1(0) = Ii(pn) = # et Ipy() = [1(02) _ ﬁ

Lo = —-E [W]

Oudao?
Oln f(x, p,o? 1
E?u ) — (@ —p)
0?In f(x, p, o -1
g = il = =0

L0 noo
no-(7 0) = no-(7 2 )
20 20

3.2.9 Statistique complete

Définition 3.4. On dit qu'une statistique T est complete pour une famille de loi de

probabilité (IPy)geo si pour toute fonction borellienne h on ait :
Voec©: EMRT)=0=h=0, Py ps

En particulier la statistique exhaustive de famille exponentielle est complete.
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Exemple 3.9. Pour X ~~ P()\), A inconnu.
T =" X; est complete.
=1

E(h(T)) = Z h(t)e")‘mt—)!\)t car T~ P(nA).

t=0

E(h(T)) = 0,YA = h(t) =0, VteN.
Exercice : Soit X une variable aléatoire a valeur dans {—1,0,1,2,...} = X()

Py(X =—1) = 0
Po(X =) = (1-0)%", z€N.

Montrer que la famille (Py, § €]0, 1[) n’est pas complete.

La famille (Pp)peco est complete si :
VoecO©: EMh(X)=0=h=0 Py p.s.

Théoreme 3.5. St T est un estimateur sans biais de 6 dépendant d’une statistique ex-
haustive compléte U alors T™* est l'unique estimateur MVUE de 6. En particulier si ['on

dispose déja d’un estimateur T sans biais de 0 : T* = E[T/U].

3.3 Meéthodes de calcul d’un estimateur

3.3.1 Meéthode des moments

Soit (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon issu d’'une variable aléatoire X de densité

f(x,01,05,...,0;) ot : 0q,05, ..., 0) sont des parametres inconnus.

La méthode des moments consiste a estimer les parametres 6, 60s, ..., 0, en égalisant
les moments empiriques calculés a partir de I’échantillon avec les moments théoriques de
méme ordre.

Soit u/. = E(X"), r=1,2,...,k moments d’ordre r de la population (théorique) et on note
1

n
M, = 2> X moment empirique d’ordre r de I’échantillon.
i=1

T n
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La solution du systeme M, = u’., r = 1,k nous donne les estimateurs de 6,05, ...,0

M, = //17
My = M/2a
| k équations a k inconnus;
M = :u;w

Remarque 3.7. Dans la plupart des cas, les estimateurs obtenus par la méthode des mo-
ments sont consistants, convergents, asymptotiquement normaux mais en général ne sont

pas efficaces.

Exemple 3.10. Soit (X1, X5, ..., X)) un n-échantillon issu de X ~ N(u,0?), ot u,o?

sont inconnus. Estimer j et o par la méthode des moments.

ILL: %ZXZ, n B
=, L’estimateur de p est jp =+ % X; = X.
ol +p?=1% X2, i=1

3.3.2 Meéthode du maximum de vraisemblance

Il s’agit de trouver un estimateur de #, qui maximise la fonction de vraisemblance de

I’échantillon. La valeur 6 qui maximise L(z, ) serait un bon estimateur car elle donne la
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plus grande probabilité pour cet échantillon.

Cette méthode consiste a résoudre :
OL(z,0) __ j .
=2 = (), pour trouver 6 ;

90
21,0 :
%b:é < 0, pour assurer l'existence du maxgee L(z,0).

Remarque 3.8. Maximiser L(z,0) revient & maximiser In L(z,#). Il est plus commode de

maximiser In L(z, 6).

Exemple 3.11. Soit (X, Xo, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~ N(u,c?), trouver
Uestimateur EMV de p et o®.
La densité de X est :

1
f(xa 122 02) - 2 620712@7#)27 z > 0.
g ™

L(z,p,0%) = Hf(xinu70-2>
i=1

n

( 1 )” F X (FE)?
e (& =1 .
o\ 2T

InL(z,p,0%) = —nln(a\/%) - %Z(ml — M)Q

- o
=1

dln L(z, p, 0?) e N
ou Z(
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2y _ =
L(&a K, o ) _ (0'2277')"/26
_ 1 <&
11’1[4(&,”,0’2) = TnIHQWUQ—T.Qi:l(ZL'Z’—M)z.
23 (s — 1)’
omL _  n 2w &l
oo? 2 2102 4(02)?
o . Zzzl(xz 1) »
202 2(02)? '
Zl(fz‘ — p)? n Zl(fﬂz‘ — p)?
= = = = = =
2(02)? 202 o? "
1 n
~D 2
= 2= — )%
L2 (wi—h)
=1
Ona:
—4 2 S i — 2
InL(z,p,0%) 2n ? Zzzl<$ 2
5(02)2 - 4(02)2 4(02)4
n Z;l(xz N)
TR P
R o
- (52)2 9 o2
1 n —n -~
- D op = 0
GoEly T =g <
ST =15 (X;—p)?,  sip est connue;
Dou : ot o
S3=13(Xi—X)?, sip estinconnu.

Propriété : S’il existe une statistique exhaustive U alors 'EMV en dépend.

En effet : L(z,0) = g(u,0) - h(x) et résoudre 2L = ( revient & résoudre 9nglud) _

6 6
donc 6 = f(u).
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Caractéristiques de ’EMYV
1. L(z,0) n’a aucune raison d’étre différentiable en 6.

Exemple 3.12. Soit (X1, ..., X,,) issu de X ~ Uy g).
On a:

1
L(z,0) = 9—7111[079}(supxi)
1
S ()

L est décroissante sur [sup x;, +00[. L est mazimum pour 0 minimum.

sup x; 0

F1G. 3.1 — Graphe de L en fonction de ¢

je 0= sup x; et donc Y, = sup X; est 'EMYV de 6.

1<i<n 1<i<n

2. L’EMV n’est pas forcement sans biais, donc pas forcement efficace.

Exemple 3.13. Reprenons [’exemple précédent :

Y, =supX; ou : Fy, (y) =P(Y, <y) = g—:, y € [0,0].

n—1
ny
) ="0— el
E(Y,) = Tyt 0+ 0
S AT L '

Y, est biaisé.

On en déduit un estimateur sans biais :

. 1 1
Yn:n+ Yn:n+ sup X;.
n n
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~ n+1 (n+ 1)
Var(Y,) = Var( sup X;) = TVar(sup X;).
Var(sup X;) = Var(Y,) =E(Y?) —E*(Y,).
E(YQ) _ ﬁ o n+1d _ n 2
T 4 Y=o +1
n (n+1)2
Y — 2 2
Var(Yy,) n+29 e 0
_ n 2
 (n+2)(n+1)2
1 2
Vow*(njL sup X;) = _r - 0.

n(n+2) "7 >®

3. ’EMV n’est pas unique.

Exemple 3.14. X ~ Ujgp41), 0> 0. On considere un n-échantillon issu de X :

L(£79) = 1[9§infmi§supx¢§9+1}

= Igp<int z;]) Lo>supzi—1]-

0
1[9§inf z;] 11110

Lp>supa;i—1) | 0| 1
13 0[10

—_

Tout estimateur 0 compris entre él =supX; — 1 et ég =inf X; est un MV.

0 est unique st sup X; = inf X; + 1.
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Propriété : Si 0 est U'etimateur du MV de 6 alors f(f) est 'EMV de f(6).
Exemple 3.15. X ~» P(\) : A= X,,, VEMV de e est e=X.

Propriété (admise) : Il existe une suite de valeurs 6, racine de l'équation de vrai-
semblance qui converge p.s vers § quand n — 0. De plus INt.q Vn > N = 0, réalise
effectivement un maximum pour L.

Propriété (admise) :
0—0

£ N,

n o0

I, (6

N

Remarque 3.9. lim Var(én) =7 1(9) = 0, est asymptotiquement efficace.

3.4 Estimation par intervalle de confiance

Soit X une variable aléatoire dont la loi dépend d’un parametre 6 inconnu. Soit

(X1, Xa, ..., X;,) un n-échantillon issu de X et « €]0,1].

Définition 3.5. Un intervalle de confiance pour le parametre 6, de niveau de confiance
1 — a €]0,1], est lintervalle qui a la probabilité 1 — o de contenir la vraie valeur du

parametre 6.

Remarque 3.10. Un intervalle de confiance indique la précision d’une estimation car pour

un risque « donné, l'intervalle est d’autant plus grand que la précision est faible.

3.4.1 Principe de construction

Le principe de la méthode d’estimation par intervalle de confiance est le suivant :

Soit 7" un estimateur de 6 (meilleur estimateur possible) dont on connait la loi en fonction
de 6.

On détermine par la suite un intervalle de probabilité de niveau 1 — o pour T i.e :

P(t,(0) < T < t2(0)) = 1 — a.
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Il faut ensuite inverser cet intervalle pour 7', dont les bornes dépendent de 6 pour obtenir

un intervalle pour 6,

e Py(a(T)<O0<HT)) = 1-—q,
oubien Py(t;'(t) <O <t;'(t) = 1—a.
Graphiquement :

Verticalement, on lit I'intervalle de probabilité et horizontalement l'intervalle de confiance

(FIG.3.2.)

F1G. 3.2 — Intervalle de probabilité et intervalle de confiance

Remarque 3.11. Si 1 — o augmente, on augmente la longueur de 'intervalle de probabilité
donc les courbes s’écartent.

Si n augmente, comme 7" est supposé convergent, alors Var(T) diminue donc [ty t5] dimi-
nue est les courbes se rapproche de la premiere bissectrice, donc l'intervalle de confiance

diminue.
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3.4.2 Intervalles de confiance classiques

Intervalle de I’espérance i d’une loi N (j, 0?)

a) Cas ol o est connue :

On sait que X est le meilleur estimateur de p.

E(X)=pu, Var(X)= 0—2.

n

_ 2 X —
Xw-NupZ) = =L N0

Vn

X —
P(—ua/2< L'M Sua/Q) = 11—«

/n

ag — g
]P)([L - \/—ua/Q < X < u+ %uoz/2> = l-«a
d’ou :
g g

]C(l_a)(pb) = |T— —nu T+ —Fu

Ol : Uq 2 est le fractile d’ordre (1 — §) de N(0,1), i.e: ]P’(X_“ <Ugpe) =1 —
n
D’ou :
o
ua/g = ¢_1(1 — 5)
Exemple 3.16. Pour 1 —a = 0.95,

X —
o gua/Z):1—%:o.975.

NG
Sur la table de N'(0,1) on aura us/, = 1.96.

1C(p) = {z— %1.96,5—# %1.96] .

b) Cas ou o2 est inconnue :

n —_—
On a 57 = -1 3 (X, — X)? est un estimateur sans biais de o2 et :
i=1

" (X - X)?
WN(O,l)ﬁz(U—Z)WXi—I'

=1

X, — X
o

R
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D’aprés la décomposition de S? :

n n

S Xi—p?=> (X=X +n(X —p)’

i=1 i=1

en dévisant par o? :

2 o
o T

SRty ns (7_“)2.

n
On a Z(Xia_“ )2 ~» x2 : comme somme de n carrés de variables aléatoires centrées
i=1

réduites.

N

X—u 9 S nS> 2
< \% ) ~ X1, on en déduit que "5~ x; .
nS2 (n—1)5"?

_ 2
o2 — T o2 ™ Xn-1-
Alors la variable aléatoire :

X—pu .

= X4

= (n\fl)slz - S \/ﬁ ~ T(n—l) Student.
o2(n—1)

L’intervalle de probabilité est :

_to/'l f0/~)

X—p
]P)<_ta/2§ [ Sta/Z) = l-«a
P(Tp1|<t) = l—a

ou bien P(|T,-1| >ts) = « (L, est tiré de la table de Student).
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On trouve l'intervalle de confiance pour p :

! SI

NG

f—ta/2\/ﬁ§/i§f+ta/2

si « = 0.05, n = 10 on trouve t = 2.262

/

Sl
IC(n) = |7 — 2.262 << T+ 2262 .
(1) 5 S HS T

Intervalle de confiance pour ¢? d’une loi N (u,o?)

a) p connu :

OnaT:%

INNGE

(X; — p)? est le meilleur estimateur de o2.

=1

n

nT __ Xi—p

o2 _Z( Za’
=1

(ky Si’;—f < ky) = 1 — a. L’intervalle de confiance pour o2 est :

2 , : fopos
) ~ X2 comme somme de n carrés de variable aléatoire N'(0,1).

~

avec ki = ¢;§(a/2), ky = ¢ (1—a/2).

X3
b) u inconnu :

On Vestime par 5™ + 15 > (X; — X)?

D’ou :

[m —kj)sﬂ; (n —ki)s@} |
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Exemple : Si 1 — a = 0.95, on cherche :

o2

-1 2
ky tel que P (u < kl) = /2 =0.025.

-1 2
ky tel que P (u < k2> = 1-a/2=0975.

o2
Estimation et intervalle de confiance d’une proportion

Soit une population comportant deux modalité A et B. Soit p la proportion d’individus
possédant la modalité A. 1 — p est donc la proportion des individus possédant la modalité
B.

On extrait de la population un échantillon de taille n. Soit la variable aléatoire K, : nombre

d’individus dans I’échantillon ayant la modalité A.

Définition 3.6. La variable aléatoire F' = % s’appelle fréquence empirique, sa réalisation

f est la proportion d’individus dans I’échantillon ayant la modalité A.

Propriété : K, ~~ B(n,p), E(K,) = np, Var(K,) = npq.

p(l—p)_

E(F)=p et Var(F)=

Loi de probabilité de F' :

Dés que np > 5 et n(1 —p) > 5.

F ~ N(p, @) ie: \/f(lp — ~> N (0, 1) approximativement.
Ky

Théoréme 3.6. La fréquence empirique F' = == est ['estimateur efficace de p.

F est lestimateur sans biais et convergent de p, on a : F' ~» N (p, I@)

F—p

s N(0,1).
p(1-p)
F—
Pl—-—u< P <u = 11—«
p(1—p)
F—
P —pgu = 1—a/2, u:¢xfl(01)(1—oz/2)
p(1—p) ’
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Probleme : p(1 — p) inconnu.

On remplace y/21=2) p ), f étant Pestimation de p. D’ou :

IC(p) = [f_ua/vamf—i_ua/Q\/@] .

3.5 Exercices

Exercice 3.1. Soit (X1, Xs,...,X,,) un n-échantillon issu d’une v.a. X. Dans chacun des
cas suivants déterminer des statistiques erhaustives.

1) X ~G(p), 0<p<l.

2) X admet comme densité de probabilité f(x; A, pu) = 25 avee X > 0; > 0 et
x> .

3) X — Ulbh, 0] avec O > 6.

Exercice 3.2. Déterminer les estimateurs du mazimum de vraisemblance du couple de

parametres (0; 1), en se basant sur un échantillon issu d’une loi Ujp,g

Exercice 3.3. Soit (X, Xs,...,X,) un n-échantillon issu d’une v.a. X dont la fonction

de répartition est définie par :

B :
F(w;e)—{l 5, stx>0>0;

0, SINon.

1. Déterminer la densité de probabilité de la v.a. X. Cette loi appartienne t-elle a la

famille exponentielle ?

2. Trouver une statistique suffisante T pour 6. Déterminer sa loi de probabilité. Calculer

son espérance et sa variance.
3. Trouwver le MLE de 0. FEst-il convergent ¢

4. On propose un autre estimateur T™ pour 0 tel que : T = "T’lT. Calculer le risque

quadratique associé a cet estimateur.

5. Quel est le meilleur des deux estimateurs ? Pourquoi ¢
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Exercice 3.4. On admet que la durée de vie d’un matériel est représentée par une v.a. X
absolument continue de loi £(1/0), 6 étant un paramétre inconnu strictement positif. Dans

toute la suite, on dispose d’un échatillon (X1, Xo,...,X,) issu de X.

1. Montrer que que la v.a. Y = % suit une loi de x3. En déduire que % ; X; suit la loi
de X3,

2. Déterminer 'E.M.L 0,, de 0. Montrer qu’il est sans biais et convergent. FEst-il effi-
10

cace ? Quelle estimation de 0 proposeriez-vous apres avoir observé »  x; = 11.5 %
i=1

3. Construire pour n = 10 un intervalle de confiance pour 6 au niveau 0.95. En notant
L la v.a. longueur de cet intervalle, calculer , en fonction de 0, E(L) et V(L). Quelle
10

estimation par intervalle de 0 proposeriez-vous apres avoir observé > x; = 11.5 7
i=1

Exercice 3.5. Soit (X1, Xo, ..., X,) un n-échantillon issu d’une v.a X de densité de pro-
babilité
flz:0) =021, 0<z<1, >0
1. Déterminer une statistique exhaustive pour 6.
2. Déterminer la loi de porobabilité de la v.a. Y = —201n X.
3. Déterminer l’estimateur de mazximum de vraisemblance de 6, noté T
4. Détermaner la loi de 7.

1

5. Déduire de la question 2 que 7 est un estimateur sans biais de %.

bl

1

6. Déduire de la question 2 la variance de 7 et montrer qu’elle atteint la borne de

Cramer-Rao. Conclure.

7. Déterminer un intervalle de confiance de niveau 1 — «, pour 6 (0 < o < 1 donné).



Chapitre 4

Tests statistiques

Introduction

Un test statistique est une procédure de décision qui permet de choisir entre deux
hypotheses antagonistes (contraires) faites sur une population ou sur un ou plusieurs pa-
rametres au vu d'un échantillon aléatoire. Un test statistique est basé sur les données d’une
expérience aléatoire et I’essence d’un test est une regle qui dit au statisticien si les données
qu’il a recueillies le conduisent a accepter ou rejeter I’hypothese.

On distingue deux catégories de tests :

a) Tests paramétriques : tester certaine hypothese relative a un ou plusieurs parametres

d’une variable aléatoire de densité de probabilité connue.

b) Tests non paramétriques : utilisés lorsqu’on a & faire & un échantillon aléatoire dont la

loi est completement inconnue.

4.1 Notions générales

Un test statistique permet de trancher entre deux hypotheses :
Hypothese nulle notée Hj : c’est I'hypothese a tester.

Hypothese alternative notée H; : hypothese contraire.

Définition 4.1. Une hypothese statistique est une assertion (affirmation) sur la distribu-

tion d’une ou plusieurs variables ou sur les parametres des distributions.

104
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Il existe deux sorte d’hypotheses : hypothese simple et composite.
Si I'’hypothese est réduite a un seul parametre de I'espace des parametres, on parlera d’hy-
pothese simple sinon on parlera d’hypotheése composite (multiple). Hy : 6 = 6y hypothese
simple. Hy : 0 > 6y, Hy : 0 < 60y, Hy : 0 # 6, sont composites (multiples).
Remarque 4.1. La nature de Hy détermine la facon de formuler H; par conséquent la nature

unilatérale ou bilatérale du test.

— Test bilatéral : Hy : 6 = 0y contre Hy : 0 # 0y (0 > 0y ou 6 < b)).

— Test unilatéral : Hy : 6 = 0y contre Hy : 0 > 0,

ou bien Hy : 0 = 6y contre Hy : 0 < 0,.
On ne cherche pas a déterminer si Hy est vraie mais seulement si on ne possede pas de
raisons majeurs au vu d’un échantillon de la rejeter.

Hy est donc privilégiée par rapport a H;.

Exemple 4.1. Test sur le paramétre p de la loi de Bernoulli.
Soit X ~ B(p) :
Hy:p=1/2 contre Hy : p > 1/2. On peut aussi tester Hy: p > 1/2 contre Hy : p < 1/2.

Exemple 4.2. Test de comparaison de deux échantillons.

Soient (X1, Xs, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~ N(uy,0?) et (Y1,Ya, ..., Y,) un n-
échantillon issu de Y ~ N (pa,03)

Comparer ces deux échantillons revient a comparer leur moyennes et leur variances, i.e
tester :

Hy : piy = po contre Hy : juy # i

S22 .2 2
Hy : 0y = 05 contre Hy : 07 # 03.

Types d’erreurs

Lorsqu’on effectue un test statistique 4 situations peuvent se présenter :

1. Rejeter Hy alors qu’elle est vraie : on dit qu’on commet une erreur de premiere espece

(erreur de type I).

2. Accepter Hy alors qu’elle est fausse (erreur de deuxiéme espece ou bien de type II).
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3. Accepter Hy alors qu’elle est vraie.

4. Rejeter Hy alors qu’elle est fausse.

Vérité HO H1
Décision
H, 1—« [ erreur de deuxieme espece
H, « erreur de premiere espece 1-7

a = P(H|Hy vraie) = P(Hy|Hy).
B = P(Hy|H, vraie) = P(Hy|Hy).

« et 3 sont appelées risque de premiere espece et risque de deuxiéme espece (resp).

Exemple 4.3. Apres un diagnostic médical, un médecin doit décider si un individu est
malade ou non. Hy : présence de la maladie.

Le médecin commet une erreur de premiére espece, en déclarant qu’un individu n’est pas
malade alors qu’il ['est. Il commet une erreur de deuzieme espece en signalant la présence

de la maladie chez un indwidu qui n’est pas malade.

Remarque 4.2. En général les deux types d’erreurs sont liés mathématiquement : la crois-
sance de 'une résulte de la décroissance de I'autre. Dans la pratique des tests statistiques

on fixe a (niveau du test) : a € {0.05,0.01,0.1}.

Variable de décision

C’est une variable (statistique) qui doit apporté le maximum d’informations sur le
probleme posé et dont la loi sera différente sous Hj et sous Hj. Il faut que sa loi soit

entierement connue au moins sous Hy (i.e lorsque Hy est vraie).

Région critique (région de rejet)

La région critique W est ’ensemble des valeurs de la variable de décision qui conduisent

a rejeter Hy alors qu’elle est vraie.
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La détermination de la région critique se fait en écrivant : P(W|H,) = «a.

La région d’acceptation est W tel que :
P(W|Hp) =1 — a.

Remarque 4.3. Déterminer un test statistique, revient a déterminer sa région critique. Cette

région se détermine a priori (sans connaitre les résultats de I'expérience).

Puissance d’un test

On appelle puissance d’un test la probabilité 1— (3 de rejeter Hy alors qu’elle est fausse :
1 —p=PW|Hy).

Les étapes de construction d’un test statistique

1. Choix de Hy et H;.

2. Détermination de la variable de décision.

3. Calcul de la région critique (W) en fonction de «.

4. Calcul de la puissance 1 — (.

5. Calcul de la valeur expérimentale de la variable de décision.
6. Conclusion : rejet ou non rejet de Hy.

Variable de décision et région critique optimale (test de Neyman-
Pearson)

L’idée de N-P est de déterminer une région critique rendant § minimum (1 — 3 maxi-
male), pour un niveau « fixé. Une telle région, si elle existe est appelée "région critique

optimale”. Il s’agit donc de maximiser la puissance 1 — [ pour un risque « fixé.
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4.2 Test entre deux hypotheses simples
4.2.1 La méthode de Neyman-Pearson

Soit X une variable aléatoire de densité f(z, ) ou 0 est un parametre réel inconnu.

Il s’agit de tester :

HO . 9 = (90,
contre,
H1 10 = 61.

Supposons « connu et soit W une région critique de R” telle que :

/ Liz, 0)dz = o = P(W|H,).

Il s’agit de maximiser : 1 — 3 = [, L(z, 61)dz = a = P(W|H,), on peut écrire :

e [

Théoréme 4.1. (Neyman-Pearson) [9]

La région critique optimale est définie par [’ensemble des points de R" tels que :

L(x,0
Liz,61) > k.
L(L 90)
Démonstration. (a) S’il existe une constante k,, telle que 'ensemble W des points de R"
ou : ﬁ%g;g > k, soit de probabilité « sous Hy : P(W|Hy) = «, alors cette région

critique réalise le maximum de 1 — (.

En effet : Soit W’ une autre région de R*"|P(W’|Hy) = o. W’ differe alors de W par
3 N L(lrel)

des points ou : T(zfo) < kq,.

Jow ég zl (z,00)dz differe de [, é%g;gL(L 0y)dz pour les parties non communes a

W et W’
P(W|Hy) = P(W'|Hy) =«
P(W —W'|Hy) = P(W' —W|Hy)

L(z,0,) L(z,0,)
/VVW' L(z, 0)) Lz, Oo)dz > /VV’W L(z, 0) L(z, 0y)dx
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En effet :

[ 2 i = TRV - W) avec € € W - .
- L(€', 0o)

(
L(z, 0, ~L(&,01) ) ,
/W wr L(x,é)o)L@’ bo)dz = L(¢, 00)P<W — W'|Hy) avec § € W — W'
Alors
L(¢,0,) L(¢,6,)
5,00 =" S Tie.a)

D’ou a) est démontré.

(b) Montrons que cette constante k, existe.
Soit A(k) la région de R™ ou, L(z,0;) > kL(z,0) et considérons P(A(k)|Hy) qui est
une fonction monotone continue de k, si X est a densité continue.
Comme L(z,6,) > 0, car c’est une densité, on a P(A(0)|Hy) = 1. D’autre part si
k — oo avec une densité bornée on a P(A(k)|Hy) — 0. Il existe alors une valeur
intermédiaire k, t.q P(A(k,)) = a.
Etude de 1 — 3 : Puissance du test.

Montrons que 1 — 3 > «, un tel test est dit sans biais.
P(W|Hy) > P(W|Hy)?

Montrons que le test de N-P est sans biais :

Puisque L(z,6,) > koL(z,6y). D'ou :

/ L(Lﬁl)dz>ka/ L(z,0o)dz.
w w

Si k, > 1, la proposition est triviale.

Si k, < 1 : ceci revient a montrer que 3 < 1 — a.

Ix L(&; 91)
= R"™ : < .
A TR

Donc [ L(z, 01)dz < kq [ L(z, 0)dz. D’ou :

/WL(&,Hl)dg</WL(L90)d£
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ie: 0 <1—a,doulerésultat.

Conclusion : Les test de N-P sont sans biais.

Remarque 4.4. On détermine les valeurs de k, a partir de P(W|Hy) = «, a donné ou :

L<£7 01)

W= {z= (o2 00) €R Ul) = 755
L, Y0

> kot

Si U(z) > kg : on rejette Hy;

Si U(z) < k, : on ne rejette pas Hy (on accepte Hp).

Exemple 4.4. Soit (X1, X, ..., X,,) un échantillon issu de X ~ B(6),
0 inconnu, 0 < 0 < 1.
Tester au niveau o : Hy : 0 = 0y contre Hy : 0 = 01 avec 0y < 0.

La loi de X s’écrit - f(x,0) = 0%(1 —0)'=* = € {0,1}.

=1

D’aprés N-P la région critique optimale est :

L(£7 91)
= R" ke,
W=tze |L(£, b) ~ J
i Zi nfzn: x;
Lz,0,) _ 07 (1-6) =
L<£7 90) i @ n— 3 x;

1

06:1 (]_ — Qo) @

- (a) ]

L(£7 91) L(£7 01)
k., In k,
L(z,00) " 7 L)
L(I, 91) 1— 91 n 61(1 0)
In = nln + x; In > Ink,
L(iIZ’, 90) 1— 90 ; 60(1 — 01)
n Ink, —nln =
o -6
= sz > g 01(=0o) - = ko
i=1 00(1—67)

Done W = {xz € R"| > x; > ko }.
i=1

ko est telle que : Py, (W) =Py, (D] xi > ko) = «, mais sous
i=1



Tests statistiques 111

Hy: > X;~ B(n,0y). La puissance du test est 1 — =Py, (W) i.e : Py, (D] x; > ka).
i=1

=1
Sous Hy : Y, X; ~ B(n,01) (la loi binomiale est tabulée).

i=1
Exemple 4.5. Soit (X1, X5, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~» N (u,1).

1. Tester au niveau o = 5% : 1= mg contre Hy : p = mqy, mg, my données

my > Mmy.
2. Calculer la puissance du test.
3. ANmyg=0,m =2, 7=0.06, n=16.

4. Que se passera-t-il si Hy : my = 0.5 ¢

L
W = {zeR", (Z,m) | Ko
L(£7 mO
1 _71 _ﬁ:l(rz—ml)Z
Liz,mi) _ waor© 7
L(£7 mO) . %1 i(;pi_mo)g'
e i=1
(vV2m)r
- 6_71 i= 1(mz m1)2 e%zg (mi*ﬁ”bo)2
L(I7m1) -1 n
nL(LmO) " 2 Z1< )ty Z n

= —Zx —|—mlzxz ml—l— Z:c

+ mOZxH—gmg > Ink,

= (m mo)ZazZ—— —mg) > Ink
i=1

= (m mo)le —(mi —mg) +1Ink
i=1

D’ou :
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P(W|Hy) = « or sous Hy : > X; ~ N(nmg,n).

=1

n Z Xz — nmy
P> X, > k,) = P(=L
(izl > ko) = a = P( <

D’ou :
ko —mmg ]
T - ¢N(0,1)( — ).
(¢ fonction de répartition de N'(0,1)).

Alors :
ko = nmg + \/ﬁgb;/l((]’l)(l — ).

AN :my=0,m; =2, > x;=nT=16-0.6 =9.6, n = 16.
=1

¢;}(071)(1 —a) = @1(071)(0.95) = 1.64.

ko =16-04++16-1.64 =4-1.64 = 6.56.

Ona:> x;=96>k,=6.56= on rejette Hy.

=1
Puissance du test :

1-— 6 = P(W’Hl) = PHl(in > k’a)

i=1

_ Mi;Xi_nml - ka—nml)

a Vn Vn

_ 1_P(221X1_nm1 ka_nml)

a Vvn T Wn
ko, — nm

= 1- ¢N(0,1)(Tl)

¢~ 11 — a) +n(mo — my)

vn
1= B=1=¢[Vng (1 —a)+Vn(mg—m)].

= 1-¢
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AN :
1—B=1-¢[1.64+4(=2)] = 1— ¢(—6.36)
= 1—[1—¢(6.36)]
= $(6.36) = 1
= 3=0.

St my = 0.5, la région critique ne change pas la puissance du test.

1—-08=¢(0.36) =0.64 = §=0.36 (grand).

4.3 Tests d’hypotheses simple contre hypothese com-
posite

Ce sont des tests de la forme : Hy : 0 = 0y contre H; : 0 € O C R.

Exemple 4.6.
Hy:0 =20y, «contre;
{ H:0> 90. <41)
Hy:0 =40y contre;
{ H,:0< 80. <42)
Hy:0=20y -contre;
{ Hy:60#6,. (4.3)

La nature du probleme et 1'idée principale de la solution ne changent pas par rapport
au cas d’'une hypothese simple contre hypothéese simple. Cependant une différence apparait
au niveau des caractéristiques du test et qui est en rapport direct avec la complexité de
I'hypothese alternative. L’objectif est toujours de trouver la région critique (région de rejet
de Hy).

Tout test d’hypothese simple contre composite est caractérisé par le niveau « et une

fonction puissance :

m0)=1-p50): 6, — 0,1]
0 — 1—0(0)
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Test uniformément le plus puissant

Un test est dit uniformément le plus puissant si V8 € ©4, sa puissance 7(0) = 1 — ()
est supérieure a la puissance de tout autre test.
Pour chaque valeur 6 dans ©4, on sait déterminer une région critique optimale, le probleme
est de construire une qui soit optimale pour tout ’ensemble ©1, i.e : construire un test

uniformément le plus puissant.

Définition 4.2. On dit que le test de région critique W est uniformément le plus puis-
sant de niveau « pour un probleme de test d'une hypothese simple contre une hypothese

composite si V W’ une autre région critique d’un autre test au niveau «, on a :
1—08(0) =Py, (W) >1-75(0) =Py, (W), V0e6,.

Théoréme 4.2. Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un test uniformément
le plus puissant au niveau o pour tester une hypothése simple Hy : 0 = 6y contre une

hypothése composite Hy : 6 € ©1 est :

1. Y0, € ©1 il existe un test le plus puissant de niveau o pour tester Hy : 0 = 0y contre

H1:9:01 (N—P)

2. La forme de la région critique du test précédent ne doit pas dépendre de 6 € O (sous

Hl).

Remarque 4.5. Les exemples 4.1 et 4.2 sont uniformément les plus puissants, mais 4.3 ne

I’est pas.

4.4 Tests paramétriques usuels

(a) Test sur la moyenne d’une loi normale N (u, 0?).

Ho : pp= po,
Hy:p= . -
On utilise la variable de décision X.

e o2 connue : { avec [y > flo-
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W={zeR" 7>k}, X~ N(uo%/n).

PHO(W) =0 = ]P)HO(X > k’) =«

X - k—

X _ _
:>]P’< M0<k MO)zl—a

=
Sk

=
3k

g

k \/ﬁ¢xf1(071)(1 - Oé) + po-

Décision - T >k, on rejette Hy;
| T <k, onnerejette pas Hy.

n
2 2 g 2 _ 1 )2
e 0° inconnue : o° est estimée par S = —= E:I(Xz — X)?,
=
-1)s”
On a (na—Q) ~ XE g et

= X_
= = M\/ﬁw Student a (n—1).

E

T . =
n-l n—1)5"2 S’

n—1)o2

—~|=
Nt

Ho:p=po, Hi:p=p:

W ={z eR", |Th| >k}
k est déterminé par Py, (W) = o = P(| X520 /n| > k) = a

Remarque sur les tests de la moyenne : Si la variable aléatoire parente X ne suit pas

une loi normale, les tests précédents s’appliquent encore dés que n est assez grand

(n > 30), en raison du théoreme centrale limite.

(b) Test sur les proportions :
Soit X une variable aléatoire observée sur une population et soit (X, Xo, ..., X,)
un n-échantillon extrait de cette population. On veut savoir si cet échantillon de
, K . . N . ,
fréquence observée - = F estimateur de p, appartient a une population de fréquence

po (sous Hp) ou a une autre population inconnu de fréquence p (sous H).

Hy:p=py, contre
Hy : p # po.
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On sait que £ = F ~ N(po, \/P2) sous H.
K
W:{QER”,|E—pO|>k}.

—po\ k

/poqo /P0q0 ) o
n

-1 Poqo —1 1 —1po
b= gb/\/(ﬂal)(1 —a) n ¢N(0,1)(1 —a)y/po —

K
P~ = ol > k) = a = P(

Exemple 4.7. Sur un échantillon de 200 étudiants 45% sont favorables qu’il y ait synthése

a la fin de année. Ceci contredit-il I’hypothése qu’un étudiant sur deux y est favorable ?

{H():p:%7
Hlp%%

a = 0.05, u = 1.96.

1 (1/2)
pu— n - 1.
W= {zeR"|F — | > 196\~

= {z eR",|F—05|> 007}

Comme |f — 0.5 =10.45 — 0.50| = 0.05 donc on ne rejette pas Hy au seuil a« = 0.05.

4.5 Application du test de N-P dans le cas de famille
exponentielle

Si la loi de X appartient a la famille exponentielle pour 6, sa densité s’écrit :
i=1

InL(z,0) = znzlnf(xi,ﬁ)
i=1

n n

= a(eal®) + 3 be) +nd(0)
ln% STnke = [nL(z,60) — In Lz, 00)] > In ke

alors :
n

[a(01) — a(by)] Za(mi) > k.

=1
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Exemple 4.8. Soit (X1, Xs, ..., X)) un n-échantillon issu de X ~» P(\). Pour a donné
tester : Hy: A= Ao contre Hy : A= X. On a :

)\x
_ = _
flz,A) = e gl x=0,1,..
Inf(z,\) = —A+zlnA—Inz!
= zlnA— )\ —Inz,;!

= a(z)a(A) + B(A) + b(z)
avec a(X) =In\, a(x) =x. D'od :

M —
W ={x € R"|In — x; > kot
(RS> o > k)

Si AL >N s W= {QERn’Z.Tl > kl},
=1

St Ag > A - W:{QERWZZEZ < ]{?2}
=1

AN:d=1,M=2n=2 a=5%

W:{QGRH, Z$i>k1}

i=1

a=PW|Hy) =P X; > ki), Y. X; ~ P(nX) sous Hy.
i=1 i=1

1-P) X;<ky) = 1-a
=1

k1 n
1= Py,(d_Xi=j) = 1-a
=0 i=1

k1 .

)\ J

1—§je"AO<"]+!0) = 1—a=0.95.
§=0

k1 ;
i
E e ? = 095=k =4 (laloi de Poisson est tabulée).

)
= 7
St x1 + w9 > 4 on rejette Hy,

st x1 + o < 4 on ne rejette pas Hy.

Remarque 4.6. Si nA > 20, on peut approcher la loi de Poisson par la loi normale.
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Calcul de la puissance :

Sous Hy : A=\, Y. X; ~ P(n);)

=1

1 -5 =P(W|H)

A1 > Ag.
P> X > ko)
=1
1-P() X, < k)
=1

-3 Xi=)

1—P(P(4) < 4)

o —nA1 (n)‘l)
1 Z e i
=0
4
49
—4
1-— Z e ?
=0

1—P(P(4) <4) =1—0.6288 = 0.3712.

4.6 Tests et statistique exhaustive

La considération d’une statistique exhaustive simplifie la recherche de la région critique

du test. S’elle existe une statistique exhaustive T' pour 6, de densité g(¢,6) on a :

L(z,0) = g(t,0) - h(z).

Le test de N-P se réduit alors a :

g<t’ 01)
g(t7 90)

> k.

4.7 Test entre deux hypothéses multiples (test de

Lehman)

4.7.1 Famille a rapport de vraisemblance monotone

Si Hy est composite, le risque de premiere espece est une fonction de 6, et le niveau du

test est :

a = sup «a(f),

[USSH

©p CR, «a(f) <a donné.
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Définition 4.3. Soit X, Xs, ..., X,, un n-échantillon issu de X. La loi de X est dite a

rapport de vraisemblance monotone s’il existe une statistique 7" a valeur dans R tel que :

L(z,0,)
L(L 90)

est une fonction monotone croissante de 1" si 0y < 64

= f90791 (t)

Cas des familles exponentielles

In f(x,0) = a(x)q(0) + A(0) + B(z)

L(£7 01) . "

| - A(fy) —nA
HL<£,90) [ 91 C] 90 ;a +n 01) n (90)

n
T =" a(X;) est une statistique exhaustive.

é(&ﬁo) est une fonction monotone croissante en 1" si et seulement si ¢(6;) — q(6y) > 0

lorsque 61 > 6, i.e q doit étre fonction croissante de 6.

Remarque 4.7. Les lois de famille exponentielle vérifiant cette propriété sont donc a rapport

de vraisemblance monotone.

4.7.2 Tests bilatérales
Test de la forme Hy : 6 < 6, ou 8 > 0, contre Hy : 0, < 0 < 05.

Théoréme 4.3. (Lehmann)
Soit X une variable aléatoire de loi f(x,0) et T une statistique. Si la loi de X est a rapport
de vraisemblance monotone en T alors il existe un test uniformément le plus puissant de

niweau o« donné dont la région de rejet est de la forme :
W = {@ S Rn, K < t(&) < KQ}

Remarque 4.8. Les constantes K; et K, sont déterminées par : Py, (W) = a.

Test de la forme : Hy: 6; < 0 <6y contre Hy : 0 > 05 ou 0 < 6,
W={zeR, tz) <c ou t(z)>cy}

avec Py, (W) = a = Pa (T < c1) = Poa(T > c2) = 5.
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4.7.3 Tests unilatérales

Test de la forme Hy : 0 < 0y contre Hy : 0 > 0.

Théoréme 4.4. Soit X une variable aléatoire de densité f(x,0), sila loi de X est a rapport
de vraisemblance monotone en une statistique T', alors il existe un test uniformément le

plus puissant dont la région critique et de la forme :
W ={zeR", t(z) >k}
tel que : Py, (W) = a.

Exemple 4.9. Soit X ~ B(p), X1, Xa, ..., X,y un n-échantillon issu de X. Tester : Hy :

p < po contre Hy : p > pg, on a :

flz,p) = p"(1—-p)'*, z€0,1
P

Inf(x,p) = xln +1In(1 —p)
1—-p
q(p) = 1n1€p=1np—ln(1—p)
, 1 1 )
q(p) = —+ ——>0=q estcroissante en p
p l-p

D’ot la loi de B(p) est a rapport de vraisemblance monotone en T = > a(X;) = Y. X;
i=1 i=1
d’ou :
W={zeR" > X;>ki}

=1

avec sous Hy : > X; ~» B(n,po) tabulée, on trouve k, par : Py, (W) = a.
i=1

L’autre test unilatéral se détermine de la méme maniere : Hy : 6 > 6, contre H; : 0 < 6,
W={zeR" T(x) < kqy}.

Exemple 4.10. Soit (X1, Xs, ..., X,,) issu de X ~ Sxp(é). Tester :

Hy:0 >0y contre;
H1 10 < 90.
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On a :
1 1
f(z,0) = g€ 0" x>0
1 1
1 — In-— -
n f(x,0) Ny =gt

Ona:q(0)= —% est croissante en @ d’ouT = > X;. f(x,0) est a rapport de vraisemblance
i=1

monotone en T, d’ou :

W={zeR") x; <k}
i—1
ona: Py, (W)=a=Py (> x; <k, =«
i=1
or on a sous Hy : %;Xi ~ X5, = ke = %@;%(a)

& 0
W={zeR" Y u< 5o )
i=1

indépendente de 6 donc c’est un test uniformément le plus puissant.

4.8 Test de rapport de vraisemblance maximale

Ce test est utilisé dans le cas ou les méthodes précédentes ne marchent pas.

(a) Test Hy : 0 = Oy contre Hy : 6 # 0y ou # peut-étre un vecteur de dimension p. On

pose :
)\ o L(I? 00)

- sup L(z,0)
0cO

Remarque 4.9. 0 < X < 1, plus A est grand, plus Hj est vraisemblable, cela revient a
remplacer sous Hi, 6 par son estimation du maximum de vraisemblance. La région

critique du test sera :

W ={z €R" A<k}

Théoréeme 4.5. [9] La distribution de —21n X est asymptotiquement celle de XZ s0us

Hy.

Remarque 4.10. X(§2) doit étre indépendant de 6.
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Démonstration. Pour p =1, =2In\ ,, oo X3 7
In X =1InL(z,60) —InL(z,0)

le développement en série de Taylor de In L(z, 6y) au v(é) nous donne :

dln L(z, 0) (- 0)2 92 1n L(z, 0%)

In A =1InL(z,0)+(6,—0) —In L(z,6), 0* € [0y, 0).

a0 2 002
1 - 02InL(z,07) .
)\: 5(90—0)2T, 0 S [90,9]

Sous Hy : 6 = 0, 'EMV ﬁ 0,
n —

donc 6* bps 0.
n — oo

21 T ,
PnL(z,07) ln}lﬂx“m_ 1 <~ 021 f(xy, 0)

o2 T o2 & o
mais :
", 9%In f PInf(Xi,0) L 9?In f(X,0)
done PWLX) i —nL(6) = —I,,(6)
502 n — 00 1 n

d’ott : —2In X\ — (0 — 0)2I,,(0)

mais on a :
-0 L (6 — 0)* 72 2
1 A N(0,1) = 1 = (6o — 0)"1,(0) — xi
]n(g) In(g)
d’ou :
—2In A — x7.
(b) Test entre deux hypothese multiple :
sup L(z,0)
On forme \ = % et on obtient les mémes propriétés que nous avons obtenues
0cH,
en (a). O

Exemple 4.11. Soit (X1, X, ..., X,,) un n-échantillon issu de X ~» N(u,1), tester
Hy:p=pg=3, contre,

au niveau o :
{ Hy o # po.



Tests statistiques 123

A=Let) o — (g e R, N < K}

)\ — 2m
-1y zi—7%)2
(Lg)”e = ()

—2In\ = > (i — o)’ =Y (1, —T)
= —2uonT + nug + 2nT* — nT

= (T - 20T + 115)

= n(T — o)’
A<k = —2lnA>-2Ink
= n(T-3)>>-2Ink
P(n(z —3)? > 2Ink)=a = POH3> 2k =1-a
-1 S 5 (1-a)
—21nk:¢x2(1—a) = k=e” M
1

o l1l-a
WZ{@ER”Z)\<€2¢X%( )}.

4.9 Test de comparaison d’échantillons

4.9.1 Test de Student et F.S pour des échantillons indépendants

Etant donné deux échantillons de taille nq et ny. Peut-on admettre qu’ils ont été prélevé
dans une méme population relativement a la variable étudiée, ces échantillons ayant-été

prélevé indépendamment I'un de 'autre ?

Exemple 4.12. Les résultats scolaires des filles et des garcons sont-ils comparables ¢

Les ampoules de ’entreprise A ont elles une durée de vie plus longue que celle de ’entreprise
B?

Mathématiquement le probleme se formalise de la maniére suivante : on observe sur le

premier échantillon les réalisations d’une variable aléatoire X, de fonction de répartition



Tests statistiques 124

Fi(x) et sur le deuxiéeme échantillon les réalisations d’une variable aléatoire Xy de fonction

de répartition Fy(x).

| Hy: Fi(z) = Fy(z),
On teste : { Hy : Fy(z) # Falx).

Remarque 4.11. En pratique on se contente de vérifier 1’égalité des espérances et des va-

riances de X et Xs.

(A) Cas des échantillons Gaussiens :

X1 ~ N(ml,af), XQ WN(mQ,Ug).

Les hypotheses reviennent a tester :

{ Hy:my =my et o} =03, contre;

Hy:my #my et o} # 03

Le test va consister a tester d’abord les variances, si elles ne sont pas significative-

ment différentes a tester ensuite les espérances mathématiques en admettant oy = os.

(a) Test des variances de Fisher-Snédecor :

n n
2 1 3 \2 2 1 T O\2
St=-2 (Xu—X1)? et 55 == > (Xo — X2)
i=1 =1
nlsf 2 ngS% 2
o7 7 Xn-1 52 Y7 Xng—1-

Sous Hy : 01 = 09 :
nls'%
_ n1—1
F= nzsg ~ f(nl - 1,71,2 - 1)
no—1

Si o1 = 09, F' ne doit pas étre significativement différente de 1, F sera la variable
de décision.

W ={xeR" f>kk>1}, f est une réalisation de F.

Remarque 4.12. En pratique, on met au numérateur la plus grande des deux

St

quantités. Sing =ng =n, F,,_1,,-1 = -
2

Si le test aboutit & o7 = 09, on passe au test des espérances.

(b) Test sur les espérances de Student :

Supposons que g; = 0z On a :
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nls nQS
g' Xn1 1 ot Xng 1>
Xy~ N(mla r) Xy~ N(

mo, —\/772)
— X 9
o2 ni+na—

mais X1 — Xo ~ N(my —ma, o /nil+n_12)

o étant connu, on utilise la loi de Student.
. 71—72—(m1—m2)
Tn1+n272 - 1 1
\/(n1512 + nzS%)(n—l + n—Q)

\/n1+n2—2.

Sous Hy : my = ma, la région critique est :
W ={zeR":|T| > k}.

(B) Cas des échantillons non Gaussiens :

. 2 .
Le test des variances F' n’est plus valable car ’% - X2, mais pour n; et ny assez

grand, on applique la formule de Student que oy soit différent ou non de 5.

Remarque 4.13. On dit que le test de Student est "robuste” car il résiste au change-

ment de loi de X; et Xs.

Exemple 4.13. Soit X1, Xy, ..., X,, un n-échantillon issu de X ~ N'(my, 0?) tel que :
n=7,7 =142, 8% = ;L 3 - 1) = 00114
Soit Y1,Ys, ..., Y, un m-échantillon issu de Y ~» N(mg,03) tel que : m =5, 7 =
LSy =145¢et S2 = 12(.% 7)? = 0.05.

i=1
Peut-on accepter que X et Y suwent la méme loi normale au niveau o = 0.05

1. On test d’abord l’égalité des variances :

Hy : 0% = 03 contre Hy : 0} # 03. Ce test est basé sur la statistique de Fisher :

on a :
2 2
(n_l)SXW 2 (m—l)SYW 2
0_% anh 0_% mel

93
F=2

X

-2



Tests statistiques 126

Sous Hy F——WFzsher( —1,n—1).
W ={(z,y) e R"xR™, f>k}

0.05 __
W05 — 438,

f=%%
Pr,(W) =a = Py (F > k) = a = Py, (Fm-1n-1) < k) =1—a =0.95.
Sur la table F(4.6,0.95) on trouve k = 4.53 ou f = 4.38 < 4.53 = on ne rejette

2
pas Hy i.e : 03 = 03.

S
S

2. Test sur les moyennes :

Hy : my = mg contre Hy : my # mo (test bilateral) on a : 03 = 03 = 0.

Lestimateur de 0 est S* = ——— 2[z:(X X)%+ ;(Y; -Y)?

=1

m+m—2)8* (n—1)8%+ (m—1)S% )

o2 - o2 ~? Xntm—2-
On a XWN(nl,%Z), YWN(mg,%)
. 1
X—YWN(ml—mg,U ——|——)
n o m
Sous Hy: X =Y ~» N(0,04/2 + 1)
X-Y
o /I L
T ~ Tn+m—2-
(n—1)S% +(m—1)52
(n+m—2)o2

W ={(z,y) e R" xR™,|T| >t}

n+m—2 X-Y

T_7
T\/%T\/n—l—m LN

_ _ _ 0.30 _

Sur la table de Student : P(|T4m—2| > t) = 0.05 = t = 2.22 = on rejette Hy.

3=
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Comparaison des moyennes d’échantillons appariés

Un meéme échantillon d’individus est soumis & deux mesures successives d’une méme

variable.

Exemple 4.14. 15 copies sont soumises a une double correction A et B, on veut tester si

les deux séries de valeurs sont semblables.

1 2 3 4 )
A|19.6 | 12.7 | 13.7 | 16.4 | 20.5
B 1178|166 | 14.6 | 16.3 | 18.2

Soit X1 la variable correspondante a la premiere série et Xy l'autre. On se contente de
tester l'hypothése Hy : E(X,) = E(X3).
X; — Xo ~ N(my —mg,0), (X1, X sont gaussiennes).
Le test de Hy : my = mqy contre Hy : my # mo consiste a former les différences.
Ty — X = d; et a faire un test de Student sur la moyenne des d; car o est en général

INCONNU.

d X, - X
th=aVn—1="F_"2/n—1

Sd Sd
On rejette Hy si |t,—1| >k i.e : W ={xz € R" |t| > k}.

Remarque 4.14. La différence par rapport au test de Student vient du fait que X;, X5 ne

peuvent étre supposées indépendantes.

Exemple 4.15. Considérons une étude sur Uefficacité de deux traitements PH A et B
administrés a des patients d’un laboratoire médical au niveau o = 0.05. 5 patients ont été

choisis, les résultats sont donnés dans ce tableau :

Patient | 1 2 3 4 5
D 1.81-39(1-09(0.112.3

D=X -X,

— 18-39-0. A4 2.
5 8—3.9 059+0 —1—23:_0.02'
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sy = ——>"(0,-Dy

n—1

i=1
1 = =2
SR 3. s
i=1
(1824 (=3.9) + (=0.9)2 4 (0.1)% + (2.3)2 — 5(0.02)?
B 5-1
5% =6.12
ox =25 = /% =110
T = ﬁ\/ﬁ ~ Student & (n — 1) degrés de liberté, |t| = $32 = 0.11.

W ={z e R" [t| > k}

k = 277 = on accepte Hp = le traitement A est aussi efficace que le traitement B au

niweaw o« = 0.05.

4.10 Exercices

Exercice 4.1. Soit (X1, Xs,...,X,,) un n-échantillon issu d’une v.a. X de loi N'(0,0?),
o? étant inconnue. Soit le test Hy : 0> = 17 contre Hy : 0% = 4”7
Détermainer la région critique du test de Neyman-Pearson et calculer sa puissance dans le

cas oun =15 et a = 0.05

Exercice 4.2. Soit (X1, Xs, ..., X15) un n-échantillon issu de X de loi N(0,1/6) .
Soit le test Hy : 70 = 17 contre Hy : 70 > 17
Déterminer la région critique d’un test UPP de risque de 1¢ espéce o et préciser sa

fonction puissance. Calculer cette puissance pour § = 3 et a = 0.05.

Exercice 4.3. Soit (X1, X, ..., X,) un n-échantillon issu de X de densité

1 -vE .
f@;e):{me ¥, o >0,

0, sinon.
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On considere le test Hy : 70 <17 contre Hy:760 > 17
Déterminer la région critique du test le plus puissant de niveau o = 0.01 dans le cas ou

n = 15 et préciser sa fonction puissance.

Exercice 4.4. On admet que la durée de vie d’un matériel est représentée par une v.a. X
absolument continue de loi £(1/0), 0 étant un paramétre inconnu strictement positif. Dans

toute la suite, on dispose d’un échantillon (X1, Xa, ..., X,) issu de X.

1. Montrer que que la v.a. Y = % suit une loi de x3. En déduire que % ;Xi suit la loi

de x3,..
2. Déterminer UE.M.L 6, de 6. Montrer qu’il est sans biais et convergent. Est-il effi-
10

cace ? Quelle estimation de 0 proposeriez-vous aprés avoir observé > x; = 11.5 7
i=1

3. Construire pour n = 10 un intervalle de confiance pour 6 au niveau 0.95. En notant
L la v.a. longueur de cet intervalle, calculer , en fonction de 0, B(L) et V(L). Quelle
10

estimation par intervalle de 0 proposeriez-vous aprés avoir observé > x; = 11.5 7
i=1

4. On considere le test Hy : 70 = 0y” contre Hy : 70 = 61", 04,0, étant des valeurs
fizées vérifiant 6 > 0.
a) Déterminer la région critique optimale de N-P.
b) Déterminer le risque d’erreur de 2°™¢ espéce et la puissance du test.

c¢) Préciser comment varient la région critique, le risque d’erreur de 2°™¢ espéce et
la puissance du test lorsque le niveau o choisi diminue.

d) Quelle décision prendriez-vous, pour o = 0.05 et n = 10, aprés avoir observé
10

2 x; =11.57
5. On considére maintenant le test Hy : 70 = 6" contre Hy:760 > 6y”
a) Déterminer un test U.P.P. pour un niveau de signification o fizé
b) Déterminer la fonction puissance de ce test. En déduire le tableau de variation et
le graphe de cette fonction.

c) Quelle décision prendriez-vous, pour o = 0.05 et n = 10, apres avoir observé

10
Sa;=11.57

=1
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