Crmrtnent ac Lechnologe (1ére année ING)

Série N°2 (A traiter en 7 séances)

Exercice 1
Soit les figures ci-dessous
- Trajectoire du point M allant de 0 vers I'infini.
: Point M se déplagant le long de l'axe (OY).
: Point M se déplagant le long de Paxe (OY).
: Trajectoire de M allant de —oo vers oo

gaw»

-C-

Quelle est la nature du mouvement de M? Justifier.

Exercice 2
Un point matériel M est animé d'un mouvement rectiligne suivant 'axe (OX). Son équation horaire est :

z(t) = 23 — 912 + 12t + 1

1. Déterminer les expressions de la vitesse et de I’accélération du point matériel.

Déterminer les instants ou le point matériel s’arréte.

Déterminer les périodes durant lesquelles le point matériel se déplace vers les z positifs et négatifs.

Déterminer les périodes pendant lesquelles le mouvement de ce point matériel est accéléré ou retardé.

Exercice 3
Dans un repére cartésien (O, z,y), muni de la base (i,7), un point M est en mouvement tel que :

— - =
OM = (1 +cost)i+sintj.

Déterminer la nature de la trajectoire de M ?

—

Exprimer le vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes et déterminer son module.

En déduire la nature du mouvement et déterminer la vitesse angulaire w ?

Ll

Exprimer le vecteur accélération en coordonnées cartésiennes et déterminer son module. Que représente cette
accélération dans le repeére de Frenet et pourquoi ?

5. Déterminer I'angle a que fait 'accélération avec la vitesse 7



g, BExprimer le veeteur vitesse et le vecteur accélération en coordonnées polaires ?

Exercice 4
Dans un plan OXY, un point M est repéré a tout instant par ses coordonnées carlésiennes:
z(t) = acos(pt), y(t) = asin(ft).  (a et A constantes posilives).

I. Déterminer les coordonnées polaires (p,0) associées a la base locale (€, €p)-

2. Délerminer les vecleurs position el vitesse de la particule M dans la base des coordonnées polaires.

4. Déterminer son vecteur accélération. Le mouvement est-il uniforme?

4. Représenter graphiquement les vecteurs vitesse b accélération & linstant L =0 ¢t £ = 75.

5. Fn s'appuyant de vos résultats précédants, donner les vecteurs vitesse et accélération dans la base locale de Frénet
(accélération tangenticlle ar et accélération normale an). Ensuite déterminer 'abscisse curviligne s(L).

6. Combien de temps faut-il & la particule M pour qu'elle fasse deux tours?

7. Notre particule M se déplace aussi suivant l'axe (OZ): z(t) = 7l. (y constante positive). Tel que sa trajectoire

T , s . ‘ H : > ; >
peut etre déerite en coordonnées cylindriques (p, 0, z). * Donner les coordonnées cylindriques (p. 8, 2) de M. Puis
déterminer son vecteur position.

8. Représenter graphiquement la trajectoire de M en indiquant le début et le sens du mouvement.

Exercise 5

Une voiture A est arrétée sur une route horizontale rectiligne & une distance |z;| = 3 m d'un feu rouge. Lorsque le
feu passe au vert a l'instant { = 0, la voiture démarre avec une accélération constante a1 = 3m/s*. Au méme moment ul
motard M roulant & une vitesse constante vz = 15 m/s se trouve & une distance |zo| = 24 m de la voiture.
La voiture et le motard considérés comme des points matériels sont repérée & l'instant t & J'aide de leurs vecteurs positions
respectifs OA = xai et OM = x,\ﬁ. On choisira comme origine O des abscisses la position du feu tricolore. ( voir ligure
1)

motard M
[ 2 = voiture A P
V, -

i / | =% | J
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Part 1

1. Déterminer les équations horaires za(t) et xa(t) de la voiture et du motard respectivenent

9. Déterminer les instants des dépassements ainsi que les positions de la voiture et du motard & ces instants.
3. Interpréter le résultat obtenu.

Part 2
On s'intéresse a présent & la trajectoire de la moto. Celle-ci aborde un rond-point de rayon R = 10 m avec une vitesse

v, = 6 m/s (cette dernitre a été réduite par le motard afin d’aborder le rond-point en toute sécurité) et maintient une

vitesse constante.
1. Le mouvement a-t-il une accélération 7 Expliquez.

2. Quelle est la nature du mouvement 7



3. On considere maintenant que la moto garde toujours une vitesse constant
Attein 2 2o n it b b Stante v, = At Te
(centripete) de 'accélération varie. Quelle est la nature de ce mouvement 14“ e g " 12 composante nory,
= ‘ a ce moment ” .
Exercice 6

On considére une courbe (') sur laquelle se déplace un point matériel Af T
b = urvi

Le \'cg‘t‘etllr vitesse du point M dans un repere orthonormé direct Z(0,1, 7, E) est V(M/.%) d lgm:ds:l),
On définit la base locale (ou base de Frenet) (€7, ¥, b) telle que : dhanci sl

V(M/R) =V éi.

—_—

- Que désignent les vecteurs €7, ¢x et b7

2

- Quelle relation existe-t-il entre s(t) et V' 7
. Montrer que le vecteur accélération du point M dans le repere Z est donné par :

Vv = Ve -
'agﬂlf/%)=meT+ eV

R, étant le rayon de courbure de la trajectoire (C) au point M.

Exercice 7

Un point matériel se déplace sur une courbe (C) telle que sa position soit donnée a chaque instant par :

7(1) = 3cos(l) 7+ 3sin(t) ] + (4t — 2) k.
. Trouver les expressions des vecteurs vitesse et accélération. En déduire leur module.

Trouver les expressions des vecteurs unitaires tangentiel ; et normal t;, de la base intrinséque. En déduire le rayon
de courbure de la courbe (C).

. Ecrire le vecteur position #(t) dans la base (¢, €, €;) associée aux coordonnées cylindriques (p, 6, 2).

. Déduire les expressions des vecteurs vitesse et accélération dans la base (€5, €g, %)

Exercice 8
Le repérage d’un point M dans I’espace en utilisant les coordonnées
cartésiennes est donné par ses coordonnées (z,, z) avec :

z : labscisse, g :1l'ordonnée, z:la hauteur (le coté).

Le méme point peut ére repéré dans un autre systéme de coordonnées
appelé systeme de coordonndes sphériques par les coordonnées (r, 0, ®),

avec T : le rayon, 0 : la latitude et ¢ : la longitude. Comme le montre
la figure ci-contre :

1. Ecrire les coordonnées (r,0, ¢) en fonction de (z,y, 2)-

2. Berire les coordonnées (z,y, z) en fonction de (r,0, ¢).
3. Ecrire le vecteur €. en founction des vecteurs de la base

cartésuenne (i, 5 k). Puis determiner les vecteur €p et €,.

4. Ecrire le vecteur position, vitesse et accélération encoordonnées
sphériques.

Exercice 9

Un train démarre avec une accélération horizontale constante @, =
ao? 4 l'instant ¢ = 0.
A un moment £ =4 > 0; un enfant debout sur le quai lance sa balle
vers le bas avec une vitesse g = —uok & partir d’une hauteur zg par
rapport au sol: Sy

1. Sachant que la bille est soumise seulement & 'accélération de la pesanteur §= — gk; déterminer sa vitesse U, et sa
position 7= OM par rapport au repére terrestre dont l'origine coincide avec les pieds de I'enfant (repére absolu)



riser le mouvement du repere lié au train (repére relatif), en prenant comme son origine un observatenr assis

qui se trouvait en face de l'enfant & l'instant ¢ = 0.

3. Délerminer la position 1’ = O'M et la vitesse #i, relatives de la balle par rapport au train.

2. Caracté
dans ce train,

Exercice 10
Soit un repere fixe (Ozyz). Unrepere mobile (0'X'Y’Z’) tourne autour de
e point O’ se déplace sur l'axe ?Og”: 00' = ati. Un point M se déplace sur
b des constantes positives.

Déterminer:

"(Qz" avec une vitesse angulaire w constaute.
Paxe Q'Y’ tel que : O'M = bt?j" avec a ct

En déduire sa vitesse absolue Ug-

1 aQ . H = . . =
|. La vitesse relative Uy et la vitesse d’entrainement Ve-
ation de Coriolis de-

ainement de eb I'accélér En déduire 1'accélération

2. L’accélération relative dar, laccélération d’entr
absolue dg-




Correction

Exercice 1
A le graphe represente une lrajectoir

€ [0,4[ : Mouvement Rectiligne.
2 €)1, +c0[ : Mouvement Curviligne.

B le point M se deplace le long de Paxe (oy) ====:> mouvement rectiligne.

le graphe represente le diagramme de P'espace y et <4 dt est constante =======

C: le graphe represente le diagramme de I'espace y.
Mouvement Rectiligne.

D: le graphe represente la trajectoire de M dans lespace avec son equation de la trajectoir y =
Mouvement Rectiligne.

Exercice 2

1
. dv
o(t) =22 —9? +12t+1 = v=d;:=6t2—18t+12 = a,=-gt——12t 18
2. Lemobiles’arréte:>v=0=>t2—3t+2=0
3—-1 3+1
A:]‘: = D) —‘1S, t2=——2—=2s

3. Le point matériel se déplace vers les z positifs : v > 0=t e [0,1[U]2,400[
Le point matériel se déplace vers les = négatifs : v <0=1 €)1, 2

4. o ) —
a=—t=12t—18 = gag=0pourt=3
Donc : '
a<0sitel0,3/2], a> 0sit€]3/2,+oof
| 1 o 2
)|+ 0 - — — 0 +
a@yl= =2 = 0. % F F
gl @ £ 0 = 0 %

Exercice 3
1)— Nature de la trajectoire :

z=1+cost et y=sint
D'ou :
(z-1)?2= cos?t ... (1)
y2 =sin?t ... (2)

(1) + (2) nous donne :
(z-1)2+y*=1

La trajectoire est donc un cercle de rayon R = 1m et de centre (1,0).

2)- Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes :

.



0 - d()]\" st ] i1
ol sinfi 4 cost )

Le module de la vitesse est :
v=1lm/s

3)- La nature du mouvement :
La vitesse est constante done le mouvement est circulaire uniforme. La vitesse angulaire w est constante :

v
w=— = lrad/s

It

4)- Vecteur accélération :

=
Il
IS

= —cosli—sinlj

=
=

A 2
Le wmodule de Paceélération est : a = 1m/s . ,
Cette accélération représente 'accélération normale ay dons le repere de Irenet car le mouvement est circulaire
W 'y e \ - 2
uniforme : Paccélération tangenticlle est nulle ag = 0 m/s”,

5)- L’angle « entre I’accélération et la vitesse :
Par le produit scalaive ou le produit vectoriel :

ixi=—costl(ix])—sin?t (G x 1)
> daxi=—k
& x 1]l =1

D’aulre part : 7
|@ % 7] = avsin(a) = sin(e) =1 = a = 3

6)— Vecteur vitesse et vecteur accélération en coordonnées polaires :
en coordonnée polaire

on a
OM = ré;,
U =1 +1r0ry
@=( — 0% + (rf + 2/0)ép
On a

3
7 = 4/2(l + cost) = 2(:()55

: g )
oul+cosl =2cos? % et sinf = 2sinjcos3

0 e sint _i
=\ T cost )~ 2

Au final

t t
7= —2sin =&, + cos =€
v D) 7 2 0

i « §s
d = — 0§ =€ + 8in —¢€
a D) r+ 9 0

Exercice 4

p=q, 6=pt

M = pé, + pléy = afich



!”‘ |
"
|

4 = pey, + plcy + poch + plcy — po*c;
i (,'s pi?) e | (20 1 o) i
a= -(y/izr;',:,

—» e mouvement est uniforme.

v = af —» vitesse constante
MVT circulaire unilorme de centre O,

Ft puisque p est constante =

CAt=0=0=0

<y

€h

< m
at=§E=>0=§
€9 “e",,
e |
i M
ay
0

5. Puisque on est dans un MVT circulaire de centre O = dans la base de Frenet

aT=0 = 2 -
= = a=qape
{CLN=Q,BZ 6 N

Calcule de abscisse curviligne. On a
ds

v=—7=aﬂ=>5(t)=aﬂt+0

et.at=0,S(0)=0=>O=0
6. Pour 2 tour, on aS(t)=41ra=aﬂt=>£=%s

7. (e, Bty L)
OM = ag, + qtk



sens du mouvement

Exercice 5

Données

Origine O au feu tricolore, axe x orienté vers la droite.
z4(0) =—-3m, zam(0) =24(0) — 24 =-27 m,

a; = 3 m/s?, vg = 15 m/s.

Partie 1

(1) Equations horaires Voiture A (mouvement uniformément accéléré, v4(0) =0) :
J:A(t) '—‘-TCA(O)-i-%(thz = —3+%t2, va(t) =a;t = 3t.

Matard M (mouvement uniforme) :
zum(t) = zpm(0) + vat = =27+ 15L.
(2) Instants des dépassements On résout z4(l) = zum(t) :

3432 = 27415t = §tP-156+24=0

10+ /36
2

2_-10t+16=0=1t= =1 =2s, tg=8s.

Positions :
z(t) =z4(2)=-3+ -g- 22 =3 m, z(ty) =za(8) = -3+ % .82 =93 m.

(3) Interprétation Au départ le motard est derritre la voiture. Il la rattrape et la dépasse at, =2s (apres le leu).
Plus tard la voiture, accélérant, redevient plus rapide et rattrape le motard a t2 = 8s.

Partie 2 — rond-point

Le motard aborde le rond-point de rayon R = 10 m avec une vitesse réduite v = 6 m/s.

1. Y a-t-il une accélération 7 Oui : bien que la norme de la vitesse soit constante, la direction change
contintunent sur le cercle. Il y a donc une accélération centripete.



Trajectoires : voiture A vs motard M

200t
150
x - —
c 100}
o
k=
w
g
50
t1 =2,00% _—
/fafoofn"‘
ok N, = —— Voiture A : xa(tl = —3+§t2
‘/./- —n Motard M : xu(t)= — 27 + 15t
0 2 4 6 8 10 12
Temps t (5)
Figure 1:

2. Nature du mouvement Mouvement circulaire uniforme, avec norme de ’accélération centripete

v'.! 62
—_—_—= = 2
@ =% =1 3,6 m/s”,
et vitesse angulaire
v 6
w=p=1p" 0,6 rad/s.

3. Nature du Mouvement, 2eme cas

e Si vy est constante, alors toute variation de ay pro
cle de rayon fixe, mais une trajectoire courbe dont le rayon de courbure

vient d’une variation du rayon de courbure R.

e Autrement dit, le mobile ne décrit plus un cer
change avec le temps.

Au final:

Le mouvement est curviligne uniforme (vitesse constante) mais non circulaire, car le rayon de courbure varie.

Exercice G

1. Si la trajectoire d’un mobile M est connue

rigine O. La position du mobile M est repérée par son abscisse curviligne s (valeur

On peut Porienter et choisir un point o
Frenet est lié au point M. Il comporte deux vecteurs unitaires et et e suivant la

algébrigue de l'arc OM ). Le repére q‘e
direction T et la direction normale N donc :

er: Vecteur unitaire tangent & la trajectoire en M et de méme sens que le mouvement,

ex ¢ Vecteur unitaire normal & la trajectoire en M et dirigé vers le centre de la courbure,
b:  Vecteur unitaire perpendiculaire au plan contenant €7 et en.

On obtient b par la relation : %
b=er Aen.

2. Relation entre s(t) et V

Lorsque 'on fait varier de fagon élémentaire la posit
Le point M passe de s a s+ ds entre I’instant ¢ et I’

et s’éerit alors ¢
—
dOM = MM" = dsé7.

ion du point M en décrivant la trajectoire, 1'abscisse curviligne s varie.
instant ¢+ di. Le déplacement élémentaire est tangent a la trajectoire



Ainsi, la vitesse est donnée par :
J().\, ds
0= —— = — 7.
ar !

3. Vecteur accélération du point M dans la base de Frenet

A0 dlec) _dv o de

a= - = — e7 + U——.
dt dt dt di
Donc, la composante tangenticlle de 'accélération est

dv
dt’

W Tt

—

€T, ar = v = ||7].

Calculons maintenant la dérivée de ep :

der  depda  det do (_i_s

At da dt  da dsdl
Ou @ est Pangle entre OM et oM.

La dérivée du vecteur unitaire ep par rapport & o cor-
respond & un vecteur unitaire qui lui est perpendiculaire,
qu'on note e, dirigé vers le centre du cercle osculateur a.
Le vecteur ex est done normal & la trajectoire an point. M
et dirvigé vers la concavité de la courbe.

D’apros la figure, Vare de cercle ds = R da, done :

da 1

ds R_,»“

ol R est le rayon de courbure (ou rayon du cercle oscula-
tewr).

Traject m},,

Donc T

L dv + ¢
d=—c7+ €N
dt R(_'

Remarque:

e Ou pourra vérifier que ce résultat est toujours vrai quelle que soil la concavilé de la trajectoire.

e La composante normale étant toujours positive, le vecteur accélération est toujours tourné vers la concavité de la
trajectoire au point considéré.

Exercice 7

e —

1. Vecteur vitesse et accélération

ey
I
i
Il

—3cos(t) i — 3sin(t) ]

7 = \/9sin?(t) + 9cos?(t) + 16 =5, [} = J9cos?(t) + 9sin?(t) = VB =3



1
i

~3) L 7O

2. Les vecteurs unitaires 4, et i,

- 0] — iy Gy,
Uy = ¢ Uy = ~— & &=
' Uy |ldin I

[[vll”

U 1 - - o
Uy = LS = (—lein(ﬁ)i+ 3cos(l) )+ 4!-;)

On a = 0, donc a; = 0 et ainsi dy = d.

d|| gl
di

T 4R, A —(c()s(t)r'i‘ sin(t) ;)

3. Coordonnées cylindriques

p=Vat+yt=3 Lan0=%=¢-0=l,

Les coordonnées cylindriques de M sont :

p=3, 0=t =z(t)=(t-2t

Vecteur position :

do dé, " dé,
_—= _—= ep = _—= —-9 = —
ik PSSt g = =52
Vecteur vitesse :
dF e P 5
S Y _377P 4 Ak =3+ 4k, =
v 2 a + 3¢y + v=>5

Vecteur accélération :

Exercice &
Un systée de coordonnées sphérique est un systéme de coordonnées tridimensionnel qui peut €tre vu comme une
exlension a trois dimensions d'un systeme polaire et dans lequel la position d’un point est donnée par:

e lcrayon 7 qui est la distance entre le point et Uorigine du repere utilisé,
e la longitude p et la latitude 0, deux angles dont la définition exacte est donnée plus bas.

Au méme titre que des coordonnées polaires permettent de représenter la position de wimporte quel point dans le
plan, les coordonnées sphériques permettent de représenter la position de n’importe quel point dans I’espace. Cela dit,
elles sont plus simples & comprendre si on admet que tous les points dont on désire représenter la position se trouvent a la
surface d'une sphere dont le centre est lorigine du repere utilisé. Dans ce cas, le rayon de chacun des points est identique,
et les deux coordonnées restantes — la longitude et la latitude — suffisent donc & représenter leur position.

1. (r,0,¢) en fonction de (z,9,2) :
On z;p = OH = /2% + y? = rsind, HM =z

Attention: Le point H se trouve & I'interieur de la sphere de rayon r et sur le cercle de rayon p, 7 2 p

r=JOHZ+ HM? = /2% + 4 + 22

NeET:

tn110=£= z
o
tany =




2. (r,y,2) en fonction de (r,0,¢) :

r=0OHcosp =rsinlcosy
y = OHsing = rsinfsing

:z =rcosl

3. Représentation vectorielle
(—)W} =i+ y_'-)" tzk=r sin 0 cos i + rsin@sin ej + rcos Ok

01\/} = r(sinfcospi+ sin@sinpj + cosf k)
En coordonnées sphériques on a :
OM =ré:
Par identification : 5 -
¢, =sinfcospi+ gin@singpj + cost k
On peut déterminer le vecteur unitaire €p par

3 (_I%l=cos()cosnp_i'+cosGsinwf—sinHE

0

On peut déterminer le vecteur unitaire €, par :

Fp=0 N =~ sinpi+cosgl

4. Vecteurs position, vitesse et accélération dans la base (€, €, €p)

Sachant que 6 = 0(t) et ¢ = »(t), on montre que

der _ ¢y + @wsinbey

deg S 5

Eetg = —f¢; + pcosbey
dey

= = —psinfe; — @cos Ocp

Vecleur position:
01\3 =716
Vecteur vitesse

dOM—ﬁe"-i—riez—-'fé' + rOép + rosin 0€,
a @ a GRS EE

dOM
dt

—7ié.+r0é +rgsinfeéy,

U=

Vecteur accélération

o

0

a=

= % (fé',. +1r0é +rc,bsi110€w)

&

dér | .= s, £ LB g ecstin 7.8 v pe= iy = 2
=i‘é‘,.+r'{tl+rﬂeg+r0fzo+r0~5§+rgpsmﬂc.p+Tn,asm9€¢+rtp6’cosﬂew+r¢»sin0%°—

d= (7 —r0% — rg?sin®0) & + (rf + 270 — rp* sin 6 cos 6) €p + (r@sinf + 2rpsin b + 2rf¢ cos B) €,



/

/1 -
/ - Position de la balle

i
vy =0

o = 'l‘- aa ay =10 : Il_‘ = {"y )
ik .{ - / - ( ta) -
a, —i ll" —gt + ll_. —glt — tg) — ug

ou Nowus zw ”
wons utilisé les conditions vg(tg) = 0 et vullo) = ~Uo atin de fixer Cy et C2

-‘\pli—-. inté y . "
Y intégration et en utilisant les conditions z(to) = 0 et z(ly) = 2y, OB aboutit aux coordonnées ce .z balle
r=Cy z=10
2z =y Y 2 .
& 5 = :L' + (gty — up)t + C's z= 'E“ -1g)" — uylt — ) + 20
7 1

2. Mouvement du repére relatif

I €5 Ve - - - - 3 — .
ot s ” 7 - RS £ ) . P Y12 clati r contre

teurs des bases des deux repéres sont les memes (i=1¢et k= k') car le train est €1 translation. I(.: 1
ot an repiae zheols (e

l'otigine () ; Ay 7 it 1
wtigme O du repize relatif (le train) démarre a partir de O avec une accélération agt par Tapp

Terre), ¢ y
‘ ”;-)' et cela depuis I'instant £ = 0.
wn oeffet -
1200 y_ o
d 2 o A . 20 27
=ayi = Ue=apti = 00 = 21 L.

dt?

3. Position relative de la balle
ﬁ:o_'ﬁzaﬁ-ﬁé’e (-%(t—lo)2+w(l“lo)+20)’;’%252’7'

La vitesse relative est ¢ ~ =
7 =i, - v =[—glt—lo) - ug)k — ant .

On considére :

00 =ali O'M = bt* ]7

avee o et b des constantes positives, et

1

ut

Jd=wkl =wk.

1. Vitesse dans le repere fixe
. dO'M

i = =2H'T;.
dt 'ﬂ' el

—

dO]o_ b5 % OM = ai + wh2(R x 1) = ai - wht? i

dt
ITZ: = a?—wbl"’il.

“

Relations de passage
{i- = cos(wl) 7 + sin(wt) 7

j' = —sin(wl) 7+ cos(wt) 7

V. = 2bt j# = —2btsin(wt) T + 20t cos(wt) 7.
7. = (a - wbt? cos(wl)) — wht? sin(wt) j.
‘ﬁ=ﬁ+ﬁl

V, = (a — wbt? coswt — 2bt sin wt)i + (2bt coswt — wht? sinwt)j.




s e | w 4 l“”'”’-

2. Accélération

Accélération relative
a, = L =20 = 20( - sinwl i 4 coswl i
dt r ’

Accélération d’entrainement

Ve dd o~ —
= — 4 — M+ x (@xO'M).
Ge=g ta OMtax( )

-

Ge=0+wk x (- wht?i’) = —w?bt?j.

= —w?bt?[ — sin(wl)i + cos(wt)7].

Accélération de Coriolis
Ge = 2(@ x V) = 2(wk’ x 2bt57) = dwbi(=7)-

= —4wbt[cos(wt)f+ sin(wt)ﬂ.

Accélération absolue

Gg = @y + Qe + Gc.

g =

= 2142
d, = [ — 2bsin(wt) + w2bt? sin(wt) — dwbt cos(wt)]i + [2b cos(wt) — w”bt cos(wt)

— 4wbt sin(wt)]f |

o



