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Série d’application 03 : les fonctions réelles a une seule variable

Exercice 1 : Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1) f(z) =v9 —2? 2) g(z) = \/— + = 3) h(z) = In(4 — 2?)
VZ+2 _
ha) = 8 me) =i
Exercice 2 : Calculer les limites suivantes :
. 3_ . 3_ .
1) lim,—y g;—ll 2) limy—y 400 % 3) lim,_,0 %
4 lim,_,, Y22 5)limg_0(1 + 32)+
Exercice 3 : BEtudier la continuité des fonctions suivantes :
22 siz <1
1. f(z) = au point x = 1
20— 1 siz>1
six#0
au point x =0
siz=0
IE

=4 -7 aupoint z =1

Exerc1ce 4:
1. La fonction f(z) = |z — 2| est-elle dérivable en z =27

22 six<0

2. Etudier la dérivabilité de h(z) = enz =0

Exercice 5 : r six>0

1. Montrer que f(z) = z(x — 1)(x — 2) satisfait le théoreme de Rolle sur [0, 2]
2. Le théoreme de Rolle s’applique-t-il & f(x) = |x| sur [-1,1] 7

3. Utiliser le TAF pour prouver que ]sina —sinb| < |a — b

4. Trouver ¢ dans le TAF pour f(z) = = sur [1, 3]

Exercice 6 : Calculer les limites suivantes en utilisant la regle de L’Hopital :

2) limwﬁ+oo ;”—j 3) lim,_,p+ zlnz

er—x—1
22

Inz

4) 11H1I_>1 T— 1

Exercice 7 : I) Pour chaque fonction, déterminer le domaine de définition et la dérivée :

1) f(z) = arcsin(2z — 1) 2) g(x) = arctan <;ch—1>
3) h(x) = argch(z? — 2) 4) k(z) = In(arccos x)
IT) Démontrer que :

1)arcsin(x) + arccos(z) = 5 Va € [~1,1], 2)arctan(z) + arctan () =% Vo >0



Solutions détaillées série d’application : Fonctions d'une
variable réelle

Exercice 1 : Domaine de définition
1. f(z) =vV9—a?

Solution : 9— 22> 0=2><9= -3<z<3
[_3’3]

2' g($) = xl_l + 3322_4
Solution :
—rz—1>0=2>1

— 22 —4#0= 1 #£2
J1, +oo[\{2}
3. h(z) =In(4 — 2?)

Solution : 4 — 22 >0=12<4=-2<zx<?2
]_2a2[

4. k(x) = 242

r—3
Solution :
—x+2>20=12> -2
—rx—-3#0=2+#3

[—2, 3[U]3, +o0]
5. m(x) = \/g

Solution : i_lex >0
Tableau de signes :
— x < 1 : positif
— 1 <2z <4 : négatif
— x > 4 : positif

| — o0, 1]U]4, +00]

Exercice 2 :

1. lim,_y; %
Solution : =Dl — 42 4 gy
3
2. limg, o0 % = limg o %
2
3



3. hmx_>0 %
Solution : tal;(jx) = % . tal;(f”)
2
3
ion : V=2 _ 1
Solution : D — 7arz
1
4
5. limy_o(1 4 32)*
Solution : lim, soe™ = = lim, e 5 =3
Exercice 3 :
2 .
1 f(z) T siz <1 ]
. flz) = en r =
20 —1 siz>1

Solution :
— lim, ;- f(x) =1
— lim, 1+ f(z) =1
— f)=1

| Continue en & = 1]

sin x s O
2. g(z)=<¢ " Sl%f enz =0
1 siz=0

Solution : lim, o 2% = 1 = ¢(0)

| Continue en z = 0]

3. k(:b):%enle

Solution :
— lim, ;- k(z) = —1

’Non continue en x = 1 ‘

Exercice 4 :

1. flx)=|z—2|enz =2
Solution :

'(2) = lim le

+ z—2+ xr— 2

| Non dérivable en z = 2]

22 siz <0

2. h(z) = enx =0
x six>0

Solution :



| Non dérivable en z = 0]

Exercice 5 :

1. Théoréme de Rolle pour f(z) = z(z — 1)(z — 2) sur [0, 2]
Solution :
— f(0)=/f(2)=0
— f'(z) = 32% — 62 + 2
— fflc)=0=3%—6c+2=0

c=1%

“|%

2. Théoreme de Rolle pour f(z) = |z| sur [—1,1]
Solution : f n’est pas dérivable en x = 0
’Le théoréeme ne s’applique pas‘

3. Preuve de |sina —sinb| < |a — b|
Solution : Par TAF : sina —sinb = cosc- (a — b)
|sina — sinb| = |cosc| - |a—b| < |a — Db

’ Preuve complete ‘

4. TAF pour f(x) = < sur [1,3]
Solution :
@)@ _ 371

3-1 2
— f@)=—2

— flle)=—3=c=3

=3

Wl

Exercice 6 : Regle de L’Hopital

: ef—x—1
1. limg 0 <=3

. 7z . V4 T __ Zz
Solution : Forme 8, dérivées : 5 Ly =1
T 2 2
1
2

2
3 x
2. limgyoo

Solution : Forme 22, dérivées : i—f -2 =0

3. lim,_yg+ xInzx

Inx

Solution : =—x=0

[0]
Inz

4. hmle o1

=, forme =, dérivée : —2;
z & Tz

)—‘lH\»—t
I
—_

Solution : Forme 8, dérivée :



sinz—x

5. lim, o #23

Solution : Forme 2, dérivées ; cse=Ll _, —sinz _, —cosz _ _1
0’ 3z 67 6 6
1
6
. 2\ T
6. lim, o (1 + 5) ]
. . 2 limg s 4 oo ln(lfg)
Solution : eMe—teczn(1+3) — ¢ =
lim —
Dérivée : ¢ 1+F = 2
o2

Exercice 7 :

I) Fonction 1 : f(x) = arcsin(2x — 1)

1. Domaine de définition :

—1<2z2-1<10<2x2<2=0<z<1

Dy =10,1]
2. Dérivée :
f@) = s - X - —
1=z —12 \T—(4a®—dr+1) iz —4a?
, B 2 B 1
Jlw) = 2Vx — 22 B Vo — a2

Fonction 2 : g(x) = arctan < ’ )
r+1

1. Domaine de définition : Le dénominateur ne doit pas s’annuler : z # —1

Dy =R\ {-1}
2. Dérivée : ) ( D
, r+1)—x
g'(x) = :
1+ (5)" (@+1)?
1 1
/
g'(z) = :
1+ 2 (e +1)7
¢(@) = o -
~ (af1)2422 2 2 2
e (x+1) (x+1)2+x
1
/ R—
g'() = 202 +2x + 1

Fonction 3 : h(x) = argch(z? — 2)

1. Domaine de définition : Pour argch, on doit avoir : 22 —2 > 1
x223<:):v§—\/§ ou xzx/g

Dy, =] — 00, —V/3] U [V/3, +o0]



2. Dérivée :

W (z) = 2z _ 2z
VE@2—-22-1 Val—4a?2+4-1
W () = 2z
xt —4x?+3
Fonction 4 : k(x) = In(arccos z)
1. Domaine de définition :
— Pour arccos : —1 <z <1
— Pour In : arccosz > 0< x # 1
Dy =[-1,1]

2. Dérivée :

1 1 1
K (x) = = = —
(@) arccos ( V1-— SB2> arccos T - V1 — a2
1)

1. Preuve : arcsin(z) + arccos(z) = g Soit # = arcsin(z), alors sin(d) = x On a :
Cos (E - 9) = sin(f) = x Donc g — 6 = arccos(x) Ainsi 6 + arccos(z) = g

1 1
2. Preuve : arctan(z)+arctan <—> = g pour z > 0 Soit @ = arctan(z) et 5 = arctan (—)
T T
1
1 t t T
Alors tan(a) = z et tan(f) = - On a : tan(a + f) = 1 inig:r)l(jy) ?;Eé% =3 _f =00
s

Doncoz—l—ﬁ:g—l—/mr Comme x > 0, a,BE]O,g[, donca+5:§
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