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Corrigé de la série de TD n°1 (Algébrel)-LMD : Ensembles et relations

Exercice n°1

On considére les ensembles :

A=]—00,4], B=[-5+occ], E=[-41[

(1) AN B = [-5,4]

(2) AUB=R

(3) A= B =] - 00, 5|

(4) B— A =4, +o0|

(5) A— FE =] — oo, —4[U[1,4].

(6) AAB=(A—-B)U(B—A) =] — o0, —5[U(4, +o0.
(7)

Exercice n°2

Soient E un ensemble et A, B et C' trois parties de F.
a) Montrons que

1. C8P) = cau B,
Soit = € CEAOB),

:cEC}EAmB)@(xgéAﬂB) et (x € E)
(¢ Aoux ¢ B)et (r€E)
S (r¢AetrxeE)ou(r ¢ Betax € E)
srecChourecCh
sreCpulCs.

Donc C](EAHB) =CauUCB.



2. AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Soit x € AU (BNC),

re AU(BNC) < (xeA)ou (xe(BNO))
S (reAou(reBetxel)
S (reAouxeB)et (€ Aoux € ()
sre(AUB)etze (AUC)
sre(AUB)N(AUQC).
Donc AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

3. Ax (BUC)=(AxB)U(Ax(O).

Soit (z,y) € Ax (BUC(C),

(x,y) e AXx(BUC)<xeAetye (BUC)

sreAet(ye Bouye Q)

S (reAetyeB)ou(xeAdetye ()

& (z,y) € (Ax B) ou (z,y) € (Ax C)
& (z,y) € (Ax BYU(A X C).
x B)U

Donc A x (BUC) = (A (A xC).
b) Simplifier : (AN B) U (C N A).
(ANB)U(CNA)=(AUuB)U(CUA)
= (AU A)U(C U B)
= EU(CUB)
=F.

Exercice n°3
[. D’aprés le graphe, on a :
1TR1,1R2,2R1,2R2,3R3,3R4,4R3,4R4
Pour tout n € {1,2,3,4} on a nRn donc la relation R est réflexive. On a
d’une part 1R2 et 2R1 et 3R4 et 4R3 ce qui montre que la relation est
symétrique et évidemment elle est transitive, donc il s’agit d’une relation

d’équivalence. 2. Il y a deux classes d’équivalence Ey = {1,2} et £y = {3,4}
par conséquent /R = {E\, Es}.

II. Soit S la relation binaire définie sur R par :
rSy=1® -y =r—y

(1) Montrons que S est une relation d’équivalence.
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a) Reéflexivite :
Pour tout x € R, on a :

Pt =rx—1=0
donc xSz. Ainsi, S est réflexive.
b) Symétrie :
Soient z,y € R tels que xSy. Alors :

PP —r—y
en multipliant par (—1) :
v =y —x

donc ySx. Ainsi, § est symétrique.

c¢) Transitivité :
Soient z,y, z € R tels que xSy et ySz.
On a:

P —yP=r—y et P-2=y—2

En additionnant :

B -B=z—z
donc xSz. Ainsi, S est transitive.
La relation S est réflexive, symétrique et transitive, donc c’est une re-
lation d’équivalence.

(2) Déterminons la classe d’équivalence z .
On peut écrire 23 — y3 = (v — y)(2? + 2y + v?).
Parsuite 2° —y =z —y =2 +ay+y> = 1\v # y
donc si x = y on a 23 — y3 = & — y est toujours vraie.
La classe d’équivalence est donc

T={yeR\y=xouz?+azy+y*=1}

P?H+ay+yt—-1=0y +ay+2°-1=0 (E)
A=z?—4(2*—-1)=-322+4
(E) admet deux solutions yy, ya ssi =322 +4 >0 < 2% <
—r 4+ V=322 +4

2 )
-V 32711
Y2 = 9 )
7= {x, fm+\/;312+4’ fxf\/;312+4} — [ si |JJ’ < \%7 7= {JJ} — F, sinon.
R/S - {El,EQ}.

&[] <

Qo
[\
=

=




I11. Sur R2, on considére la relation 7 définie par :
(2, )T (@) er+y=2"+9,
1. Montrons que T est une relation d’équivalence.
a) Reéflexivité de T : Soit (z,y) € R% On a
rt+y=zr+y.
Donc V(z,y) € R?, (z,y)S(x,y). D’ou la réflexivité de T.
b) Symétrie de T : soient (z,y), (z/,y') € R? tels que (x,y)T (2/,y).
Montrons que (2/,y") T (x,y). On a
(@ y)T (@ y)=a+y=a"+y
= 2’ +y = x +y (symétrie de 'egalité)
= (2",y) T(z,y)
Donc V(z,y), (¢',y) € R?, (z,y)T (z,y) = (',y') T (2, y).
D’otu la symétrie de S.
c) Transitivité de T : Soient (z,y), (', y'), (2", y") € R? tels que (z,y)T (2, y)

ot (l‘,, y/) S (13”, y//)_
Montrons que (z,y)7T (z”,y”). On a

(z,y)T (o', y) c+y=2+y...(1)
et = et
(:L'I,yl)T(x”,y”) x/+y/:m//+y//...(2)

W +@Q)=zt+y=a"+y
(z.9)S (2", y") .
Done V(z,y), («',3/) (2",y") € R?, (x,y)T (a',y') et (2,y) T («",y") =
(z, )T (", y").
Dot la transitivité de 7.
De a), b), ¢) on a 7 est une relation d’équivalence.
b) Déterminons la classe d’équivalence de (0,0).

©,0) = {(z.9) € B, (2,9)T(0,0))
={(z,y) eR*z+y=0+0}
{(z,y) eR* y = —a}
{(z,—z)/z € R}.

Exercice n°4
I. Vérifions si R est une relation d’ordre.
(1) Ve, y e R, 2Ry <z —y € N.
a) Réflexivité : V€ 2R,z —2 =0 € N = 2Rz

donc R est réflexive
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b) Antisymétrie : Soient z,y € R :

ny: x—yGN: JkeN: x—y=k
yRx y—zeN Jk'eN: y—z=F
=@@—yY+@y—2)=k+kK=>k+kK=0=k=0etk=0=>2=y.
Ce qui prouve que R est antisymétrique.
c¢) Transitivité : Soient z,y,z € R :

:vRy: x—yEN: JceN: x—y=k
YRz y—z€N Jk'eN: y—z=F
S@—yY+y—2)=k+k=FK=>2—-—2=FeN= 2Rz

Ce qui prouve que R est transitive.
Comme R est réflexive, antisymétrique et tansitive alors R est une re-

lation d’ordre.

(2) Vz,y eR, 2Ry <z —y € Z.
a) Reéflexivité : V€ 2R,z —ox =0 € Z = 2Rz
donc R est réflexive
b) Antisymétrie : Soient z,y € R :

ny:> x—yGZ:> JdkeZ: xz—y=k
yRx y—r e’ d'eZ: y—xz=F

Rien n’indique que x = y prenons un contre-exemple.

r=1 r—y=3€4L TRy
y=3 y—v=-3€Z yRx
Et pourtant z # y La relation n’est pas antisymétrique, elle n’est donc

pas une relation d’ordre.

IT. Dans N*, on définit la relation S par :

xSy < wdivisey (FkeN*:y=kx)
1. Montrons que S est une relation d’ordre.
a) Reflexivité : Vo € N* z divise z(z = 1.2) = zSx
donc S est réflexive
b) Antisymétrie : Soient x,y € N* :

xSy x divise y dkeN*: y=kx
= .. =
ySz y divise x IJneN: z=ny

szr=nkxr=>nk=1=>n=k=1nkeN)=>z=y.
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Ce qui prouve que S est antisymétrique.
c) Transitivité : Soient =,y et z € N* :

{xSy ﬁ{xdivisey é{ﬂkEN* cy =k

ySz y divise z IneN* :z=ny
=z=nk- -z
= x5z

donc S est transitive.

Comme S est réflexive, antisymétrique et tansitive alors S est une relation
d’ordre.

2. Cet ordre est partiel, car dx = 2,y = 3 tels que :

2 S3et 3 52



