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Exercice 1

1. Montrons que f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2).

Soit y ∈ f(A1 ∪A2), alors :

y ∈ f(A1 ∪A2)⇐⇒ ∃x ∈ (A1 ∪A2) : y = f(x)

⇐⇒ [∃x ∈ A1 ou ∃x ∈ A2] : y = f(x)

⇐⇒ [∃x ∈ A1 : y = f(x)] ou [∃x ∈ A2 : y = f(x)]

⇐⇒ y ∈ f(A1) ou y ∈ f(A2)

⇐⇒ y ∈ f(A1) ∪ f(A2).

Donc f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2).

2. Montrons que B1 ⊂ B2 ⇒ f−1(B1) ⊂ f−1(B2).

Supposons que B1 ⊂ B2 et montrons que f−1(B1) ⊂ f−1(B2).

Soit x ∈ f−1(B1), alors :

x ∈ f−1(B1) =⇒ f(x) ∈ B1

=⇒ f(x) ∈ B2 (car B1 ⊂ B2)

=⇒ x ∈ f−1(B2).

Donc f−1(B1) ⊂ f−1(B2).

Exercice 2
f : R −→ R

x 7−→ f(x) = x2 − 6x + 9.
1)• f({1, 5}) = {f(1), f(5)} = {4}.
• f([0, 1]) =[f(1), f(0)] = [4, 9].
• f−1({−1}) = {x ∈ R /f(x) = −1},

= {x ∈ R /x2 − 6x + 9 = −1},
= ∅.

• f−1([0,+∞[) ={x ∈ R /f(x) ≥ 0},
={x ∈ R /(x− 3)2 ≥ 0} = R.

2)- f n’est pas injective, car d’aprés 1) f(1) = f(5) = 4 mais 1 6= 5.
- f n’est pas surjective, car d’aprés 1) y = −1 n’admet aucun antécédent par
l’application f .
- f n’est pas bijective, car elle n’est ni injective ni surjective.
3)Soity ∈ J .
y = f(x)⇒ y = (x− 3)2 ⇒ y ∈ [0,+∞[.
⇒ x2 − 6x + 9− y = 0.
∆ = 62 − 4(9− y) = 4y.
∆ ≥ 0 pour y ∈ [0,+∞[. l’équation y = f(x) admet 2 solutions x1, x2 :



x1 =
6−2√y

2 = 3−√y ≤ 3

x2 =
6+2
√
y

2 = 3 +
√
y ≥ 3.

Il suffit de prendre :
I =]−∞, 3] ou I = [3,+∞[etJ = [0,+∞[ pour que f : I −→ J soit bijective.
f−1 : [0,+∞[−→ [3,+∞[

y 7−→ f−1(y) = 3 +
√
y.

Ou bien
f−1 : [0,+∞[−→]−∞, 3]

y 7−→ f−1(y) = 3−√y.

Exercice 3

Soit l’application f : R −→ R définie par f(x) =
2x

1 + x2
.

1. Calculons f

(
1

2

)
, f(2) et f(0).

f

(
1

2

)
=

4

5
, f(2) =

4

5
, f(0) = 0.

2. Calculons f−1({−2}).

f−1({−2}) = {x ∈ R/f(x) ∈ {−2}}
= {x ∈ R/f(x) = −2}

=

{
x ∈ R/

2x

1 + x2
= −2

}
=

{
x ∈ R/ 2x = −2− 2x2

}
=

{
x ∈ R/ 2(1 + x + x2) = 0

}
=

{
x ∈ R/ 1 + x + x2 = 0

}
= ∅.

3. f n’est pas injective car f

(
1

2

)
= f(2) mais

1

2
6= 2.

f n’est pas surjective car, car @x ∈ R/f(x) = −2.

4. g : [−1,+1] −→ [−1,+1] /g(x) = f(x).
Montrons que : g est injective :

g(x1) = g(x2) =⇒ 2x1
1 + x21

=
2x2

1 + x22
=⇒ 2x1(1 + x22) = 2x2(1 + x21)
=⇒ x1 + x1x

2
2 = x2 + x2x

2
1

=⇒ x1 − x2 = x2x
2
1 − x1x

2
2

=⇒ x1 − x2 = x1x2(x1 − x2)
=⇒ (x1 − x2)(1− x1x2) = 0
=⇒ (x1 − x2) = 0 ∨ (x1x2 = 1)
=⇒ (x1 = x2) ∨ (x1 = x2 = 1 ∨ x1 = x2 = −1)

donc g est injective.
Montrons que g est surjective.

Résolvons l’équation y =
2x

1 + x2
, on a :

y =
2x

1 + x2
=⇒ yx2 − 2x + y = 0.
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∆ = 4− 4y2 = 4(1− y2) ≥ 0, car y ∈ [−1, 1] .

donc l’équation y = g(x) admet deux solutions (y 6= 0) :

x1 =
1−

√
1− y2

y
et x2 =

1 +
√

1− y2

y
/∈ [−1,+1] .

si y = 0 =⇒ x = 0
d’où g est surjective.

comme g est injective et surjective, alors g est bijective, et

g−1 : [−1,+1] −→ [−1,+1]

et

x = g−1(y) =
1−

√
1− y2

y
.
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